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1. Encontre todos os valores complexos z para os quais:

(a) log(z —1) =13
8=l = ¢’ = cosZ +iseni =i = z—1=1i,ousejaz=1+i.
(b) e* = —ie

log e* = log(—ie) = log| — ie| + i(arg(—ie) + 2km) = loge + i(—F + 2km),
ou seja, z = 1 —i5 + 2kmi, com k € Z.
(c) z =47
2'2/7r —

2™ = el1+4h) — cog(1 + 4k) + isen(1 + 4k) com k € Z.
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sendo 7y o circulo centrado na origem e raio r = 2, percorrido no sentido anti-horario.

2 . 2 . . 2. . .
—_ e;logl — e;(log|z|+z(argz+2k7r)) — e;z(%+2k7r)) — €Z(1+4k), ou seja,

2. Calcule

Parametrizando v(t) = 2¢", 0 < ¢t < 2, teremos
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0 —i

3. Seja v o circulo de centro na origem e raio 3, e considere a fungao

f(w):/WZQ—i_de

Z— W

2w

= 2.
0

a qual estda bem definida para todo w € C com |w| # 3. Calcule f(2i) e f(3 + 4i).

Os pontos w € C com |w| < 3, estao no interior de 7, logo vale a férmula integral

de Cauchy. Como g(z) = 2% + 2 é analitica no plano complexo todo entio:

flw) = / fj—j dz = 2mi(w? +2) = f(2i) = 2mi((2i)* 4+ 2) = —4mi.

Agora, se w € C e |w| > 3, entdo a funcao h(z) = i—*j é analitica sobre v e em
seu interior e, pelo teorema de Cauchy-Goursat, a integral sobre v é nula. Ou seja,

f(w) =0, para todo w € C com |w| > 3. Logo, f(3+ 4i) = 0.



4. (a)

Seja f : C — C uma funcao analitica com parte imdginaria v(x,y) = f(z+1y),
para todo z = x + iy € C. Prove que v é harmonica.

Denotando por u(x,y) = f(x+iy) a parte real de f, pelas equacoes de Cauchy-
Riemann temos u, = v, e u, = —v,. Derivando a primeira dessas equacoes em
relagao a y e a segunda em relagao a = teremos Uy, = Vyy € Uyy = —Vyy. Como
f ¢é analitica, suas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas, o que
implica na igualdade das derivadas mistas. Daqui segue que:

Vyy = Upy = Uyg = —Vzyp = Uyy + Uz = 0, OU seja, v é harmonica.

Mostre que a funcao v(x,y) = 2% —2y? nao pode ser a parte imaginaria de uma
funcao f : C — C analitica
Basta ver que vy, + v;, = —2 # 0 e portanto v nao é harmonica. O resultado

segue da contrapositiva do item anterior.

5. Seja 2 C C um conjunto simplesmente conexo e f : 2 — C uma funcao analitica.

Deé justificativas rapidas para as seguintes afirmacoes:

(a)

f € de classe C*;
Dado z € Q, seja € > 0 tal que D(z,e) C Q. Pelo teorema de Cauchy para

derivadas, para cada n € N, f" existe e é continua, pois em cada z € Q sua

1
derivada é: f"FV(z) = —/ Mdz.
27 Jop(ze) (W — 2)"

A funcao derivada f’ também é analitica;

Como f = u+ iv é analitica entdo f' = u, + iv,. Denotando U = Re f e V =
Im [, como u e v sdo de classe C*°, segue das equagoes de Cauchy-Riemann que:
Vy=(0)y = (0y)e = (U)o =Us € Vo= —(v2)e = —(—uy)z = (uz)y = Us.
Logo U e V satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann e tem derivadas parciais

continuas, portanto f/ = U + iV é analitica.
Se F' uma primitiva de f e v : [0,1] — € é um caminho, entdo /f(z)dz =
2!

F(y(1)) = F((0));
Como f é analitica e () é simplesmente conexo entao sua integral nao depende
do caminho, logo / £(2)dz = F(v(1)) — F(7(0)).
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