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A fungio f(z) = =5

quartas de —1), ou seja, nos pontos eikTw, para k = +1,£3. Esta integral se encaixa
no modelo previsto na situagao 1 (ver notas da aula 14)
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—00
. ~ az . ~ . .
Considere a fungao f(z) = ~s57 cujos polos sao os zeros do denominador, ou seja,
os pontos z = im + 2km, com k € Z. Para o caminho de integracao vamos escolher
o retangulo v = 1 + ¥2 — 3 — Y4, sendo
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Assim f tera apenas um polo na regiao dentro da regiao delimitada por 7. Como
Res(f, mi) = —e'“™ entao
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Por outro lado
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Agora note que sen (ra) = (€™ — ") = s (1 — ") , logo
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Falta s6 mostrar que as integrais do lado direito tendem a zero, quando r — oc.
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. Seja G C C aberto e f : G — C uma funcao analitica médulo singularidades
isoladas, cujo conjunto singular é 3. Dada uma curva suave v em G \ 3, homdloga
a zero em G, prove o conjunto F' = {a € ¥ : n(~;a) # 0} é finito.

Suponha, por absurdo, que F' ¢ infinito. Denotando por U,, a tnica componente
conexa nao limitada de C\ {7}, teremos C \ U, limitado.

Como n(7,z) = 0,Vz € Uy, entdo F'N U, = @. Daqui segue que F' é limitado e
infinito e, portanto, F' tem ponto de acumulacao.

Seja a € G ponto de acumulacao de F', Como F' C ¥ e ¥ nao pode ter ponto de
acumulagao, entdao a € ¥ = a € F = n(vy,a) = 0.

Segue da continuidade da funcao z € C\ {7y} — n(v,z2) € Z, que existe 6 > 0 tal
que n(vy,z) =0,Vz € B(a,0) = B(a,0) N FF = @ = a nao é ponto de acumagao de
F' (contradigao).

. Seja G um subconjunto aberto, conexo e limitado do plano complexo e u : G — R
uma func¢ao continua que possui a propriedade do valor médio em G.

(a) Se u|gpe = 0, mostre que u é a fungao identicamente nula em G;
Como G ¢é limitado entdo G é compacto e, por continuidade, existem a,b € G
tais que u(a) < u(z) < u(b),vz € G. Se b € G, pelo principio do méximo
teremos u constante em G. Como u é continua em G e uloc =0, entdao u =0
em G, e portanto em G. Analogamente, se a € G, pelo principio do minimo
teremos v = 0 em G. Finalmente se a,b € 0G, teremos 0 = u(a) = u(b) e
u=0em G.

(b) Mostre que u é harmonica em G.
Seja a € G e r > 0 tais que B(a,7) C G. Pelo problema de Dirichlet no
disco, existe uma funcio continua em B(a,r) e harmonica em B(a,r) tal que
v|og = ulsg. Como v é harmoénica entao v tem a propriedade do valor médio,
mas por hipotese u também tem a propriedade do valor médio, e (v—u)|sg = 0,
segue do item anterior que u = v em . Em particular, u é harmonica.



(c) Sob quais condi¢oes o conjunto N = {z € G;u,(z) = uy(z) = 0} pode ter
ponto de acumulacao?
Considere a fungao f(z) = u,(2) + iu,(z), com z € G. Observe que as partes
real e imaginaria de f tem derivadas parciais continuas e satisfazem as equacoes
de Cauchy-Riemann (pois v é harmonica) logo f é analitica em G. Como N é
o conjunto de zeros de f, entao
N tem ponto de acumulacao < f =0 em G < u é constante em G.

5. Seja D = {2z € C : |z| < 1} o disco unitario, G um conjunto aberto contendo D e
u : G — R uma fungao harmonica tal que u(0) = 1.
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(a) Mostre que u (§> <3.

Pela formula de Poisson
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(b) Dé um exemplo em que ocorre a igualdade no item acima, ou seja, u(
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Basta tomar u(z,y) = Re <



