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Introducao

Uma das caracteristicas mais marcantes da Matematica é o extensivo uso de notagoes para
expressar ideias e conceitos dessa ciéncia. A capacidade de compreender e se expressar usando
esses simbolos e criar sua propria notacdo é fundamental para o seu desenvolvimento matemaético.

Mas atencao: conhecer simbolos matematicos e saber usa-los corretamente, nao significa que
vocé € um matematico ou sabe fazer matematica. Assim como conhecer a notagdo musical néo
significa que vocé é um musico ou sabe fazer musica. Por outro lado, ndo conhecer a notacao
matematica ou ndo saber usé-la do modo correto podera lhe trazer dificuldades de aprendizado
(de novas ideias matematicas) e impedir vocé de desenvolver todo o seu potencial.

Nessas notas de aula pretendo mostrar a vocés quais sdo as bases do raciocinio légico usado
pelos matematicos e o uso correto dessas notagoes, ajudando-os a alcangar seus objetivos na
Matematica.
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Capitulo 1

Conjuntos

1.1 Nocgao de conjunto

A noc¢ao de conjunto, fundamental na Matemaética atual, ndo é suscetivel de defini¢ao precisa
a partir de no¢des mais simples, em outras palavras, conjunto é uma noc¢ao primitiva.

Intuitivamente, por “conjunto” entenderemos qualquer cole¢do bem definida de objetos dis-
tinguiveis, ndo importando sua natureza. Os objetos que constituem um conjunto sdo chamados
de elementos do conjunto.

Exemplo 1.1.
1. No conjunto das vogais do alfabeto, cada uma das vogais é um elemento;
2. No conjunto dos alunos de uma disciplina, cada um dos alunos ¢ um elemento;

3. Uma reta pode ser considerada um conjunto dos pontos, neste caso cada ponto dessa reta
é um elemento do conjunto.

E costume denotar conjuntos usando letras maitsculas e seus elementos por letras mintsculas.
Por exemplo: o conjunto A cujos elementos sao a, b e ¢, serd representado pela notacao:

A ={a,b,c}

que deve ser lida: “A é o conjunto cujos elementos sdo a, b e ¢ 7. Note que os elementos sdo
separados por virgulas e delimitados por chaves.

Também é costume dos matematicos denominar conjuntos por “letras significativas”, ou seja,
letras que tenham algum tipo de ligacdo com os elementos do conjunto.

Exemplo 1.2.

1. O conjunto das letras da palavra ‘Matematica’: L = {m,a,t, e,i,c}. Aqui foi escolhida a
letra “L” por lembrar a palavra “letras”, mas M também teria sido uma boa escolha;

2. O conjunto das vogais do alfabeto portugués: V = {a,e,i,0,u};

3. O conjunto dos meses do ano com 30 dias: 7" = {Abril, Junho, Setembro, Novembro}.

1.2 Relagao de pertinéncia

Para indicar que um elemento z pertence ao conjunto A, escrevemos

T € A,
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e para indicar que um elemento y ndo pertence ao conjunto A, escrevemos
y & A

Com 0 mesmo significado de x € A, escreve-se A 5 x, que se 1&: “A contém z”. Também
podemos escrever A # x que se 1&: “A ndo contém zx”.

Observacao: Ao colocarmos um traco obliquo sobre um simbolo produzimos um novo simbolo
cujo significado é a negacao do primeiro. E o que acontece com o simbolo # (diferente de)
conhecido de todos, e agora com os simbolos ¢ e Z (ndo pertence e nao contém).

Exemplo 1.3. Considere o conjunto A = {1,2,3,4,5}, entao
1eA 2€A, e6¢ A

Quando dois ou mais elementos pertencem a um mesmo conjunto é bastante comum lista-los
e usar apenas um simbolo de pertinéncia. No exemplo acima podemos escrever 1,2,3 € A para
dizer que os trés elementos pertencem ao conjunto A, ou seja, 1 € A,2 € Ae 3 € A.

Quando dizemos que x é um elemento particular do conjunto A, queremos dizer que x é um
elemento especifico desse conjunto, que pode ser distinguido dos demais por sua natureza ou defi-
ni¢do. Ao contrério, quando dizemos que y um elemento arbitrario (ou genérico) de A, significa
que y é um elemento do qual nada se supoe, salvo sua pertinéncia ao conjunto A.

No exemplo acima, os numeros 2 e 4 sdo elementos particulares de A. Quando queremos nos
referir a um elemento arbitrario desse conjunto A podemos dizer “seja x um elemento arbitréario
de A ou “seja x € A um elemento qualquer”.

1.3 Familia de conjuntos

Um conjunto cujos elementos também sao conjuntos é chamado de familia de conjuntos. Por
exemplo,

F={{2,3},{2}.{5.6,7}}
¢ uma familia de conjuntos, cujos elementos sao {2,3}, {2}, e {5,6,7}. Neste caso
{2,3} e F, {2} eF e {5,6,7} € F

Note que 2 ¢ F e 5 ¢ F| pois os elementos de F' ndo sdo nameros, sdo conjuntos!

Uma reta é um conjunto de pontos e, portanto, um conjunto de retas pode ser considerado
uma familia de conjuntos.

Também faz sentido considerar um conjunto no qual alguns elementos sdo conjuntos e outros
nao. Por exemplo: F' = {{2,3},2,{5}} Aqui

(2,3}€F, 3¢F, 2€F, {2}¢F {5}€F e 5¢F

1.4 Conjunto universo

Chama-se conjunto universo (ou apenas universo de uma teoria) o conjunto de todos os
elementos que sao considerados no estudo de uma teoria.

Por exemplo, no estudo de Aritmética o universo geralmente & o conjunto dos numeros
inteiros, e na Geometria o universo pode ser o conjunto de todos os pontos do plano ou do
espaco.

O universo também é chamado de dominio e vamos representé-los pela letra .
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1.5 Conjuntos numéricos

Os seguintes conjuntos numéricos sao particularmente importantes na Matematica e serdo
extensivamente usados em nossos exemplos:

e Conjunto dos nimeros naturais N, formado pelos nimeros 1,2,3,4,5,.. .;

e Conjunto dos numeros inteiros Z, constituido pelos nimeros naturais, seus opostos e o
zero, ou seja, 0,£1,£2, 43, .. ;

e Conjunto dos numeros racionais QQ, formado os ntmeros que podem ser escritos como o
quociente de dois numeros inteiros, ou seja, que podem ser escritos na forma p/q com

p,q € Zeq#0;

e Conjunto dos nameros reais R, cujos elementos sdo todos os niimeros racionais e irracionais
(nao racionais);

e Conjunto dos niimeros complexos C, cujos elementos sao todos os nimeros da forma a+ b,
coma,beERet=+—1.

1.6 Determinacao de um conjunto

Basicamente, ha duas maneiras de dar (ou definir) um conjunto num determinado universo
U. A primeira forma é simplesmente enumerar todos os elementos que pertencem ao conjunto.

Por exemplo:
D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

é o conjunto dos primeiros 13 niimeros naturais. Neste caso dizemos que o conjunto esté definido
pOr enumeracao ou extensao.

Num conjunto definido por enumeracao, a ordem dos elementos ¢é indiferente e cada elemento
deve figurar somente uma vez. Por exemplo:

1. Q ={25,4,16,1,9} e Q@ = {1,4,9,16,25} representam o mesmo conjunto;

2. O conjunto B ={1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,1,2,1} apesar de apresentar um padrao este-
ticamente elegante, ndo atende as normas de representacdo por enumeragdo acima, des-
perdicando espaco e tirando atencdo do que realmente interessa, que é o fato do conjunto
B possuir apenas 4 elementos, ou seja, B = {1,2,3,4}

A segunda forma de definir um conjunto é muito mais eficiente e por isso, é a mais usada.
Consiste em estabelecer um universo U e enunciar um critério de pertinéncia que é satisfeito por
todos os elementos do conjunto e somente por esses elementos.

Este critério de pertinéncia consiste em uma ou mais condicbes que somente os elementos
do conjunto devem satisfazer. Por exemplo, o conjunto D dos 10 primeiros nimeros naturais
acima, poderia ser dado da seguinte forma

D ={n eN;1<n<10}.

Essa é a forma mais comum de definir um conjunto A em um universo I: primeiro indicamos
o universo no qual os elementos = serdo tomados e a seguir a condi¢ao p(x) que deve ser satisfeita.
A notagdo correta é a seguinte:

A={z:zclUep(z)} ou A={recl:px)}
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Caso os elementos do conjunto A precisem verificar mais de uma condigdo, por exemplo,
p(z) e g(x) simultaneamente, podemos escrever:

A={z el :p(zx)eq(x)}

Quando nao ha risco de ambiguidade, pode-se suprimir a indicacao do universo U nas defi-
nicoes dos conjuntos escrevendo-se apenas:

A={z:px)} ou A={z:p()eq(r)}
Exemplo 1.4.
I A={zeN:z <5} ={1,2,3,4};
2. B={xeN:x<20ex éprimo};
3. C={x €Z:x é divisivel por 5};

1.7 Conjunto unitario

Chama-se conjunto unitario todo o conjunto constituido de um tunico elemento. Quando
A = {a} dizemos que A é o conjunto unitario determinado pelo elemento a.

Importante: note que uma coisa é um conjunto unitario e outra coisa é o elemento que o

determina. Dessa forma: 3 € {3} é o correto e a notacdo 3 = {3} nao faz sentido.

Exemplo 1.5.
1. P={zeN:z+1=3}={2};
2. Q={zxecR:2?>=0}={0};

1.8 Conjunto vazio

Considere o conjunto A = {x € R : 22 < 0}. Note que nio existe ntamero real que satisfaca
a condicdo z2 < 0, logo essa é uma condicdo impossivel.

O conjunto dos elementos que verificam uma condicdo impossivel é um conjunto sem ele-
mentos, portanto convencionaremos chama-lo de conjunto vazio. Trata-se de uma convencao
Matematica que amplia o significado usual da palavra conjunto.

A notacao usual para o conjunto vazio é &.

Exemplo 1.6. A={rcR:2°<0}=0e R={z€N:iz=0+1}=0

1.9 Conjuntos finitos e infinitos

Uma correspondéncia entre os conjuntos A e B é univoca de A para B se para cada elemento
de A corresponder um tunico elemento de B. Dizemos que a correspondéncia é biunivoca, se ela
for univoca tanto de A para B como de B para A. Em outras palavras, uma correspondéncia é
biunivoca se: para cada elemento de A corresponde um tnico elemento de B e, reciprocamente,
para cada elemento de B corresponde um dnico elemento de A.

Dizemos que um conjunto A é finito quando, para algum n € N, existir uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto A e o conjunto dos n primeiros nimeros naturais.
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Por exemplo, é facil estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o conjuntos:

A={z€Z;z| <2} e {1,2,3,4,5}

Para completar nossa definicdo, assumimos que o conjunto vazio é finito e possui zero ele-
mentos. Finalmente, diremos que um conjunto é infinito quando ele nao for finito.

Usaremos a notacao n(A) para designar o numero de elementos de um conjunto finito A.
Note que:

o A vazio = n(A) =0;

e A finito e ndo vazio = n(A) =n € N.

Para representar um conjunto finito, com um ntimero nao determinado de elementos, usamos
trés pontos ente virgulas, por exemplo:

{a,b,c,....,m}.

E para representar conjuntos infinitos, listamos uma quantidade representativa de seus ele-
mentos colocando de trés pontos entre a dltima virgula e a chave que delimita o conjunto, por
exemplo:

{1,2,3,4,...}

¢

No paragrafo acima o termo “quantidade representativa” deve ser entendido como “uma

quantidade de elementos suficiente para caracterizar qual propriedade um elemento deve possuir
para estar nesse conjunto”.

Por exemplo: quando escrevemos P = {2,4,6,8,...} e R = {2,3,5,7,11,...}, presume-se
que P seja formado pelo nimeros naturais pares e que R seja o conjunto dos niimeros primos.

Também é comum encontrar a notacdo Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} para indicar que o
conjunto dos nimeros inteiros tem uma infinidade de elementos “nas duas dire¢oes” (positiva e
negativa).

Para indicar que um conjunto finito possui exatamente k elementos (sendo k um numero
natural qualquer) pode-se escrever

{a17 az, as, ... 7ak}'

1.10 Notacgoes especiais para alguns conjuntos numéricos

Excluindo o zero:

Os conjuntos numéricos Z*, Q* e R* sdo obtidos a partir dos conjuntos numéricos Z,Q e R
excluindo-se o zero. Portanto:

7*={x €Z:x+#0}, Q"={zeQ:2#0} e R ={zreR:z#0}.
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Nao Negativos:

Os conjuntos numéricos Z, Q4 e Ry sao obtidos a partir dos conjuntos numéricos Z,Q e R
considerando-se apenas os elementos nao negativos (ou seja, maiores ou iguais a zero). Portanto:

Zy={x€Z:x>0}, Qr={ze€Q:2>20} e Ry={zxeR:z>0}

Nao Positivos:

Os conjuntos numéricos Z_,Q_ e R_ sao obtidos a partir dos conjuntos numéricos Z,Q e R
considerando-se apenas os elementos nao positivos (ou seja, menores ou iguais a zero). Portanto:

Z_ ={x€Z:x <0}, Qo={ze€Q:2<0} e R_={zreR:z<0}

Combinando notagoes:

Também é comum considerar conjuntos numéricos nao positivos, ou nao negativos, sem o
z€ero, para isso usaremos as notagoes:

T={r€Z:x2>0} =N, QL ={z€Q:2 >0}, T ={reR:z >0}
7t ={xe€l:x <0}, QL ={zreQ:z <0}, R* ={z eR:z <0}.

[T

Observacao: Note que nos conjuntos acima foi usado o simbolo “ =7 em vez do simbolo de
igualdade “ =" . Este é um simbolo de definicdo bastante comum em textos de Matematica.
A expressao A = {a,b, c} significa que o autor passara a denominar por A o conjunto {a, b, c}.

Alguns autores também usam o simbolo “:=7" com esse mesmo significado.

1.11 Representacao geométrica dos niimeros reais

Os ntiimeros reais podem ser representados geometricamente pelos pontos de uma reta, cha-
mada reta real. Escolhe-se um ponto O para representar o ntimero real zero e um outro ponto
A, a direita de O, para representar o numero real 1.

Usando a distancia entre O e A como unidade de medida, a todo ponto da reta real cor-
responderd um Unico nimero real e, inversamente, a todo niimero real corresponderd um tnico
ponto dessa reta. Em outras palavras, hd uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto R
dos numeros reais e o conjunto dos pontos da reta real.

Os nameros reais & direita do zero (que estao do mesmo lado que o 1) formam o conjunto
R* dos ntimeros reais positivos, ji os niimeros reais a esquerda do zero formam o conjunto R*
dos ntmeros reais negativos. O namero 0 nao é positivo nem negativo.

Observacao: A demonstracio que essa correspondéncia é biunivoca é um problema bem mais
delicado e depende de varios resultados mais profundos. Tendo em vista o fato deste curso ser
introdutorio, vamos assumir esse resultado como verdadeiro.
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1.12 Intervalos limitados em R

Sejam a e b dois nimeros reais, com a < b. Chamamos de intervalo fechado de extremos a e
b o conjunto [a, b] formado por todos os niumeros reais x tais que a < x < b, ou seja,

[a,b] = {z € Rja < = < b}
De forma anéloga definimos os seguintes conjuntos:

e intervalo semi-aberto & direita de extremos a e b: [a,b) = {zr € R;a < x < b}
e intervalo semi-aberto & esquerda de extremos a e b: (a,b] = {xr € R:a <z < b}

e intervalo aberto de extremos a e b: (a,b) ={r € R:a < x < b}

Em algumas situacbes particulares, pode ser interessante retirar a exigéncia a < b. Neste
caso vamos nos deparar com algumas situacdes incomuns, por exemplo:

e No caso em que b = a, obtemos o intervalo fechado degenerado [a, a] = {a}. Essa situagao
ocorre em varias demonstracoes da Anélise Matemaética na qual se usa o “Teorema dos
Intervalos Encaixados”.

e Também no caso em que b = a, teremos (a,a) ={r e Rz <aex >a} =9, [a,a) =2
e (a,a]l =9 .

e Para b < a, os intervalos limitados [a,b], [a,b), (a,b] e (a,b) serdo todos vazios.

Para ajudar na compreensdo desses exemplos abstratos, pense em alguns exemplos numéricos.

Para concluir, convém observar que todos os intervalos limitados, com a < b, sdo conjuntos
infinitos, ou seja, cada um deles tem uma infinidade de elementos.

1.13 Intervalos nao-limitados em R

Seja a um numeros real qualquer. Chamamos de intervalo fechado ilimitado a direita de
origem a o conjunto [a, +00) formado por todos os nimeros reais z tais que = > a, ou seja,

[a,+o0) ={zx €eR:x >a}
De forma anéloga definimos os seguintes conjuntos:
1. intervalo fechado ilimitado a esquerda de origem a: (—oo,a] = {x € R:z < a};
2. intervalo aberto ilimitado a direita de origem a: (a,+00) ={x € R: x > a};

3. intervalo aberto ilimitado a esquerda de origem a: (—o0,a) ={z € R:x < a};

4. intervalo aberto ilimitado & esquerda e a direita: (—oo, +00) = R.
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1.14 Exercicios
1. Represente os conjuntos abaixo na forma tabular, ou seja, enumerando os elementos do
conjunto:

(a) letras da palavra "ARARA";
meses do ano que possuem a letra A em sua grafia;

divisores de 20

d) ntmeros primos maiores que 20 e menores que 50
) nameros naturais menores que 50 que possuem exatamente 2 divisores;

numeros naturais menores que 50 que possuem exatamente 3 divisores;

(g) numeros naturais menores que 50 que possuem pelo menos 8 divisores;

2. Dado A ={1,4,8,9,15,16, 17}, represente os conjuntos abaixo na forma tabular:

(a) By ={a€ A;\/a e N}; (d) By={a€ A;a® <2a—1};
(b) By ={ae 4 yac A} (&) Bs={ac A(a—1) € A};
(¢c) Bs={a€ A;la—5| < T} (f) Bs={a€ A;(a+1) € A};

3. Represente os seguintes conjuntos com a notacao de intervalo
(a) 1 ={reR;-2<zx< -1} (d) Jy = {z € R;2? = 22 + 3};

(b) Jo={z eR;z+1>0} (e) s={xeR;|lz—1| > 1}
(c) Js={x e R;|z —5| <2} (f) Jo ={z €R;|z| >2e |z| <5}



Capitulo 2

Subconjuntos

2.1 Igualdade de conjuntos

Apesar de ja termos usado o simbolo de igualdade previamente nesse texto e de todos nés
termos uma ideia intuitiva do que devam ser conjuntos iguais, daremos uma definicdo precisa
desse conceito e estudaremos suas propriedades com um pouco mais de cuidado.

Definicao 2.1. Dizemos que 0s conjuntos A e B sdo iguais, e denotamos A = B, quando esses
conjuntos tém exatamente os mesmos elementos.

A defini¢do acima pode ser reescrita na linguagem de logica matemética de seguinte forma:

A=B <+ (Vz)(r € A=z € B) (2.1)

Quando o conjunto A nao é igual ao conjunto B, dizemos que “A é diferente de B” e usamos
a notacao usual A # B. Neste caso existe pelo menos um elemento de A que ndo pertence a B,
ou existe um elemento de B que nao pertence a A.

Recordando que a bicondicional p <+ ¢ é equivalente a proposi¢ao (p — ¢q) A (¢ — p), a
negacao da bicondicional seré:

~(peq) e~ =@V~ (@—q) < (PA~q)V (A ~Dp)
Usando essa expressdo e o axioma da negacao de quantificadores, obtemos

~|(Vz)(zre Az eB)] & (3z)~|[(zc€AszeB)
& (Fz)[(zxe Anz ¢ B)V(zeBAaz ¢ A).

Logo podemos escrever
A# B« [(Ia)(x€ ANz ¢ B)|VI[(3y)(ye Bry ¢ A)] (2.2)
Exemplo 2.2.
1. {a,b,¢} = {b,c,a} = {a,a,b,b,b,c}
2. {zeR;lz| =1} = {1,-1}
3. {1} #{1,-1}
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2.1.1 Propriedades da igualdade

As seguintes propriedades a respeito da igualdade de conjuntos sdo vélidas:

1. Reflexiva: (VA)(A = A)
Dem.: Como (Vz)(z € A<z € A), entao A = A.

2. Simétrica: (VA,B)(A= B = B =A)
Dem.: A= B = (Vz)(r € A< = € B). Pela comutatividade do bicondicional temos
(Vz)(re BerecA)=B=A

3. Transitiva: (VA,B,C)(A=BeB=C=A=C)

Dem.: A=BeB=C= (Vz)(rec A zeB)e (Vx)(re B xel).
Pela transitividade do bicondicional temos (Vz)(zx € A2z e C) = A=C.

2.2 Relagao de inclusao

Definicao 2.3. Dizemos que um conjunto A estd contido em um conjunto B se e somente se
qualquer elemento de A também ¢é um elemento de B.

Usamos notagdo A C B para indicar que A esta contido em B. Simbolicamente

ACB<«= (Vz)(r€e A=z € B) (2.3)

Também é muito comum ler a expressdo A C B como “A é um subconjunto de B”, o que
pode ser mais enfatico em algumas situacoes. Outra possibilidade é dizer que B contém A, neste
caso usa-se a notacao B D A. Existe ainda a expressao “B é superconjunto de A para indicar
que A C B, apesar de ser raramente usada. Falaremos de subconjuntos com mais cuidado no
préximo capitulo

A negacdo de A C B ¢ indicada pela notacdo A ¢ B, que se 1&: “A ndo estd contido em B”
ou “A ndo é subconjunto de B”. Neste caso, existe pelo menos um elemento em A que ndo esta
em B. Simbolicamente:

A¢ B« (Jr)(rcAex ¢ B) (2.4)
Com o mesmo significado de A ¢ B escrevemos A 5 B, que se 1&: “B nao contém A”.

Exemplo 2.4.

1. {a,b} C {a,b,c};
2. P=1{2,4,6,...) CN;

3. As sequintes inclusoes sdo vdlidas: N C Z, Z C Q e Q C R. Neste caso podemos escrever
NCZcQCcCR.

Importante: Para demonstrar uma inclusdao do tipo A C B, devemos tomar um elemento
genérico © € A e provar que x também pertence a B. Dessa forma ficaré provado que qualquer
elemento de A também é elemento de B, que é a definicao de A C B.

Por exemplo, vamos demonstrar que Z* C Z*. Com efeito,

rel, = rc€lex>0 — xc€Zex#0 — x el
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Portanto, para todo x, se v € Z* entao x € Z*, isto &, Z C Z~.

Na prova acima a primeira e a tltima implica¢oes (=) poderiam ser substituidas por equi-
valéncias (<), pois essa ¢ a definicdo desses conjuntos, apenas a segunda implicagdo nao admite
essa substituicao. Mas levando em conta o que precisa ser demonstrado, as implicacdes sao
suficientes.

2.2.1 Propriedades da inclusao

As seguintes propriedades a respeito da inclusao de conjuntos sao validas:

1. Reflexiva: (VA)(A C A)
Dem.: Como (Vz)(z € A=z € A), entdo A C A.

2. Transitiva: (VA,B,C)(ACBeBCc(C=AcC(C)

Dem.: ACBeBCC= (Vz)(re A=z€B)e (Vx)(re B=xz€().
Pela transitividade do bicondicional temos (Vz)(zx € A=z € C)= ACC.

3. Antissimétrica: (VA,B)(ACBeBCA= A=DB)

Dem.: Como A C Be B C A, entdo (Vz)(zx € A=z € B), e (Vz)(xv € B=z € A).
Como vale a implicacao nas duas direcoes, isso é equivalente a dizer que (Vx)(x € B <
x € A), ou seja, que A = B.

4. O conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto, ou seja, (VA)(@ C A)

Dem.: Suponha, por absurdo, que exista um conjunto A tal que @ ¢ A. Isso significa que
existe pelo menos um elemento = tal que x € @ e x ¢ A. O que leva a uma contradigao,
pois o conjunto vazio nao possui elementos. Logo a proposigao (FA)(@ ¢ A) é falsa,
consequentemente a proposicao (VA)(@ C A) é verdadeira.

Observacao: Observe que a reciproca de 3. é 6bvia, ou seja, A=B = AC Be B C A. Isso
nos fornece um meétodo eficiente para demonstrar da igualdade de dois conjuntos, denominado
método da dupla inclusao, pois

A=B& ACBeBcCA.

Muito cuidado: Devemos prestar muita atencdo ao uso correto dos simbolos de pertinéncia
“€” e de inclusdo “C”. A pertinéncia é uma relacao entre ‘elemento e conjunto’ e a inclusao é
uma relacdo entre conjuntos.

Exemplo 2.5. 1. {a} C {c,a,b} e a € {c,a,b} sdo afirmacdes verdadeiras;
2. {a} € {c,a,b} e a C {c,a,b} sao afirmacoes falsas;
3. O correto é @ C N, enquanto que a proposicao @ € N é claramente falsa;

4. Em um exemplo bem artificial, tomando A = {1, {1}, {2}, 3}, temos:

1e A, {1} e A, {1} c A, {{1}} CA,
2¢ A, {2ye A, {2} ¢ A, {{2}} C A4,
3€A, {3}¢A, {3tcd {{3}}¢A

Analise cada uma das linhas da tabela acima com bastante cuidado, para certificar-se que
nao pairam duvidas a respeito do uso correto desses simbolos.
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2.3 Conjuntos comparaveis

Definig¢ao 2.6. Dados dois conjuntos A e B arbitrdrios, diremos que A e B sdo compardveis
quando A C B ou B C A, ou seja, dois conjuntos sGo compardveis quando um deles estd contido
no outro.

Portanto, A e B nao sdo comparaveis se A ¢ Be B ¢ A. Neste caso, A contém pelo menos
um elemento que nao pertence a B, e também B contém pelo menos um elemento que nao
pertence a A.

Exemplo 2.7.
1. Os conjuntos {a,b} e {a,c, b} sdo comparaveis, pois {a,b} C {a,c,b};

2. Os conjuntos A = {1,2} e B = {2,3} ndo sao comparaveis, pois 1 € Ae 1l ¢ B o que
garante que A ¢ B, enquanto que o fato de 3 € B e 3 ¢ A garante que B ¢ A.

3. O conjunto dos nimeros racionais Q e o conjuntos dos nimeros irracionais nao sao com-
paraveis.

2.4 Subconjuntos

Definicao 2.8. Diremos que A é subconjunto (ou parte) de B quando A C B.

Note que, para qualquer conjunto B temos B C B e @ C B, logo esses conjuntos sao
chamados de subconjuntos triviais ou partes improéprias. No caso particular em que

ACB, A4@ e A+B

dizemos que A um é subconjunto proprio de B (ou que A é uma parte propria de B).

Obviamente, se A é subconjunto proprio de B, entdo: todo elemento de A é elemento de B
e existe pelo menos um elemento de B que nao pertence a A.

Exemplo 2.9.
1. O conjunto A = {1,2} é um subconjunto préprio de B = {1,2,3}.
2. Os conjunto A = {n € N;n é par } é um subconjunto proprio de N.

Observacao: Vérios matematicos usam algumas variacoes da notacdo classica. As mais comuns
sao C e &. O significado preciso dessas notacoes é o seguinte:

o AG B<= AC Be A# B, ouseja, A é subconjunto proprio de B.

o ACB<= AC BouA=B. Neste caso A ¢ subconjunto de B, e a pessoa que escreveu
quiz enfatizar que pode ocorrer a igualdade.

2.4.1 Subconjuntos de um conjunto finito

Seja B um conjunto finito com n elementos. Se A C B entao A é finito e possui no maximo
n elementos.

Esse é um resultado da teoria de conjuntos, logo precisaria de uma demonstracdo. Entretanto
vamos omiti-la, pois estd fora dos nossos objetivos nesse curso. Vamos admitir esse resultado
como sendo verdadeiro e seguir adiante.
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O objetivo nessa secao é encontrar todos os subconjuntos de um conjunto finito. Comegare-
mos essa busca pelo conjunto vazio.

1. O conjunto vazio tem um Unico subconjunto: o préprio vazio.
2. Um conjunto unitario A = {a} possui dois subconjuntos: & e A.
3. Um conjunto com dois elementos A = {a,b} possui quatro subconjuntos: &, {a}, {b}, A.

4. Ao analisar um conjunto com trés ou mais elementos, precisamos tomar um pouco mais
de cuidado. A dica é enumerar todos os subconjuntos com um ntamero fixo de elementos
e ir aumentando esse numero, da seguinte forma.

Se A = {a,b,c} possui trés elementos, entdo A contém:

a) um subconjunto com zero elementos: &

(a)
(b) trés subconjuntos com um elemento: {a},{b} e {c}
(c) trés subconjuntos com dois elementos: {a, b}, {a,c} e {b,c}

(d) um subconjunto com trés elementos: {a,b, c}

5. A ideia usada no item anterior pode ser extrapolada para um conjunto com n elementos.
O primeiro passo é recordar que a combinagao

()= o

fornece exatamente o niimero de subconjuntos distintos de A com p elementos.

Se A= {a1,az,...,a,} possui n elementos, entdo A contém:

(a) (3) =1 subconjunto com zero elementos: &

(b) (}) = n subconjuntos com um elemento: {a1}, {as}...{an}

(c) (g‘) = 771("2_1) subconjuntos com dois elementos: {a1,as2},{a1,as}...{an—1,a,}.

(d) () =1 subconjunto com n elementos: {a1,as,...,a,}

Teorema 2.10. Todo conjunto finito com n elementos tem 2" subconjuntos distintos.

Dem.: Seguindo a notacdo do item 5. acima, notamos que o namero de subconjuntos €

() () () rne () mrr=e

Nessa prova usamos o binémio de Newton (z + y)" = EZ:O (Z) 2Py" P, comr=y=1 0

Observacgao: O “quadradinho” OJ que usamos no final da demonstracao acima serve apenas
para avisar o leitor que “essa demonstracao encerra-se aqui’.

Essa notacao é especialmente atil em textos matemaéticos longos, pois permite que o leitor
“pule” uma demonstracao e faca uma primeira leitura do texto sem entrar em detalhes técnicos
de algumas demonstragoes, que podem ser bastante extensas e desviar a atencdo do leitor do
objetivo final do texto.

Em vez de quadradinho aberto, como foi usado acima, alguns autores preferem usar retan-
? )
gulos ou quadradinhos pretos B ou ainda a abreviatura “CQD”, cujo significado é “conforme
querfamos demonstrar”.

Em livros mais antigos, principalmente de geometria, pode se encontrar a abreviatura Q.E.D.
para a frase latina Quod Erat Demonstrandum, cujo significado é "como se queria demonstrar".
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2.5 Conjunto das partes

Definigao 2.11. Dado um conjunto E, o conjunto das partes de E € o conjunto cujos elementos
sao todos os subconjuntos de E.

O conjunto das partes de E sera denotado P(E), assim:
P(E)={A;AC FE}
Na pratica, devemos ter em mente as seguintes relagoes:

e ACE<= AcP(E)
e bc F<={b} CE <= {b} € P(E)

Note que:

1. (VE)(@ € P(E) ¢ E € P(E));

2. Se E = {a,b} entio P(E) = {@,{a}, {b},E};

3. Se E = {a,b, ¢} entdo P(E) = {@, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c},E}

4. Se n(E) = k entdo n(P(E)) = 2F;

Teorema 2.12. Sejam E e F dois conjuntos quaisquer, entdo:

ECF <= P(E)CPF).

Importante: Para demonstrar a equivaléncia enunciada no teorema acima, devemos provar
duas implicagoes:

1. ECF = P(E)CPF).
2. ECF<=P(E)CP(F).
Cada uma dessas implicagoes devem ser entendidas da seguinte forma:

1. Sabendo que E C F, mostre P(E) C P(F).

2. Sabendo que P(E) C P(F), mostre que E C F'.

Em Matematica, aquilo que ja sabemos é chamado de “Hipétese”, e o que queremos provar
¢ chamado de “Tese”.

Na primeira implicacdo acima temos:

Hipétese: £ C F
Tese: P(E) C P(F).

Note que: Para provar que P(E) C P(F'), devemos mostrar que todo elemento de P(F) esta em
P(F). Para isso basta tomar um elemento genérico A € P(E) e mostrar que A € P(F).

Mas se A € P(E) entdao A C E. Como E C F, por hipotese, e a inclusdo é transitiva entao
A C F e portanto A € P(F), o que conclui a prova da primeira implica¢ao.
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Todos os elementos da prova acima podem ser condensados em uma prova que usa apenas
simbolos, da seguinte forma:

AePE)=ACEZEL AcF=— AcPF).

Agora, em relacdo a segunda implicagdo, temos:

Hipétese: P(E) C P(F).
Tese: £ C F

Aqui a prova ¢ mais direta. Note que precisamos mostrar apenas que £ C F. Como E € P(F)
e P(E) C P(F) entao E € P(F), o que significa que E C F.

Limpando todos os comentarios acima a respeito de como demonstrar um teorema que en-
volve uma equivaléncia, a demonstracdo final poderia ser assim.

Dem.(Teorema [2.12]):
(=) Se A€ P(E) entao A C E. Como E C F entdao A C F, ou seja, A € P(F). Isso mostra

que P(E) C P(F).
(<) Como E € P(E) e, por hipotese, P(E) C P(F'), entdo £ € P(F) = E C F. O

2.6 Complementar de um subconjunto

Definigao 2.13. Seja A um subconjunto de E (A C E). O complementar (ou complemento) de
A em relagdo a E ¢ o conjunto CpA de todos os elementos de E que ndo pertencem a A.

Simbolicamente:

CkA={r e E;x ¢ A}
Exemplo 2.14. Considere os conjuntos: F = {1,2,3,4,5,6}, A ={2,4,6} e B ={1,2,3} entao
CeA=1{1,3,5}, CgB=1{4,5,6) ¢ (NE={neN;n>T7}
e também temos

Cr[l,+00) = (—o0,1) e Cgr,[1,+00) =1[0,1).

2.6.1 Propriedades do complementar

Sejam A e B subconjuntos de E, entao:

P. (po=E
De fato, Cpo = {z;2 € Eex ¢ @} = {z;2 € E} = E.

Ps. EEEZQ
De fato, CpkE = {z;2 € FEex ¢ E} = @.

De fato, Cg(CpA) = {r;7 € Eex & CpA)} ={m;z € Eexc A} = A.

Py. ACB<:>CEADCEB
(=) Suponha que A C B, queremos provar que CpB C CpA.
relgB=rcFex¢B=>scFEex¢ A=z clpA
(<) Suponha que CgB c CgA, queremos provar que A C B.
reA=>2¢0gA=2¢CpgB=2¢cB.
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Fixado um universo U, podemos falar simplesmente no complementar de um conjunto A,
ficando subentendido que se trata do complementar em relacdo a esse universo . Neste caso as
notacgoes usuais sio A’, A¢ ou ainda CA.

A¢ =CyA = {z;x ¢ A}
Neste caso as propriedades acima podem ser reescritas como:

o=U, U =0, (A=A

ACB < A°D B“.
Exemplo: Denotando por P ={n € N;n é par} e [ = {n € N;n é impar} teremos

Pe=1, I°=P, [0, 4+00)¢ = (—00,0).

2.7 Exercicios

1. Counsidere os conjuntos A = {1,{1,2},3} e B ={1,2,3,{1,2}}. Classifique as proposi¢des
abaixo como verdadeiras ou falsas. Para as proposicoes falsas, justifique o motivo pelo
qual sao incorretas.

(a) Le A i) {{1,2}} c A
(b) {1} €4 () {1,3} c A
(Z)MAA (k) ACB
1

ey W a-»

(f) 3e A (m) {1,2} € B
(&) {1,2} € A (n) {1,2} C B
(h) {1,2} c A (o) 1€ B

2. Encontre todos os subconjuntos dos conjuntos abaixo.

(a) A:{1727374} (C> C:{@,{@}}
(b) B = {172’{172}} (d) D = {Av {B},C}



Capitulo 3

Operacoes com conjuntos

3.1 Diagramas de Venn

Para ilustrar definicoes, resultados e demonstracoes da teoria de conjuntos, é muito comum
usar uma representagdo grafica por curvas fechadas simples, tais como circulos, ovais ou poligo-
nais. Tal representacdo recebe o nome de diagrama de Venn.

Num diagrama de Venn, os elementos do conjunto sao indicados por pontos internos a regido
delimitada por essas curvas e os elementos que nao pertencem ao conjunto sao representados
por pontos externos a essa regidao, como no exemplo abaixo.

Exemplo 3.1. O diagrama de Venn abaixo auxilia na identifica¢do de quais elementos estdo em
cada um dos conjuntos A = {a,b,d} e B = {b, ¢, e}, enquanto que o elemento f ndo pertence a
nenhum desses conjuntos.

O estilo usado no diagrama de Venn acima é o mais comum, o universo U foi representado
por um retangulo e os demais conjuntos por circulos contidos nesse retangulo. Note que neste
modelo de visualizacao nenhum elemento pode ser representado por pontos exatamente em cima
de uma curva fechada que delimita uma regidao (nas fronteiras).

Importante: diagramas de Venn sdo uma excelente ferramenta para nos ajudar a visualizar
um problema, principalmente para gerar exemplos e contra-exemplos. Entretanto argumentos e
raciocinios baseados em diagramas de Venn nao servem como demonstragao da validade de uma
proposicgao.

3.2 Intersecao

Definic¢ao 3.2. Chamaremos de interseg¢do dos conjuntos A e B ao conjunto formado por todos
os elementos que pertencem simultaneamente a A e a B.

Esse conjunto é denotado AN B, que se lé: A intersecao B ou, A inter B.

25
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Stmbolicamente, temos:
ANB={z:z€Aexc B}

No diagrama de Venn acima, a regidao pintada contém os elementos que estao simultanea-
mente em A e B.

Nas demonstracoes envolvendo intersecao de conjuntos usaremos sempre a seguinte caracte-
rizagdo de seu elementos:
rcANB&xcAexcB.

Exemplo 3.3.
1. Para A={1,2,3,4} e B=1{1,3,5,7} temos AN B = {1,3};
. Considere A ={1,3,5,7,9}, B={2,4,6,8}, C ={1,2,3,4} e D = {2,4} entao

[\)

(a) ANB =0 (b) AnNC={1,3} () BNC=D (d) BND=D

3. [0,3)n(1,5] =(1,3), [-1,0]N[0,1] = {0} e [-1,0)N[0,1] = @.
4. Se P ={2,4,6,...} ={neN;n épar }e B=1{3,6,9,12,...} = {n € N;n é maltiplo de 3}

teremos

ANB=1{6,12,18,...} = {n € N;n é par e multiplo de 3}.

5. Considerando retas como o conjunto de seus pontos, dadas duas retas r e s contidas em
um mesmo plano «, trés situagoes distintas podem ocorrer

.rNs=0 (r e s sao retas paralelas)
i. rNs=r (r e s sao retas coincidentes)
wi. rNs={P} (re s se intersectam no ponto P)

Note que, do ponto de vista da teoria dos conjuntos, é errado escrever r N's = P, pois a
intersecdo de dois conjuntos é um novo conjunto, no caso 4. acima, r Ns € um conjunto
unitario determinado pelo ponto P.

6. Seja R o conjunto dos retangulos, £ o conjunto dos losangos e Q o conjunto dos quadrados
da geometria euclidiana. Neste caso

O=RNL,

o que significa dizer que os quadrados sdo os retangulos que também sao losangos.

Definig¢ao 3.4. Dizemos que dois conjuntos sao disjuntos quando ndo possuem elementos em
comum, ou seja, A e B sao disjuntos quando AN B = &.

Exemplo 3.5.
1. Os conjuntos A ={1,2,3} e B={—1,—2, -3} sdo claramente disjuntos.

2. O conjunto R dos tridngulos retangulos e o conjunto £ dos tridngulos equilateros sao
disjuntos, pois nenhum tridngulo retangulo pode ter trés lados com mesmo comprimento.
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3.2.1 Teoremas relacionando inclusoes e intersegoes
Teorema 3.6. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, entdo ANB CAe ANB C B.

Dem.: Para provar que AN B C A devemos mostrar que qualquer elemento do conjunto AN B
também estd em A, o que segue diretamente da definicdo. Simbolicamente podemos usar a lei
da simplificacdo da logica e escrever assim:

“Seja x € AN B um elemento qualquer entao
rceANB=xcA NzeB=zxcA

Como a prova acima vale para qualquer x € AN B, segue que AN B C A”.

A prova da segunda inclusao enunciada fica como exercicio. (]

Teorema 3.7. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, entao AC B ANB=0B

Dem.: Vamos dividir a demonstracao em duas partes. Ida(=) e volta («).

(=) Sabendo que A C B, queremos provar que AN B = A. Pelo teorema acima ja sabemos
que AN B C A logo, para termos a igualdade, s6 precisamos mostrar que AN B D A.
Sejax € A, como A C Bentdo x € Aex € B, ouseja, x € AN B. Como x é um elemento
qualquer de A, mostramos que qualquer elemento de A estd em AN B, logo, ANB D A.

(<) Sabendo que AN B = A, queremos provar que A C B. Mas, por hipdtese, A = AN B
e, pelo item 1 acima, AN B C B, logo A C B. O que conclui a prova do teorema. O

Teorema 3.8. Sejam A, B e X conjuntos quaisquer. Entdo X CAe X CB& X C ANB.

Dem.: Também dividiremos essa demonstracao em duas partes. Ida(=-) e volta (<). Mas em
vez de falar

(=) Suponha que X C A e X C B, e vamos provar que X C AN B.

Seja x € X um elemento qualquer, como X C Ae X C Bentdo x € A e x € B, ou seja,
x € AN B. Mostramos assim que qualquer elemento de X estda em AN B, ou seja, X C AN B.

(<) Suponha agora que X C ANB. Mas ANB C Ae AN B C B, pelo teorema [3.6], logo
XCAeX CB. O

Teorema 3.9. Sejam A, B e X conjuntos quaisquer. Se A C B entao XN A C XNB.

Dem.: Sabemos que A C B, e queremos provar que X N A C X N B. Para isso comecamos
tomando um x € X N A qualquer teremos

xeXﬁA:meXemeAgareXemeB:meXﬂB.

Como z acima foi escolhido arbitrariamente, segue que todo elemento de X N A estd em
XNB,ouseja XNACXNB. O

3.2.2 Propriedades da intersegao

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo U.

P. An@ =@; [todo conjunto é disjunto do vaziof
De fato, como & C A, pelo teorema [3.7] temos AN & = &.
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Py, AnNU=A; [elemento neutro]
Com efeito, como A C U, pelo teorema temos ANU = A.

P;. ANA°=g; [todo conjunto é disjunto de seu complementar]
Basta observar que AN A°={z;x € Aex € A} ={r;rcAex ¢ A} = @.

Py, AnNA=A4; [idempoténciaf
Mais uma vez, como A C A, pelo teorema temos ANA = A.

Ps. AnNB=BnNA; [comutatividade]
Com efeito, ANB={r;r € AexeB}={x;ze€Bexec A} =BnNA

Ps. (AnB)NC=AN(BNC); [associatividade/

Com efeito, z € (ANB)NC <o rze(ANB)ezeC & (rcAexeB)exel
sreAe(reBexel)srxeAexe(BNO)exe AN(BNO).

Observacgao: A intersecao é uma propriedade binaria (transforma dois conjuntos em um ter-
ceiro conjunto). A associatividade garante que as duas formas de colocar os parénteses na
expressao AN B N C para efetuar essas operagoes binarias conduzem ao mesmo resultado. Por
este motivo podemos indicar o conjunto (ANB)NC ou AN(BNC) simplesmente por ANBNC,
sem perigo de confusao.

.
28

3.2.3 Intersecao de varios conjuntos

A nogao de intersecao, definida acima para dois conjuntos, pode ser estendida de maneira
natural para qualquer nimero finito n de conjuntos, n > 2.

Definicao 3.10. A intersecdo dos conjuntos Ay, Ao, ..., An € o conjunto dos elementos que
pertencem simultaneamente a todos esses n conjuntos. Neste caso usamos as notagoes

A NAan...NA, ou ()4
j=1

Dessa forma .
ﬂAj:{x;xeAle:ceAge .x € ALY,
j=1
ou ainda

1Aj: {x;Vj€{1,2,...,n}:U€Aj }

n
1=
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E teremos

n
ze ()4 eVie{l2,. .. ,n}zecA
j=1

Exemplo 3.11.
1. Se Ay = [0,1], Ay = [0,2], A3 =[0,3], ..., A, = [0,n]. Entdo
M 4;=00.1]
j=1
2. Se Ay = [1,+0), Ag = [2,+0), A3 = [3,+0), ..., Ay = [n,+00). Entao
ﬂ Aj = [m—i—oo)
j=1

3. Considere os conjuntos

A3z ={3,6,9,...} = {n € N;n é multiplo de 3};
Ay ={4,8,12,...} = {n € N;n é multiplo de 4},
As = {5,10,15,...} = {n € N;n é multiplo de 5},
entao n € (A3 N Ay N As) se, e somente se, n é multiplo de 3, 4 e 5 simultaneamente, ou

seja, se n é multiplo de 3 x 4 x 5 = 60, logo

() 4; = {60,120,180, 240, ...}
j=3

3.3 Reuniao

Definigao 3.12. Chamaremos de reunigo (ou unido) dos conjuntos A e B ao conjunto formado
por todos os elementos que pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B.

Esse conjunto € denotado AU B, que se lé: “A reunidgo B” ou “A unidgo B”. Logo

AUB ={z;z € A oux € B}.

Nas demonstragoes envolvendo reunido de conjuntos usaremos sempre a seguinte caracteri-
zacao de seu elementos:
rcAUB & xz€ A ou z€B.

Exemplo 3.13.

1. Para A={1,2,3,4} e B={1,3,5,7} temos AUB = {1,2,3,4,5,7};
2. Considere A = {1,3,5}, B={2,4}, C ={1,2,3,4,5} e D = {4,6} entao

(a) AUB=C (b) AUC =C () BUD = {2,4,6}

3. [0,2)U(1,4] =[0,4], (—00,0]U[0,+00) =R, e NU{-n;n e N} =Z.
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4. Se A ={2,4,6,8,...} e B=1{3,6,9,12,...} teremos
AUB=1{2,3,4,6,8,9,10,12,...} = {n € N;n é multiplo de 2 ou de 3}.

Observacao: Nos teoremas abaixo nao especificamos quem sdo os conjuntos A, B e X. Sempre
que isso ocorrer, deve-se entender que o autor nao estd impondo nenhuma restricao adicional
aos objetos que estdo sendo estudados.

Teorema 3.14. ACAUB e BC AUB.

Dem.: Seja z € A um elemento qualquer entdo pela lei da adi¢do da logica
reEA=>r€eAoureB=>xe AUB.
Como as implicacGes acima valem para qualquer z € A, segue que A C AU B. A prova da

segunda inclusdo enunciada fica como exercicio. O

Teorema 3.15. AC B AUB=2B

Dem.: (=) Sabendo que A C B, queremos provar que AU B = B. Pelo teorema anterior
sabemos que B C AU B logo, para termos a igualdade, s6 precisamos mostrar que B D AU B.
Como A C B, se x € A entdo x € B. Logo valem as implicac¢ées

reAUB=>2rxcAouxeB=xcBouxe€B=ux¢cB.

Como x é um elemento qualquer de AU B, mostramos que qualquer elemento de AU B esta em
B, ouseja, AUB C B.

(<) Sabendo que AU B = B, queremos provar que A C B. Como AC AUBe AUB=DB
entdo A C B. O que conclui a prova do teorema. O

Teorema 3.16. Ac X eBCc X< AUBC X.

Dem.: (=) Seja z € AU B um elemento qualquer, entdo z € A ouxz € B. Como A C X e
B C X entdo x € X, ou seja, qualquer elemento de AU B estd em X, e portanto AU B C X.

(<) Suponha agora que AU B C X. Segue do teorema que A C AUB = X e
B C AUB = X, o que conclui a prova. O

Teorema 3.17. Se A C B entio AUX C BUX.
Dem.: Seja r € AU X um elemento qualquer, entdo

SU6AUX:>$EAOU$€XA:C§JJ€BOU.T€X:>ZL‘€XUB.

Como z acima foi escolhido arbitrariamente, segue que AU X C BU X. O

3.3.1 Propriedades da reuniao

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo U.

P. Aug = A; [elemento neutro]

De fato, por 3.14] temos A C AU . Por outro lado, se xt € AU =z € Aouzx € &,
como nao existem elementos no vazio entdo x € A e portanto AU @ C A. Como valem as
duas inclusdes, segue que AU & = A.
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P AulU=U;
Com efeito, como A CU = AUU=U.
P, AUAC=U,;
Basta observar que AUA° = {r;x € Aour € A%} ={m;zc Aoux ¢ A} =U.
Py, AUA=A; [idempoténcial
Como A C A, pelo teorema temos AUA = A.
Ps. AUB=BUA; [comutatividade]
Com efeito, AUB={x;z € Aouz e B} ={r;zr € Boux € A} =BUA
Ps. (AUB)UC =AU (BUCQC); [associatividade/

Com efeito, z € (AUB)UC ©z e (AUB)ouzeC & (rcAouxeB)ouzx el
sreAou(zeBouzel)srxeAoure(BUC)<xe AU(BUCQ).

3.3.2 Teoremas relacionando intersecao e reuniao de conjuntos

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo U.

Teorema 3.18. AN(AUB)=Ae¢e AU(ANB) = A.

Dem.: Como A C AU B, segue do teorema que AN (AU B) = A. Analogamente, de
ANB C Atemos AU(ANB) = A. O

As duas identidades acima sdo conhecidas como “leis de absorcao”, pois no lado direito das
igualdades o termo B desaparece (¢ absorvido).

Observacao: Na prova acima usamos o termo “analogamente” para enfatizar que os argumentos
usados na prova da segunda identidade eram analogos. E muito comum o autor dizer apenas
que “a prova da segunda identidade é andloga”, deixando para o leitor a obrigacao de verificar
que os argumentos usados sdo muito parecidos.

A seguir provaremos a distributividade da intersecdo em relacdo a reunido e da reunido em
relacdo a intersecao.

Teorema 3.19.
1. AnN(BUC)=(AnB)U(ANC) e

2. AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Dem.: A demonstracao dessas propriedades usa apenas as leis distributivas da légica. Faremos
uma delas e deixaremos a outra como exercicio.

re AN(BUC) & z€AexeBUC & zc€Ae(reBouzxel)

& (x€eAexeB)ou(zedexel)
& (x€eANB)ou(re ANC) & z€ ANB)U(ANC)

O

O 1ltimo teorema dessa subsegdo é conhecido como “Leis de De Morgan” que afirmam: O
complementar da intersecao é a reuniao dos complementares; e o complementar da reuniao é a
intersecao dos complementares.
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Teorema 3.20. [Leis de De Morgan/
1. (ANB)*=A°UB‘e

2. (AU B)¢ = A°N B°.

Dem.: Aqui também a demonstragdo consiste em aplicar as leis de De Morgan da logica. Como
no teorema anterior, faremos uma delas e deixaremos a outra como exercicio.

t€(ANB) & ¢ ANB & ~(x€ANB) &~ (z€AexeB)
& ~((xeAou ~(xeB) & x¢Aouxr¢ B
& xeA°ouzxze B & xe AUB°

3.3.3 Reuniao de varios conjuntos

A nocdo de reunido de dois conjuntos também pode ser estendida de maneira natural para
qualquer nimero finito n de conjuntos, n > 2, como fizemos com a intersecao.

Definigao 3.21. A reunidao dos conjuntos Ay, As, ..., A, € o conjunto formado pelos elementos
que pertencem a pelo menos um desses n conjuntos. Neste caso usamos as notagées

AjUA U UA, ou | A

J=1

Dessa forma

UAj:{m;xeAl ouz € Asou ...x € Ap},
j=1

ou ainda

LnJAj:{x;Ele{l,Q,...,n}xEAj }

Jj=1
E teremos

zel|JAj eI e{l2,...,n}zeA
j=1

Exemplo 3.22.

1. Se Ay = [0,1], Ay = [0,2], A3 =[0,3], ..., A, = [0,n]. Entéo

2. Se Ay = [1,+0), Ag = [2,+0), A3 = [3,4+00), ..., Ay = [n,+00). Entao
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3.3.4 Algebra de conjuntos

As propriedades das operacoes de reunido, intersecdo e complementacao, juntamente com
as relacdes de igualdade e inclusdao conjuntos, introduz uma estrutura algébrica na teoria de
conjuntos chamada Algebra dos Conjuntos.

A algebra de conjuntos possui uma analogia muito forte com a &lgebra de ntmeros usual
(aritmética).

e Na aritmética a adigdo e a multiplicagao sao operagoes associativas e comutativas; na alge-
bra de conjuntos a reuniao e interseccao de conjuntos também gozam dessas propriedades.

e Na aritmética temos a relagdo “menor ou igual” que é reflexiva, anti-simétrica e transitiva;
e 0 mesmo vale para a relacdo de inclusao de conjuntos.

Obviamente também existem grandes diferengas, por exemplo, dois conjuntos A e B nem sempre
s30 comparaveis, enquanto que dois nimeros (reais) serdo sempre comparaveis, ou seja, dados
a,b € R teremos a < boub < a.

Essa estrutura algébrica nos leva naturalmente a pensar em expressoes algébricas e simplifi-
cacao de expressoes, as quais nos ajudam na compreensao dos conjuntos que estamos estudando.
A ideia é usar todas as propriedades que provamos envolvendo reunido, intersecao e complemen-
tacao para obter expressoes mais simples.

Exemplo 3.23.

1. An(BnN A =g, pois
AN(BNA)=AN(A°NB)=(ANA)NB=2oNB=2g.

2. AU(A°U@)=AUA=U.

(AU B) N B¢ = AU B¢, pois
(AUB)NB*=(AUB‘)U(BNB%) =(AUB)U@ = AU B°.

4. (AUB)“U (AN B) = A°, pois
(AUB)*U(A°NB)=(A°NB°)U(A°NB)=A°N(B°UB)=A°NU = A°.

3.4 Diferenca de dois conjuntos

Definicao 3.24. A diferenca entre dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os elementos de
A que nao pertencem a B.

FEsse conjunto é denotado A — B ou A\ B, que se lé: “A menos B” ou “diferenca entre A e
B’ Assim
A—B={z;x € Aex ¢ B}.

Nas demonstracoes envolvendo diferenca de conjuntos usaremos sempre a caracterizagao:
r€A—-B & ve€A e x¢B.
Observacao:

e Notequex e A—B=xcAex ¢ B=2x€ A, ouseja, A— B C A.
e No caso particular em que B C A, temos A — B = {x;2 € Aex ¢ B} = (4B, isto ¢,
BcA=(sB=A-B
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e se A e B sdo subconjuntos quaisquer de um mesmo conjunto F, entao
A-B={zecEBrcAex¢By={zcExcAexclpgB}=ANCgB.
Em particular, se £ =U temos A — B = AN B°.
Exemplo 3.25.

1. Sejam A ={1,2,3,4}, B={1,3}, C ={2,4} ¢ D = {3,4}. Entao
A-B=C, A—-C=B, A-D={1,2}, B—C=B8,
B-A=w@g, C-A=9, B-D=({1}, C - D ={2}.

Note que A — B # B — A, logo a diferenca de conjuntos ndo e comutativa.

2. 2* =7 - {0}, R*=R— {0}, Ry =R— (—00,0) e R% =R — [0, +00).

3.4.1 Propriedades da diferenca

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo U.

P. A—-o=A.
Basta observar que Vo, z € (A- @) rxcAex ¢ I < a e A

P, U — A= A°.
Observe que,z € U —A)crcller ¢ Acrcllerc A=z e A°.

P A—-A=0.
Com efeito, v € (A— A) @z € Aex ¢ A Como ndo existe z que satisfaca essas duas
condi¢Oes simultaneamente, entdo A — A = @.

Py A—A°=A.
Notequex e A-A°crcAdex¢ Asrclderxc A e A

Ps. (A— B)°= A°— B.
Com efeito,
r€(A-B)f & ¢ A-Be ~(rcA-B)e ~((recAex¢B)
& ~(xeA)ou~(xé¢B)esrédAoureB
& ze€AouzreB & zre AUB.

Ps. A— B = B¢— A“.
Pois,r€e B - A reBex ¢ Acr¢BexcAsrecAex ¢ Bsre A—B.

P;. (A-B)—-C=A—(BUCQ).
De fato,
re€(A-B)-C r€A—-Bex¢(C

(xeAex¢B)ex ¢ C
re€Ae(x¢Bex ¢ ()
re€Ae(~(xeB)e ~(xel))
r€Ae ~(xeBouzxel)
r€Ae ~(xe BUC)

reA—-(BUCQ).

tes o0
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Ps. A—(B-C)=(A—B)U(ANC).

Note que,
r€(A-B)U(ANC) & z€A—-Bouxe ANC
& (reAex¢B)ou(zreAexe)
& z€Ae(x¢ Bouxzel)
& x€Ae ~(zeBex¢ ()
& r€Ae ~(xeBNO)
& rzeAexé¢d BNC
& rzeA—(BNO).
Py. AUB-C)=(AUB)—(C—-A4) e
AN(B-C)=(ANB)—(ANC)
Pypy. A—(BUC)=(A—-B)N(A-0C) e
A-—(BNnC)=(A-B)U(A-0C).
Pi. (AUB)—-C=(A-C)U(B-0C) e
(ANB)—-C=(A-C)Nn(B-0)

Pio. A—(A—B)ZAQB e

3.5 Diferenca simétrica

Definicao 3.26. A diferenca simétrica de dois conjuntos A e B € o conjunto formado por todos
0s elementos que pertencem a um e somente a um dos conjuntos A e B.

Esse conjunto é denotado ANB, que se lé: “diferenca simétrica de A e B”. Assim

AAB={x;(rcAex¢ B)ou(reBex¢g A}

Note que
r€AAB & (re€Aex¢B)ou(reBex ¢ A)srxe(A-B)U(B-A),

ou seja,

AAB = (A—B)U (B - A).

Também é facil ver que a diferenca simétrica dos conjuntos A e B é o conjunto de todos os
elementos que estdo na reuniao de A e B e nao estdo na intersecio de A e B, ou seja,

AAB = (AUB)—(BNA).

A diferenca simétrica raramente aparece em textos matematicos, na verdade nao lembro de
nenhum grande resultado da matemética que dependa desse conceito. Apesar disso é um assunto
que relaciona os conceitos de reunido, intersecdo e diferenca de conjuntos, logo vale a mencao e
uma lista de propriedades relacionadas abaixo que ficam com exercicio para o leitor.
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P. AAB = BAA,

Py. (AAB)¢ = (AN B) U (A°N B°);
P3. (AAB)AC = AN(BAC);

Py. AN(BAC)=(ANB)A(ANC);

Ps. AU(BAC) = (AUBUC) — (A°N B° N C°);

3.6 Reunioes e intersecoes arbitrarias

As leis associativas nos permitem falar em unides e intersecoes de uma quantidade finita de
conjuntos conforme vimos acima.

Porém, na matemaética, muitas vezes precisamos considerar unides e intersecoes de colegoes
infinitas de conjuntos. Neste caso, precisamos voltar as ideias originais de unido e intersec-
¢do para formular uma definicdo alternativa que ndo dependa da quantidade de conjuntos que
estamos trabalhando.

Ha duas notagoes distintas que sdo comumente usados, dependendo do contexto. Suponha
primeiramente que para cada elemento i de algum conjunto I corresponde um conjunto A;.
Vamos nos referir a colecao

{Aisie I}
como uma famfilia indexada de conjuntos, sendo I o conjunto de indices dessa familia.

Exemplo 3.27. Para cada j € N considere o intervalo fechado A; = [0, j]. A cole¢ao de todos
esses intervalos pode ser denotada por

A={A4;,5 e N}
¢ uma familia indexada de conjuntos cujo conjunto de indices é N.

Exemplo 3.28. Para cada numero racional a considere o conjunto R, = {x € Q;z < a}. Neste
caso a familia indexada de conjuntos é

R ={R4;a € R}
e o conjunto de indices é Q.

Observacao: A familia R acima é particularmente importante em analise matematica. Seus
elementos sao chamados de cortes racionais e aparecem na construcao dos ntimeros reais pelo
método dos cortes de Dedekind.

Definicao 3.29. A unido de uma familia indezada {A; : i € I} é o conjunto | J;c; A; formado
por todos os elementos que se encontram em um ou mais dos conjuntos A; da familia, ou seja

Jdi={z;@Giel) zec A}
el

dessa forma
zelJAiedicl, ze A
i€l
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Definicao 3.30. A intersecio de uma familia indezada {A; : i € I} € o conjunto (\;c; A;
formado por todos os elementos que se encontram em todos os conjuntos A; da familia, ou seja

(NAi={z;(Viel) z € A}
i€l
dessa forma
xeﬂAi@WeI, T € A
i€l
Observe que o caso em que o conjunto de indices I consiste de apenas dois elementos, digamos
I ={1,2} entdo
UAZ':AIUA2 e ﬂAi:AlﬁAg.
iel iel
assim as noc¢les de uniao e interseccao arbitraria de familias indexadas sao generalizacoes das
nocoes de unido e intersec¢do de pares de conjuntos e, portanto, também de reunides e intersecoes
finitas de conjuntos.

O proximo teorema, apesar de simples, ilustra muito bem o papel que essas definicoes arbi-
trarias de reuniao e intersecdo desempenham na teoria e a forma correta de manipulé-las.

Teorema 3.31. Seja {A; : i € I} uma familia indexada de conjuntos. Entdo para qualquer
i, € I temos
14% C:LJ'Ai e (~]14iC:/4%.
icl icl

Dem.: Seja z € A;, um elemento qualquer, logo Ji € I tal que x € A; (neste caso i ¢ o proprio
io). Assim, por definicao, x € (J;c; Ai. Isso prova que A;, C ;o Ai-

Para provar que (,c.; A; C A;,, seja x € (),c; A; um elemento qualquer. Pela definicao de
intersecao de famfilia indexada de conjuntos sabemos que Vi € I, z € A;. Como i, € I, entdo
x € A;,, o que conclui a prova do teorema. O

Observe que nas demonstracoes acima nao foi mencionado nem uma vez se o conjunto de
indices era finito ou infinito. Também nao foi feito qualquer mencao se determinado conjunto
A; seria o primeiro ou o segundo ou ainda que exista uma ordem qualquer estabelecida entre
eles.

De fato, o conjunto de indices ndo precisa ter nenhuma ordem particular (por exemplo: do
menor para o maior), portanto ndo precisa haver uma maneira natural indexar uma familia de
conjuntos. As demonstragoes dependem exclusivamente das defini¢des de unido e interseccio
em termos de quantificadores sobre o conjunto de indices. Esse mesmo tipo de raciocinio sera
usado nos préximos teoremas.

Teorema 3.32. Seja {A; : i € I} uma familia indezada de conjuntos qualquer e B um conjunto
arbitrdrio, entdo:

a. BUUjer Ai = Uie (BU Ag);
b. BN(Viep Ai = e (BN Ai);
Dem.: Faremos apenas a prova do item a., o item b. fica para o leitor.

xEBUUAi & mEBouxEUAi & xeBou(HiEI,xer
el 1€l
& diel, (xGBouxGAZ) & del, (l‘EBUAZ‘)

& T e L_J(13 LJ14i)
el
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O

Teorema 3.33 (Leis Distributivas). Seja {A; : i € I} uma familia indezada de conjuntos
qualquer e B um conjunto arbitrdrio, entdo:

a. BNU;er Ai = Ui (BN A);
b. BUNier Ai = Nies(BU Ai);

Dem.: Como no teorema anterior, faremos apenas a prova do item a. e deixaremos o item b.
para o leitor.

xEBﬁUAi & xGBexEUAi & a:EBe(EIiGI,xEAZ)
i€l el

&S diel, <a:eBe:ceAi) & diel, <m€BﬂAi>

& velJBnA)
iel

O

Teorema 3.34 (Leis de De Morgan). Seja {4; : i € I} uma familia indezada de conjuntos
qualquer e B um conjunto arbitrdrio, entdo:

a. (Uiel Ai)c = Nier 45;
b. (ﬂiel Ai)c = Uz‘e] Af;

Existe uma notacao alternativa para unides e intersecOes arbitrarias quando o familia de
conjuntos nao ¢é indexada. Seja F uma colegao de conjuntos qualquer. Vamos denotar a reuniao
de todos os elementos da familia por

JF={z:3A€F)zec A}

ouseja, r € | JF & (A€ F)xz e A

Analogamente,

() F ={z;(VAec F)zec A},
eassim, z € (| F & (VAe F)z e A

Obviamente, caso a cole¢do F possa ser indexada por um conjunto de indices I, teremos

.F.::{f4ﬂi S I} e
LJ.F~::LJ.A4 e (W.F‘Zirw,Ai

el il
3.7 Exercicios
1. Prove as seguintes afirmacoes:
(a) A—BC A. (d) AnBC AUB.
(by AnB C A. (e) AUBNC)=(AUB)N(AUQ).

(c) AUB D A. (f) AN(BUC) =(ANB)U(ANC).
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(g) (AUB)—(ANB) = (A—B)U(B—A). (j) P(A)UP(B)C P(AUB)
(h) A—(BUC)=(A-B)n(A-0). (k) P(AN B) = P(A) N P(B)
(i) (A9 = A. (1) AnA°=0.

2. Faga as demonstragoes das propriedades Py a P2 da pagina
3. Sejam A, B, C e D conjuntos. Prove as afirmacgoes abaixo.

(a) A C B€ se e somente se ANB = &.

(b) Se AUB=Ce ANB =g entdo B=C — A.

(c) ACCeBcCC éequivalentea AUB C C.

(d) SeAcCeBcCD,entao AUBC CUD.

e) Se ANC=ANBe AUC=AUB, entao B=C.
f) A— B C B se esomentese A— B =g.

g) AU B # @ se e somente se A # & ou B # &.

h) A = B se e somente se P(A) = P(B)

(i) AN B = & se e somente se P(A)NP(B) =g

(
(
(
(
4. Sejam A, B e C conjuntos. Prove as seguintes proposigoes:

(a) Se A esta contido em B, entdo AN B¢ = @.

5. Demonstre as propriedades de diferenca simétrica listadas na pagina

6. Considere a seguinte familia de intervalos fechados F = {A,, = [0,1/n];n € N}. Encontre:

365 (C) A,

(a) Ol Ap n(gN

) | An @ 1120 J A,
neN neN

7. Mostre que:

(@) Bn | J A, = J(BNAy) b) B—J A= [ (B- 4%

neN neN a€R a€eR
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Capitulo 4

Produto Cartesiano

4.1 Pares Ordenados

Definicao 4.1. Dados dois elementos, x ey, chamaremos de par ordenado um terceiro elemento
denotado (x,y). Diremos que x é a primeira coordenada e y é a sequnda coordenada do par
ordenado (x,y).

Aqui o adjetivo “ordenado” enfatiza que a ordem na qual os elementos = e y aparecem entre
os parénteses é essencial. Também é comum chamar os elementos x e y de primeira projecao e
segunda projegao do par ordenado (x,y), respectivamente, e denotar isso por:

.fC:Wl(LU,y) € yZﬂ-Z(xvy)

Note que o par ordenado (a,b) ndo é o mesmo que o conjunto {a, b}.

Defini¢ao 4.2. Dizemos que dois pares ordenados (x,y) e (a,b) sao iguais se e somente se
x=a ey=>b. Simbolicamente, temos:

(@, y)=(a,b) @z =aey=0

Em particular, (z,y) = (y,x) se e somente se z = y.

4.2 Produto cartesiano de dois conjuntos

Em geometria analitica convencionamos associar a cada ponto do plano um par ordenado
de numeros reais (fixando uma origem e um par de eixos ortogonais). O plano cartesiano, como
conhecemos, é o conjunto de todos os pares ordenados de ntimeros reais. Vamos formalizar esse
conceito.

Defini¢ao 4.3. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. O conjunto de todos os pares ordenados
(z,y), comxz € A ey € B, é chamado o produto cartesiano de A e B, e denotado A x B.
Simbolicamente

Ax B={(z,y);z € Aeyec B}

Exemplo 4.4. Sejam A = {a,b} ¢ B = {1,2,3} entao

AxB = {(a1),(a2),(a3), (b1
BxA = {(La),(Lb),(2a),(20), (3 a),(3b)}

S~—
—~~
=
[\
S~—
—~~
w
S~—
—
3y
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Note que, em geral, A x B # B x A.

Observagao: Se os conjuntos A e B sao finitos, com numero de elementos n(A) = m e
n(B) = n, entdo o produto cartesiano A x B também ¢ um conjunto finito com n(A x B) = m-n,
ou seja,

n(A x B) =n(A) -n(B).

Exemplo 4.5. Retornando & geometria analitica, é comum descrever produtos cartesianos ou
conjuntos de pares ordenados fazendo menc¢ao ao objeto geométrico que estes conjuntos descre-
vem.

1. Rx R = {(z,y); z,y € R} é identificado com o plano cartesiano usual da geometria
analitica;

2. [0,1] x [0,1] = {(z,y); z,y e Re 0 <z <1e0 <y < 1} pode ser descrito geometrica-
mente como um quadrado (fechado) de lado 1 com vértices nos pontos (0,0),(1,0),(1,1)
e (0,1) do plano cartesiano.

Uma forma mais comum de escrever esse conjunto é observar que [0, 1] x [0, 1] é subconjunto
de R x R e escrever [0,1] x [0,1] = {(z,y) e Rx R;0 < z,y < 1}.

Neste caso, a expressao 0 < x,y < 1 deve ser entendida como 0 <x<1le0 <y < 1.

3. [-2,2] x [-1,1] = {(z,y) € R x R;|z] < 1e|y| <2} pode ser descrito geometricamente
como um retangulo de base 4 e altura 2 do plano cartesiano.

4. 81 ={(z,y) € R x R;22 + y? = 1} pode ser descrito geometricamente como o circulo de
raio 1 e centro no ponto (0,0) do plano cartesiano. Note que S' é um conjunto de pares
ordenados, porém nao é possivel escrevé-lo como um produto cartesiano de dois conjuntos.

5. B ={(x,y) € R xR; 22/25+4%/9 = 1} pode ser descrito geometricamente como a elipse
com focos nos pontos F; = (4,0) e F5 = (—4,0) do plano cartesiano.

4.3 Quadrado cartesiano de um conjunto

No caso particular em que B = A, o produto cartesiano A X A é chamado de quadrado
cartesiano de A ou apenas o quadrado do conjunto A, denotado A2, que se 1&: "A dois",

A% = {(z,y); 2,y € A}.

O conjunto de todos os pares ordenados da forma (x,z), com x € A, é chamado de diagonal
do quadrado A? e indicado por Dy, ou seja,

Dy ={(z,x);x € A}

Se o conjunto A é finito e tem m elementos, o quadrado cartesiano A? também ¢ um conjunto
finito e tem m? elementos. Obviamente, a diagonal D4 de A também é um conjunto finito e
tem m elementos.

Exemplo 4.6. Considere o conjunto A = {a, b, ¢}, entao
A? = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (c,c)}

Observe-se que o quadrado A? tem exatamente 32 = 9 elementos e que a sua diagonal D4
tem 3 elementos.
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Observacao: Dispondo os elementos de A? em forma de quadrado, os pares ordenados (a, a), (b, b),
e (¢, c) estarao dispostos na diagonal indicada abaixo,

(a,a)| (a,b) (a,c)
(b ¢)

(b, a) b, c
(c,a)

(c,b) |(c,0)

c,a

Exemplo 4.7. No caso em que A = R, o quadrado é R? = {(z,y);z,y € R} e sua diagonal é
Dg = {(z,2);z € R}.

4.4 Propriedades do produto cartesiano

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer:

P. AxB=g0sw A=2o0uB=g;

Suponha, por absurdo, que A # @ e B # &, neste caso existe pelo menos um elemento
xo, € A e pelo menos um elemento y, € B, logo (z,,Y,) € A X B, 0 que contraria a hipotese
de Ax B=g.

Observacao: Note que a prova acima nao esti completa, pois a demonstracao de um teorema,
do tipo “se e somente se” deve sempre ter duas partes: suficiéncia (=) e necessidade (<). Na
propriedade acima esté provada somente a suficiéncia (usando a técnica de reducao ao absurdo).

Isso é bastante comum quando a demonstracao da outra implicacao é “trivial”’. Neste caso,
para provar a necessidade, devemos supor que um dos conjuntos, A ou B, é vazio, neste caso €
6bvio que ndo existirao pares ordenados em A X B.

A moral da historia aqui é a seguinte: quando o autor ndo fala nada de uma parte da
demonstracao é porque (muito provavelmente) essa parte da demonstragao é trivial. No seu
caso, como estudante, jamais deixe de fazer uma demonstragao por acha-la facil. Caso nao haja
realmente o que escrever, diga pelo menos que a prova é trivial, evidente ou consequéncia direta
da definicao ou de outro resultado.

P,. Se A e B sao nao vazios entdio Ax B=B x A< A= B;

Na propriedade acima um dos lados é trivial. Antes de ler a prova abaixo, tente descobrir
qual é o lado trivial e qual merece uma prova mais detalhada.

Para a suficiéncia vamos provar pela contrapositiva, ou seja, sabendo que A # B mostra-
remos que A X B # B x A.

Como A#B< A¢ZBouB¢ A< (i)(Fz)(xr € ANx ¢ B)ou (i) 3y)(y € BAy ¢ A).

No caso (i), da hipotese B # & sabemos que existe y, € B. Logo (x,y,) € A X B e
(x,y0) € Bx A, poisx € Aex ¢ B. O caso (i) é anéalogo e fica como exercicio.

A necessidade segue diretamente da definicao.

P;, ACB= (i) AxCCBxCe (it) CxACC xB,

Para provar (i), basta mostrar que todo elemento (x,y) € A x C' também é elemento
de Bx C. Mas (z,y) € AxC &z € Aey e C. Como A C Bentdoz € Be
yeC & (x,y) € BxC. A prova de (i7) é andloga e fica como exercicio.
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P,. Se A é ndo vazioentao Ax BC AxC < B C C;

Note que a proposicdo é verdadeira no caso particular em que B = &. Logo podemos
supor que B # &. Seja y € B um elemento qualquer, como A # & entao existe x € A.
Assim

r€AeyeB= (r,y) EAXB=(z,y) e AxC=zxcAeyecC=ycC.

Como a prova acima vale para qualquer y € B, podemos concluir que B C C.

Py. Se A éndo vazio entdo Bx ACC x A< B C C;

Essa prova fica como exercicio, pois a ideia é a mesma da propriedade anterior.

Ps5. Distributividade do produto cartesiano em relacdo a intersecdo, a reunido e a diferenca:

a. Ax(BNC)=(AxB)n(AxCQC)
b. (ANB)xC=(AxC)N(BxC)
c. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
d. (AUB)xC=(AxC)U(BxC)

e. Ax(B-C)=(AxB)—(AxC(C)
f.(A-B)xC=(AxC)—(BxC)

Vamos fazer a prova de apenas duas das proposicoes acima para ilustrar todos os passos.
Pense na justificativa para cada uma das passagens e porque essa lista de equivaléncias é
suficiente para garantir a prova.

(r,y) e Ax (BUCQ) reAeye (BUQ)
reAe(yeBouyel)
(xeAeyeB)ou(zeAeyel)
(x,y) € Ax Bou (z,y) € AxC

(z,y) € (A x B)U (A x C)

S R

(x,y) € Ax (B—-C) reAeye(B-0C)
reAe(yeBey¢C)
(xeAexecA)e(yecBey¢ )
re€Ae(reAeyeB)ey¢ C
re€Ae(ycBexecAeydC
(xreAeyeB)e(zecAey¢ )
(x,y) e Ax Be(x,y) ¢ AxC
(2,9) € ((Ax B) — (A C))

te 0T

4.5 n-uplas ordenadas

Definicao 4.8. Fizado um numero natural n, chamaremos de n-upla ordenada ao elemento
(x1,22,...,2pn). Neste caso, para cada j (1 < j < n). dizemos que x; € a j-ésima coordenada
da n-upla ordenada (z1,x2,...,xy,) € usaremos a notagdo xj = mj(x1,T2,...,Ty) para indicar
esse fato.
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Assim como no caso de pares ordenados, a ordem dos elementos é importante e a lista de
elementos x1,x2, ..., T, pode conter repeticoes.

Com essa notagao, um par ordenado é uma n-upla ordenada comn = 2. Quandon = 3,4,5...
costuma-se usamos os nomes tripla ordenada, quadrupla ordenada, quintupla ordenada etc.
Também é valido falar 5-upla ordenada, 8-upla ordenada e assim por diante.

Definigao 4.9. Dizemos que duas n-uplas ordenadas (a1, as,...,a,) € (r1,2T2,...,Ty) $G0 iguais
se todo elemento da primeira € igual ao elemento correspondente da sequnda. Isto é

(a1,az2,...,an) = (T1,T2,...,2n) & aj = 5,V com 1 < j < n.
4.6 Produto cartesiano de varios conjuntos

A nocao de produto cartesiano, definida para dois conjuntos, pode ser estendida para qual-
quer ndmero natural n > 2 de conjuntos.

Definigao 4.10. Chamaremos de produto cartesiano dos n conjuntos A1, As, ..., A, (na ordem
em que estdo escritos) ao conjunto de todas as n-uplas (x1,xa,...,x,) tais que T1 € Ay, x93 €
Ao, ... xy € Ay, e denotamos esse conjunto por
n
A1XA2X...XAn ou A]’,
j=1
dessa forma,
n
A; = {(z1,22,...,zp);x1 €A1 e za€Age ... exy € Ay}
j=1
= {(x1,22,...,2p);Vj € {1,2,...,n}, z; € Aj},
ou seja
n
(x1,x2,...,2p) € HAj e Vje{l,2,...,n}, zj € Aj.
j=1
Os conjuntos Aq, Ao, ..., A, sdo chamados de fatores do produto cartesiano H?Zl Aj.
No caso particular em que todos os fatores sao iguais A = Ay = A = ... = A,, o produto
cartesiano A x A X ... x A (n vezes) recebe o nome de n-ésima poténcia cartesiana de A.

Denotamos esse conjunto A", notacao que é lida "A ene".
A" = {((L‘l,xg,. . .,$n) S A,Vj S {1,2,... ,n}}
A diagonal de A™ é o conjunto de todas as n-uplas (z,z,...,x) tais que = € A.
Exemplo 4.11. Dados A = {aj, a2}, B = {b1,b2,b3} e C = {c1,c2} temos

AxBxC = {(a1,b1,c1),(a1,b1,¢2), (a1,b2,c1), (a1, b, c2), (a1, b3, c1), (a1, b3, c2),

(az,b1,c1), (a2, b1, c2), (az, bz, c1), (az, bz, c2), (az, b3, c1), (az, b3, c2) };

A* = {(a1,a1,a1), (a1,a1,a2), (a1, a2, a1), (a1, as, as),

(ag,a1,a1), (az, ax, az), (a, az, a1), (az, az, az) };
DA3 = {(al, ai, a1)7 (CLQ, as, ag)};

Dpi = {(b1,b1,b1,b1), (b2, b2, b2, b2), (b3, b3, b3, bs) }.
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4.7 Exercicios

1. Calcule os seguintes produtos cartesianos:

(a) {1} x{1,2} (e) {4, B} x {o}
(b) {1,2} x {1} (f) {A,B} x @
() {=1,1} x {0, 1} (&) {1,2}

(d) {a,b} x{c,d} x {e, f} (h) {1,2}°

2. Sejam A, B, C' e D conjuntos. Prove ou dé um contra-exemplo:

(a) Ax (BUC)=(AxB)U((AxC(C).

(b) Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC).

(c) (AxB)N(A°x B) =@.

(d AcBeCCD=AxCCBXxD.

() AU(BxC)=(AUB)x (AUCQC).

(f) AN(BxC)=(ANB)x (ANC).

) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).
)

(g
(hy Ax(B-C)=AxB—-AxC.



Capitulo 5

Relacoes

Quando pensamos em relagoes ou em “estar relacionado”, a primeira coisa que vem a nossa
mente 830 relacOes pessoais ou familiares, por exemplo:

e Rose tem uma relacao com Paulo (sdo casados);
e Beto e Marisa sdo primos (tém uma relagdo de parentesco);

e Amanda e Débora sao irmas.

Obviamente estamos mais interessados em relacGes dentro do contexto mateméatico, por
exemplo:

e 2 < 5, isto é, 2 esta relacionado com 5 pela relagdo menor ou igual, e

e [1,2] C R4, ou seja, o intervalo [1,2] esta relacionado com o conjunto dos nuameros reais
positivos pela relacao de inclusao.

5.1 Relacao binaria

Uma relagao binaria (ou apenas relacao) é definida sempre sobre dois conjuntos, A e B, que
podem ser iguais ou diferentes, estabelecendo alguma regra para “relacionar” um elemento a € A
com outro elemento b € B. Em outras palavras, para definir uma relacdo de A em B devemos
escolher (ou dizer como devem ser escolhidos) certo pares ordenados (a, b) no produto cartesiano
AXx B.

Definigao 5.1. Dados dois conjuntos A e B, uma relagio R de A para B (ou de A em B) é
um subconjunto do produto cartesiano A X B.
No caso em que A = B dizemos apenas que R é uma relagio em A.

Exemplo 5.2.

(a) Dados A ={1,2,3} e B = {z,y, 2} podemos definir relacdes de A em B escolhendo pares
ordenados aleatoriamente em A x B, por exemplo:

Ri1= {(Lx)}v Ro = {(1,%), (372)} e Rs= {(1,1’), (zvx)v (3?'7:)7 (37y)}

Convém notar que produto cartesiano A x B tem 9 elementos, logo o conjunto das partes
P(A x B) possui 29 = 512 elementos. Isso significa que podemos definir 512 relacoes
diferentes de A em B!

Observe também que R1 C Ra e R1 C R3, porém Ro & Rs.

47
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(b) Considere a seguinte relacdo no conjunto dos ntmeros naturais N = {1,2,3,...}
M={(p,q) eN*:p <q}.

Neste caso (p,q) € M < p < q.

Obviamente a notacdo universal p < ¢ é muito mais conveniente em praticamente todas as
situagoes. A notacdo de par ordenado e de subconjunto de um produto cartesiano ¢ bastante
conveniente em demonstragoes de resultados teoéricos.

Também podemos considerar as relacoes

M ={(p,q) eN*:p<q} e M"={(p,q) eN*:p>g}.

Note que M C M', M # M, (M) =M" e M'UM" =N,

(c) Considere os conjuntos D = {0,1} e A = P(D). Vamos definir uma relacdo em A da

seguinte forma:
R={(r,y) e AxA:zCy}

A notagao nada usual “z C y” foi escolhida propositalmente para causar estranhamento e
fazer vocé parar e pensar: “o que isso significa?”

Note que o conjunto A = P(D) é na verdade uma familia de conjuntos, ou seja, seus
elementos sdo conjuntos e portanto faz sentido verificar se um elemento estd ou ndo contido
em outro. Obviamente a notacdo de letras mintsculas aqui ndo é comum, mas também nao
esta errada.

Nesse exemplo temos A = {@,{0},{1},D} e
R ={(2,92),(2,{0}).(2,{1}), (2, D), ({0},{0}), ({1},{1}), {0}, D), ({1}, D), (D, D)}.
(d) Dado um conjunto A qualquer, ha sempre trés relagoes triviais que podemos considerar

(a) Relacdo vazia: que corresponde ao conjunto vazio @ C A?;
(b) Relagdo total: que corresponde ao proprio conjunto A? C A?;
(c) Relacdo diagonal: A2 = {(a,b) € A%;b = a};

Por exemplo, para A = {0,1,2,3} e B = {z,y}, teremos A 42 = {(0,0)(1,1),(2,2),(3,3)} e
Ap: = {(1‘,33), (y7y)}'

A relagdo diagonal também costuma ser chamada de relagdo identidade, e denotada 4 ou
Id4. Também convém notar que o niimero de elementos de A 42 é igual ao de A.

5.2 Dominio e imagem de uma relagao e relagao inversa

Para desenvolver um estudo mais profundo de relacgdes, considere os seguintes conceitos e
notacoes.

Definicao 5.3. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer e R uma relacdo de A em B.
i) O dominio de R é o conjunto Dom(R) ={a € A:3b€ B,(a,b) € R};
it) A imagem de R € o conjunto Im(R) ={b€ B:3a € A,(a,b) € R};
iii) A relagio inversa de R ¢ a relagio R™" de B em A definida por
R~ ={(b,a) € Bx A: (a,b) € R}.



5.2. DOMINIO E IMAGEM DE UMA RELACAO E RELACAO INVERSA 49

Exemplo 5.4. Vamos encontrar o dominio e a imagem dos trés exemplos anteriores:
(a) Recordando que A ={1,2,3} e B ={z,y,z}. Logo

> para Ry = {(1,z)};

Dom(R1) = {1}, Im(Ri)={z} e Ry'={(z, 1)}
> para Ro = {(1,z),(3,2)};
Dom(Rs) = {1,3}, Im(Ra) ={z,2} ¢ Ry'={(z,1),(23)};
> para Rg = {(1,z),(2,2), (3,2),(3,9)}.
Dom(R3) = A, Im(Rs) ={z,y} e Ry' ={(z,1),(z,2),(z,3),(y.3)}.

(b) No exemplo R = {(z,y) € Ax A:x Cy} com A="P({0,1}) temos

Dom(R) =Im(R) = A=P({0,1}).

(¢) No exemplo M = {(p,q) € N?>: p < ¢}, temos
> Dom(M)={peN:(3geN)(p,qg) e M} ={peN:(IgeN),p<q}=N

> Im(M)={qeN:(FpeN)(p,g) e M} ={¢eN:(FpeN)p<qg}=N—{1}
Teorema 5.5. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer e R uma relacdo de A em B. FEntio
1. (R°H =R,
2. Dom(R™Y) = Im(R);
3. Im(R™1) = Dom(R);
Dem.:

1. Note que R~! & uma relacio de B em A, logo (R™!)~! & uma relacio de A em B, assim como
R. Para ver que (R™1)~! = R, seja (a,b) um par ordenado qualquer em A x B. Entdo

(a,b) € R & (ba) e R < (a,b) € R.

2. Observe que Dom(R~!) e Im(R) sdo ambos subconjuntos de B. Agora, seja b € B um
elemento arbitrario, entao

bc Dom(R ') < Jac A (bya) e R < Jac A (a,b) €R S (a,b) € Im(R)

3. Exercicio (tente repetir os argumentos do item anterior usando as defini¢ées corretas).
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5.3 Visualizando relacoes

Uma forma bastante tutil de visualizar uma relagdo é desenhar um diagrama de Venn com
setas. Por exemplo, a figura abaixo mostra um diagrama da relacao R = {(1,x),(1,y),(3,2)}
definida do conjunto A = {1,2,3} no conjunto B = {z,y,z}. Na figura, cada um destes
conjuntos é representado por um oval envolvendo os elementos do conjunto e cada par ordenado
é representado por uma seta. Por exemplo, hi uma seta partindo do ponto 1 € A e chegando
no ponto y € B pois o par ordenado (1,y) € R.

A B
1 x
2 Y
3 z

Neste tipo de representacao, os pontos que representam os elementos de A e B sdo chamados
vértices, e as setas que representam os pares ordenados em R sao chamadas de arestas. Nao
importa como os vértices que representam elementos de A e B estao dispostos na representacao,
o que realmente importa é que os extremos correspondam precisamente aos pares ordenados da
relacao R.

Essa representacao grafica pode ajuda-lo a compreender os conceitos discutidos na tltima
secdo. Por exemplo: o dominio de R corresponde aos vértices em A que tém arestas partindo
deles; enquanto que a imagem de R consiste nos elementos de B cujos vértices tém arestas
apontando para eles.

Na figura acima identificamos facilmente que Dom(R) = {1,3} e Im(R) = {z,z}. Além
disso, para obter a representacio grafica da relacdo inversa R~! basta reverter as direcbes de
todas as arestas.

Quando R é uma relacao em A ( R C A X A), existe uma representacao grafica ligeiramente
diferente e mais conveniente. Se uséssemos o método descrito acima, precisarfamos desenhar
duas copias do conjunto A, com vértices em ambos e as arestas correspondentes aos pares
ordenados de R.

Uma maneira mais simples de representar graficamente essa relagdo é desenhar apenas uma
copia de A e entdo conectar os vértices que representam os elementos de A com arestas para
representar os pares ordenados em R. Por exemplo, na figura abaixo usamos essa representacao
para representar a relagdo de inclusao no conjunto das partes de D = {0, 1} (vista no item (b)
do exemplo [5.2)).

Observe que nesta representacdo grafica, hd uma aresta conectando @ a ele mesmo, pois
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(2,9) € R, ou seja, @ C &. Arestas como esta (que vao de um vértice para ele mesmo) sao
chamadas de lacos.

Note que na representacao acima ha um lago em cada vértice (indicando que cada conjunto
esta contido em si mesmo) e as arestas indicam quais conjuntos estdo contidos nos outros.

Este tipo de representacio grafica é conhecida como Diagrama Sagital.

5.4 Composicao de relacoes

Definicao 5.6. Seja R uma relagio de A em B e S uma relagio de B em C. Definimos a
relagdo composta S o R de A em C' da sequinte forma:

SoR ={(a,c) e Ax C;(3be B) (a,b) € R e (b,c) € S}.

Exemplo 5.7. Sejam A = {1,2,3}, B = {z,y,z} e C = {«, 3,7} trés conjuntos dados e
considere as seguintes relagoes

2,2),(3,2)} CAXB e
S={(z,a),(.8),(y,7), ()} € BxC.

Note que (1,a) € SoR, pois (1,z) e Re (z,a) €S. Na

Na representagao grafica acima ¢ facil ver que o par ordenado (1,a) € S o R, pois ha uma
aresta partindo de 1 e chegando em x e outra aresta partindo de = e chegando em a.

Assim

SoR ={(1,a),(2,a),(3,6),(3,7)}
Teorema 5.8. Considere as relagées RC Ax B,SCBxC eT CC x D, entao:
1. To(SoR)=(ToS)oR;
2. (SoR)T=R1toS L.

Dem.: Provaremos apenas o item 1. e deixaremos o item 2. como exercicio.

Claramente 7 o (SoR) e (T oS)oR sdo relacoes de A a D. Seja (a,d) € A x B um elemento
qualquer.

Se (a,d) € T o (S o R), pela definigdo de composicao, existe um elemento ¢ € C tal que
(a,c) e SoR e (¢,d) € T. Agora, como (a,c) € S o R, podemos usar novamente a defini¢do de
composigao e obter um elemento b € B tal que (a,b) € R e (b,c) € S.

Agora, sabendo que (b,c) € S e (¢,d) € T, podemos concluir que (b,d) € T oS. Da
mesma forma, de (a,b) € R e (b,d) € T oS, segue-se que (a,d) € (T oS) o R. Isso prova que
(ToS)oRC(ToS)oR

Para provar a inclusao contréria e concluir a prova, basta repetir o argumento acima a partir
de um elemento (a,d) € (T oS) o R, para mostrar que (a,d) € (T oS) o R.

O
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5.4.1 Exercicios

1. Dados A = {1,2} e B = {0}, encontre: (a) todas as relagoes de A em B; (b) todas as
relagoes em A; e (¢) todas as relagoes em B.

2. Construa um diagrama sagital para cada uma das relagbes abaixo definidas em A =
{1,2,3,4}

a. T R1yez<y; e. x Rsye x=1.
b. x Roy & x <y frreRey<esy=3.
c. T R3y&ex=uy; g. xRy y=2x.
d. x Ryyex+y<bh; h. x Roy < x> 2y.

3. Encontre o dominio e a imagem de cada uma das relacdes do item anterior.
4. Encontre o dominio e a imagem de cada uma das relagoes abaixo.

a. A= {(z,y) e R? .y = 2%} c. A={(z,y) €Q?:y >x}
b. A={(z,y) e N?:y = /x} d. A= {(z,y) € N?: z|y} **

** a notacao x|y significa que “x divide y”, ou seja, existe k € N tal que y = kx.
5. Encontre o dominio e a imagem de cada uma das relacoes do item anterior.
6. Sejam R e S relacbes em A X B.

(a) RUS, RNS e R — S sdo relagdes em A x B? Justifique sua resposta.
(b) R é uma relagao de A em B? Em caso afirmativo, como podemos defini-la?

(c) A espressao R —S = R NS¢ vale para relacoes? Justifique sua resposta.

5.5 Propriedades de uma relacao

A vantagem de definir relagdes como um conjunto de pares ordenados é poder dar uma
definicao muito simples (basta conhecer o conceito de subconjuntos e produto cartesiano) e
colocar a nossa disposic¢ao todo o ferramental de teoria dos conjuntos para enunciar e demonstrar
propriedades a respeito de relacoes.

Entretanto, a notagdo mais usada pelos matematicos para expressar uma relacao entre dois
objetos é colocar algum simbolo entre eles. Por exemplo, as notagdes x = y e x < y expressam
duas relacdes matematicas bastante conhecidasl.

Imitando essa notagdo, dada uma relagao R de A em B vamos escrever:
aRb < (a,b)eR

e dizer que a estd R-relacionado com b.

Vamos introduzir trés importantes propriedades de um relacdo sobre um conjunto
Definicao 5.9. Suponha que R € uma relacao em A, diremos que:
i. R € reflexiva se (Vx € A) xRux;

it. R é simétrica se (Vr,y € A) 2Ry = yRuz;
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1. R € transitiva se (Vx,y,z € A) 2Ry e yRz = xRz;

Exemplo 5.10. Dado o conjunto A = {1, 2,3} considere as seguintes relagoes

1. Ri = {(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)} & simétrica e transitiva, porém nao é reflexiva. De fato,

2. Ra ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3),(1,3)} & reflexiva e transitiva, porém nao é simétrica.
De fato, (1,2) € Ry e (2,1) ¢ Ry;

3. Rs={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)} & reflexiva e simétrica, porém nao é tran-
sitiva. De fato, (2,1) € Ry e (1,3) € Ry, mas (2,3) ¢ Ry;

4. Ry ={(1,1),(3,3),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)} & simétrica. Porém nao ¢ reflexiva
e nem transitiva.

1) /10 /13
Cz CQ\ C2 2\
3 37) 37) 37)

relacdo Ry relacao Ro relacao Rs relacdo Ry

No caso de conjuntos finitos, a forma simples de identificar quais propriedades a relagao
satisfaz é construindo os diagrama de setas acima. Em termos de diagramas, as propriedades
podem ser caracterizadas da seguinte forma;:

i. a relagfo é reflexiva se todo vértice possui um laco;

ii. a relacao é simétrica se para cada aresta conectando dois pontos diferentes hé uma aresta
no sentido contrario conectando estes mesmos dois pontos, ou uma “seta dupla”.

iii. a relacao é transitiva se para cada par de arestas conectando trés vértices consecutivos,
existir uma terceira aresta conectando o primeiro e o terceiro vértices (ou um lago, caso o
primeiro e o terceiro vértice coincidam).

No exemplo abaixo, o dominio ¢ um conjunto infinito. Neste caso os diagramas de seta nao
tem utilidade.

Exemplo 5.11. Considere a seguinte relacao no conjunto dos ntimeros reais:
Ve,y e R, 2Ry & |z —y| < 1.
i. R é reflexiva pois |z — x| =0 < 1,Vz € R.
ii. R ésimétrica pois, dados z,y € R, temos 2Ry = |z—y| < 1= |ly—z| =|z—y| < 1 = yRz.

ili. R ndo é transitiva. Para provar isso basta apresentar um contra exemplo. Note que 2R+/2
e V2R, porém 2 Ro.

Teorema 5.12. Seja R uma relagdo em um conjunto A.
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a. R € reflexiva se e somente se a diagonal N 42 CR;
b. R € simétrica se e somente se R = R™L;

c. R € transitiva se e somente se RoR C R.

Dem.: Vamos provar apenas o item b., os demais itens ficam como exercicios.

Primeiramente, sabendo que R é simétrica, precisamos provar que R = R~!. Para isso,
vamos provar que esses dois conjuntos de pares ordenados R e R™! tem os mesmos elementos.

Seja (a,b) € R. Como R ¢ simétrica entdo (b,a) € R e consequentemente (a,b) € R, Isso
mostra que todo elemento de R também é elemento de R, ou seja, R C R~'. Para provar a
inclusdo contraria, seja (b,a) € R~ = (a,b) € R e, pela simetria de R, (b,a) € R. Isso prova
que R~' C R. Portanto R = R~L.

Por outro lado, sabendo que R = R™!, precisamos provar que a relacdo R é simétrica. Para
isso, seja (a,b) € R um elemento qualquer. Como R = R~! entdo (a,b) € R~ = (b,a) € R.

O

Observacgao 5.13. Cada um dos itens no teorema acima € wma proposicao do tipo “se e somente
se”, portanto é necessdrio provar a ida (=) e a volta (<) em cada um deles. Na demonstragao
do item b. acima omitimos as flechas. Isso € bastante comum em livros mais avancados e a
locugdo "Por outro lado" mo iltimo pardgrafo da demonstracao é bastante usada para alertar
que neste ponto inicia o prova da tmplicacdo contrdria.

5.5.1 Exercicios
1. Qual das seguintes afirmacoes sfo verdadeiras? Justifique sua resposta em cada caso.

(a) Se R e S sao relagoes reflexivas sobre A, entdo RUS e RN S sao reflexivas.
(b) Se R e S sao relagoes simétricas em A, entdo RUS e RN S sdo simétricas.

(¢) Se R e S sao relagbes transitivas em A, entdo R US e RN S sdo transitivas.

2. Seja R uma relacgdo reflexiva, simétrica e transitiva sobre A. Verifique se relagdo comple-
mentar R° possui alguma dessas trés propriedades.

3. Demonstrar os itens a. e c. do teorema

4. Seja A = {1,2,3}. Defina (explicitamente escrevendo o conjunto de pares ordenados) uma
relacao em que A que seja:

reflexiva, ndo simétrica, nao transitiva;

nao reflexiva, simétrica, nao transitiva;

nao reflexiva, ndo simétrica, transitiva;

nao reflexiva, simétrica, transitiva;

reflexiva, néo simétrica, transitiva;

reflexiva, simétrica, nao transitiva;

nao reflexiva, ndo simétrica, nao transitiva;

reflexiva, simétrica, transitiva.
5. Seja A = {1,2,3}. Liste todas as relagoes de equivaléncia definidas sobre A.

6. Liste todas as relagoes de equivaléncia sobre um conjunto A de 4 elementos.
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7. Verifique se as relagdes abaixo satisfazem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.
(demonstrando ou dando contraexemplos).
(a) R em N definida por: mRn < m > n;
(b) R em Z definida por: mRn < m + n é par;
(
(

)

)

) R em Z definida por: mRn < m — n é impar;
d) € em R definida por: yEx & y = e%;

) P em R definida por: yPzx < y-x > 0;

)

)

C

(e
(f) R em N definida por: ARB <= ANB# &
(g) F em R definida por: zFy <= 2x +y > 0.
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Capitulo 6

Relacoes de Equivaléncia e de ordem

6.1 Relagao de Equivaléncia

Dizemos que a relacao R é de equivaléncia quando R for uma relacao reflexiva, simétrica e
transitiva.

O caso mais 6bvio de relacao de equivaléncia é a igualdade em um conjunto numérico. Por
exemplo, a igualdade no conjunto dos ntimeros reais R.

1. éreflexiva: Vo € R, = = z;
1. é simétrica: Ve, y € R, x =y = y = x;

1. é transitiva: Va,y,z e R, x=yey=2z= 2 = z;

Guarde esse exemplo como modelo de relagdo de equivaléncia e sempre que precisar lembrar
o que é uma relagdo de equivaléncia, basta lembrar das “boas propriedades” que a igualdade
possui.

Exemplo 6.1. Cada uma das relagoes abaixo é uma relacao de equivaléncia (verifique cuida-
dosamente cada uma delas).

a. A relagdo pRq < |p| = |q| definida em R.
b. A relacio (z,y)R(a,b) < 2%+ y? = a® + b?, definida em R?;
c. A relagdo (z,y)S(a,b) & y—x =b— a, definida em R?;

d. A relagdo de semelhanca e a relacdo de congruéncia de tridngulos estudadas em Geometria
Euclideana.

Exemplo 6.2. Considere agora a seguinte relacdo definida em 7Z x Z*:
(a,b)R(¢c,d) < a-d=b-c
Vamos mostrar que R é uma relacdo de equivaléncia em Z x Z*.
1. R é reflexiva, pois (a,b)R(a,b),Y(a,b) € Z x Z*;

2. R é simétrica. De fato, dados (a,b), (¢,d) € Z x Z* tais que (a,b)R(c,d), temos a - d =
b-c=c-b=d-a, e portanto (c¢,d)R(a,b)

o7
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3. R é transitiva, pois dados (a, b), (¢, d), (e, f) € Z x Z* tais que (a,b)R(c,d) e (¢,d)R(e, f),
temos

a-d=b-c e c-f=d-e (6.1)
Multiplicando a primeira identidade acima por f (note que f # 0) teremos
a-d-f=b-c-f (6.2)
Levando a segunda identidade de em temos
a-d-f=b-(c-f)y=>b-(d-e) (6.3)
Comod#0entaoa-f=b-e = (a,b)R(e, f).

Este exemplo acima tem um papel fundamental na Matematica. Para entender um pouqui-
nho a importancia desse exemplo, basta lembrar que, dados dois ntimeros racionais a/b, ¢/d € Q

temos
a c
—=- & a-d=b-c
b d
Exemplo 6.3. Sejam a,b € Z, diremos que a é congruente a b médulo 2, e denotaremos isso

por a = b(mod 2), se a diferenca a — b for par, ou seja,
a=b(mod2) & JkeZa—b=2k.
Essa relacao é de equivaléncia. De fato:

i. para cada a € Z, temos a — a = 0 = 2.0, logo a = a(mod 2) e a relacao é reflexiva;

ii. se a,b € Z sao tais que a = b(mod 2), entao existe k € Z tal que a—b = 2k = b—a = 2(—k),
logo b = a(mod 2).

iti. se a,b,c € 7 sao tais que a = b(mod 2) e b = c(mod 2) entdo existem k' k" € 7Z tais que
b—a=2k" e c—b=2k". Adicionando estas duas identidades, teremos

c—a=(c—b)+ (b—a)=2K +2K"=2(K + k"),
ou seja, ¢ —a = 2k, com k= k' + k" € Z. O que nos dé a = ¢(mod 2).

Observacgao: No exemplo acima poderiamos trocar o niimero 2 por 3 em cada uma das passa-
gens acima e automaticamente terfamos a prova que a relacdo = (mod 3), chamada de congruén-
cia modulo 3, é uma relagdo de equivaléncia. Na verdade, é possivel trocar este 2 por qualquer
outro numero inteiro m # 0 e repetir a prova acima passo a passo. Entretanto costuma-se
considerar apenas o caso em que m > 0.

Definicao 6.4. Seja m um nidmero inteiro positivo fizado. a,b € Z, diremos que a é congruente
a b médulo m, e denotaremos isso por a = b(mod m), se a diferenga a —b for miltiplo de m, ou
seja,

a=b(modm) < JkecZ,a—b=m-k.

Teorema 6.5. Para cada m € 7 fizado, a relagdo = (mod m) € de equivaléncia em Z.

A demonstracao deste teorema segue os mesmos passos do exemplo anterior e deixamos como
exercicio.



6.2. CLASSES DE EQUIVALENCIA E CONJUNTO QUOCIENTE 59

6.1.1 Exercicios

1. Seja A ={1,2,3}. Liste todas as relagdes de equivaléncia definidas sobre A.

[\)

. Liste todas as relactes de equivaléncia sobre um conjunto A de 4 elementos.
3. Seja R a relacao definida em R sa seguinte forma:

Ry xz—y e
Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia em R.

4. Seja A um conjunto nao vazio e F C A um conjunto fixado. Vamos definir duas relagoes
em P(A) da seguinte forma: dados X,Y C A,

i. XRY & XNF=YNF;
ii. XSY & XUF =Y UF;

Prove que R e S sao relagoes de equivaléncia em P(A).

5. Sejam R e S relagdes de equivaléncia sobre um conjunto A nédo vazio. Verifique se as
afirmagbes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Provando ou dando contra-exemplo.

a) RNS é uma relacdo de equivaléncia;

(

(b
(c
(d

R US é uma relagao de equivaléncia;

)
)
) Ro S é uma relagdo de equivaléncia;
) R~! & uma relacio de equivaléncia;

6. Sejam R4 e Rp relagoes de equivaléncia sobre os conjunto A e B nao vazios respectiva-
mente. Defina uma relacdo em A x B da seguinte forma:

(a,D)R(z,y) ©aRax e bRpy.

Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia em A x B.

6.2 Classes de Equivaléncia e Conjunto Quociente

Retornemos agora a relacdo de equivaléncia = (mod 2) definida no altimo exemplo da sec¢do
anterior. Uma pergunta natural que surge aqui é a seguinte:

"Fixado a € Z, quais elementos de Z estao relacionados a este a?"

Por exemplo:
1. para a = 0 fixado, temos = 0(mod 2) & x — 0 é par < x é par; e
2. para a = 1 fixado, temos x = 1(mod 2) & x — 1 é par < z é impar.

O conjunto de todos os nimeros inteiros equivalentes a 0 é chamado de "classe de equivalén-
cia"do 0 com respeito a relagdo = (mod 2), a qual denotaremos assim:

0] (moa 2y =1z €Z,z épar }e[l]_ ., ={z€Zxéimpar}

Também consideraremos o conjunto

Z/E(mOd 2) = {[O]E(mod 2)7 [1]E(m0d 2) } ’

chamado de quociente de Z pela relacao de equivaléncia = (mod 2).
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Definic¢ao 6.6. Seja R wma relacao de equivaléncia em um conjunto A # @.

i. A classe de equivaléncia de um elemento a € A, com respeito e relagio R, € o conjunto de
todos os elementos de A que estao relacionados com a, e serd denotado por [a|r. Assim

[a]r = {z € A; zRa}.
71. O quociente do conjunto A pela relagio de equivaléncia R € a familia de subconjuntos
A/r ={la]r;a € A}
Exemplo 6.7. Considere agora a seguinte relacio no plano cartesiano R:
(z,9)S(a,b) = 22 +y* =a®+ b

Claramente S é uma relacao de equivaléncia em R2.

Vamos caracterizar geometricamente as classes de equivaléncia de alguns elementos de R? e
descrever o conjunto quociente de R? por esta relacio de equivaléncia:

a. [(1,0)]s = {(z,y) € R (2,9)S(1,0)} = {(z,y) € R*% 2% +y* = 1> + 0°}, ou seja,
[(1,0)]s = {(2,y) € R*2” +4* = 1};
b. [(0,—1)]s = {(z,y) € R* (2,9)S(0,~1)} = {(z,y) € R%2? +y* = 1}, assim
[(0, =D)]s = [(1,0)]s;
Na verdade [(a,b)]s = [(1,0)]s, qualquer que seja o ponto (a,b) € R? com a? + b? = 1;
c. [(3,4)]s = {(z,y) € R?%; (x,9)S(3,4)} = {(x,y) € R%; 22 + y? = 25}. Também temos

[(374)]5 = [(37 _4)}8 = [(570)]5 = [(_172\/6)]3 = ..

d. [(0,0)]s = {(z,y) € R? (2,)5(0,0)} = {(z,y) € R*2? +y* =0} = {(0,0)}.

Geometricamente, para cada ponto (a,b) € R? — {(0,0)} fixado, a classe de equivaléncia
[(a,b)]s pode ser interpretada como sendo o circulo de centro na origem e raio r = va? + b?.

Deste modo, o quociente R?/S pode ser visto como a familia de todos os circulos de centro
na origem do plano cartesiano;

Note que

1. Para cada par ordenado (a,b) € R fixado, a classe de equivaléncia [(a,b)]s contém pelo
menos o ponto (a,b).

2. Dois pares ordenados estdao relacionados se e somente se estdo sobre o mesmo circulo
centrado na origem, ou seja, na mesma classe de equivaléncia.

3. Quando dois pares ordenados nao estéo relacionados entdo suas classes de equivaléncia
sdo discos centrados na origem de raios diferentes, em particular, essas classes ndo se
intersectam.

Essas trés observacoes valem, essencialmente. para qualquer relacao de equivaléncia. O
préximo teorema fala exatamente disso.
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Teorema 6.8. Seja R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A nao vazio e a,b € A
elementos quaisquer. Entdao:

1. [a]R +9;
ii. [alr N[blr = @ < a Rb;

124. [a]R = [b]R < aRb.

Demonstracdo. Para provar ., basta lembrar que a relacao R é reflexiva, ou seja, aRa, para
todo a € A, ou seja, a € [a]g = [a]r # T, Va € A.

Em ., vamos provar que [a|gr N [b]r # @ < aRb. Por um lado, aRb < a € [b]g e acabamos
de mostrar acima que a € [a]g. Portanto a € [a]g N [b]r = [a]r N [b]r # 2.

Por outro lado, partindo da hipétese que [a]g N [b]r # &, podemos concluir que existe um
x € Atal que z € [alrN[b]r, logo = € [a]g e z € [b]r < 2Ra e 2Rb. Como a relagao ¢ simétrica
temos aRx e xRb e por transitividade concluimos que aRb.

Finalmente, em éii., a suficiéncia é obvia, pois a € [a]r e [a|r = [b]r, logo a € [b]r e portanto
aRb.

Para a necessidade, vamos provar que [alg C [bjr e que [a]g D [b]r. Seja = € [a]r, pela
definicao de classe de equivaléncia temos xRa. Mas, por hipdtese, aRb. Logo por transitividade
temos xRb e portanto x € [b]g. Com isso mostramos que [a]g C [b]g. A prova da outra inclusdo
segue as mesmas ideias e vamos deixa-la como exercicio para o leitor. O

6.2.1 Exercicios

1. Defina uma relacdo R em N? por (a,b)R(p,q) < a+q=>b+ p.

(a) Prove que R é uma relacio de equivaléncia em N?;
(b) Calcular as classes de equivaléncia [(1,1)|r, [(1,2)]%r e [(2,1)]r;
(¢) Descreva os conjunto [(p, q)|r, para qualquer par (p,q) € N2.

2. Para (7,y), (a,b) € R? defina a relagio (z,y)R(a,b) < 2% +y = a® +b.

(a) Prove que R é uma relacdo de equivaléncia em R?;
(b) Calcule as classes de equivaléncia [(0,0)]z, ([0, 1)}z, [(—1,0)]r e [(0, —2)]|r;

(c) Dé uma descri¢io geométrica do conjunto quociente R?/x.

6.3 Particoes

Outra caracteristica marcante das classes de equivaléncia, é que ela divide o conjunto inicial
em véarias partes disjuntas. Reunindo todas essas partes, recuperamos o conjunto inicial.

Por exemplo, narelagio = (mod 2) (apresentada no exemplo[6.3]e no inicio da secao anterior)
vimos que

O] mea 2y = {z €Z,z épar }e[l]_, ., ={z€Zzéimpar }

Note que

1' [O]E(mod 2) % ge [1]E(mod 2) # ®7

2. [O]E(mod 2) n [1]E(m0d 2) = @, €
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3' [O]E(mod 2) U [1]E(mod 2) = Z

Essas trés propriedades juntas nos dizem que o conjunto dos ntmeros inteiros foi “repartido”
em dois pedagos disjuntos. Em matemética, dizemos que o conjunto quociente

Z/E(mOd 2) = {[O]E(mod 2)7 [1]E(m0d 2) } ’

¢ uma particdo de Z. Vamos definir isso precisamente.

Definicao 6.9. Seja A um conjunto ndo vazio e P uma familia de subconjuntos de A. Diremos
que P € uma partigdo de A se as sequintes propriedades forem satisfeitas:

1. VX eP X #£g;
2.VX,)YeP,X#AY=XNY =0;
3. Uxep X = A
Exemplo 6.10. Considere a relacdo S definida no plano cartesiano R? por
(z,9)S(a,b) < 22 +y* = a® + b

Essa relacdo ¢ claramente uma relacdo de equivaléncia em R? e, no exemplo verificamos
que, para cada ponto (a,b) € R? fixado, a classe de equivaléncia [(a,b)]s pode ser interpretada
geometricamente como sendo o circulo de centro na origem e raio r = va? + b2. Logo o conjunto
quociente R? /S & a familia de todos os circulos de centro na origem do plano cartesiano. Verifique
que a familia P = R?/S é uma particio de R?

Teorema 6.11. Se R € uma relagdo de equivaléncia em um conjunto ndo vazio A, entdo o
quociente A/r € uma parti¢ao de A.

Demonstracao. Seja A/r = {[a]r;a € A} o conjunto quociente de A pela relagao de equivaléncia
R. Pelo teorema temos

1. [CL]R #* O,
t. [a]R #+ [b]R = aRb= [CL]R N [b]R =

Falta apenas verificar que

U lar=A4

[Q]RGA/R
Mas cada classe [a]r C A, 1080 U ea/, lalr C A. Por outro lado, temos a € [a]z,Va € A,

logo {a} C Ae
da=UtdcUlr = U lae

acA acA lalr€A/R

O

A seguir vamos provar que a reciproca do teorema acima é verdadeira. Ou seja, dada uma
particdo de um conjunto, podemos sempre definir uma relacao de equivaléncia, cujas classes de
equivaléncia sejam justamente os elementos da particdo inicial.
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Definic¢ao 6.12. Seja A um conjunto nao vazio e P uma partigdo de A. Definimos uma relacéo
Rp em A da sequinte forma:

VYa,b € A, aRpb< 13X € P,a,b € X.

Ou seja, dois elementos de A estdo relacionados se ambos estiverem em um mesmo subconjunto
da particao.

Teorema 6.13. A relagio Rp definida acima € uma relacdo de equivaléncia em A.

Demonstracdo. Precisamos verificar que Rp é reflexiva, simétrica e transitiva.

1. Como P é uma particdo de A entdo |Jy.p X = A. Logo, para cada a € A, existe um
conjunto X € P tal que a € X, e isso garante que a Rp a

2. Sejam a,b € A tais que a Rp b, entdo existe um conjunto X € P tal que a,b € X. Isso
garante que b,a € X e portanto b Rp a.

3. Sejam a,b,c € A tais que a Rpb e b Rp c.. entdo existem X,Y € P tais que a,b € X e
b,ceY. Como be X NY, pela contrapositiva do item 4¢. da definicdo de particdo temos
X =Y. Logo a,c € X, ou seja a Rp c.

O

Teorema 6.14. Seja A um conjunto nao vazio, P uma particio de A e Rp a relagio de
equivaléncia definida pela particao P em A. Entdo

Alry, =P

Em outras palavras, as classes de equivaléncia da relacdo Rp sdo exatamente os elementos
da particao P.

A prova deste teorema consiste em observar que fixado um elemento a € A, dizer que um
elemento x estd Rp—relacionado com a significa que existe um conjunto X, € P contendo a e
x ao mesmo tempo. Como os conjuntos que compoe a particdo sao dois-a-dois disjuntos, entdo
o0s Tnicos elementos relacionados com o a fixado, sdo exatamente os elementos de X,. Portanto

lalr, = Xa.

Exemplo 6.15. Considere a particao P = {R*, {0}, R% } de R. A relacdo de equivaléncia gerada
por esta particao é dada por:

aRpb < a,beR oua,beR} oua=>b=0.

A qual pode ser reescrita nos seguintes termos

aRpb < a-b>0 ou a=0b=0.

Note que:

> se a > 0 entdo [a]r, = RY;
> se a < 0 entdo [alr, =R¥;e
> [0]r, = {0}.
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6.3.1 Exercicios
6.4 Relacgoes de Ordem

Outro tipo importante de relacao dentro da matematica sdo as relacdes de ordem, por exem-
plo, a relacdo < no conjunto dos nimeros reais R.

Para caracterizar as relagoes de ordem, precisamos antes falar da propriedade antissimétrica.

Definic¢ao 6.16. Dizemos que uma relagdo R em A € antissimétrica se, para todo a,b € A,
aRb e bRa = a = b.

Exemplo 6.17.

1. A relacdo “ <” no conjunto dos nimeros reais é antissimétrica.
De fato, dados a,b € R, tais que a < b e b < a, teremos a = b.

2. Fixado um conjunto A, a relacdo “estar contido” € uma relagao antissimeétrica no conjunto
P(A) das partes de A.
Com efeito, se X,Y € P(A) sdo tais que AC Be B C A, entdo A = B.

Definicao 6.18. Dizemos que uma relacio R em A € uma relagio de ordem se R for reflexiva,
transitiva e antissimétrica.

Obviamente as relagoes “ <” no conjunto dos niimeros reais e a relacao “estar contido” no
conjunto das partes de um conjunto A sdo exemplos de relagdes de equivaléncia. Vamos analisar
um exemplo mais interessante e nao tao comum (do ponto de vista de relacoes de ordem).

Exemplo 6.19. Considere a seguinte relagdo no conjunto dos nameros naturais. Dados a,b € N
alb &Ik eN;b=k-a.

Quando a|b, dizemos que a divide b.

Como exemplo, note que 3|15, pois 15 =5 - 3, e 8|160, pois 160 = 20 - 8. Porém 4 f 10. De
fato, 10 # k - 4, para todo k € N.

1. Como a =1 - a, para todo natural a, entdo ala,Va € N;

2. Sejam a,b,c € N tais que a|b e b|c. Logo existem k, k" € N tais que b=k -a e c=k"-b.
Daqui temos
c=k b=k -(k-a)=(k-K)-a,

ou seja, ¢ = (k- k') -a = alc.

3. Sejam a,b € N tais que alb e bla. Entao existem k, k' € N tais que b=k -a e a =k" -b.
Daqui temos
a=k b=k (k-a)=(k-k)-a,

ouseja, a = (k-k)-a=k-k" =1. Como k e k' sdo naturais, temos k = k' = 1, e portanto
a=b.

Defini¢ao 6.20. Seja R uma relagio de ordem definida em um conjunto nao vazio A. Dados
dois elementos a,b € A quaisquer, diremos que a e b sao compardveis pela ordem R se e somente
se aRb ou bRa. Caso ocorra a Rb e b Ra, diremos que a e b ndo sdo compardveis.
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Exemplo 6.21. Os nameros naturais 2 e 3 sdo comparaveis pela ordem “<”, pois 2 < 5. Mas
estes mesmos dois niimeros nao sao comparaveis pela relacao de ordem alb, pois 2 f 3 e 3 [ 2.
Este esxemplo simples mostra que elementos de um mesmo conjunto podem ser comparéveis por
uma ordem e ndo ser comparaveis por outra.

Definicao 6.22. Seja R uma relacao de ordem definida em um conjunto nao vazio A. Diremos
que:

1. R é uma ordem total em A se dois elementos quaisquer de A sGo compardveis seqgundo R.
Neste caso, também dizemos que o A é totalmente ordenado por R.

2. R ¢ uma ordem parcial em A se existirem dois elementos de A que ndo sdo compardveis
pela ordem R. Neste caso, também costuma-se dizer que o conjunto A € parcialmente
ordenado pela ordem R.

Exemplo 6.23. Vamos analisar a relagdo de ordem “estar contido em” em duas situagoes dife-
rentes:

i. Em P({0,1}) a relagao “estar contido em” ¢ uma ordem parcial, pois {0} ¢ {1} e {1} ¢ {0};

ii. Em P({0}) a relacao “estar contido em” é uma ordem total, pois P({0}) = {&,{0}} e
@ C {0}.

Portanto o fato de uma ordem ser total ou parcial pode depender tanto do conjunto quanto da
forma como ela foi definida.

Observagao: Voceé ja deve ter notado que a relagdo “<” (menor que) ndo se encaixa na defi-
nicao de ordem que demos acima. Pois ela ndo satisfaz duas propriedades da relacdo de ordem
(reflexividade e antissimetria). Como essa também é uma relagdo importantissima dentro da
matematica, merece um lugar especial dentro da teoria de relagbes. Esse tipo de relacdo é
chamado de ordem estrita. Mais precisamente.

Dizemos que a relagdo R definida em A # & é uma ordem estrita se R é transitiva e irreflexiva
(que significa o seguinte: Vo € A, = Rz).

Note que a relagao “<” (menor que) em R satisfaz essas duas condi¢oes. Assim, a expressao
x < y pode ser lida como: x é estritamente menor que y.

Observacao: As relacdo de ordem sdo mais comum, e tem mais significado e aplicagbes, em
conjuntos numéricos. Logo a notacdo mais usada ¢ <y e z >y em vez de 2Ry e 2R 1y.

Mes, mesmo em outros conjuntos, envolvendo fungdes, funcionais e outros objetos, é bastante

comum usar a notacao < ou variacoes dela, tais como:

i. a = b, lida como: a precede b ou a precede ou é igual a b;
1. x =y, lida como: x sucede y ou z sucede ou é igual a y;
i11. a < b, lida como: a estritamente precede b;

w. x >y, lida como: x estritamente sucede y.

Observacao: A teoria de conjuntos ordenados é muito rica e profunda. E possivel introduzir
novos conceitos bastante intuitivos como: intervalos, elementos minimos e méximos, minorantes
e majorantes, conjuntos bem ordenados, elementos consecutivos, principio de inducgao, filtros,
reticulados etc. S&o conceitos que generalizam ideias bastante simples da matemética e nos
mostram que o tnicos limites da matemaética sdo a inventividade e a curiosidade de cada um em
seguir em frente.
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6.4.1 Exercicios

1. Seja A um conjunto qualquer e considere a relagao de inclusdo C sobre P(A).

(a) Mostre que essa relacao é uma relagao de ordem em P(A);

(b) Prove que, se A # @& entao essa ordem nao é total.
2. Mostre que a relagdo: aRb< dr € Zy; b=a+r é uma relacdo de ordem parcial em Z.

3. Seja R uma relacdo de ordem em A. Mostre que a relacio inversa R~! também é uma
relacao de ordem.

4. Seja A = {2™;n € N}. Mostre que a relagao alb é uma ordem total em A.

5. Podemos usar a ordem de R para construir uma ordem no conjunto C dos niimeros com-
plexos (os ntmeros da forma a + bi, sendo i2 = —1). A ordem levicogrdfica sobre C é
definida da seguinte forma

at+bi<ct+dicsa<coua=ceb<d.

(a) Mostre que < é uma relacdo de ordem em C.
(b) Mostre que 0 < i.

(¢) Seja a um é namero real positivo, z e w nimeros complexos. Mostre que

z2 2w = az X aw.

(d) Dé um contraexemplo para mostrar que a ordem lexicogréafica nao satisfaz a seguinte
propriedade (que é valida nos reais):
“se z 2w e 0=t entdo tz X tw”
Sugestao: compare i e —i. Qual deles precede o outro?

A seguir multiplique a desigualdade obtida por um complexo apropriado.



Capitulo 7
Funcoes

O conceito de funcdo é um das nogoes mais fundamentais da Matematica e geralmente &
apresentado as pessoas de uma forma intuitiva, algo como: uma funcdo de A em B € uma regra
que associa a cada elemento de A um tnico elemento do conjunto B.

O maior problema nesse modo de apresentar o conceito de funcgéo é estabelecer precisamente o
que se entende por “uma regra”. Uma forma honesta de evitar esse problema é usar a linguagem
de conjuntos e relacoes que desenvolvemos até aqui para definir precisamente o conceito de
funcao.

7.1 Definicao precisa de funcao

Vamos comecar analisando um exemplo bem conhecido de funcao: f : R — R, dada por
f(x) = 2% (a “regra” aqui é associar a cada ntmero real = o seu quadrado).

Uma forma natural de entender o comportamento de uma funcdo é olhar para seu grafico,
ou seja, considerar o conjunto de pontos de (z,y) do plano cartesiano tais que y = 22

Grafico(f) = {(z,y) € R%y = 2?}

Este exemplo sugere que o gréafico da fungdo f : A — B pode ser visto como uma relagido em
A x B. Temos apenas que tomar o cuidado de exigir que cada elemento do dominio tenha uma
imagem e que essa imagem seja Unica. Mais precisamente:

Definicao 7.1. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e f C A X B uma relacdo. Dizemos
que f € uma fungdao se:

i. Dom(f)=A; e
ii. Se (x,y) € f e (x,2) € f entdoy = z.

Costuma-se dizer que a condicio i. ¢ uma condicio de EXISTENCIA, pois garante que, para
cada elemento x € A, existe um y € B tal que (z,y) € f. E a condic@o ii. € uma condicao de
UNICIDADE, pois garante que este y € B é tnico.

67



68 CAPITULO 7. FUNCOES

Neste ponto parece natural querer condensar as duas condigoes acima em uma sé, escrevendo
algo como Vo € A, 3y € B;(x,y) € f. Porém, as técnicas para provar a existéncia e as técnicas
para provar a unicidade sdo tdo distintas, que o ideal é manter a definicdo em duas partes. Isso
ficara claro nos resultados que veremos adiante.

Exemplo 7.2. Dados A e B nao vazios e um elemento b € B, considere a relagdo
Cp={(z,y);x € A ey =0}
Note que
1. Cy € uma relagio de A em B, ou seja, Cy C A X B;
2. Para todo x € A temos (x,b) € Cy, ou seja, Dom(Cy) = A;

3. Se (x,y) € Cy e (x,2) € Cp entdoy =b e z =10, ou seja, y = z.

Portanto Cy é uma fungdo.

Exemplo 7.3. Sejam A = {1,2,3}, B = {z,y,2} e considere as rela¢oes abaizo dadas pelos

seus diagramas sagitais:
B A I I B
’

A B A
E=

relagao Rq relacao Ro relagdo Rs

Note que

e R1 nao € fungao, pois Dom(R1) = {1,3} # A;
e Ry nao € fungao, pois Dom(Rsa) = A, porém (1,x) € Re, (1,y) € Ry e x # y.

e R3 ¢ funcdo, pois Dom(R3) = A e cada elemento do dominio é levado em um unico
elemento de B.

7.1.1 Notacao funcional

A defini¢gdo de fungdo como um tipo especial de relagdo tem a vantagem de colocar a nossa
disposi¢ao todo o ferramental e técnicas de demonstracao da teoria de conjuntos a servigo do
estudo de funcoes, entretanto essa nao € a notacdo usual em matematica. Por este motivo vamos
estabelecer a conexao entre essas duas notagoes e usar sempre a que for mais conveniente para
nossos propositos.

1. Se f C A x B é uma funcao, vamos denoti-la f: A — B.
O conjunto Dom(f) = A é chamado de dominio da funcdo f e CD(f) = B é chamado de
contradominio da funcao f.

2. Note que: para cada x € Dom(f) fixado existe um tnico y € Y tal que (z,y) € f. Como
este y é tnico a notagao y = f(z) faz sentido.
Chamamos y de “imagem de x pela funcao f”, e x de “pré-imagem” ou “argumento de y
para a funcao f”.



7.1. DEFINICAO PRECISA DE FUNCAO 69

3. A notacdo completa para fungdo usualmente é escrita da seguinte forma:

f: A—=>B
z—y=f(z)
Por economia de espaco, alguns autores preferem escrever tudo em uma linha, como fizemos

nestas notas varias vezes, ficando assim: f : A — B, f(z) = y. Ou da seguinte forma
(ainda mais compacta): A > x+—y= f(z) € B.

Para definir precisamente uma funcao precisamos sempre deixar claro os trés elementos
principais que a descrevem, a saber: o dominio, o contradominio e a relagdo (ou regra) que
estabelece a correspondéncia entre os elementos destes dois conjuntos.

Entretanto, quando estes elementos estao implicitamente claros a partir do contexto, pode-
mos omiti-los, para nao tornar o texto repetitivo ou sobrecarregado de notacoes. Neste caso,
costuma-se denotar uma fun¢do apenas por f, ou podemos apenas declarar a regra que a define.

Por exemplo, em um curso de célculo de uma variavel vocé pode falar da funcao f(z) = 2*
ou g(z) = 1/x. Naquele contexto, esta claro que Dom(f) = R e Dom(g) = R — {0} e que o
contradominio de ambas as fungoes é o conjunto dos nimeros reais.

No calculo também ¢ comum nos depararmos com fun¢oes definidas por duas (ou mais)
regras de correspondéncia. O exemplo abaixo a funcao f: R — R, definida por

1—22, sex<0
-]

2x+1, sex >0

Em geral, quando nos deparamos com uma funcao definida desta forma, a tratamos como a
unido de duas funcées distintas

fi1: (=00,0] — R definida por fi(z) =1 — 22, para todo x
f2 :[0,400) — R definida por fa(x) = 2x 4 1, para todo =

<0;e

= 0.

Note que aqui Dom(f1) N Dom(f2) = {0} e que f1(0) = f2(0) = 1. Este exemplo serve de
motivagdo para o préximo resultado.

Teorema 7.4. Sejam f: A — C e g: B — D duas fungoes tais que f(x) = g(x), para todo
x € AN B. Entdo a unido de [ e g define uma nova funcdio

- | | flx), sexe€ A
h=fug:AUB — CUDB por h(ac)—{g(x% ser € B.

Demonstracao. Como f e g s@o relagbes, com f C A x C e g C B x D, entao
h=fUgCc(AxC)U(BxD)cC(AUB)x (CUD)
A altima inclusao acima segue do fato que AxC' e Bx D serem subconjuntos de (AUB) x (CUD),

logo a reunidao deles também é subconjunto.

Isso mostra que h é uma relacao de AU B em C'UD. Falta verificar que essa relacio satisfaz
as duas condic¢bes da definicdo [7.1

Claramente Dom(h) = A x B, e para verificar a segunda condigao da definicao de funcao,
basta analisar os trés casos a seguir: 1. x € A—B; 2.2 € B—A;e3. x€ ANB.

No caso 1., dados (z,y) € h e (x,z) € h temos (z,y) € f e (z,2) € f (pois x € A).

Como f é funcao entao y = z. O caso 3. é andlogo e no caso 2. o raciocinio é 0 mesmo, pois
f(z) =g(x),Vz € ANB. O
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Exemplo 7.5 (Fungdo caracteristica). Seja X um conjunto qualquer e A C X um subconjunto
nao vazio. A funcao caracteristica do conjunto A, geralmente denotada pela letra grega “qui”
(com indice A) é definida da seguinte forma:

1, sexeA
XA:X_>{O71}7 XA('Z'):{O sereX—A

7.1.2 Exercicios

1. Sejam A = {a,b,c} e B = {x,y}, quantas funcdes de A em B existem?

2. Se o conjunto A tem m elementos e o conjunto B tem n elementos, quantas fun¢des de A
em B existem?

3. Quantas fungoes do exercicio anterior sdo func¢des constante?

4. Seja f : A — B uma fungdo dada. Demonstre que todo subconjunto g de f da origem a
uma nova funcdo, com Dom(g) C Dom(f).

5. Seja f: A — B uma funcdo. Se a relagdo f C A x A é uma relacdo reflexiva em A, mostre
que f é a funcdo identidade Ida4 : A — A.

6. Se f :[0,1] — [0,1] é uma funcdo e a relagdo f C [0,1]? & simétrica, qual ¢ a regra que
define f7?

7. Encontre a imagem de cada uma das fun¢oes de R em R

(a) f(z) =1-3z;
(b) g(w) = 32% — 2;
(c) h(z) =222+ 1;
(d) p(z) = cos(zv3 +2).

8. Escreva a expressao da funcao caracteristica dos niimeros racionais racionais. Calcule
xo(1), xa(0,333...), xo(v6), xo(2,123123...) e xo(v/7).

7.2 Imagem direta de um conjunto

Considere a fungao f: R — R dada por f(z) = 2z + 1. Estamos acostumados a calcular os
valores da funcdo f em pontos, por exemplo:

f(0)=204+1=1, f(-1)=2.(-1)+1=—1, e f(1)=2.0+1=3.

Entdo parece bastante natural a expressao abaixo

f(0,1,2}) = {£(0), f(=1), F(1)} = {1,-1,3},
ou seja, é natural definir a imagem de um conjunto como sendo o conjunto de todas as imagens.

Definicao 7.6. Dada uma funcdao f: X — Y e um subconjunto A C X. A imagem direta de A
por f € o conjunto de todas as imagens dos elementos de A, ou seja,

f(A) = {f(z);z € A}

Observacao: Dados f: X - Y, a€ X e A C X temos:
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i f({a}) = {f(@)iz € {a}} = {f(a)ix = a} = {f()};
ii. f(2)={f@@)szeco)=2
iii. Im(f) = {f(x);x € X} = f(X),

ou seja, o conjunto imagem de f é a imagem direta do dominio de f,
iv. f(A) CY, logo
ye f(A) & JxeA, f(z)=

Outra relagao fundamental no contexto de imagens diretas é
reAs f(x) e f(A).
Exemplo:

1. Considere a funcao f: R — R, f(z) =2z + 1 que definimos no inicio dessa se¢do, entao:

(a) f({0}) ={f(0)} = {1}
(b) f{neN;1<n<10}) ={f(n);1 <n<10} ={3,5,7,...,21};
(c) f([=1,2]) ={f(x);z € [-1 ]}:[ 1,5],

pois —1<:c<2:>—2 r<4 = —1<2x+1<5.

2. Se g:R — R, é a fungao constante f(z) = 1, temos f(A) = {f(x),x € A} = {1}, qualquer
que seja o conjunto A C R;

Teorema 7.7. Sejam f: X — Y uma funcdo e A, B C X subconjuntos do dominio de f. Entdo

AC B= f(A) C f(B).

Demonstracao. Seja y € f(A) um elemento qualquer. Pela defini¢ao de imagem direta, existe
x € Atal que f(z) =y. Comoxz € Ae AC B, entdao z € B= f(z) € f(B). O

O resultado acima pode ser lido da seguinte forma: o imagem direta preserva a inclusdo de
conguntos. Outras formas de os matematicos se referirem a resultados como este é dizer que a
imagem direta “respeita a inclusao” ou “é compativel com a inclusdo de conjuntos”.

O préximo resultado mostra que a imagem direta preserva unido de conjuntos, mas nao é
compativel com a intersecao de conjuntos.
Teorema 7.8. Sejam f: X =Y uma fungdo e A, B C X. Entao
1. f(AUB) = f(A) U f(B);
2. f(AnB) C f(A)N f(B);

Além disso, a inclusdo contrdria no sequndo item acima ndo € vdlida.

Demonstracdao. Note que:
l.ye f(AUB) & dr;e € AUBey=f(z) e Jr;(rc Aouz e B)ey = f(x)
S dr;(reAey=f(zx)) ou(x € Bey= f(z))
sy f(A)ouye f(B)sye f(A)U[f(B)
2. Como ANB C Ae AN B C B, pelo teorema anterior temos f(AN B) C f(A) e também
f(ANB) C f(B). Logo f(ANB) C f(A)N f(B);

Finalmente, para mostrar que nao vale a inclusdo contraria, basta dar um contra-exemplo. Para
isto, considere a funcdo f: R — R, f(z) = 22, e os conjuntos A = {—2} e B = {2}. Neste caso
temos f(A) = f(B) = {4} enquanto que f(ANB) = f() = 2. O
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Teorema 7.9. Sejam f: X =Y uma fungio e A,B C X. Entao f(A— B) D f(A) — f(B);

Demonstracao. Se y € f(A) — f(B)) entao y € f(A) ey & f(B)). Logo existe x € A tal que
y = f(z) e também temos x ¢ B, caso contrario teriamos f(z) € B, o que ndo pode ocorrer.

Desta forma, x € A— B ey = f(x), ou seja, y = f(z) € f(A— B). O

Observacao: A inclusdo contraria no teorema acima pode falhar. Por exemplo, se f : R =& R
é a fungao constante 1, ou seja, f(x) = 1, para todo z € R. Tomando A = {2,3} e B = {3}

temos f(A) = f(B) ={1} e f(A—B) = f({2}) = {1}. Assim
f(A=B)={1} £ &= f(A) - f(B).

7.3 Imagem inversa de um conjunto

Uma pergunta que certamente vocé ja precisou responder é a seguinte: “para quais valores
de x temos f(x) = 077, ou seja, “quais sdo os zeros da fungao?”
7 7

Por exemplo, sen(z) =0 < x = km, com k € Z. Logo {km;k € Z} & o conjuntos de zeros da
funcao seno.

Mas também faz sentido perguntar: para quais valores de = temos f(x) = a, f(x) € [a,b] ou
ainda f(x) € B, sendo B um subconjunto qualquer do contradominio.

Defini¢ao 7.10. Dada uma funcgio f : X = Y e um subconjunto B C Y. A imagem inversa
de B por f € o conjunto de todas as pré-imagens de elementos de B, ou seja,

f7H(B) ={z € X; f(z) € B}
Exemplo:
1. Considere a fungéo f: R — R, dada por f(z) = 3z + 2, entéo:
(a) f71({0}) = {z € R; f(z) = 0} = {-2/3},
pois3z+2=0< 2= —-2/3;

(b) fHHL T} ={z e R; f(=) € [1,7]} = [1,3],
pois 1 < f() < 7T 1<3r+2< 7T 1< 2 <3

(c) fH[~4,+00)) = {=; f(z) > —4} = [-2, +00).

2. Considere agora g : R — R, g(z) = 22, entdo:

(a) g7'({0}) = {z € R;g(x) = 0} = {0};

(b) 971 ({4}) = {z € R;2? =4} {=2,2}

(c) g7 ({1, 4]}) = {z e Rya® € [1,4]} = [1,2] U [-2, —1];
d) g7 ({-1) ={reRa*=-1} =2

3. Finalmente considere a fungido h: R — R, g(x) = sen (z), entao:

(a) h71({0}) ={z € R;sen (z) =0} = {z € Ryx = km,k € Z} = {km; k € Z};
(b) h=1({2}) = {z € R;sen (z) =2} = @

Observacao: Tenha em mente que a imagem inversa f~!(B) é um subconjunto do dominio de
f: X =Y, ea equivaléncia fundamental neste caso é

zef 1 (B) e f(x)eB

Vamos usar essa relacdo nos préximos resultados.
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Teorema 7.11. Sejam f : X — Y wma fungio e By, Bs CY subconjuntos do dominio de f.
Entao
By C By = f1(By) c f1(By).

Demonstracio. Seja x € f~1(B;) um elemento qualquer, entdo f(z) € B;. Como By C B,
entdo f(z) € By, e portanto x € f~1(Bs). O

Como no caso da imagem direta, pode referenciar o resultado acima da seguinte forma: a
imagem inversa preserva 6 inclusdo de conjuntos ou respeita a inclusdo ou € compativel com a
inclusdo de conjuntos’.

Na verdade, a imagem inversa é “melhor’que a imagem direta, pois preserva uniao, intersecao
e diferenca de conjuntos.

Teorema 7.12. Sejam f: X — Y uma funcio e By, Bo CY. Entao
1. f7H(B1UBy) = f~H(B1) U f~(By);

BN By) = f~H(B1)N fH(Ba);

f~H(B1) = f~1(Ba);

Demonstracdo. Vamos provar apenas que a imagem inversa preserva a interse¢do de conjuntos.
Os demais itens ficam como exercicios.

Seja x € f~1(B1 N By), entdo f(x) € B N By & f(x) € By e f(x) € By. Daqui segue que
ze [TH(B)exe fTH(B) e ae fH(B)Nf(Ba) m

Os resultados acima podem facilmente ser estendidos para familias indexadas de conjuntos.

Teorema 7.13. Seja f : X — Y wma fungdo e considere a familia indezada {B,;y € T'} de
subconjuntos de Y. Entao

FUB)=Urte) e r(NB)=F"B).

yel yerl yel vyerl

Demonstracio. Seja x € f=1 (ﬂ,yer Bv)7 entdo f(x) € f7! (ﬂ'yEF Bv) < Vyel, f(x) € B,y
Daqui segue que, z € f1(B,),Vyel &z € ﬂvel“ I~1(B,).

Trocando “N por U’ e “VY por 3’ na prova acima, obtém-se a prova da outra identidade. [

Observacgao: Compare, passo a passo, as demonstracoes dos dois teoremas acima. Note que a
demonstracao feita para dois conjuntos e para uma familia indexada de conjuntos é praticamente
a mesma. Isso quer dizer que as demonstragoes de resultados com familias sdo praticamente as
mesmas que usariamos para dois conjuntos (pois 2 conjuntos é um caso particular de uma familia
com apenas 2 elementos).

7.3.1 Exercicios

1. Dada a funcdo f: R — R, f(x) = 2% + 1, encontre:

(a) F({0}) (€) f({-1,1}) (e) f([0,2)) (8) f(R)
(b) f7H({0}) (d) fAH{-11}) (f) £71([0,2)) (h) f7H(R)

, sen éimpar

1 . Calcule:
0, sen épar

2. Considere a fun¢io f : N — Z definida por f(n)
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(a) F({1,2,3}) (c) fH({2})
(b) fF({2k+ 1Lk e N}) (d) f71({1,2,3})

3. Seja f : X — Y uma funcdo, A C X e B C Y. Mostre que:

(a) ACfH(f(A))

(b) f(fH(B)CB

(c) f(ANfH(B))=f(ANB
(d) f(fH(B) = f(X)NB
(e) fFI(Y=B)=X—f"(B)

4. Seja f : X — Y uma funcio, A C X e B C Y. Encontre contra-exemplos para as seguintes
afirmacoes

a) Se B # @ entdo f~1(B) = 2.

)

b) A= f71(f(4))
(c) f(f7U(B)) =B
d) f(X)=Y

7.4 Funcoes Injetivas e Sobrejetivas

Um das condigdes que qualquer funcio deve cumprir (para ser chamada de funcdo) é que
qualquer pré-imagem produz uma tnica imagem.

Em alguns livros de matematica avancada, em situacdes muito particulares, é permitido
falar func¢oes que assumem mais de uma imagem (func¢oes multivalentes), mas essa terminologia
é restrita a fins especializados e sua existéncia pode ser ignorada aqui, sem prejuizo. Para
nossos propositos (e para praticamente toda a matematica), nenhuma fungao pode produzir
duas imagens diferentes para uma mesma pré-imagem.

Mas muito cuidado! Esta exigéncia ndo deve ser confundida com a possibilidade de diferentes
pré-imagens produzirem o mesma imagem, lembre da funcao constante, ou da funcao f: R — R,
definida por f(x) = 2. Para essas duas fun¢des temos 2 # —2 e f(—2) = f(2).

E bastante comum que duas pré-imagens diferentes produzam o mesmo imagem. Se uma
funcao levar pré-imagens diferentes em imagens diferentes, daremos a ela um nome especial:
diremos que ela é injetiva, ou injetora ou ainda que essa funcdo ¢ um-a-um ou que é uma
injecao.

Definicao 7.14. Dizemos que a funcao f: A — B € injetiva se ela associar imagens diferentes
a cada par de pré-imagens diferentes. Em simbolos,

f:A— B éinjetiva < Vay,az € A a1 # ag = f(a1) # f(az).
Alternativamente, podemos expressar esta condicao usando a forma contrapositiva:

f:A— B éinjeliva < Vaj,az € A, f(a1) = f(a2) = a1 = as.

Observe que uma fungao ser ou nao ser injetiva pode depender também de seu dominio (e
nio apenas na regra). Por exemplo, A fun¢ao f : R — R definida por f(z) = 2% ndo & injetiva,
como observamos logo acima, porém a funcdo g : [0, +00) — R, definida por g(x) = 22 ¢ injetiva!
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De fato, se x1,z2 € [0,+00) satisfazem z? = z3, entdo (z?)

portanto x1 = x9, pois x1 = 0 e x2 > 0.

V2= (@3)'? = Ja| = oo e

Agora, vamos focar nossa atenc¢do no contradominio, o conjunto B das imagens “possiveis”
para uma fungdo f : A — B. Note que o contradominio é parte integrante de uma fungao,
mas ndo é exigido que todos os elementos de B sejam imagem de elementos de A, como ocorre
novamente com uma funcdo constante e com a funcio f : R — R, definida por f(z) = z2. Para
essa funcio quadratica, para qualquer x € R teremos x? # 1, ou seja, o valor —1 nfio faz parte
do conjunto imagem de f.

No caso especial em que todos os elementos do contradominio de uma funcao pertencem a
imagem dessa fungdo, diremos que f é uma funcgao sobrejetiva ou sobrejetora.

Definicao 7.15. Dizemos que a funcdo f : A — B € sobrejetiva se o seu contradominio for
igual a sua imagem, ou seja, B = Im(f). Em simbolos,

f:A— B é sobrejetiva < Vb e B,3a € A; f(a) =b.

Observe a ordem dos quantificadores na condicao acima. Para cada b em B deve ser possivel
encontrar um elemento a em A tal que f(a) =b.

Retornando ao exemplo f : R — R, definida por f(z) = 22, vimos que f nio é sobrejetiva,

pois nenhum ntmero real negativo pertence a imagem dessa fungdo. Porém a funcdo h: R — R,
definida pela mesma regra h(z) = x? é sobrejetiva, pois dado qualquer y € R, basta tomar
z =y'/? e teremos f(z) =22 = (y*/?)? =y.

Dada uma funcao f: A — B, uma pré-imagem de um elemento b € B, é qualquer elemento
a € A para o qual f(a) =b. No exemplo, h : R — R, definida por h(z) = 22, para cada y > 0
temos duas pré imagens: z1 = y'/2 e x5 = —y'/2. Isso nos diz que h é sobrejetiva, porém nao é
injetiva.

Modificando um pouquinho mais a funcio z € R — 22, podemos garantir que ela seja
simultaneamente injetiva e sobrejetiva. Basta considerar £: R, — R, f(x) = 22
Definicao 7.16. Dizemos que a funcio f : A — B € bijetiva quando ela for ao mesmo tempo
injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 7.17. Considere a fungéo seno f : R — [—1, 1], dada por f(x) = sen x. Note que f
é uma sobreje¢ao; mas se o contradominio [—1; 1] for trocado por R, entdo f : R — R nao sera
sobrejetora. Para que f seja injetora, precisamos também restringir o dominio. Por exemplo,
tomando f : [—m,m] — [—1, 1] definida por f(z) = sen x, teremos f bijetiva.

Adicionando a hipétese de injetividade podemos melhorar o seguinte resultado visto no
Teorema [7.8]

Teorema 7.18. Seja f: A — B uma funcio qualquer e A1, As C A. Se f € injetiva entdo
flA1 N A2) = f(A1) N f(Ag).

Demonstrac¢ao. No item #i. do Teorema 7.8 mostramos que f(A; N A2) C f(A1) N f(Az). Falta
provar apenas a inclusao contréria.

Seja b € f(A1) N f(Az), entdao b € f(A1) e b € f(A2). Pela definicao de imagem direta,
existem a; € A e ag € Ag tais que b= f(a1) € f(A1) e b= f(az) € f(A2).

Agora, pela injetividade de f, de f(a1) = f(a2) temos a; = az. Como a; € Aj e a1 = ag € A
entdo a; € A N Ay, o que implica em y = f(ay) € f(A1 N As). O
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7.4.1 Exercicios

1. Verifique se as fung¢bes abaixo sdo injetivas e sobrejetivas, provando ou exibindo um con-

traexemplo:

0 102, = { B0 o e
(b) f:RXxR—=R, f(z,y) =2y +z+y.

(c) f:R—>RxR, f(z)=(x, )

(d) f:ZxR—>R, f(max)=

(e) f:Z =N, f(:c)zxz-

() f:R—=R, f(z)=az+b, a#0.

(8) f:1R—R— (00, —1), f(z) =2 —1.

(h) f:RxR =R, f(z,y) ==

() F:NxN=N, f(z,y) =357,

() F:N=NxN, f(l’):{ Egjb?;) : izszjoitrzrio
k) f:N—=N, f(z)=2x.

1) f:R—>R, f(z)=2z

(m) f:RXxR—=>RxR, f(z,y) =Bz —y,z+y).
(m) f:(0,1] = [1,00), f(z) = 1/a.

©0) f:R—=R, f(z)=x— |z|.

(p) f:R? = R?, f(z,y) = (2® +y,2 — ).

2. Sejam f: A — B uma funcao, X,Y C Ae Z, W C B. Prove que:

(a) X C fH(f(X)).

)
(b) f injetora = X = f~1(f(X)).
(c) Mostre um exemplo onde X # f~1(f(X)).
@) F(F(2) C 2.
(e) f sobrejetora = f(f~1(B)) = B.
(f) Mostre um exemplo no qual B # f(f~1(B))

7.5 Funcao inversa

Recordemos que se R é uma relacdo de A em B, entdo a relacao inversa

R_l = {f(yal‘)» (a:,y) € R}

¢ uma relacdo de B em A.

Como toda funcao f : A — B é também uma relacdo de A em B, entao podemos sempre
considerar a relacdo inversa f~! de B em A. A pergunta que naturalmente surge é: quando que
essa relacdo inversa é uma funcao? Esta questdo é considerada no proximo resultado

Teorema 7.19. Dada uma funcio f : A — B, considere a relagdo inversa f~!1 C B x A. Entio
f~1 ¢ uma funcio de B em A se e somente se f é bijetora.
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Demonstracao.

(<) Sabendo que f é bijetora, basta verificar que f~! C B x A satisfaz as duas condi¢oes da
definicao [7.1

i. Para qualquer relacdo vale Dom(f~1) = Im(f). Como f é sobrejetiva entdo Im(f) = B,
segue que Dom(f~1) = B e a primeira condi¢do de estd verificada.

ii. Se (bya1) € f~' e (b,az) € f~1. Entdo (a1,b) € f e (ag,b) € f, ou seja, f(a;) = b= f(az).

Como f é injetiva, temos a; = as.

(=) Por outro lado, sabendo que f~! ¢ uma funcio, vamos mostrar que f é bijetora. Sabendo
que f~!': B — A é fun¢do temos Dom(f~1) = B, como Im(f) = Dom(f~!) = B, segue que a
funcao f é sobrejetiva.

Para a injetividade, sejam aj,as € A tais que f(a1) = f(a2). Logo (a1, f(a1)) € f e
(a2, f(az)) € f. Daqui temos (f(a1),a1) € f~1 e (f(az),a2) € f~1. Como f~1 ¢é fun¢ao entdo
a1 = as. Isso prova que a funcdo f é injetiva. O

Este teorema mostra que faz sentido falar em fungao inversa apenas quando a fun¢ao original
é bijetiva. vamos enfatizar isso na seguinte defini¢ao.

Definicdo 7.20. A funcdo inversa de uma funcgdo bijetora f: A — B é a fungio f~': B — A
que satisfaz a sequinte condi¢do para a € A eb € B:

f)=a< fa) =b.

Observacdo: Para uma relacio R qualquer sabemos que (R™!)~! = R. Em particular, se
f: A — B éuma funcio bijetiva, como (f~1)~! = f, segue que (f~!)~! é funcio e, pelo
teorema acima, f~! também ¢ bijetiva (pois tem inversa).

7.5.1 Exercicios

1. Seja b € B um elemento fixado e considere a fungdo constante Cp : A — B definida por
Cy(z) = b, para todo x € A. Mostre que Cj, é sobrejetora se e somente se B = {b}. Sob
qual condigdo é possivel afirmar que C é injetiva?

2. Considere as projecOes na primeira e na segunda coordenadas, ou seja, as funcoes mp :
Ax B — Aem: Ax B — B definidas por m(a,b) = a e ma(a,b) = b, para todo
(a,b) € A x B. Prove que essas projecoes sao sobrejetivas. Quando é que uma projecao
em ¢ injetiva?

3. Construa uma bijecdo entre o conjunto N dos niimeros naturais e o conjunto de todos os
ntmeros naturais pares. E encontre sua inversa.

4. Construa uma bijecdo entre o conjunto Z dos ntimeros inteiros e o conjuntos de todos os
inteiros impares. E encontre sua inversa.

5. Seja f: A — B uma funcao e considere subconjuntos R C A e S C B. Mostre que:

(a) Se f é injetiva entdo f~1(f(R)) = R;
(b) Se f é sobrejetiva entdo f(f~1(S)) = S.
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7.6 Composicao de funcoes

Sejam A, B e C' trés conjuntos quaisquer, f uma relagio de A em B e g uma relagdo de B
em C'. Na defini¢ao definimos a relagao composta go f de A em C' da seguinte forma:

gof=A{(a,c) e AxC;3b€ B, (a,b) € fe(be)€ g},
Falta garantir que a relagdo g o f é de fato uma funcéo, mas:
1. Dom(go f) = Dom(f) = A;

2. Se (a,c) €go fe(a,d) € go f, precisamos mostrar que ¢ = d.
Como f ¢é funcdo, para cada a € A, existe um tnico b € B tal que (a,b) € f; e como g
é fungao, para este b = f(a) € B, existe um unico ¢ € C tal que (f(a),c) € g, ou seja,
(f(a),g(f(a))) € g. Essa unicidade de existéncia garante que d = ¢, logo

c=g(b) = g(f(a)).

Isso demonstra o seguinte resultado:

Teorema 7.21. Se f: A — B eg: B — C sdo fungdes entao a relagao composta go f é uma
funcao de A em C.

Os diagramas sagitais sdo ferramentas importantes para entender a ordem que a composi¢ao
é feita. Por exemplo, um diagrama para a composta das fungbes f : A > B, g: B —- C e
h:C — D é o seguinte

gof
/—\
A / B g C f D
\_/

Exemplo 7.22. Considere as funcdes f : R — R e g : R — R definidas por f(z) =x+1e
g(z) = 22, entdo

(gof)x) = g(f(x)=glz+1)=(z+1)*=2>+2z+1

(fog)x) = flg(x)) = f(a®) =2 +1

Este exemplo mostra que a composicdo de fungoes nao é comutativa.

Teorema 7.23. A composicio de fungdes é associativa.

Demonstrag¢ao. Para demonstrar este resultado o primeiro passo é estabelecer a notacao para que
possamos trabalhar. Para tanto, sejam f: A — B, g: B— C e h:C — D trés fungdes dadas
para as quais estejam definidas as fun¢oes compostas ho (go f): A— D e (hog)of: A— D
(o diagrama acima serve de referéncia para essas composi¢oes).

Para provar que ho(go f) = (hog)o f precisamos mostrar que ho (go f)(z) = (hog)o f(z),
para todo x € A, o que é trivial, pois
(ho(go f))(x) = h((ge f)(x))=h(g(f(x))) e
((hog)of)) = (hog)(f(x)) = hg(f(x))).
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Teorema 7.24. Sejam f : A — B uma func¢io qualquer e considere as fungdes identidade
Idy: A— Aeldp: B — B definidas por Ids(a) = a,Va € A e Idg(b) = b,Vb € B, entdo:

1. Se existir uma funcao g: B — A tal que go f = Id s entdo f € injetora

2. Se existir uma funcdo h: B — A tal que foh = Idp entdo f € sobrejetora

Demonstragao. 1. sejam x1,x9 € A tais que f(x1) = f(x2), entdo g(f(x1)) = g(f(z2)). Como
go f =1da entdo x1 = xo.

2. dado y € B, vamos denotar x = h(y), entao f(z) = f(h(y)). Como foh = Idp entao
f(@) =y. O

Observacgao: A fungdo g (resp. h) descrita no teorema acima é chamada de inversa a esquerda
(resp. a direita) de f. Com essa nomenclatura o resultado acima é frequentemente descrito
assim “se uma fungdo tem inversa & esquerda (respec. a direita) entdo esta funcao é injetiva
(resp. sobrejetiva).”

7.6.1 Exercicios

1. Sejam f: R — Ry e g: Ry — R as fungdes definidas por f(z) = 10° e g(x) = log;o .
Encontre as compostas fog: Ry - Ry egof:R—R.

2. Sejam f: A — B uma funcdo qualquer, mostre que foldsa = fe Idgo f=f.

3. Seja f : A — B uma funcio qualquer e f~!: B — A sua inversa, mostre que f o f~'Idp
e f~lof=1Ida.

4. Dada uma funcdo f : A — B, suponha que existam funcbes g,h : B — A tais que
gof=1Idye foh=Idg. Prove que f é bijetora e que f~! =h =g.

5. Mostre que a composta de funcgdes injetoras ainda é injetora.
6. Mostre que a composta de funcdes sobrejetoras ainda é sobrejetora.

7. Sejam f: A— Beg: B — C duas bijecoes. Prove que a composta g o f é uma bijecao e
que a inversa (go f)~t = f~log™L.
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