32 Prova - Complementos da Matematica - Relacoes e Funcoes - Noite

1. Verifique (demonstrando ou dando um contra-exemplo) se as relagoes abaixo satisfazem as propriedades

reflexiva, simétrica e transitiva.

(a) Vm,n € Z, mRn < m — n é impar;

e R nao é reflexiva: pois 1 + 1 = 2 nao é impar, ou seja, 1 R1.
e R & simétrica: De fato, se aRb = a — b é impar = b — a = —(a — b) é impar, e portanto bRa.

e R nao é transitiva: pois 3R2, 2R1 e 3 R1.

(b) VYA, B C N nao vazios, ARB< ANB # @

e R é reflexiva: pois para todo A # & temos AN A # @ < ARA.
e R é simétrica: De fato, se aRb = a — b é impar = b — a = —(a — b) ¢ impar, e portanto bRa.

e R nao é transitiva: pois 3R2, 2R1 e 3 R1.

2. Defina uma relacdo R em R* da seguinte forma:

(a)

aRb<=a-b>0.

Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia em R;

Como a-a = a® > 0, para todo a # 0 entdo aRa e R é reflexiva.

Se aRb, entao a-b>0=0b-a > 0= bRa, ou seja, R é simétrica.
SeaRbebRec=a-b>0eb-¢c>0= (a-b)(b-c) > 0. Como b? > 0 entdo a-c > 0, logo R ¢

transitiva. Daqui segue que R é uma relacao de equivaléncia.

Obtenha as classes de equivaléncia [2]g, [5]r e [—1]r;

2]r = {z e R*;j2R2} = {z e R*;2-2 > 0} = {z € R*;z > 0} = R%;

5lr = {z € R*;j2R5} = {r € R*;2-5 > 0} = {x € R*;z > 0} = RY;

[—1llg ={z e R 2R(-1)}={zeR*z-(-1) >0} = {x e R*;2 < 0} =R*.

Descreva o conjunto quociente R*/x.

Pelo item anterior observamos que esta relacdo possui apenas duas classe de equivaléncia: reais
positivos R* e reais negativos R* . Logo o conjunto quociente é a familia cosntitu ida apenas por

estes dois conjuntos, ou seja, R*/r = {[a]r;a € R*} = {R* R} }.



3. Verifique se as funcoes abaixo s30 injetoras ou sobrejetoras provando ou exibindo um contra-exemplo.

(a) f:R3 =R, f(x,y,2) =2y + 2%
f nao ¢ injetiva, pois f(1,0,0) = f(0,1,0) = 0.
f é sobrejetiva: De fato, dado t € R, tome (¢,1,0) € R? e teremosf(¢,1,0) = t.1 + 02 = ¢.

(b) f ‘R — Rgv f(t) - (1?t7t2)'
f ¢ injetiva: De fato, sejam s,t € R tais que f(s) = f(t), entdo (1,t,t?) = (1,5,8%) = s = t.
f ndo é sobrejetiva: De fato, para todo t € R teremos f(t) = (1,¢,t%) # (0,0,0).

4. Considere a funcdo f : R? — R definida por f(x,y) = 2y + 2°.

(a) Obtenha as imagens diretas f({(0,0),(—1,1),(=2,2)}) e f([0,1] x [1,2]).
f({(07 O)a (_17 1)7 (_27 2)}) = {f(oa 0)7 f(_17 1)7 f(_21 2)} = {07 _1}
Note que, se 0 <z < lel<y<2entio 0 < 22 < 1le?2 < 2y < 4. Somando as duas tltimas
desigualdades temos 2 < 2y 4 2? < 5 e portanto f([0,1]?) = {f(z,y);z € [0,1] e y € [1,2]} = [2,5].

(b) Obtenha as imagens inversas f~1({0}) e f~1({2}).
FHH0Y) = {(z,y) €R?: f(z,y) = 0} = {(2,y) €R* 1y = —a?/2}. e
FH2h) ={(z,y) eR?: 2y +2° =2} = {(z,y) e R? 1y =1 —2?/2}.

5. Dadas f: A— Beg: B — C, considere a funcao composta go f : A — C":

(a) prove que se f e g sdo injetivas, entdo g o f é injetiva;
Sejam a; # ay elementos de A. Pela injetividade de f temos f(a;) # f(a2), e pela injetividade de g
temos g(f(a1)) # g(f(az)), ouseja (go f)(a1) # (g o f)(az). Isso prova que go f ¢ injetiva.

(b) prove que se g o f é injetiva, entdo f é injetiva;
Suponha, por absurdo, que f ndo é injetiva, neste caso existem aj,as € A tais que a; # ag €
fla1) = f(az). Daqui segue que g(f(a1)) = g(f(a2)), ou seja, (g o f)(a1) = (g0 f)(az) com ay # az,
contradizendo o fato de g o f ser injetiva.

(¢) dé um exemplo em que f e go f sado injetivas, mas g nao é injetiva,
Tome f :[0,4+00) = R, f(z)=+/z,e f: R—= R, f(x) =22 Note que f ¢ injetiva; g ndo é injetiva
e que (go f)(x) = (\/r)? = z, para todo = € [0,+00), ou seja, g o f & injetiva.



