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INTRODUCGADO

Os ntmeros mais simples sao os inmteiros positivos: 1,
2, 3, etc., usados para contar. Estes sdo chamados nimeros natu
rais € conhecidos ha tantos milénios que o famoso matematico Kro
necker supostamente disse: "Deus criou os numeros naturais; todo

o resto & obra do homem."

As necessidades basicas do dia-a-dia levaram 3 introdu
¢cao de fragdes como 1/2, 2/3, 5/4, etc. Estes nimeros sao chama
dos raeionaie, ndo porque sejam "razoaveis" mas porgue sdo ra

zGes de numeros inteiros.

Podemos pensar nos numeros naturais como representados
por pontos de uma reta (Fig. 1}, cada ponto separado do anterior
por uma unidade de comprimente como, por exemplc, o numero de

centimetros ao longo de uma fita mé@trica.

L L 1, A L

1 T 3 4

Figura 1

Podemos representar os nimeros racionais na mesma reta {Fig. 2}
e pensar neles como medindo fragdes de comprimento.

LI

N 2

Figura 2

-

Muito mais tarde, os hindus inventaram o importantissi
mo nimero 0 e, no infcio dos tempos modernos, algebristas italia
nos inventaram nimeros negativos. Estes também podem ser repre

sentados em uma reta, como se vé na Fig. 3,

1
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2
.2 2
H :
-2 -1 o H z
Y Figura 3
Quando os matematicos falam de numeros racionais, eles
querem dizer numeros inteiros {que podem ser representados ]

moe razdes; poer exemplo, 2 = 2/1 = 6/3, etc) e fragdes, tanto ne
gativos quanto positivos ou nylos. Os numeres inteiros pesiti
vos, negativos e zero sdo tamb&m chamados inteiros. Portanto a

classe dos numeros racionais contém a classe dos inteiros.

A descoberta de que as fragodes ndo sao suficientes para
as necessidades da Geometria foi feita pelos gregos, ha mais de
2500 anos. Eles observaram, para a sua surpresa e consternagao,
que o comprimento da diagonal de um quadrado de lado unitarie
(Fig. 4) nio pode ser expressg por nenhum niimero racional (vamos

provar isto no Capitulo 3). Hoje em dia, ex

pressamos este fato dizendo que a raiz. qua .

drada de 2 {que, de acordo com o Teorema de

Pitagoras, € o comprimento da diagonal de 1 /2 {
um tal quadrado) & um nimero irracional. Is

to significa, geometricamente, nac existir s

uma unidade comum de comprimento, uma tira Figura 4

por mais curta que seja, que possa ser colocada um nimero intei
ro de vezes sobre o lado e a diagonal de um Huadrado. Em outras
palavras, ndo existe unidade de comprimento, nao importa qudo
pequena, da qual o lado e a diagonal de um quadrado sejam miilti

ples inteiros. Para gs gregos esta foi uma descoberta embaragosa
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pois em muitas de suas demonstragdes geomgtricas eijes supunham
gue dois segmentos quaisquer sempre admitiam uma unidade de com
primento comum. Havia, portanto, uma falha na estrutura 1dgica
da Geometria Euclidiana - a discussi3ac sobre razoes e proporgdes
de comprimentos estava incompleta. Na Seccdo 3.7 mostraremos co

mp esta falha pode ser sanada e & teoria da proporgac completada.

Analecgamente, o perimetra de uma circunferéncia & um
miTtipio irracicnal do didmetro, a saber m. Outros numeros ir
racionais aparecem quando tentamos calcular os valores de algu
mas funcdes basicas em Matemdtica. Por exemplo, o calculo dos va
lores de uma fungao trigonomgtrica, digamos sen x, para x igual
@ 60°, nos leva ao nimero irracional /372; analogamente, o cil
culo do valor da fungiac logaritmica log x, mesmo para valores
racionais de x, quase sempre nos leva a numeros irracionais. Ape
sar de os numeros que figuram em tabelas de lggaritmos e fun
¢bes trigonométricas serem ostensivamente racionais, na realida
de sao apenas aproximagoes racionais dos verdadeiros valores que,

com raras excegoes, sa&o irracionais.

Fica ctaro, entdo, que numeros irracionais ccorrem na

turalmente e de varias maneiras na Matematica Elementar.

0s nimeros reatfs 530 todos os numeros racionais e irra
cionais e formam o sistema de numeros central da Matematica. Em
Geometria, qualquer discussdo de comprimentos, areas ou volumes
leva imediatamente aos nimeros reais. A Geometria oferece, de fa
to, um esquema simples e intuitivo para descrever os nimeros

- - - - - E T
reals, i.e., 0s niumeros hecessarios para medir todos 0s possi
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veis comprimentos em termos de uma dada unidade de comprimento.

* Se novamente considerarmos a representagio dos numeros como pon

tos de uma reta, veremos que, apesar de qualquer segmente, naa
importa quao pequeno, conter uma infinidade de pontos racionais,
existem muitos outros pontos (tais como /f, T, etc,) medindo com
primentos, que nao podem ser expressos por numeros racionais. Mas
se considerarmos 0s numeros reais, todo ponto da reta correspon
derd a exatamente um niumero real e todo ndmero real corresponde
rda a exatamente um ponto da reta. D fato de todos os comprimen
tos poderem ser expressos como nimeros reais & cenhecido como &
propriedade de completeza destes numeros e todo o desenvolvimen

to da Andalise Matematica depende desta propriedade.

Portanto, ha duas espécies de nimeros reais: os racig
nais e os irracionais. Existe uma outra separagao, muito mais
recente, dos nameros reais, em duas categorias: os numeros alge
bricos e 0s nimeros transcendentes. Um nimere real se diz alge
brico se satisfizer alguma equagid algeébrica com coeficientes in
teiros. Por exemplo, v/Z & um nimero algébrico, porque satisfaz
«? -2 = 0. Se um nimero nio for algébrico, ele serd transcen
dente, Com esta definicdo, nao fica claro-que existam nimeros
transcendentes, isto &, nimeros nio algébricos. Em 1851, o mate
matice francés Liouville estabeleceu a existéncia de nimeros
transcendentes. Ele o fez exibindo certos nimeros que provou se
rem nio alg&bricos. Na Capitule 7, vamos sequir o método de Liou

ville para estabelecer a existeéncia de numeros transcendentes.

INTRODUCGCAO 5

Mais tarde, ainda no século XIX, provou-se que w & um
numero transcendente e este resultado resolveu, de vez, um pro
blema antigo de construcdo geométrica conhecido como a "quadratu
ra do circulo". Isto serd discutido no Capitulo 5. Um outre avan
go, no século XIX, foi feito por Cantor, um matematico alemio,
que demonstrou a existencia de niimeros transcendentes por um ca
minho inteiramente diferente. Apesar de o método de Cantor, em
contraste com o de Liouville, ndo exibir um niimerc transcendente
de forma explicita, tem a vantagem de demonstrar gue, em certo
sentido, h3d muito mais nimeros transcendentes do que algebricos.
Uma tal afirmacdo requer a comparacao de classes infimitas, pois
existem infinitos nimeros algébricos e infinitos nitmeros  trans
cendentes. Estas idéias fogem um pouco do tema central deste 1i
vro razdo por que a prova da existencia de nimeros transcenden

tes, de Cantor, & dada no Apendice C.

0 plano do livro & apresentar os numeros naturais, in
teiros, racionais e reais nos primeiros tres capitulos. Em se
guida, no Capitulo 4, & dado um método padrdo para  identificar
nimeros irracionais. O Capitulo 5 trata dos chamados niumeros tri
gonometricos e logaritmicos, isto €, dagueles nimeros cujos valo
res s3o dados aproximadamente nas tahelas de logaritmes € de
fungdes trigonometricas. 0 Capitulo 6 trata do problema de qudo
proximo & possivel chegar de um nimero irracional, usando  nime
ros racionais. Este captulo & mais dificil e especializado do
que os anteriores. Foi incluido para dar ao leitor uma oportuni-

dade de explorar argumentos matematicos de natureza nova.
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0 Capitulo 7 e o Apéndice C oferecem duas demonstracdes,
inteiramente independentes, da existencia de numeros transcenden
tes, o Capitulo 7, pelo método de Liouville e o Apéndice C, pelo
metodo de Cantor. As t&cnicas sao acentuadamente diferentes e se
ra compensador acompanhar cada uma. A demonstragao do Capitu
lo 7, & carregada de pormenores t&cnicos inevitiaveis e, ainda
mais do que em capitulos anteriores, vocé teri que usar lapis e
papel para acompanhar os argumentos. De fato, & possivel que Vo
ce ache os CapJtulos de 1 a 5 n3o muito complicados, o Capitu
lo 6 bastante dificil e o CapTtula 7 virtualmente impossivel,
Se este for o caso sugere-se adiar o estudo do Capitulo 7 ate
adguirir maior experiéncia matemitica. Por outro lado, quem en
contrar pouca dificuldade naos Capitulos 1 a 5, talvez prefira
ter o Capitulo 7 antes do Capitulo 6. Na verdade, o Capitulo 7 &
independente do resto do livro, salvo por um resultado bem conhe

cido sobre desiqualdades, dado na Seccdo 6.1.

0 apéndice C pode ser lido independentemente do Capitu
to 7, mas o Teorema 7.2 serd necessaric. A quem nic estiver fa
miliarizado com a teoria dos conjuntos, as idéias do Apendice ¢

parecerag muito novas.

Para a leitura do Tivro nao & necessdrio o Apéndice A,
sobre a existéncia de infinitos numeros primos, que foi incluido
por sua pertinéncia ao tema central e por datar de Fuclides esta
demonstragao tao elegante. Por outro lado, o Apéndice B, sobre

o teorema fundamental da aritmética, & essencial para nossa argu

INTRCDUGCAOQ 7

mentacao, principalmente nos Capitulos 4 e 5; a demonstragio des
te teorema foi relegada a um apendice por Ser um pouco mais len
ga e dificil do que as demais demonstragges dos primeiros cincoe
capitulos. O leitor matematicamente inexperiente podera simples

mente acreditar no teorema fundamental da aritmetica.

No fim das secgdes ha muites exercicios; o leitor deve
rad tentar fazer um bom nimero para testar sua compreensao do tex
to. (N2o se pode aprender Matemdtica, vendo como os outros a fa
zem'). Alguns problemas tém uma estrela, indicando maior dificul
dade. D leitor nio deve necessariamente se sentir frustrado se
nao conseguir resolver todos estes. Muitas vezes, o sucesso vai
depender de sua maturidade matematica, isto e, de sua familiari-
dade com uma colegde bastante ampla de procedimentos matemati
cos prevenientes de seus outros estudos de Matematica. As reé
pestas dos problemas, bem como sugestoes para resolver alguns

mais dificeis sao dadas no fim do livro.

0 sistema de numeros reais - racionais e irracionais -
- pede ser abordado em varios niveis de rigor {a paltavra "rigor"
& o termo tEcnico usado em Matemdtica para indicar o cuidado 10

gico no desenvelvimento de um tdpico, em contraste com uma p

o

sigd3o mais intuitiva, onde afirmagoes sao aceitas como corretas
por parecerem razoaveis ou evidentes). E nossa intengao fazeruma
apresentacio do assunto de um modo bastante intuitivo. Por isso,
nao oferecemos axiomas ou postulados como base para o estudo.

0 futuro matematico a cujas mios este livro venha a chegar dese
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Jar a examinar um dia algum desenvolvimento axiomatico cuidadoso
do sistema de niimeros reais. Por qué? 0 motivo & que nosso pon
to de vista aqui & tao descritivo que deixard algumas questdes
bisicas sem resposta. Por exemplo, no Capitulo 3 dizemos que 0s
niimeros reais podem ser descritos deste modo, daquele modo e de
cutro modo. Mas como poderemos ter certeza de que esses varios
modos sdc descri¢ies do mesmo sistema? Para dar um exemplo mais
concreto de uma questdo gque n3c respondemos neste livro: como sa
bemos que vZ./3 = /& ou que V5. /7 = Y35 7 Para responder
tais questdes, & necessdario que seja dada uma definigdo precisa
das operacoes com numeros reais. Isto ndo serd feito aqui, pois
ndo & tdo simples como possa parecer e & melhor adiar este tipo
de tratamento até gue o estudante n3o s& tenha maior habilidade
matematica, mas tambem possa apreciar melhor a natureza e o sig
nificado de uma demonstracio matematica. Como disse o matemati
co americano E. H. Moore: "Sufficient unto the day is the rigor

thereof" (este rigor & suficiente para hoje).

"A natureza e o significado de uma demonstragio matema
tical" Nao & possivel dar aqui e agora uma descrigdo precisa do
que seja uma demonstracio e nisto reside um dos maiores fantas
mas para principiantes em Matematica. $e a natureza de uma de
monstragido niao pode ser descrita ou formulada em detalhe, COomo
pode alguem aprender a fazer démonstragﬁes? Para usar uma analo
gia supersimplificada: aprende-se a fazer demonstracoes do mesmo

modo pelo qual uma crianca aprende a identificar cores, isto &

INTRODUGAD 9

observando alguéem identificar coisas verdes, azuis, etc. e imi
tando entdc o que se acabou de observar. Pode haver falhas no
injcio, causadas por uma compreensio inadeguada das categorias
e padroes mas, finalmente, quem estd aprendendo pega o Jjeito.
E & o que acontece com o misterio das demonstracoes mateméticasf
Com intuito de familiarizar o Teitor com nogﬁes e metodos de de
monstracdo, algumas de nossas discussoes tentam esclarecer pa
droes de técnicas de demonstracdo. Assim, apesar de nao termos
uma receita infalivel para distinguir demonstracdes validas das
nio-validas, falamos do assunto e esperamos que o Jeitor, antes

do término do livro, nd3o s0 reconhega demonstragoes validas, co

mo tambeém encontre prazer em construir algumas por si proprio.



CAPITULO 1

NUMEROS NATURAIS E INTEIROS

0 sistema numErico da Matematica comeca com os nimeros

usados para contar,

1,2, 3,4,5,6,7,8,89,10, 1,2, ....

Estes sio os nimeros inteires positivos que s3o chamados nimerscs
naturais. O menor numero natural & 1, mas nido existe um maior ni
mero natural, porque por major que se escolha um numero, exis
tem outros que sao maiores ainda. Por isse, dizemos que existem

infinitos nimeros naturais.

A soma de dois numeros naturais & um nOmero natural; por
exemplo, 4 + 14 ; 8 e 4+ 7 =11, Analogamente, o produto de
dois nimeros naturais & um nimero matural; por exemplo, { x 7 =28,
Estas duas propriedades podem ser enunciadas abreviadamente, di
zendo que os numeros naturais s3o fechados em relagdo & adigdo
€ fechados em relagdo d multiplicaggo. Em outras palavras, se
tivermos uma colegdo de objetos (digamos, o conjunto dos nUmeros
naturais) e uma operagao {digames, adigde) tais que, quaisquer
que sejam os elementos do nosso conjunto a serem operados (diga
"mos, 4 e 7), o resultade & novamente um elemento da colegao ori
ginal, diremos que o conjunto & fechado em retacao aquela opera

gao. Consideremos aperas os niimeros 1, 2, 3. Este conjunto de

10.
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Observe que 1 nao esta na relagao dos primos. 0D fato
de 1 naoc ser primo, & uma convencao matematica ou, em outras pa
1avfas, @ uma questdo de defini¢do. Os matematicos convenciona
ram nio chamar 1 de primo. A decisdao poderia ter sido a contré
ria, isto &, incluir 1 entre os primos. Mas com a exclusao do
1, torna-se possivel enunciar proposicies a respeito de primos,
sem fazer excegdes ou dar qualificagdes, come mostraremos  mais

adiante.

Problemas - Lista 1

(Nas listas, estrelas indicam os problemas mais dificeis).

1. Decida quais das seguintes afirmagbes sao verdadeiras e quais
sio falsas:
(a} O conjunto 1, D, -1 & fechado em relagdo & adigao.
{b) 0 cenjunte 1, 0, -1 & fechado em relagao a multiplicagao.
{c¢) 0 ¢conjunte 1, 0, -1 & fechado em relagdo a subtracao.
{d) O comrjunto das potencias positivas de 2, isto 8, o con
junto 21, 22, 23,... & fechado em relagdo a multiplicagao.

*{el 0 conjunto das potencias positivas de 2 & fechado em re

lagao a adigao.
2. Quantos sao os divisores de 307

3. Quantos sdo os divisores de 167
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4. Qual & o menor niimero natural que tem exatamente tras divisg

res?
5. Ache todos os numeros primos entre 50 e 100,

*6. Demonstre que se 3 for um divisor de dois nimeros, ele sera
um divisor da sua scma e da sua diferenca. Generalize este
fato e demonstre que se 4 for um divisor de dois numeros bz

e by, entdio J serd um divisor de b, + b, e de b, - by.

1.2 UNICIDADE DA DECOMPOSICAO EM FATORES PRIMOS

Os primos tornam-se cada vez mais raros, a medida que
vamos considerande numeros naturais cada vez maiores. Para ilus

trar este fato, ressaltamos que existem

168 numeros primos entre 1 e 1000

135 numeros primos entre 1000 e 2000
127 numeros primos entre 2000 e 3GQ0
120 nimeros primos entre 3000 e 4000

119 numercs primos entre 4000 e 5000

Mesmo assim a lista de primos & infinita; isto &, exis
tem infinitos nimeros primos. Este fato estd demonstrado no Apég
dice A, no fim do Tivro. A demonstracdo ndo reguer nenhum conhe
cimento especial, de modo gque o leitor poder3d ler agora o Apen

dice A, se assim o desejar. {olocamos esta demonstragdo no apég

NUMEROS NATURAIS E INTEIROS 15

dice por n3o necessitarmos deste resultado para provar qualquer
outra proposicdo neste livro. A demonstracdo & dada porque o re

sultado & interessante por si mesmo.

Todo numero natural, exceto 1, ou & primo ou pode ser
decomposto em fatores primos. Por exemplo, considere o nimero na

tural 94.860 que obviamente n3o & primo, pois
84,860 = 10 = 9486,

Alem do mais, 9486 & divisTvel por 2, por 3 e tambem por 9. Por

tanto podemos escrever

94.860 = 10 x 2 x 9 x 527
=2 x 2x 3 x3 x5 x 5§27,
Se 527 fosse primo, a expressdo acima seria a decomposigdo de

94.860 em fatores primos. Mas 527 ndo & um numero primo, porgue

6§27 = 17 x 31, Assim, a decomposigao em fatores primos sera:
94,860 = 2 x 2 x 3 x 3 x5 x 17 x 31.

Comegamos com o nimero particular 94,860, mas o processo conti
nuaria funcionande qualguer que fosse o numero natural = de par
tida. Pois, ou » & primo, ou nao &. Se ndp for, poderd ser de
composto em um produto de dois nimeros menores, digamos a e b,
tais que n = ab. {Lada um dos nimeros a e b, par sua vez, ou

€ um primo ou pode ser decomposto em um produto de nimercs mengo
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res. Continuando este processo, x ficars completamente decom

Posto em um produte de fatores primos.

A primeira sentenca do parigrafo precedente distingue
0s primos dos outros numeros naturais. Em Matematica, € muitas
vezes desejavel fazer as definigoes tao gerais que se torne des
necessaria uma divisio en varios casos. Por “decomposicdo em fa
teres primos¥, por exemplo, entendemos a representacao de um nu
mero, digamos 12, como um pProduto de vdrios primos, no caso,
2 x 2 x 3. Estendamos agora o significado de "decomposicio em
fatores primos" de modo a incluir o casg de um inico primo. Por
exemplo, a decomposicac em fatores primos do niimera primo 23, te
ria um Unico fator 23, Com esta extens3o do significado de "de
compesicao em fatores primos", nossa afirmagcao inicial pode ser
substituida pela sentenca: "Todo niimero natural, exceto 1, pode
ser decompesto em fatores primos." Deste modo, abreviamos a sen
tenca e eliminamos a fiecessidade de distinguir nitmeros primos de
outros nimeros, pelo MENOs no que diz respeito a uma afirmacgdoe

sobre sua decomposicdo em fatores primos,

E um resultade bisico em Matemadtica que a decomposicio
de um nimero natural em fatores primos pode ser feita de um 88
modo. Por exemplo, 94.860 nzo pode ser decomposto em fatores pri
mos diferentes dos dados acima. [ claro que a ordem dos fatores

pode ser diferente; por exemplo:

94.860 = 3 x 17 « 2 x5 x 31 x 3 x 2,

30 ha outra
Mas, a n3o ser por tais mudangas de ordem, nao h
as, ' |
i ' @ conhecido
de decompor 94.860 em fatores primos. Este resultado
e . '
A ou Teore
0 Teorema da Decomposigdac Unica em Fatores Primos e
como =on Onie:

& im enunciado:
Fundamental da Aritmética, que formalmente e ass
ma . JEERTRL
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maneira

——

———— e

" 1,
TEDREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA: Todo numero natura

- a
d f erente de 1, pode ser decompﬂsto em f atores P?'tmos de modo
1 r

iinico, a menos da ordem dos faiores.
a

a endi e ele

A demonstracdc deste teorema esta no Apendice B
ao foi «co
erd usado 2 medida que formos avancando. A demonstragao 0
5 -
i Ta nao

endi o complicada, mas e

apendice por ser um pouc

locada em um ap -

ja na i entada.
faz uso de nenhuma idéia que ja ndo tenha sido apres
j a o Apéndice B.
isso, se o leitor assim o desejar, podera ler agora P
’ -
i r inicialmen-
Também podera deixar a leitura para mais tarde e ve

j is dificeis para de
te os conceitos mais simples, deixande os majs difice P

pois. o
i stra
0 enunciado do Teorema Fundamental da Aritmetica mo

u i i e 1 fosse
por que nao se inclui 1 entre o5 numerocs primos. Pois s

primo, poderiamos, por exemplo, escrever:
36 =5x7=1x5x7,

e as5%1 r r n r I 1] 'r“ia r dECDIII
L]

po r fator ri ri eiras. E cla
sto em um produto de fatores primos de varias man
r Teor F i ri i o seu enun
0 que o0 Teorema Fundamental continuaria valido, mas
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ciado exigiri " " i
. giria adendos como "excete..." ou "a menos de...". ETH

minando 1 do conjunto dos nUmeros primes, conseguimos dar ap Teo

rema um enunciado mais curto e elegante.

1.3 0S5 INTEIROS

0s numeros naturais 1, 2, 3, &4,... sdo fechados em re
lagdo a adicdo e a multiplicagdo, mas nio sio fechados em rela
§d0 2 subtragdo e divisdo. Conseguiremos fechamento em relacgio
a subtragdo em um conjunto mais amplo que, além dos nmaturais,

inclua zero e oy nimeros negativos:
0, -1, -2, -3, -4,
Estes, juntamente com 05 nimeros naturais, formam os inteiros:

T _5’ ‘4’ -3! -2! 'ls 0| ]s 2: 39 49 5, P

0 leitor provavelmente ja conhece as propriedades basicas

a+ b =b 4oa ab = ba, a.0 = 0.a =0,

{a+b) + e = a+(b+e), {ab)e = a(be), (-a)(-b) = ab,
a+0=0+a=a, a.1 = 1l.a = a,
a{bte) = abyac,

onde a, 2 e s3o0 inteiros quaisquer. Estas propriedades per
manecem validas para todes os sistemas de nimeros tratados nes

te livre. Nas @ nossa intencdo discutir as origens destas pro
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priedades. Isto nos levaria ao estudo dos fundamentos do sistema
de nlmeros e nos afastaria do nosso topico central. Nosso objeti
vo & obter varias propriedades dos nimeros, especialmente niime

ros irracionais, aceitande os fundamentos sem discussdo.

OE_iEEEifﬁiniigﬂffEbﬁdqs-em re]agio §madi950 ‘subtra
cao e mq}tip]icagso. Nio sao fechados em relagao a divisao pois,
por exemplo, o resultado da divisio de 2 por 3 nidoc € um numero
inteirec e o seu cdlculo nos leva para fora da classe dos  intei
ros. '

Antes de definirmos a divisdo de inteiros, examinemos
outras operagoes e seus resultados. Ao considerarmos a adigao de
inteiros, vemos nao apenas gue a soma de dois inteiros & ainda

um inteiro, mas tambem que este & uUnico., Por exemplo, a soma de

3e-122eemnice 5 ou qualguer outro nimero. Expressamos este

fato dizendo que, dados dois inteiros, existe wm #niece inteire,
S e A, T LAY L SR
que & a sua soma. Analogamente para a multiplicagdo: dados dois

inteiros, existe um {nico inteiro, que 8 o seu produto.

Ao discutirmos a divisdo de numeros naturais vimos que,
dados dois nimeros naturais quaisquer b e d, ndo @ sempre verda
de que existe um terceire nimero natural, o quoeiente, tal que
b = dg. No entanto, se um tal niimero natural ¢ existir ele 2
obviamente Unico e portanto, ndo nos damos ao trabalho de dizer
que ¢ numero ¢ devera ser o Unico natural tal que b = dg. No
entanto, ac definirmos a divisio no conjuntoe dos inteiros, preci

saremos impor a unicidade do quociente. Vamos ver porque.
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. Inicialmente concordemos ser desejavel que as sequintes
perguntas tenham resposta infca: Quanto & 3-7? Quanto & (-2)-(-3)7
Quanto @ B8+4? Em outras palavras, vamos querer que nossas ope
ragdes tenham resultado dUnico. Vejamos o que acontece com & divi

30 no conjunto dos inteiros. Novamente, sejam b e d inteiros da

.dos e definamos o quociente ¢ como sendo um inteiro tal que b=dq.

Por exemplo, sejam b = -12 e 4 = 3. Obviamente ¢ = -4 pois
~12 = 3(-4). Existe neste caso, um g apropriado e ele 8 @nico.
A sequir, seja b um inteiro qualquer e seja € o inteiro D, De
vemos achar um ¢ satisfazende 5 = 0.q. Se b ¢ 0, esta equa
¢ao nao tem solugdo, isto &, nic existe ¢ Que a satisfaca. Se
b = 0, a equagdo fica: 0 = 0.9 e esta & satisfeita por qual-
quer inteiro ¢. Em outras palavras, se existir uma solugao de
b = 0.g ela nde €& Unica. Como resultados Gnicos de operagoes arit
meticas sdo importantes, precisamos construir um sistema de niime
ros ende o quociente de dois inteiros nio apenas exista, mas tam
b&m seja Unico. 0 jeito & simplesmente nio permitir divisao por
zero. Pedemos agora dizer gue um niumero d & um divisor de um in
teire ?» se existir um dnico inteiro ¢ tal que b = dq (daf, pe
ta andlise acima, d # 0). Ou, podemos dizer que um inteireo nao

nulo d € um divisor de b, se existir um inteiro q tal que

b = dq (¢ quociente seri automaticamente unico, pois eliminamos @

como possivel diviser).

Perguntamos, atras, quantos divisores tem o numero 365,

Naquela ocasido, estdvamos restritos aos niumeros naturais &, por

NUMEROS NATURAIS E INTEIROS 21

tanto, a resposta foi quatre, a saber, 1, 5, 7 & 35. Se dermos uma
nova interpretagdoc a pergunta, permitindo agora que os divisores

sejam inteiros, a resposta sera oito: %1, 5, t7, e *35,

Problemas - Lista 2

1. -5 & um divisor de 357
2. 5 e um divisor de 357
3, -5 2 um divisor de -357
4

3% um divisor de -357

wn
-
i

um divisor de -357

6. 1 e um divisor de Q7

um divisor de 17

[n] b |
N

—_ L]
113 1}

um divisor de 17

O
+

o
mi

um diviser de 07

10. 1 & divisor de todes os inteiros?

11, 0 & um multipto de 357

12. Mostre que existem vinte e cinco primos entre 1 e 100 e vinte
e um primos entre 100 e 200.

1.4 INTEIROS PARES E TMPARES

Un inteiro se diz par se for divisivel por 2; caso con

trario, ele se diz Impar. {s inteirps pares sao
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e o5 impares,

Como um inteiro par & divisivel por 2, podemos sempre escrevé-lo

na forma 2n, onde o simbolo =n representa qualquer inteiro.
fuande um simbolo (como o =»n acima) pode representar qualguer
elemento de um conjunto especifico (o conjunto dos inteiras, no

caso), diremos que o conjunto especifico & o dominic dos valores
daquele simboalo. No caso em corsideragac, dizemos que todo intei

rao par pode ser escrito na forma 27 onde o dominio de =n g o

conjunte dos inteiros. Por exemplo, os inteiros pares 18, 34, 12

e -62 sao da forma 2n para =n igual a 9, 17, 6 e -31, respec
tivamente. Nio ha nenhuma razio especial para o uso da letra n,
Ao inves de dizermos que inteiros pares sdac da forma 2n, poderia

mos ter dito que eles s3o inteiros da forma 2m ou 2§ ou 2k,

A soma de dois inteirgs pares & um inteirop par. OUs exem

plos abaixo ilustram este fato:

12 30 46 -10

14 22 -13 -8

26 52 32 -56
Porém, demonstrar g principio geral que os inteiros pares sdc fe
chados em relagdo a adigdo, requer mais do que uma colecao de
exemplos. Para fazer a demonstragdo, usaremos a notagao 2x para

representar um inteiro par e, digamos, 2m, para representar um

outro inteiro par. Podemos entio escrever:
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2m + 2n = 2(m + n).

A soma 2m + 22 foi escrita na forma 2{m + =n) para
ressaltar sua divisibilidade por 2. ¥do seria suficiente escre

ver
Zn + 2n = 4n,

pois isto representa a soma de um inteiro par com ele mesmo. Em
outras palavras, teriames provado que o dobreo de um inteiro par
e ainda par (divisivel por 4, na realidade) ao invés de provarmos
que a soma de dois inteiros pares quaisquer & um inteiroe par, Dai
usarmos a notagdo 2» para um inteiro par e 2m para o outro,

indicando que eles ndo sap necessariamente o mesmo,

Que notagdao podemos usar para representar inteiros 1g
pares? Observe que somando 1 a um inteiro par, obtemos sempre um
inteiro impar. Dal podermos dizer que todo inteiro impar pode ser
escrito na forma 2n + 1, Estz nao e a unica forma. PoderJamos
ter observado que subtraindo 1 de um inteiro par, obtemos um in
teiro Tmpar e dizer, entdo, que todo inteiro impar pode ser escri
to na forma 2n-1. De fato, podemos dizer que tode inteiro impar

pode ser escrito na forma 2n + 3 ou 2n - 3 ou 2k - 5, etc.

E verdade que todo inteiro Tmpar pode ser escrito na

forma an +1? Se no lTugar de »n colocarmos os inteiros

cees 5, =8, -3, -2, -1, 0,1, 2, 3, 4, 5, ...
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obteremes o conjunto de inteiros:

v

«--s 51, 33, 19, 9, 3,1, 3, 9, 19, 33, 51,...

Cada um deles € Tmpar mas nem todos os inteiros Tmpares estio aj.
Por exemplo, o Tmpar 5 n3o & da forma 2n% + 1. Portanto & falso
que todo inteiro Tmpar seja da forma 2n2 + 1, apesar de ser ver
dade que todo inteiro da forma znz + 1 seja Tmpar. Ana]ogameﬂ
te, @ falso que todo inteiro par seja da forma Zkz, onde o domi
nio de % @ o conjunto de todos os inteiros; por exemplo, 6§ nao
2

e igual & 2k para nenhum inteiro k. Mas e verdade que .qual

quer inteiro da forma 2x2 & par.

A relagdo entre estas sentencas & comparivel com a que
existe entre "todos os gatos sdo animais" e “todos 0s animais sao
gatos". Obviamente a primeira e verdadeira e a segunda nao. Efsta
relagao vai ser discutida mais a fundo, quando examinarmos senten
¢as cantendo as expressdoes "se", “somente se" e "se e somente se"

(veja Sec. 2.3).

Problemas - Lista 2

Quais das sentengas abaixo sio verdadeiras e quais sao falsas?
(esta subentendido que o dominic dos valores de n, m, j e

e

© conjunto de todos os inteiros).

1. Todo inteiro par pode ser escrito na forma
(a) 25 -1 (d) 2% + 3
(b} 2n + 7 (e) m? 4 2n + 1
{c) d4n + 1 (f) 2m -9
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2. Todo inteiro da forma (a), do exercicio anterior @ Tmpar; Jdem

para (b}, {c}, (d}, (e} e (f).

3. Todo inteiro par pode ser escrito na forma

(a) 2n + 4 (d) 2 - 2m
(b) #n + 2 (e) n?+2
(¢} 2m - 2

4. Todo inteiro da forma {a) do exercicie anterior & par; Tdem pa

ra {b), {c}, (d) e {e}.

1.5 PROPRIEDADES DE FECHAMENTO

As duas proposigdes abaixo; serao usadas em um capitulo posterior:

(1} ¢ conjunto des ;ﬁfeiros pares é fechado em velagdo @ multi
plicagdo.

(2) 0 conjunto dos inteinrcs impares é fechado em relagdo 4 multi

plicagao.

Para demonstrar a proposi¢ic (1) devemos provar que o
produto de dois inteiros pares quaisquer e par. Podemos represen
tar dois inteiros pares pelos simbolos 2m e 2n. Efetuando 2]

produto, obtemos

{2m)(2n) = 4mn = 2(2mn}.

0 produto & divisivel por ‘2 e, portante, & par,
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Para demonstrar a proposigao (2) devemos provar que o produto de

dois inteiros Tmpares & Tmpar. Representando os dois inteircs impa

res por 2n + 1 e 2w + 1 e efetuando o sev produto, obtemos

(2m + 1} (2n + 1) = dmn + 2m + 2n + 1 =

2{2mn + m + n} + 1

0 numero 2{2mn + m + n) & par, guaisquer que sejam o5 inteiros

m e n, Portanto Z(2mn + m + n) + 1 & Tmpar.

As proposigoes {1) e (2) também poderiam ser demonstra
das, usando o teorema da decomposigao Unica em fatores primos, mas
nao daremos aqui pormenores desta outra demonstragac. (Talvez &}
leitor queira tentar fazé-la sozinho. Serd itil lembrar que um in

teiro @ par, se, e somente se, o numero 2 aparecer na sva decompo

sicdo em fatores primos).

Ate agora nos nos concentramos nos inteiros pares e

=
1=

pares, isto 2, inteirpos da forma 2m e 2m + 1, Paridade de i

-]

teiros esta relacionada com divisibitidade por 2. Por analogia, p

[1=]

demos considerar a classe dos inteiros divisiveis por 3:

evey =12, =9, -6, -3, 0, 3, 6, 9, 12,

Estes sdo multiplos de 3. Eles podem também ser descritos come

a classe de inteiros da forma 3n. 0Os inteiras da forma 3n+1 sio:

cees =11, -8, -5, -2, 1, 4, 7, 10, 13, ...,
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:

e 05 inteiros da forma 3n + 2 s#o
ee., =10, -7, -4, -1, 2, 5,8, 11, 14, ...

Estas trés listas de inteiros compreendem todos os inteiros; pode °
mos, portanto, dizer que todo inteiro € exatamente de uma das for

mas 3n, 3n + 1 ou 3In + 2.

1.6 UMA OBSERYACKO SOBRE A NATUREZA DE UMA DEMONSTRACAO

Ha pouco dissemos que para demonstrar que os inteiros
pares sio fechados em relagdo 3 adig3o, isto &, a soma de dois
inteiros pares & par, nac basta examinar apenas alguns exemplos
especTficos como 12 + 14 = 26, Dado que existem infinitos intei
ros pares, niao poderfamos examinar todos os casos especificos de
soma de dois deles. Decorre dai a necessidade de recorrer-se a al
gum tipo de simbolismo algébrico; por exemplo, o s¥mbolo 22 que
pode ser usado para representar qualguer inteiro par, permitiu-
-nos demonstrar o fechamente do conjunto dos inteiros pares em re

lagdo @ muitiplicagao.

No entanto, para demonstrar uma proposigdo negativa <0
mo, por exemplo, "0Os inteiros Tmpares ndo s3o fechados em relacao
3 adicao", nd3o & necessdrio usar um simbolo algébrice do tipo
2m + 1. 1sto porgue uma negagdo pode ser demonstrada atraves de

um uUnico exemplo. Para demonstrar que nem todos os elementos de
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um conjunto t&m uma certs propriedade, basta achar um inico ele
mento do conjunto que nao a possua. Para demonstrar que nem todos
os meninos tem olhos castanhos, basta encontrar ﬁm menino de olhos
azuis ou verdes. Para demonstrar que nem seépre a soma de dois
inteiros mpares @ Tmpar, basta observar que 3 + 5 =8 ¢ este
caso especifico da soma de dois inteiros impares ser par & uma de
monstracdo. No entanto, se quisermos demonstrar que a soma de
dois inteiros Tmpares quaisquer & sempre um inteiro par, nao serid

suficiente escrever 3 + 5 = 8, Mesmo 5e escrevéssemos muitas

semas: 17 + 1 = 18, & + 53 = 58, etc., ainda ndo terVamos uma de

monstracdo correta da proposicao. .

Qutro exemplo de uma proposicgdo negativa: "Nem todo nu
mero primo € impar". Para demonstra-la, basta citar que o niimero

par 2 e primo.

Problemas - Lista 4
{(0s trés primeiros problemas envolvem proposicdes nega

tivas e por isso podem ser resolvidos, dando um Unico exemplo ny

merico).

1. Demonstre que os inteiros Tmpares nao sio fechados em relagio
a subtragio,

2. Demonstre que os inteirps da forma 37 + 1 ndo sio fechados

em relagdo 3 adigdo.
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Demonstre que os inteiros da forma 3r + 2 ndo s8o  fechados

em relagao a multiplicagao.

L . - - .
Demonstre que a soma de dois inteiros impares & Sempre um in

teiro par.

Pemonstre que o0s sequintes conjuntos s3ao fechados em relacgac

a operagao indicada:

(a) os inteires da forma 3n + 1, em relagdo a multiplicagdo;
(b} os inteiros da forma 3n, em relacio i adigdo;

{c) os inteiros da forma 3n, em relagio a multiplicagdo.

Decida quais dos seguintes conjuntos si3o fechados em relagao
a operacao indicada e demonstre cada uma de suas respostas:
(a) os inteiros da forma 6n + 3, em relacao a adigdo;

{b} os inteiros da forma 6xn + 3, em relagao & multiplicagao;
{c) os inteires da forma 6&n, em relacdo 3 adigio;

(d} os inteires da forma 6xm + 1, em relagdo @ subtragao;

(e) os inteiros da forma 6n + 1, em relacdo a multiplicagido;
(f) os inteiros da forma 3n, em relagdo a multiplicacao;

{g} os inteiros que ndo s$do da forma 3n, em relagdo a multi

plicagao.



. CAPITULO 2

NUMEROS RACIONAIS

2.1 DEFIRICAQ DE NUMEROS RACIONAIS

Vimes que os numeros naturais 1, 2, 3, 4, 5, ... sdo

fechados em relagao 2 adigdo e 3 multiplicagio, e que os intei
ros

«v-» -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, &,

sao fechados em relagdo a adigdo, multiplicagdo e subtragdo. No
entanto, nenhum destes conjuntos & fechado em relagao a divisdo,
porque a divisdo de inteiros pode produzir fragdes como 4/3, 7/6,

-2/5, et¢. 0 conjunto de todas as fragGes como estas @ o conjun

to dos numeros racionais. Mais precisamente, um nimero racional

(ou uma fragdo ordindrial & um niimeroc que pode ser coloecado na

forma a/d, onde a e d 8do inteiros e d ndo é zero. Yamos

fazer varias observa¢des a respeito desta definigio:

(1) Exigimos que 4
ca: d £ 0.

seja diferente de zero. Em notagdo matemati

Esta exigéncia & necessaria, pois d & de fato, um
divisor,

Considere os exemplos:

Caso {a): a =21, 4 = 7, % = —2-;- = .IE = 3;
. = - a _ 25 _ .4
Caso (h). a 25; a 7. g -T 3'?'.

30.

NOMEROS RACIONAIS 31

No caso {a}, d @& um divisor no sentido do capituio anterior,
isto &, 7 & um divisor exato de 21. No caso {b), d g ainda um
divisor, mas em um sentido diferente, porqgue 7 ndo e divisor exa
to de 25. Se chamarmos 25 de dividendo e 7 de divisor,  obtere
mos um gquociente 3 e um resto 4. Estaremos, assim, usando a pala
vra divisor em um sentido mais amplo do que no Capitulo 1, co
brindo uma maior variedade de casos. Assim mesmo, O conceito de
divisor, como apresentado no Capitulo 1, continua se aplicando
@ situagoes como a do caso {2} acima e, come no Capitulo 1, deve

mos exclwir d = 10.

(2) Observe que, enquanto os termos numere ractonal e fragac or
dindpia 530, 45 VEZes, Usados como sindnimos, a palavra fragao,
sozinha, & usada para designar gualquer expressao algebrica com

um nhmerador e um denominader, como, por exemplo:

2 2
V3 17 X - ¥
7 x % T2

3
1
b

(3) A definigdo de numero racional contém as palavras "um numero
que pode ser eolocado na forma a/d, onde a e d sao inteiros
e 4 # 0". Por que nao dizemos simplesmente "um numero da forma
a/d, onde « e d sao inteiros e 4 # 0"? 0 motivo & o seguin
te: existem infinitos modes de descrever um dado ntmero racional
{por exemplo, 2/3 pode ser escrito como 4/6, /9, ... ou 2mw/3m,

ou 2v3/3/3, ou -10/-15, mencicnando apenas alguns) e nao va

mos querer que nossa definigdo de numero racional dependa da ma
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neira particular escolhida para representa-lo. Uma fragio & defi
nida de tal modo que, se multiplicarmos seu numerador e denomina
dor por uma mesma quantidade, a nova fragdo representari o mesmo
numeroc; assim, so de olhar para uma expressio, nem sempre  pode
mos dizer se ela representa, 0u nao, um numero racional. Conside

re, por exemplo, oS numeros

Mo, /T
V3 3

nenhum dos quais estd na forma a/d, coma e d inteiros. Pode
Mos, porem, efetuar certas manipulagbes aritmeticas com a .pri

meira expressao & obter

Chegamos, assim, a um numero representado por uma fragao na for
ma especificada: 2 =2 e d =1 e, portanto, /Tffff. g um na
mero racional. Ele nao teria se qualificado como niimero racio
nal, se a definigdo exigisse estar o numero na forma certa desde

0 inicio. No caso do /15//3, as transformagdes

A5 . 5.8 &
V3 Y3

dao o numero V5. Nos capTtulos seguintes vamos mostrar que /5

nao pode ser escrito como razio de dois inteiros e, portanto, @

um nidmero irracional.
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{4) Observe gue todo numero inteirc & um nlmero racional. Acaba
mos de constatar este fato no caso do inteiro 2. Em geral, os in

teiros podem ser escritos na forma

5 -4 -3 -2 1.0
TP T T L

onde, a cada um, & dado o denominador 1.

Probiemas - Lista 5

1. Demonstre que o inteiro 2 pode ser escrite na forma a/d, com

g e d inteiros, de infinitos modos.

2. Demonstre que o numero racional 1/3 pode ser escrito na forma

afd, com a e d inteiros, de infinitos modos .

3. Demonstre que o inteiro 0 pode ser escrito na forma a/d4, com

a e d inteires, de infinitos modos.

4, Demonstre que tode numero racional pode ser escrito na forma

ald, a & &4 1inteiros, de infinitos modos.

5. Definigdo. Seja k um nimero qualquer; o inverso de k e um
outroc numero, digamos 2, tal que k.& = 1.
Uma conseqiiencia desta definigdo & que todos os numeros, exce
to 0, tém inversos. Dado %k # 0, por definigdo o seu inverso

satisfaz a equagdo k- = 1. Portanto,
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1
. k’
que somente tem sentido para %k # 0. Demonstre que o inver

so de qualquer ndmero racional (exceto zero) & um nimero ra

cionai.

2.2 REPRESENTAGOES DECIMAIS FINITAS E INFINITAS

Existe uma outra representagdo do numero racional 1/2
que & diferente das formas 2/4, 3/6, 4/8, etc., a saber, a repre
sentagao decimal: 0,5. As representagoes decimais de alguns nlme
ros racionais sdo finitas, terminam, Por exemplo,

1

- .2 . -
5 = 05 £ = 0,4 = 0,0125.

8-

Outros numercs racionais tem uma representacao decimal infinita,

que ndo termina. Por exemplo:

1. o L. .5
3 = 0,33333...5 = = 0,16666...; 77 = 0,454545. ..

* N.T. Usaremos, ocasionalmente, as expressoes: "fragado decimal
finita" para designar a representagaoc decimal finita e
"fracao decimal infinita"para designar a representacio de

cimal infinita. Assim, 0.5; 0,8625 serio fragdes decimais
finitas e 0,333..

infinitas.

.3 0,454545.., serdo fragdes decimais
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E£stas representagdes decimais infinitas podem ser obtidas a par
tir das fragoes, dividindo-se o numerador pelo denominador. No
caso do 5/11, por exemplo, dividimos 5,000... por 11 e gbtemos o

resultado 0,454545....

Quais sao os numeros racionais que tém uma representa
cdo decimal finita? Antes de dar uma resposta geral, examinemos

um exemplo:

Sabemos que
8625

0,8625 = T0006°
e que qualquer frag@o decimal finita pode ser escrita mna forma
ae fragdo ordinaria com denominador igual a 10, 100 ou alguma
potencia de 10. Simplificando a fracdo a direita, até tarna-la

irredutTvel ™, obtemos:

Obteve-se o denominador 80, dividindo 10000 por 125, onde 125 &
¢ maior divisor comum de 10000 e B625. O inteiro 20, bem como
10000, tém somente dois fatores primos, 2 e 5. Se tivessemos <¢o
mecado com qualquer fragao decimal finita. ao invés de 0,8625,
a fragao irredutivel a/b, correspondente, teria a mesma pro

priedade. Isto e, os fatores primos do denominador b poderiam

* Uma fragdo a/b se diz irredutivel se o maior divisor comum de
aeb for 1, ou seja, se. a e b forem primos entre si.
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ser 2 ou 5, mas nenhum outro, pois 5 @ sempre fator de alguma
péténcia de 10 e 10 = 2.5, Este & o Ponte crucial e passaremos
a demonstrar a proposicdo geral:

Um nimero ractonal, na forma firredutivel a/b, tem uma

representagdo decimal finitq se,

tros fatores primos além de 2 ¢ §.

Deve ficar claro que &5 pao precisa, necessariamente, ter os fa

tores primos 2 e 5; pode ser que tenha apenas um deles como fa

tor primo, ou nenhum. Assim:

?% = 0,04; T% = 0,0625; % = 7,0;

onde 0s valores de » s3o 25, 16 e 1. 0 importante & que 2 ndo

tenha nenhum outro fator prime além de 2 e 5.

Observe que a proposigac acima contem as palavras se e

Somente se¢, Ate agora, provamos a parte do somente se, pois mos
tramos que gq/b

b

tem uma representagio decimal finita somente se

nao tiver fatores primos diferentes de 2 e de 5. {Em
palavras, se

cutras

b for divisTvel por algum primo diferente de ?

¢ de 5, entdo o nimero racional a/b, a e & primos entre 5,

Néo tera uma representagao decimal finita.)

A parte se da Proposicao afirma: se o inteiro » nio ti

ver outros fatores primos alem de 2 e 5, entdo o nimero racional

e gsomente se, b ndo tiver ou
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a/b, a e b primos entre si, terd uma representagao decimal fi
nita. Para demonstrar a parte se, devemos comegar cOMmM uma fra
max i
¢do irredutivel qualquer, a/b, supor que b tenha, no 1
mo, os fatores primos 2 e 5, e demonstrar que a fragdo decimal
correspeondente & do tipo finito. Consideremos, inicialmente, um
exemplo:
a _ 9741 _ 9741
b~ 3200 ,7 2
Para obtermos a representagdo decimal deste numero, basta trans
formarmos a fragdo a/b em outra, que tenha por denominador uma
potencia de 10. Isto pode ser feito, multiplicande o numerador e

o denominador por 5°:

974] _ 9741.5° _ 30440625 _ 4 1440605,
27,52 7.5/ 107

Podemos passar deste exemplo para o caso geral, da se
guinte maneira. Suponhamos que b seja da forma 2™ 5% com m
e n 1inteiros positivos ou nules. Entdo, de duas uma; ou » e me
nor do que ou igual a m (n < m), ou entdo, »n & maior do que
m(n>m. Se n<m multiplicaremos o numerador e o  denomi
nador da fragio por 57 :

- — m-n
a a.5" " _ a.b . a5

7 - m m
DT ogm gn - ogm gn gmen o oW g 10
m= - N .
Sendo m-n positivo ou nulo, § ' serd um inteiro e,
portanto, «.57 7 também serd um inteiro, digamos . Podemos

gscrever:
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e, como a divisdo do inteiro ¢ por 10" requer apenas que co

loquemos a virgula no Tugar correto, obteremos para a/b uma re

presentacao decimal finita.

Por outro lado, se n > m, multiplicarfamos o numera
dor e o denominador de a/b por 277"

n-m n-m n=
- a a.z _a.? _a.2" "

2™ 5% oM g% pnTM  on enm 107"

b giie]

Escrevendo d no Jugar de 4.2"™, obteremos

e assim, novamente teremos, para a/b, uma representacao deci

mal finita.

Problemas - Lista 6

1. Escreva, em notagdo decimal finita, as seguintes fragoes

352

32]’ 3149

1 7
() 2 ) e (&) 5 (D) g (&) R (P SE5-

2.3 AS DIVERSAS MANEIRAS DE ENUNCIAR E DEMONSTRAR PROPOSIGOES

Estivemos usando a frase "se, ¢ somente se", sem lhe ter

dade uma definigao precisa.
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Por isso, neste ponto, faremos uma pausa em nossa expo
si¢do sobre numeros racionais,‘para esclarecer um pouco a Tingua
dem usada na formulagdo de sentengas matematicas e, também, a re
lagao desta linguagem com a logica subjacente. Existem, em Mate

matica, deis tipos basicos de afirmagdes ou proposigdes:

Se A, ent3do B.

Se A, entao 5 e reciprocamente.

¥amos examinar cada uma delas.

H

Quando, como na Sec¢do 1.5, dizemos "se m e =»n forem

inteiros pares, ent3o mn sera par", temos uma proposi¢do  do
n

tipo "se 4, entao B". Esta proposigao pode ser formulada de

muitas maneiras, como se vé na sequinte lista:

Maneiras de Formular "Se A4, entaoc BY

(1) Se 4 for verdadeiro, entdc B sera verdadeiro.
{2) Se 4 for valido, entdc B sera valido.

(3) 4 implica =. '

(4) B e implicado por 4.

{(5) B segue de 4.

(6) 4
{7) B

uma condigao suficiente para 5.

L2

uma condigdo necessaria para 4.

mi

{(8) B e verdadeiro desde que A seja verdadeiro.

(9) B

L1'0]

verdadeire se 4 for verdadeiro.
L
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{10} A4 sera verdadeiro somente se 5 for verdadeiro

(11) E impossTvel, ao mesmo tempe, termos 4 verdadei

ro e B falsa.

(12) Se B for falso, entdio 4 sera falso,

Esta Tista contem somente as formas mais usuais e ndo

e completa, pois, na verdade, niao ha limites para as possiveis

formulagdes da proposicdo. Algumas formulagdes, como (6} e (7).,
por exemplfo, nem serdo usadas neste 1ivro. Todas, salvo {12)
podem ser consideradas como definigoes dos termos "implica", "con

digdo necessaria”, "condigdo suficiente” e "somente se"

Consideremos (10), por exemplo, que define ¢ uso tacni

co, em Matematica, do termo "somente se". Substituindo 0s. simbo

Tos 4 e B pelas afirmagies a respeito de m e n, feitas an

teriormente, podemos concluir que as duas proposigoes abaixo
L]

transmitem, ambas, a mesma informagdo.

" ; .
Se os inteiros w e »n forem pares, entdo o inteiro

mn  sera par".

05 1A tEIl'O n I Ser p T somente 1n 1o
o 10' pa‘ L]

0 Teitor, acostum i i
’ ado com o uso, dia a dia, da palavra "somente",

ode nd i ico i
P 0 sentir que as proposigGes acima transmitam a mesma in

formagao. a i
¢ Neste caso, deveri se conscientizar da distingdo entre

a linguagem tecnica da Matematica e o use diario do Portugues

Apesar de estas linguagens terem muito em comum, existem dife
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rencas acentuadas, COmMO NG exemplo em questdc. {Uma pessca, ha
bil no uso matematico da linguagem, peder? optar por ela comg
sua linguagem do dia-a-dia. Correra, porém, o risco de  parecer
pedante, afetada ou emproada aos olhos do cidaddo comum.)

1

0 gue foi dito ate agora sobre as formulagoes de se
4, entio B" @ gque as formas (1) ate {11) sao baseadas apenas
em convencdes quanto ao uso da linguagem em Matematica. A forma
(12} & diferente, pois envolve um axioma fundamental da Logica.
0 fato de (12) transmitir a mesma informagdo do que "se 4, en
taec B" se baseia na logica e nao, simplesmente, em um arranjo
diferente de palavras. 0 axioma da Logica (conhecido como prinet
pio do terceiro exciuido) afirma gue, ou 4 2 verdadeiro, ou 4
¢ falso, onde A & qualquer proposigao passivel de analise. Em
essencia, o axioma exciui qualquer estado intermediario entre a

veracidade e a falsidade de A. Aceitemos este axioma ¢  prove

mos que as formas {1) e (12} transmitem a mesma informagao.

Para isto devemos provar que (1) implica {12) e. reci
procamente, que (12) implica (1). Iniciaimente, suponhamos {1}
g examinemos (12}:

"se B for falso, entdao A sera falso".

Seria possivel que esta conclusio fosse falsa, devendo ser "4
ser3 verdadeiro"? Se este fosse o caso, entdo, usando {1) pode
riamos concluir que B seria verdadeiro, mas isto contradiz a

hipatese de {12). Portanto, a conclusdo "4 sera falso” g correta.
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. Reciprocamente, suponhamos (12} e provenmos {1):
"Se 4 for verdadeiro, entio B serid verdadeiro”.

Pergun a
gquntamos se esta conclusido pode estar errada; seri que deveria

ser "B sera " i
era falso"? Se assim fosse, usando (12), concluirfamos

Que A seria falso, mas isto contradiz a hipotese de (1).
to, "

Portan
B sera verdadeiro” & a conclusdo correta.

As formas_(l]] e (12) mostram a natureza da demonstra

Gao indireta. Suponhamos querer demonstrar a proposigao "se
entiao B",

A,
Uma demonstragdo direta ® aquela em que supomos 4, ou
L

acei i
tamos 4, e deduzimos B. Mas, examinando (11}, vemos que

€ possivel fazer umz demonstragio, supondo a veracidade de A4 e a

falsi i a or
sidade de 5 e deduzir, entao, uma contradigdo. Esta seria uma

demonstracae por contradigdo, uma das formas de demonstragcdo indi

r _ .
eta. Pode-se detectar este tipo de demonstragao observando as

hivE
Tpoteses fermuladas; em geral requer-se, de inicio, que a propo

si¢ao j
¢ a ser provada seja suposta falsa. Demonstragdes indiretas tam

bem podem ser detectadas pela linguagem usada no fim da demons

traga i
caoc, como “.,, e assim chegamos a uma contradicao
esta provado".

e o teorema

Uma outra forma de demenstragao indireta & sugerida por

{12). Para " a
provar "se 4, entdc 2", podemos supor que B seja

fa i a 3
Iso e deduzir, entao, que 4 sera falso. AS tres formas de de

monstragao, que acabamos de identificar, sio:
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Suponha 4, deduza B (demonstragao direta)

Suponha 2 verdadeiro e B falso, deduza uma contra

di¢io {uma forma de demonstragao indireta}.

Suponha B falso, deduza que A4 sera falso (outra for

ma de demonstragac indireta).

Um fato curiosc, quanto a maneira de como livros de Ma
temitica sio escritos (este, inclusive), & que as tres formas de
demonstragio sao usadas livremente, muitas vezes sem nenhuma indi
cacdo clara quanto a forma de demonstragdo que estd sendo  usada
em dado momento. Espera-se, de fate, que © leitor decifre uma Ppg
gquena charada, identificando, para acompanhar o raciocinic, a for
ma de demonstragdo que estd sendo usada. Em geral, isto néo ofere
ce dificuldade e o leitor consegue detectar quais foram as hipote

ses feijtas peio autor no injcio da demonstracao.

Consideremos, a seguir, o segundo tipo de proposigao

matematica:

"Se A, entio B e reciprocamente”,
mencionade no comego desta secgdo. As palavras e reciprocamente

significam "se B, entdo 4" e este & o reciproco de "se 4, en
tao p". Provavelmente o leitor estd ciente de que uma afirmagdo
e sya rec?proca sio duas coisas diferentes. Uma pode ser verdadei
ra ¢ a outra, falsa; ambas podem ser verdadeiras ou ambas podem

ser falsas, dependendo das circunstancias. Por exemplo, a afirma
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¢do: "se m e n forem pares, entdo mn serd par" & verdadei
ra, enquanto a sua reciproca, "se mn for par, entdao m e =n se

rao pares”, e falsa.

Analogamente ao que fizemos com a lista anterior, indi
caremes as varias maneiras de formular “se 4, entio 5 e reci
procamente";

Se B, entac A e reciprocamente.

A & verdadeiro se, e somente se, B for verdadeiro.

B & verdadeiro se, ¢ somente se, 4 for verdadeiro.
A e falso se, ¢ somente se, B for falso.
B e falso se, e somente se, 4 for falso.

4 implica B e reciprocamente.

B imptica A4 e reciprocamente.

o
]

uma condigdo necessaria e syficiente para B.
B e uma condi¢io necessaria e suficiente para 4.

A e B sdo proposigdes eguivalentes.

Todas estas afirmagdes tém o mesmo significado.

Observemos a grande variedade de formas de demonstragdo
da proeposic¢do "se A, entdo B e reciprocamente"., Como vimos
anteriormente, existem, basjcamente, tres formas de demonstracao
para proposi¢des do tipo “"se 4, entdio B". Analogamente, para
a demonstragdo de "se B, entio A4". Sendo possivel combinar

qualquer uma das tres formas usadas na primeira parte da demons
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tracdo com qualquer uma das formas usadas na segunda parte, exis

tem nove possiveis caminhos para demonstrar “se 4, entap & B
reciprocamente”. Talvez o mais comum seja o da demonstragdo dire

ta em ambas as diregdes, isto e,

(1) Suponha 4, deduza B.

(2) Suponha B, deduza 4.
Um outro caminho, muito usado, &

(1) Suponha 4, deduza B.

{(2) Supanha 4 falso, deduza que 5 sera falso.

Em demonstracces mais complexas estes caminhos sa¢, mui

tas yezes, combinados. Uma demonstragao de "se 4, entao F" po
de ser feita através de uma cadeia de proposigdes: "se A4, entdo
3", "se B, entioc C", "se C, entio D", ‘“se D, entio E”,
“se §, entio F". Neste caso, cada proposigdo implica a seguin
te. Se cada proposigcao e sua reciproca puderem ser demonstradas

= - .
por um dos caminhos descritos, entdo tambem teremos: "se F, en

tio ", "se E, entdio D", "se D, entdo ¢, '"se ¢, entac

B", "“"se B, entio 4", de modo que a reciproca, "se F, entao
4", da proposicdo original, sera tambem verdadeira. Quando um
autor diz: "a reciproca pode ser demonstrada, invertends as pas

sagens feitas", & isto que ele tem em mente.

Todas estas formas de demonstragfes podem ser encontra
ati ia di itas
das em 1ivros de Matematica e, como ja dissemos, o autor mul

a ex
vezes se embrenha na demonstracao de um teorema sem declarar X
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pl%citamente que forma estara usando. 0 autor espera que © leitor

descubra por si s0 a natureza da tecnica de demonstragac que  es

ta

1.

2.

sendo apresentada.

Problemas - Lista 7

Demonstre que a afirmacao: "se mn for par, entdo m € n serao

pares™ & falsa.

Quais das seguintes proposi¢des sao verdadeiras e quais 530

falsas? 0 numero racional «/b, a« e b primos entre si, tem

uma representacaoe finita

{(a) se, e somente se, b nag for divisivel por outre primeo
alem de 2;

(b) se » nao for divisTvel por outro primo além de 2;

{c) somente se » ndo for divisivel por outro primo alem de 2;

(d} se, e somente se, b nao for divisivel por 3;

(e) se » n3o for divisivel por 3;

(f) somente se & nao far divisivel por 3.

Quais das seguintes proposicées sdoc verdadeiras e quais sao
falgsas? 0 numero racional a/fb tem uma representagao decimal
finita

(a) se, e somente se, b ndo tiver outros fatores primos alem

de 2 e 5

(b} se b nao tiver outros fatores primos alem de 2 e 53
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{c) somente se b nao tiver outros fatores primes aléem de 2

5.

=]

Sugestqo: observe que nao foi especificado estar a/b na for

ma irredutivel.

. * . P
4. Um livro recente de Algebra wusa a seguinte propesicgao como
axioma: "ab = 0 somente se @ =0 ou b = Q0". Reescreva a

proposicao na forma “"se A4, entdo B".

5. (a) Demonstre: "se B (beta) for um nimero racional, entdo g2
tambem sera racional".
(b) Isto equivale a demonstrar "se 82 for irracional, entdo

g tambem serz irracional"?

2.4 DIZIMAS PERIGDICAS

Voltemos ao tépico dos nimercs racionais. Separamos os
nuimercs racionais em dois tipes, a saber, os que tem uma represen
tagdo decimal finita e os que teém uma representacdo decimal infi

nita. Podemos agora demonstrar que tais representacdes decimais

infinitas possuem um grupo de algarismes que se repete indefinida

Mente como, por exempio

5 3097 _
3T = 0,454545 ... e $e55 = 0.31282828

* W.W, Sawyer, A Concrete Approach to Abstract Algebra, p. 30.



48 NUMEROS RACIONAIS

Pdr conveniencia, usaremaos a notagao habitual para indicar uma d

1=

zima periodica, isto &, usaremos uma barra socbre a parte que se

repete:

= Gs?; -= 0;16_; etc.

1
6

Pode-se ver o porque da repetigio dos algarismos, considerando,

por exemplo, a conversdao usual da fracao ordinaria 2/7 em fragdo

2.000000 |_ 7
14 0,285714

decimal:

60
56
0
35 2 _ n 3Esoe
20 7 = 0,285714
49
~To
7
730
28
2

No decorrer da divisdo, os restos sao, sucessivamente, 6, 4, 5, 1,
3, 2. Ao se chegar no resto 2, completa-se um ciclo e reaparece
a divisao de 20 por 7. 0s restos sdc todos menores do que o divi
sor 7 e, portanto, havera, necessarjamente, uma repetigio, dado
que existem apenas seis restos possiveis. (0 resto 0 estd fora
de cogitagao, pois nao estamos examinando numerocs com representa

goes decimais finitas.)

No exemple acima, a repetigac se deu quando a divisao

de 20 por 7 apareceu pela segunda vez. A divisdo de 20 por 7 foi
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o primeirg passo na divisdc toda. Ndo e, necessariamente, o pri
meirc passo gue se repete. Consideremos, por exemplo, a conver

sap de 2097700 em uma fragéo decimal:

209,00000000 ] 700
1400 ¢,29857142

6900
6300
6000
5600
4000

4900 208 _ 4 29857Ta7
T000 70

L=]

A repetigdo ocorre com o aparecimento, pela segunda vez, do resto
600. O divisor sendo 700, sabemos que 0§ pqssTveis restos 530
os numeros 1, 2, 3, ..., 699. Portanto, podemos estar certos de
que algum resto aparecera uma segunda vez, ainda que precisemos,

talvez, efetuar muitas divisdes antes que isto ocorra.

Argumentamos, analogamente, no caso geral a/b. Pois,
se 0 inteirpo a for dividido pelo inteiro b, o0s unicos restos’
possiveis serao: 1, 2, 3, ..., b-2, b-1 e, portanto, podemos ter
certeza de que havera repetigdo no desenrclar da divisao. Quando
a repetigdo ocorrer, um nove ciclo se iniciara e o resultado sera

uma dizima periodica.
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Provamos, ate agora, a metade da seguinte proposigdo:

Todo numero racional a/b pode ser representade por uma
fragao deeimal finita ou por uma fragdo decimal infinita periddi
ea; reeiprocamente, toda fragdo decimal, finita ou periddica in

finita, representa um numerc racional.

A reciproca trata de dois tipos de fragdes decimais: as finitas e
as infinitas periodicas. As fragdes decimais finitas ja foram es
tudadas e vimos que elas representam numeros racionais. Examine
mos as dizimas periddicas. Mostraremos, inicialmente, por um pro
cesso passivel de generalizagdo, que dizimas periddicas repreéeﬂ
tam numeros racionais. Apds estudarmos um caso particular, aplica
remos o mesmo processo para uma dizima periodica qualguer.
Consideremos a dizima periddica

x = 28,123456 ouw x = 28,123456456,..,

VYamas muyltiplica-la, inicialmente, por um numero e, depois, pot
um outro; estes numeros vao ser escolhidos de tal modo que ao

Subtrairmos os dois produtos obtidos, as partes periddicas infini

tas vao desaparecer, No exemplo, 05 numeros 10% e 107 atenden es

te propdosite, pois

6

107 .z 28123456,456

10%.2

28123,356,

de modo que a diferenga 106-x - 103.x B
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999000x = 28095333,

Portanto
_ 28095333
T 7959000

o que mostra ser z um numerc racional.

Generalizando este processo, vamos mostrar que oS nﬁmg

K] 6

ros 107 e 10° ndo "calram do ceu" mas foram escolhidos crite
riosamente. Omitiremos a parte inteira da fracdo decimal (isto
e, a parte correspondente ao 28 do exemplo anterior) porque ela
nao desempenha nenhum papel no processo. Podemos, entdo, escre

ver qualquer dizima perigdica {sem parte inteira) na forma”
z = aja, ...asb]bz "'bt’

onde Qpadps sy representam os s algarismos consecutivos
da parte ndo periddica e b1, bz,...,bt representam os ¢ atga
rismos do perfodo {perfodo e a parte que se repete). {(No exem-
pio acima, 8 = 3, £t = 3; a; = 1., a, = 2, ag = 3, b] = 4, b2 =5

] b3=6-)

* Observe que a notagdo ajay...a b by...b,. usada agui, ndo €

a notagdo algebrica usual e nde representa o produto dos nume
FOS  aysdgss-eabyi nesta demonstragiao ela representa o intei
ro cujos algarismos sdo aj.aps...aby. Alem do mais, o0s simbo
los 1, 2,...,8 na notagdo Ays@gse-ady sdo chamados "Tndi
ces” e ndo tém outro significado salvo o de etiquetas de iden
tificagdo; sem Tndices, ésgotariamos logo as letras disponiveis.
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Se multiplicarmos x, inicialmente por 103+t, depois por 103,

e subtrairmos os resultados, obteremos

sttt _
10 -x = “1“2"'“3b1bz'*‘5t+‘3 b]bz...bt.

g =
10°% .2 = a]az--.asﬂﬂ, b]bZ"‘bt;

g+t .8
{10 =107 ) .x a]az...asb]bz...bt s aydye..a,

g

de modo que

a]“Z"'asble"‘bt_ala2"°as

10°%% _ q0°

que esta na forma “inteiro sobre inteire". Portanto =z & racio

nal, como queriamos demonstrar.

Problemas - Lista 8
1. Escreva os seguintes numeros na forma a/b:

(a) 0,111... (b) 5,6666... {c} 0,3783
(d) 0,9987 {e) 0,0001 {(f} 0,9

2.5 TODA FRACAG DECIMAL FIRITA PODE SER ESCRITA NA FORMA DE UMA
DIZIMA PERIUDICA

Ficou ja estabelecido, neste capitula, que alguns nime

ros racionais tém representagdo decimal finita, enquanto que ou
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tros tém representagdo decimal infinita. E um fato curicso que
tado numero racional representado por uma fragac decimal finita
(exceto zero) tambem possua uma representagdo decimal infinita.

Claro que isto pode ser feito de uma maneira muito obvia, ao es

‘crevermos 6,8 como 6,8000..., com uma infinidade de zeros. Mas,

alem deste processo obvio de transformar uma fragde decimal fini
ta em uma infinita, acrescentando uma fila de zeros, existe uma
outra maneira um pouco surpreendente. Comecemos com a bem conhe

cida expansdo decimal de 1/3:

1. 9,23333....

]

Se multiplicarmos ambos os membros desta igualdade por 3, obtere

mos um resultado de aparencia estranha:
(1) 1 = §,99999....

Temos uma igualdade entre numeros, um com representagao decimal
finita: 1 ou 1,0; e outro, com representagdac decimal infinita:

0,99999...

Encaremos a igualdade (1} de outra maneira. Represente

mos a dizima 0,99999... por =, isto e:

{2} z = 0,99999. .,

Multiplicando por 10, obtemos

10z = 9,99999... =9 + 0,99999....
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Subtraindo a eq. (2) desta, vem;
9x = 9 ou x =1,

Demonstramos, assim, a igualdade (1) por um outre caminho.

Dividindo-se, agora, a eq. (1) por 10, 100, 1000, 10.000,

etc., obtem-se uma série de resultados:

0,1 = 0,099999...
@¢,01 = §4,0099999...
(3) 0,001 = 0,0009999%...
0,0001 = 0,00009999..., etc.

Estes resultados podem ser usados para transformar qualquer fra
¢3o decimal finita em uma infinita. Por exemple, podemos escre

ver
6,8 = 6,7 + 0,1 = 6,7 + 0,099999... = 6,799999

Cutros exemplos:

0,43 = 0,42 + 0,0V = 0,42 + 0,0099999... = §,4299999...;
0,758 = 0,757 + 0,001 = 0,757 + 0,00099999... = 0,75799999...3
@,102 = 0,101 + 0,001 = 0,101 + 0,00099999... = 0,10199999...;

6,81 = 6,8 + ¢,01 = 6,8 + 0,0099999.., = 6,8099999....

Este esquema nos permite transformar gualquer fragdo decimal fini
ta em uma dizima. Reciprocamente, as igualdades (1} e (3) podem
ser usadas para transformar qualquer dYzima, com uma infinita su

cessdo de noves, em uma fracao decimal finita:
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0,4699999... = 0,46 + 0,0099999... = 0,46 + 0,01 = 0,47;
18,099999... =18 + 0,099999%... = 18 + 0,1 = 18,1.

Decidir quantas representagdes decimais existem para um
dado numero, @ uma quest3o de interpretacac. Pois, alem de escre
vermos 0,43 como 0,42999..., podemos tambem escrever este numero

nas formas

0,430; 0,4300; 0,43000; ©,430000;

Estas, no entanto, sdo variagdes tdo triviais de 0,43, que nio as
contamos como representacbes distintas. Quando falamos da repre
sentagdo decimal infinita de um numero, como 0,43, queremos sem

pre dizer 0,42999... e nao, ¢,43000...

Probilemas - Lista 9

1. Represente cada um dos seguintes niimercs por uma fragao deci

mal finita:

(a) 0,11999... (b) 0,299999... {c) 4,79999... (d) 9,999...

2. Represente cada um dos seguintes nUmeros por uma fragdo deci

mal infinita:

(a)}) 0,73 (b) 0,0099 (c) 13

3. Quais numeros racionais a/b tem duas representag¢des deci

mais essencialmente distintas?

4. Quais numeros racionais a/b tém trés representagdes deci

mais essencialmente distintas?
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2.6* UM RESUMD

Distinguimes deis tipos de numeros raciaonais a/b: aque
les para o5 quais o inteiro » ndao tem nenhum fator primo alem
de 2 e 5 e todos os demais. {Supde-se a/b irredutivel.) Os nl
meros racionais do primeiro tipo tém representagdes decimais fi

nitas e infinitas; por exemplo,

% = 0,5 = 0,4999999. ..

0s numeros do segunde tipo tem apenas uma representagio decimal

infinita; por exemplo,

= 0,33333... .

| —

Estas representagfes sdo as unicas possiveis, no seguinte senti

do: 1/2 e 1/3 nao tem outra representagdo decimal, salvo, & <cia

ro, trivialidades como 0,500. Explicaremes no proximo capitulo

porque isto acontece.

A enfase foi dada aos nUmercs racionais e suas represen
tagoes decimais. Reflitamos um momento somente sobre as fragdes
decimais. Todas as fragoes decimais infinitas, neste capitulo,
foram periodicas. 0 que acontece com fragdes decimais infinitas

nio periodicas como
q = 0,101 001 000 100 001 000 001 900 000 1 ...

formada por uma série de uns, separados por zeros, inicialmente

um zero, depois dois zeros, depois tres zeros, e assim por dian
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te? Que tipo de nimero, se & que se trata de um numero, & g7 Pe
lo que estudamos neste capitulo, sabemos que q nao & um numero
racionai. No proxime capitulo ampliaremos nosso estude para in

cluir nimeros como gq.



CAPITULO 3
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3.1 O PONTO DE VISTA GEOMETRICO

Quando intreoduzimos coordenadas em Geometria, escolhe
mos uma reta para ser o eixo dos x e este eixo & graduado de
modo que haja uma correspondencia entre pontcs e numeros. Isto
e feito escolhendo-se dois pontos arbitririos (porém distintos)
como as posigoes do 0 e do 1, e a dist3dncia entre estes dois
pontos como wunidade de comprimentohou unidade. Convenciona-se es

colher o ponto-) direita do ponto-p ({Fig. 5), de modo que,

Figura 5
pontos a esquerda do ponto-0 fiquem associados a numeros negati
¥os. 0 ponto-0 chamado erigem. 0 ponto correspondente a 7,
por exemplo, fica a direita da origem ¢ a 7 unidades desta. 0
ponte correspondente a -7 fica a esguerda da origem, também a 7
unidades desta. Assim, a cada ponto fica associado um numero, dis
tincia do ponto a origem, juntamente com um sipal mais, se o pen
to estiver 3 direita da origem e-um sinal menos, se estiver a
esquerda. {omo se ve na Fig. 6, numeros racionais come =-4/3, 1/2
2,3 sao facilmente localizades, dada sua relagaoc com a wunidade

de comprimento.
58.
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]

~

1
4+ el

~1 o % 1 Ve z 23
+

Figura &

0 simbolo +2 designa um numero que, multiplicado por
si mesmo, d3 2, isto &, +Z-/2 = Z. Para ver o significado gec
metrico de +2 consideremos um guadrade unitario como Io da
Fig. 7. 0 Teorema de Pitigoras nos diz que o quadrado do compri
mento de sua diagonal @ 2. Portanto, representamos o comprimen
to da diagonal por /2 e associamos o numero vZ ao ponto da
reta cuja distancia 3 origem & igual ao comprimento da diagonal

do nesso quadrado unitario. 1

i
Figura 7. Um quadrado com lados de comprimento 1

Como cada ponto do eixo estd a alguma distancia da ori
gem, fica intuitivamente claro que existe um numerc associado a
cada ﬁm destes pontos. Por numeros reais entendemos a colegao
de todos os numeros associados a todos os pontos. Todo numero ra
cional esta incluido, porque existe um ponto, a uma distancia
apropriada da origem, para cada numero racional. Podemos, entao,
dizer que os numeros racionais formam uma subciasse dos numeros

reais.
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. No entanto, existem numeres reais que ndo sio racionais.

0 nimero +Z nao & racional, como provaremos mais adiante, nes

te capituto. Qualquer nimero real, como vZ, que nip & racional,
diz-se irracional. De acordo com esta definigdo, todo nimero real
6u e racional, ou & irracional. A reta, ou eixo, com um numero

associado a cada um de seus pontos, na maneira descrita acima, o

chamada reta real. Os pontos desta reta se dizem racionais ou ir

racicnais conforme os numeros a eles associados sejam racionais

ou irracionais.

Observe que a definigdo acima, de numero irracional,

resume-se no seguinte: qualquer niumero real que n3o possa ser ex

Presso como razao a/b de dois inteiros, diz-se irracional.

3.2 REPRESENTAGUES DECIMALS

@ numere 1/3 & facilmente localizado na reta real: ele
Corresponde a um dos pontos de trissecgao do segmento determinado

Pelos pontos zero e um (Fig. 8).

Figura 8

Consideremos, agora, a representagao decimal de 1/3:

= _ 3 3 3
= 0,33333... "ﬁ*‘m"‘m + ...

Q3| —
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Esta igualdade expressa 1/3 como uma soma de infinitos termos.
Apesar de n3do haver fim para o numerc de termos, a soma tem um
valor bem definido, istc &, T1/3. Se marcarmos os pontos corres

pondentes a

0,3; 0,33; 0,333; 0,3333; ...

nha reta real, obteremos uma seqiiencia de pontos que converge pa

ra o ponto 1/3. Este fato esta ilustrado na Fig. 9, onde a uni

dade de comprimento foi ampliada. Da mesma maneira, qualquer nu

Figura 9

mero, com representagdo decimal infinita, estd associade a algum

ponto da reta real. 0 ponto correspondente a 0,99999,.. & o pon

to de convergencia dos pontos correspondentes a

0,9; 0,99; 0,999; 0,%9999; 0,99999; etc.

Como se ve na Fig. 10, estes pontos convergem para o ponto 1, em

Figura 10
concordincia com a igualdade 1 = 0,99999... do capitulo anterior.

Consideremos, agora, o numero
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g = 0,101 001 000 100 081 000 CO1 QOO Q0O 1.. ...,

ja anteriormente usado como exemplo vemos que a este numero tam
bem corresponde um determinado ponto da reta real. E aquele para

o qual converge a seguinte segiiéncia de pontos:

0,1

0,101;

0,101 001;

g,101 001 000 1;

0,107 001 000 100 001; etc.

mi

0 nGmero g, por ter uma representagao decimal nido peribddica,
um numeroe irracional, e o ponto correspandente um ponte irracio
nal.

Isto sugere uma outra interpretacac para os numeros reais.
Numeros reais comstituem a colegdo de todos os numeros que pos

suem representacgdes decimais, finitas ou infinitas, tais como

17,34; 2,176, ~-6,307 222 22...; g = 0,101 00Y 00C 1... .

De acordo com nossos estudos da capitulo anterior, podemos sepa
rar estes nimeros em racionais e irracionais. 0s numeros racio
nais sido aqueles que possuem representagdo decimal finita ou pe
riodica; os numeros irracionais sdo aqueles Que nao possuem repre
sentacao decimal periddica, como ¢ numero g acima. Alem do mais,
como todo numero com representagdo decimal finita (ou, nimeros co

mo 0,43000... com uma sucessdo infinita de zeros) tambem pode ser
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escrito na forma de dizima periodica infinita, vamos, nesta sec
gaoc, representar todos o$ numeros racionais por d7zimas periodi
cas infinitas. (Por exemplo, vamos pensar no numero 0,43 como
sendo 0,42989...; talvez parega esquisito, mas simplificara a

que vem a seguir.)

Yamos mostrar agora gque numeros reais teém uma unica re
presentaggo deetmal infinita. E 0 mesmo que dizer: duas fragies
decimais infinitas representam o mesmo numerc real somente se fo

rem idénticas, algarismo por algarismo.

Por que a representagao decimal infinita & Unica? Res
ponderemos a esta pergunta da seguinte maneira: considere dois
numeros com representagoes decimais infinitas distintas. Sendo
as representagbes diferentes, existe ao menos um algarismo onde

esta diferenga pode ser observada; por exemplo,

]
I

= 17,923416..., .

o
]

17,923415....

A sucessado infinita de algarismos apes o "6", na representacao
do numero o, pode ser qualquer uma que o leitor queira imagi
nar, exceto uma infinidade de zeros. Uma observagdio aniloga vale
para o numero b. 0 fato de excluirmos a possibilidade de uma
sucessao infinita de zeros apdbs o "6", nos garante que a« € defi

nitivamente maior do que 17,923416, o que, em simbolos, se escre
ye:

a > 17,923416



61 NOMEROS REAIS

por-outro 1ado, b & no maximo igual a 17,923416, pois sb  tere
mos b = 17,923416 se a sucessap de algarismos apos o "5", na
representacao de b, for constituida apenas de noves, 15t0 e,
ce b = 17,9238159. A afirmagao de que » & no maximo igual @

17,923416, escreve-se, simbolicamente:

A
>

b o< 17,923416 ou 17,923416
Estas desigualdades para a e b afirmam:

a > 17,923416 2 b

e, portanta, a > b. concluimos, entdo, que a & maior do que b
e isto, naturalmente, exclui a possibilidade de serem iguais. Es
te argumenta foi aplicade ao caso especifico de dois numeros par
ticulares a e b, mas © raciocinio se generaliza imediatamente
para qualquer par de nilmeros que tenham representagoes decimais

infinitas distintas.

3.3 A IRRACIONALIDADE DE vZ

Daremos, agora, & demons tracdo indireta, tradicional, da
irracionalidade de vZ2 e, no proximo capitulo, daremos outra

demonstracdo, usando um argumente muito mais geral.

Mostramos, mno Capitulo 1, que ©0S inteires pares sdo fe
chades em relagdo a multiplicagdo, o mesmo acontecendo com os in

teiros Tmpares. Em particular, © quadrado de um inteiro par e

par e 0o quadrado de um inteiro Tmpar & impar.
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Suponhamos, agera, que 2 fosse um numero racional
isto 6!

¥Z =

vl &

onde a e b sdo inteiros. Suponhamos ainda, e 1sto & essencial
para o argumento, que a/b seja uma fragdo irredutivel, isto
e, que a e b sejam primos entre si. Usaremos, especificamente,
o fato de a e b nao serem ambos pares porque, se o fossem,

alb nao seria irredutivel. Elevando ao guadrado a eguagdo aci

ma e simplificando, obtemos

2
0 terme 2& representa um inteiro par, de mode que az 2 um

inteiro par e, portanto, a & um inteiro par, digamos a = 2¢, on

de ¢ tambem e inteiro. Substituindo @ por 2e na equagao

2
a = 2b2, obtemos

(20)% = 262, 4o = 2b%,  2c% = »?

2
0 termo 2¢ representa um inteiro par, de modo que Dz € um

inteiro par e, portanto, b & um inteiroc par. Mas agora chegamos

3ac a a i i
onclusao de que a e b sao ambos jnteires pares, enquanto

a Lo .
e & foram, inicialmente, supostos primos entre si. Esta contra

dica a a io e
¢do nos leva a conclusadc de que niao e pessivel escrever Y2 na

forma i i
afb com a e b inteiros e, portante, 2 & irracional,
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3.4 A IRRACIONALIDADE DE /3

Uma das demonstragSes da irracionalidade de /3 & seme

Thante 2 anterior, exceto que o argumento chave envolve divisibi

lidade por 3 e ndo por 2. Provaremos, come resultado prelimi

nar, que ¢ quadrado de um inteire é divisivel por 3 se, e 80
mente se, o intetro em st for diviaivel por 3. Ohservemos, ini
cialmente, que um inteiro divisivel por 3 & da forma 3n, enquan
to que um inteiro nao divisivel por 3 & da forma 3n+) ou 3n+2,

Entdo as equagdes

(3m)2 = 8n? = 3(340),

(3m#1)2 = Gn2 + 6m + 1 = 3(3n° + 2n) + 1,

(3742)% = 9% 4+ 120 + 4 = 3(3n% + 4n + 1) + 1

confirmam a proposicdo acima.

Supenhamos agera que 3 fosse um numero racional, di

gamos
. O
/3 =7,

onde a e b sdo inteiros. Novamente, como no caso do vZ2, supo
remos a/b irredutivel, de modo que a e P ndo sejam  ambos
divisTveis por 3, Elevando a equacao av quadrado e simplifican-

do, obtemos
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0 inteiro 3b° & divisivel por 3, isto & a2 & divisTvel por

3e, onde 2 e

um inteiro. Substituindo 2 par 3e na equagao a2 = 3b2, obte

it

3. Portanto ¢ @ divisivel por 3, digamos, q

mos

(3¢)% = 362, 9o = 3P, 3% = pl.
Isto mostra que b2 & divisivel por 3 e, portanto, b & divisi
vel por 2. Concluimos, assim, que a e b sdo ambos divisIveis
por 3 e isto contraria a hipotese inicial de ser a/b irreduti-

vel, Portante, 3 & irracional

3.5 ITRRACIOMALIDADE DE v& E /2 + /3

As demonstragoes da irracionalidade de 7 e v3  depen
deram de propriedades da divisibilidade de inteiros por 2 e por
3, respectivamenté, mas a demonstragao correspondénte a /& pode
ser feita, de mode a recair pa divisibilidade por 2 ou por 3.
Por exemplo, acompanhando a demonstragao feita para 2, podemos
supor que

Vb =

fep 1N

onde os inteires a e b ndo s$30 ambos pares. Elevando 20 quadra
do, obtemos
P
_a 2 _ 2
6—;—2‘,&-633.
H 2-— . 2“— - .
as, &b e par, assim a e par e, portanto, a e par, diga

mos a = 2¢. Podemos, entdo, escrever
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2 2
. a2 = ﬁbz, (2c)2

n
o
s
.
E-1
m

H
L=3]
L
.
™a
]

3
a2
S

Probtlemas - Lista 10

Isto nos diz que 3b2 € par. de modo que bz & par e, portan 1. Demonstre, de duas maneiras, que o0 quadrado de um inteiro e
to, b & par. Mas foi suposto que a e b ndo fossem ambos P2 divisivel por 5 se, e somente se, o inteiroc em si far divisi
res e, portanto, V6 ® irracional. 0 leitor pode, a titulo vel por 5:
de exercicio, deduzir o mesmo resultado fazendo uma demanstragdo (a) Infcialmente faca uma demonstracio paralela i do texto no
analogs & que foi feita para /3. caso da divisibilidade por 3. Parta do fato de que  todo

Como um ultimo exemplo, neste capitulc, trataremos da inteiro tem uma das 5 formas: 5n, Gn+l, 5n+2, 5n+3, Gn+d.
irracionalidade de /2 + /3 fazendo a demonstracdo recair ha (b) Em seguida, faca outra demonstragao, usando o Teorema Fun
irracionalidade de /6. Suponhamos que 2 + /3 fosse um ning damental da Aritmetica, Este teorema encontra-se no Capi
ro racional, digamos r, isto E, tulo 1 e tambem no Apéndice B.

r = /2 + /3. 2. Demonstre que 5 & irracional,

£levando ao quadrado e simplificande, obtemos 3. Demonstre que V715 & irracienal.

z . 4. Demonstre que 5 + /3 @ irracional.
2+2/6+3 =00, 2/8 =05, /6= 3

5. Demonstre que V2 & irracional.

Mas, numeros racionais sao fechados em relagdo as quatre opera

6. Dado que o (alfa) & um numero irracional, demonstre que
oes: adigd do, multiplicagao e divisdo (exceto por ze -1 . _
¢oes: adigao, subtragao, mu P ¢ ( e - o = 1/a tambem e irracional.
ro} e, portanto, % (rz-ﬁ} & um numero racional. Mas 6 & ir ) )
. . 7. 0 numero 0 & racional ouw irracional?
racienal e, assim, chegamos a uma contradigao. Concluimos, en

tao, que +Z + Y3 @ irracional.

Sabendo que o inteiro = = a-b e tal que vn = Va-b @

~ . 3.6 AS PALAVRAS QUE USAMOS
irracional, pode-se, imitando a demonstragad acima, provar gue

o+ /5§ irracional. A linguagem que usamos para descrever as varias classes

de numeros faz parte de nossa heranga histdrica e, sendo assim,
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€ pouce provavel que ela mude, apesar de sentirmos que aTgumas
palavras sejam ligeiramente peculiares. Por exemplo, na lingua
gem de tode dia, ao dizermos que algo e "irracional", queremos,
em geral, dizer que este algo & desprovido de bom senso, sendo,
portanto, contrario a razdo. Mas, & claro que nae  consideramos
numeros irracionais como contrariocs 4 razdoc. Aparentemente. os
gregos ficaram surpresos ao descobrirem o5 numeros irracionais
porque eles pensavam que, dados dois segmentos quaisquer, como
o laao e a diagonal ae um quadrado, existiriam sempre inteiros
ae b tais que a razao dos comprimentos dos segmentos fosse
alb. U significado matematico da palavra "racional™ se refere a
razdo de nlUmeros inteiros e "irracional~ se refere a auséncia de

uma tal raziao.

A palavra “comensuravel" tem sido usada para descre
ver dois comprimentos cuja razao & um numero racional. Duaas gran
dezas comensurdveis sao tais que uma delas pode ser "medida" por
intermedio da outra, no seguinte sentido: Existe um 1inteiro k
tal que, se dividirmos o primeiro segmento em %X partes iguais,
cada uma de comprimento &, o¢ segundo segmento tambem podera

ser dividido em um nimero inteiro, digamos m, de partes iguais,

-t
™
*
.+
N
=
L
>

o+
+
4

Figura 11
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cada uma de comprimento &. Neste caso, a razio dos comprimen
tos dos dois segmentos sera

KL
mi

3|

¥

que & um numero racional (veja Fig. 11). Porem, se os segmentos
forem tais que a razio de seus comprimentos & irracional {por
exemplo, o Jado e a diagonal de um quadrado}, entdo a constru
¢ao acima nunca podera ser feita, ndo importando quao grande
escolhamos k (e qudo pequeno escolhamos &) Neste caso, o5

segmentos dados se dizem incomensurdveis.

- 3 -
Numeros como 2, 2§ ou, em geral, nimeros da forma

n - . . . -~ M .
va, onde a e racional e »n inteiro, s3o chamado radiecais.

0 termo “numeros reais" & uma outra heranca do passa
do. Se fossemos escolher um nome hoje em dia, talvez os  chamas
semos de "numeros uni-dimensionais”. De qualquer modo, nda consi
deramos "irreais" numeros que nao sejam reais. D leitor estard
provavelmente familiarizado com os numeros complexos dos quais
0s numeros reais formam uma subclasse. Um nimero complexo & um
nimero da forma a + b7, onde a e b sio reais e < .satisfaz
a formula quadratica % = -1, Esta definigcdo esta sendo intro
duzida apenas para completar a discussdo sobre classe de numereos.

0 escopo deste livro se 1imita aos nUmeros reais, portanto nao

nos ocuparemos da classe mais ampla dos numeros complexos,
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3.7 UMA APLICAGRO X GEOMETRIA

Muitos textos didaticos de Geometria, do 1¢ e 29 graus,
apresentam demonstracdes incompletas, quando estas envolvem nume
ros irracionais. A falha ocorre quande o resultado e demonstrado
apenas para o casae racional, deixando o caso irracional 1inacaba

do. Isto acontece freqiientemente com o seguinte resultado:
Teorema 3.1. Se trés paralelas sdo cortadas  por duas

y 3 oy r r
transversais, com ponto de intersecgao A, B, ¢, A", B', €7 c0

mo na Fig. 182, entdo

onde, por exemplo, AB representa o comprimento do segmento de

terminado por A e B,

N\

Figura 12
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Este teorema pode ser usado para demonstrar ¢ tecrema
fundamental sobre semelhanga de triangulos: se os tras angulos
de um triangulo forem, respectivamente, iguais acs trés angulos
de outro tridngulo, entdo os lados correspondentes serdo propor

ctonais {Fig. 13). Este resultado, por sua vez, & muitas vezes

Figura 13

usado para demonstrar ¢ Teorema de Pitagoras e, assim, Trigonome
tria e Geometria Analitica sdo construTdas com base nestes teore
mas .

Vamos, agora, provar o Teorema 3.1 para 0 casc em que
AB/BC & irracional. Vamos aceitar a validade do Teorema 3.1 no
caso de A4AB/BC ser racional, pois esta parte do teorema e, em
geral, demonstrada nos livros de Geometria Elementar. Antes de
demonstrarmos o Teorema 3.1 para AB/BC irracional, sera Util

estabelecer o seguinte resultado preliminar:

Teorema 3.2. 52 m ¢ n forem inteiros positivos tats
que
entao
:< A'B"*

B |
w
©
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Demonstragdo. Comegaremos com uma construgdo. Vames dj
vidir o segmento BC em »n partes iguais, cada parte de compri
mento 4, de modo que B¢ = no. Margquemos, a seguir, mais m
destes pedagos de cemprimento o ao longo do segmento B4, termi

nando no ponto .

[ )
/ RN
7 L,
a7 B
—1 5
i A}
F A}
7 <
zI A}
7 %
7 S
/ 5,
/f ~
C RC'
Figura 14
Provaremos, inicialmente, que D esta entre B e 4, como na

Fig. 14. Como BC = ne e DB = ma, podemos escrever

B8 _ ma . m.
. BC A nt
por hipaotese
m AB
n © BC
B, assim,
DB _ AB
B¢ BCT
Esta Gltima desigualdade implica DB < 4B, pois ambas as fra

¢Oes tém o mesmo deneminador B¢. Assim, sendo DB mais curto do

que  AB, segue-se que U estda no interior do segmento AB.
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Em seguida, tracemos retas paralelas a A4' por todos
os pontos de divisie, sendo »' o0 pontc correspondente de o,
no lado direito, come na Fig. 14. Usanao ¢ Teoremea 3.1 no caso
racional (que estamos supondo valido), B'C’ ficara dividido em
n partes iguais e D'E', em m partes iguais do mesmo compri

mento, de modo que

="
Bt n’
No entanto, na Fig. 14, observames que D'B' < A'B! e por isso
concluimos que
D'BY < A'B' m A'B?
B7CT CFCT o BT

- - Fot
Corolario do Tecrema 3.2. Se E > %%, entdo E > A8

Este corolario e anaiogo ac Teorema 3.2 e, portanto, sua

demonstragdo tambem & an3lega.

Demonstramos, assim, o Teorema 3.2 ¢ um corolario;  va
mos agora usa-les para demonstrar o Teorema 3.1, no caso irracio
nal. Seja B um numerc irracional representando a razao AB/BC.

Usaremos a representag¢do decimal de g, como na Secgdo 3.2.

Para ilustrar a passagem seguinte, fagamos B assumir

o valor 7 = 3,14159..., por exemplo. Podemos, entao, escrever

< B <1

2

—1w
ola s
S
™
S
|tz —| P

(1)

o
o —
O =
M
™
My
[¥4]
—
(3]

o067 - -» ete

| —
o}
| Y
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As fracoes, a4 esquerda, s&o obtidas, tomando os numeros 3; 3,1;
3,14; 3,141; da representagio decimal de 7. As fragdes do lado
direito sao obtidas, aumentando estes mesmos numeros de 13 0,1;

0,01; 0,007; etc.

A cadeia de desigualdades (1) & infinita; escrevemos so
mente as primeiras quatro. Estas desigualdades caracterizam 0 va
Tor particular do 8 em questao, isto e, caracterizam =. Ou se
ja, se um nlmero B satisfizer todas as desigualdades {1}, entdo

este numero & igqual a .

As desigualdades (1) foram escritas em conexao com um
exemplo ilustrative, onde B tinha o valor 7. Abandonaremos
agora este exemplo, mas ressaltamos que, qualquer que seja o va
lor irracional que B possa ter, sua representagao decimal forne
cerd uma cadeia de desigualdades

a] 1+a

—1—<B‘(

.:2
15 ° < g
(2)

a l+a
3 3
o0 < P°

a4 1+a
To00 < P < Toope - ete-

que caracterizara B de modo Unico e, em cada desigualdade, B es
tara entre dois nimeros racionais. Ds simbolos @ sdpsdgs s re

presentam inteiros.
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Kossa intengao e fazer B! representar a razao
A'B!/B'C' e demenstrar que B' tambem satisfaz as desigualda
des {2}, tal qual B. Mas, estas desigualdades caracterizam o
numerc B e, portanto, f£' ficara identificado com B, de modo
que

’
B =% =577 = 8-

So falta, entdo, demonstrar que R' satisfaz as desigualaades
{2}. Para 1sto usaremos o Teorema 3.2, Inicialmente, escolhamos
qualquer um dos numeros a]II, a2/10, a3f]00, etc., digamos,
a3/100 ¢ interpretemos este como sendo o nimero racional m/n do

Teorema 3.2. Entdo, a hipotese do Teorema 3.2,

m o AR
o] BC
;€ transforma em
a
3
o0 < B

e isto & valido por causa das desigualdades (2). Logo. o Teorema

3.2 nos diz que

m A'B’
w < BTCT
isto e,
a
3 1
T
Vemos. assim. que B' satisfaz
a oI [#3 a
1 . 2 ) 3 ' 4 .
T <P 15 f qoo B’ Topo < 8- ete
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Fazendo um uso analogo do corolaric do Teorema 3.2, ob

témns as desigualdades

1 ‘I 1 1 1
Bl B g B <o BOC Togor et

1+a 1+a2 1+a3 1+a

Portanto, #' satisfaz as desigquaidades {2} tal qual 8; 1logn,

B = B’. o0 que completa a demonstragdo do Teorema 3.1.

3.8 UM RESUMO

Neste capitulo mostramos que todo numero real pode ser
posto em correspondencia com exatamente um ponto da “"reta real".
Vimos tambem que todo numero real tem exatamente uma representa
gdo decimal infinita (desde que excluamos uyma sucessao infinita
de zeros, isto e, representacdes decimais finitas). Esta repre
sentagao decimal infinita foi usada na Secgao 3.7 para demons
trar um teorema chave da Geometria Elementar. Alem disso, demens
tramos a irracionalidade de certos numeros como 2, /3, V2 +/3,
etc. Nossgs metodos, no entanto, foram bastante particulares e
nao descrevemos nenhum procedimento muito geral para determinar

se um dado niGmerc @ racional.

No proximo capTtulo estudaremos numeros irracionais de
uma maneira muyito mais sistematica. Vamos achar um processo pelo
qual uma grande classe de numeros pode ser classificada como uma

classe de nmumeros irracionais.

CAPITULO 4

NUMEROS IRRACIONAIS

No decorrer deste capitulo e do proximo vamos aprender
que 0s numeros reais podem ser classificados nao apenas em racig
nais e irracionais, mas tambem em duas outras categorias. Uma ca
tegoria contem os assim chamados nimercs algébricos, isto &, nl
meros que sdo solucdes de equagdes algeébricas com coeficientes
inteiros, e uma outra contém todos os demais numeros, sendo es
tes chamados nimercs transcendentes. A distincdo se tornara mais
significativa no decorrer da exposigao. Porem mencionaremos
imediatamente que alguns numercos algebricos sdo racionais e ou
tros irracionais, mas todos os niumeros transcendentes sao irra
cionais.

A finalidade alobal deste capitulo & chegar a um método
sistematico que permita determinar se um dado numero algébrico
& ou nao racional. (Ndo vamos, realmente, tratar a classe dos
nimeros algebricos em toda sua generalidade, mas vamos aplicar
nosso método a muitos exemplos.) Antes de obter este método, es

tudaremos algumas propriedades simples dos numeros irracionais.

4.1 PROPRIEDADES DE FECHAMENTQ

Em contraste com 0s numeros racionais, que sdo fechados
em relagao a adigdo, subtratao, multiplicacdo e divisdo (exceto

79
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por zero), os numeros irracionais ndo possuem nenhuma destas pro
priedades. Antes de mostrar este fato, vamos demonstrar um teore
ma gque nos permitira produzir uma infinidade de numeros irracio-

nais a partir de um numero irracional dado.

Teoremwa 4.1. Seja o um nimero irracional qualquer e r
um numere racional diferente de zere. Entdo, a adipdo, subtragdo,
multiplicagdo e divisao de r e o reeultardo em numeroa  irra

. . - -1 ~ . . .
etonate. Tembem -u e a a0 irracionate.

Demonstragao. Estes resultados podem ser facilmente ob
tidos atraves de demonstragoes indiretas., Suponhamos, para come
cur, que =-a fosse racional, digamoes, -a = »', onde r' & um
pressuposto numero racional. Entdo teriamos o = -»', onde -r'
tambem & um numersc racional. Isto & uma contradigdo, porque o &
irracional.

. -1
0 teorema afirma que -o, a , a+r, a-r, r-a, rao, a/r

e r/a sdo irracionais. Ja vimos o caso do -a. Para provar a
irracionalidade de u-]. observamos tratar-se de um caso espe
cial de »r/a com r = 1. Portanto, nao ha necessidade de tra

tar este caso separadamente.

Vamos provar os seis casos restantes de uma so vez, por
atacado. Se uma ou mais destas expressdes fossem racionais, en

tdo teramos uma ou mais das seguintes equagdes:

o r
+r = - = »r Pp- - = -_— = =
a I‘.l, oa-r 9 a 1'3, rg 1'4; 1'5, l"6,
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onde r,, Ty, T3, Ty, rg, rg representam nimeros racionais. Re

solvendo estas equag¢des em o, obteriamos

r

4
= - o = + = - = — = = 2
a 2"1 s I‘Z ry a2 1’1“3, a T a 1‘1‘5. o _;.6_

0s segundos membros destas equag¢des sao numeros racio
nats por causa das propriedades de fechamento dos nlmeros racio
nais. Mas nenhuma destas igualdades @ verdadeira, pois o & irra
cional. Portanto, & impossivel que qualquer um dos nimeros a+r,
a-r, etc. seja racional, completando assim a demonstracao do teo
rema,

Usando © Teorema 4.1 podemos construir uma grande clas
se de numeros irracionais a partir de um sd destes nimeros, por
exemple, a partir de /Z. Aplicando cada uma das afirmagdes do

teorema, podemos dizer, por exemplo, que

]

-VE, L, vmes, 3.0, cavE, 2, A4

V3 LA }
sd0 todos irracionais. Como uma infinidade de numeros racionais
pode ser usada em cada afirmagdo do teorema, fica claro que pode

mos praduzir assim uma infinidade de nimeros irracionais.

Alem do mais, qualquer um dos nimeros assim construi
dos, como por exemplo ¥Z + 5, pode agora ser usado como um no

Vo numero irracional o no teorema. E assim, uma nova infinidade

de numeros irracionais,
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1 + 5
-v2-5, s V2+8, 5v2 + 25, ——, etc.
' V245 {

poderﬁ ser gerada a partir deste numero.,

Sera que os numeros irracionais sao fechados em relagac
a adigdo? Ndo, nac sdo. Para demonstrar este fato basta  exihip
mos dois numeros irracionais cuja soma seja racional. No cap?tg
1o anterior vimos que Y2 e irracional e, portantoe, pelo Teore
ma 4.1, -¥Z & irracional. Mas a soma de ¥Z?Z com -/Z & O.
que e racional; o mesmo acontece com a soma de 3+/2 e 5-VZ,
por exemplo. De um mode mais geral, a soma de prda com ry-a

{onde ro® ory sdo racionais e a irracional), & racional.

Dizer que 0s numeros irracionais nao $d0 fechados en
relacdo a adicde ndo significa que se somarmos dois numeros  ir

racionais owatsquer a Soma Sera racional. Significa apenas que

existe pelo menos um caso onde a soma ¢ racional. 0 resultado
obtido, quando dois numeros irracionais sao somados. pode ser
raciona) ou irracional, dependendo dos dois numeros iniciais.

Enquanto a soma de 2 com -2 & um numero racional, a soma
de vZ com V3 & um numero irracional, como foi visto no capl

tulo anterior.

Sera gue os numeros irracionais sao fechados em relagao
a subtragdo? Nao, pois, por exemplo. se subtrairmos Y2 de si
mesmo, obteremos o numero raciomal 0.

Analogamente, os numeros irracionais ndo sio fechados

em relagao a multiplicacdo ou divisdo. Estes resultados sao tio
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semelhantes acs anteriores gue deixaremes suas demonstragdes pa

ra o Jeitor, na lista de problemas a seguir.

Problemas - Lista 11

{Em alguns dos problemas sera Util usar alguns dos resultados
do capitulo anterior, a saber, que V7, V3, /6 e /7 + /3 sido

irracionais).
1. Exiba dois niumeros irracionais cuja diferenca seja irracional.

2. Exiba dois numeros irracionais cujo produto seja racional e
demonstre assim que os numeros irracionais nae sao fechados

em relagiao a multiplicacéo.
3. Exiba dois numeros irracionais cujo produto seja irracional.

4. Exiba dois numeros irracionais cujo quociente seja racional
e demonstre assim gque os numeros irracionais nao sdo fechados

em relagdo 2 divisdo.
5. Exiba dois numeros irracionais cujo quociente seja racional.

*6. Demonstre que v3(vb - 3) & frracionatl.

7. Seja o um numero irracional positivo. Demonstre que /o & ir
racional.
8. Dado que o e B sdo irracionais, mas o+8 e racional, de

monstre que a-B e o+2B €30 irracionais.
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4.2 EQUACOES POLINOMIAIS

Demonstramos no capTtulo anterior que v2, ¥3 e v& séo
irracionais. Como & de se esperar {e talvez o leitor ja o saiba),
nimeros como /7, ¥5 e AT também sdo irracionais. Gostaria
mos, agora, de estabelecer a irracionalidade de todos estes nume
ros por um processo abrangente, ao inveés de estudar cada numero
separadamente. Para isto vamos transferir a &nfase dos numeros
em si para equa¢bes algeébricas simples que tenham estes numeros
como raizes. Por exemplo, V2 @ uma raiz da equagao 22-2=0 ou,
enm outras palavras, 2 & uma solucgdo de 22-2 =0, ou ainda,
vZ satisfaz a equagao 2.2 = 0. Analogamente, 05 Outros nume

ros acima mencionados satisfazem equacdes como as Seguintes:

sfg, xs— 5
BT, «° -91 = 0.

n
L]
-

Vamos provar que estas equagdes e, mais geralmente, to
das as equagdes satisfazendo certas condigGes, ndo possuem rai
zes racionais. Para comecar, precisaremos definir alguns termos

usados para descrever equagdes.

Por um polindmio de 29 grau em ax entendemos uma ex

pressao da forma azz + bx + 2, onde a, » e ¢ 530 chamados
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coeficientes. Um polindmio de grau 3 & da forma am3+hx2+em+d_
Para evitar a introducao de novas Tetras a medida que aumentar

mas o grau, convem escrever
3 2z
c3:,r: + czx + cl;c + 00.

Um polinomio de grau » (onde » & um inteiro positivo) tem a for

n n-
ma cxr + e r]

n n-17 +...+clm+

egs com ¢ diferente de  ze

ro. Uma equagde polinomial e uma igualdade da forma

{1} cnxn+c 1:r:m_]+...+c-|.1:+c30=l'}r;

egs €15 Cpseeesl, sdo chamados coeficientes.

Exemplo. Identifique os valores de =, e, etc. quando
a equagao

3x6+2x5-x4+10x3+4m—7=0

for interpretada como tendo a forma (1) acima.

Solugcdo. Comparando, diretamente, vemos que

Ohserve gue a exigencia de serem fnteiros os coeficien
tes da eq. (1) ndo & mais restritiva do que a exigencia de sg

rem estes coeficientes racipnais; pois se eles forem racionais.
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entdo cq = ag/by, oy = ay/by, ey = ap/bys..., onde os a's e
os b's sd3o inteiros. Todas estas fracgdes podem ser escritas
com um denominador comum, por exemplo, o produto b0b1b2 e bn,
pelo qual podemos multiplicar ambos os membres da equagdo e ob
ter, assim, uma nova, com coeficjentes inteiros e cujas raizes

sao as mesmas da equagao original.

Recordemos que uma raiz de uma equacdoc eMx & um numery,
que, substituido no lugar de =, satisfaz a equagdo. Por exem

plo, j& observamos que 7 & uma raiz de xz -7 =0.

3.2

Exemplo. O numere 2/5 & raiz de 10z+6x%42-2 = 07

Solugdo. Substituinde 2/% no lugar de x, obtemos
3 2
2 2 2 _ 5 .
10[§]+5[§] +5-2:=0,

e esta e uma sentenga correta da aritmetica. Portanto, 2/5 & uma

raiz da equagao.

Estamos prontos, agora, para retornar aoc ponto princi
pal. Repetimos que o metodo que vamos desenvolver para decidir
se um dado numero & ou ndo racional pode ser aplicado se, e S0
mente se, consequirmos escrever uma equagao polinomial que tenha
por raiz o numere em consideracao. 0 metode pode ser usado nao
apenas para 0s nimeros cuja irracionalidade ficou provada no «ca

pituloe anterior, mas tambem para gualquer numero gue possa ser
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escrito como uma combinagdo finita dos simbolos +, -, x, + e ra

dicais "Yp de nimeros racionais. Por exemplo,

//JE + /3 V%7 -V
156/5-5—

g2 um caso complicado do tipo de numero que estamos descrevende.

Nio vamos provar, neste livro, que todos estes numeros
sdao raizes de equagdes polinomiais com coeficientes inteiros,
mas vamos escrever equagdes polinomiais satisfeitas por myitos

deles.

Problemas - Lista 12

1. Indique os valores de n, e s etc., quando as seguintes equa

¢oes sao interpretadas como sendo da forma da eg. (1) acima:

3 2

(a) 15z 23z + 9z - 1 = D;

(b) 323 + 22% - 3z - 2 = 0;
2

(¢)  22° + 72° - 3z - 18 = 0;
(d}y  2x% - 2% - 32+ 5 = 0;
(e}  3x° - 5z° + 622 - 12z + 8 = 03
(f) - 322 -5z + 9 = 0.

2. Em relagdo 3s equacdes do exercicio anterior:

m

{a) o numero 1/3 uma raiz de {a)?

(b} o numero -2/3 & uma raiz de (b)?
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(c} o numero 3/2 @& uma raiz de (¢)?

{d) o nimero 2 uma raiz de {d)?

o1

{e} o numero -2 uma raiz de {e)?

(f) o numero 1/2 uma raiz de (f)?

3. Prove que V7 & uma raiz de

4. Prove que se um numero for raiz de uma equagao polinomial do

tipo

com coeficientes racionais aafba, etc., entao este niimero
serd raiz de uma equacao polinomial com coeficientes intei

ros.

5. Generalize o resultado do problema anterior, do caso de equa

¢oes de grau 3, para eguagio de grau n.

4.3 RATZES RACIONAIS DE EQUAGCUES POLINOMIAIS

E nosso proposito deduzir agora uma regra simplies, sob
forma do Teorema 4.3, abaixo, que nos possibilite encontrar to
das as raVzes racionais de uma dada equagdo polinomial com coe
ficientes inteiros. Seremos assim capazes de separar as raizes
racionais das irracionais de uma equacao e, assim, estabelecer

a irracicnalidade de uma ampla classe de numeros.

Inicialmente precisaremos de um resultade auxiliar.
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Teorema 4.2. Sejam u, v e w <inteiros tais que u ae
ja um divisor de vw e u e v ngo tenham fatores primos comuns.
Entao u e um divisor de w. De um modo mais geral, se u for
um divisor de v'w, onde n é um inteiro positive qualquer, e

u e v nao tiverem fatores primoe comuna, entdo u serd um di

visor de 1w,

Antes de apresentar uma demonstragao, ilustremos esta

proposigdao com alguns exemplas,

(1) Sejam uw =2, v =3 ¢ wvw =12. 0s nUmeros 2 e 3
niv tém fatores primes comuns. Tambem, 2 & um divisor de 12, de
modo que as hipdteses do Teorema 4.2 estao satisfeitas. A con
clusao de que 2 2 um divisor de w» = 12/v =4 & valida,

(2) Sejamu =4, v =5 e wvow = 500. Os nGmeros 4

e 5 ndao tem fatores primos comuns e 4 & um divisor de 500. A afir
magdo mais geral de que 4 & um divisor de w = 500/125 = 4 tam

bem & valida.

Demonstragdo. 0 ingrediente principal desta demonstra
$¢d0 e o Tearema Fundamental da Aritmetica, demonstrado no Apendi
ce B na parte final deste livro. Ele nos assegura que existe
apenas uma maneira de decompor wu, v e w em fatores primos. Co
mo x e um divisor de vw, todos os fatores primos de u ocorre-
rac tambem em wvw; alem do mais, se algum primo p ocorrer em

u, efevado a um expoente a, ele também ocorrerda em vw COM, ao
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menes, © mesmg expoente, isto &, ocorrera em wvw cOm um expoente
g, onde B 2 a. Como w e v ndo tem fatores primos comuns, sg
gﬁe-se que todos os fatores primes de u« ocorrerdoc na fatoragdo
de w, com, ao menos, o mesmo expoente. Portanto u & um  divi

sor de .

Podemos usar o mesmo argumento para a ultima afirmagdo
do teorema. A hipdtese de = e v ndo possuirem fatores primos
COMURS nOS assegura que = e v ndo pessuem fatores primos co
muns. Novamente segue-se que ' naoc contribui em nada ao fato
de u ser um divisor de »"» e, portanto, u terd que ser um di

visor de w.

Temos agora informagdo suficiente para enunciar e pra

var a seguinte proposicdo:

Teorema 4.3. Congideremos uma equagdo poilinomial  qual

quer com coeficientes tnteires:

(1) e 2+ e 1:\:”'1 + cn_zxn-z + ... 4+ czmz +t oz ooy = 0.

S¢ esta equagdo tiver uma raiz racional a/b, onde a/b & uma
fragde irvedutivel, entde a eerd um diviser de eg © b um

divisor de -

Novamente, ilustraremos esta afirmagdo atraveés de um
exemplo, antes de apresentarmos a demonstragdo. Consideremos a

equagao
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3

2z% - sz

+10x - 3 =0,

0 teorema afirma que se a/fF for uma raiz racional, a/b irre
dutivel, entio a serd um divisor de -3 e b seria um divisor
de 2. Portanto, os pessiveis valores de a $d0 +1, -1, +3 e
-3 e os de » sdo +1, -1, +2 e -2, Combinando estas possibi
lidades, vemos que o seguinte conjuntoe contem todas as possi

veis raizes racionais:

+1
T’f‘, j, o ] 1’ —311 rz" "_“2’9

Esta lista contém apenas 8 numeros distintos, a saber, 1, -1,
1/2, -1/2, 3, -3, 3/2 e -3/2. UDestes, somente os nimeros 1, 1/2
e 3 sdo realmente raizes da equagdo, como o leitor poderi veri

ficar por substituigao direta.

Demonstragao. Seja a/b uma raiz da equacgdoe (1}. Is
to significa que vale a igualdade abaixo, onde «/F foi coloca

do no Tugar de x:

(2) eﬂ[ % Jn + en_][ % ]ﬂ-] +..NF02[ % }2 +c][ % ] +0q = 0.

Comecaremos dando uma demonstragdo para o caso especial de n=3,
por ser mais facil para o leitor acompanhar. Em seguida faremos

uma demonstracgao analoga para ¢ caso geral.
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j No caso = = 3, a eg. {2} fica sendo
a 3 4 2 a

"3[3] +02[b') *"1[5]*@0“}'
Multiplicando por b3, obtemos
(3) c3a3 + czazb + clabz + c0b3 = 0.
Inicialmente escrevemos eq. (3} na forma

3 2 2 3

cqa e a b - c‘ab - cob N

ou
3

c3a = b(-czaz - c-lab - cobz).
Isto mostra que » € um divisor de c3a3. Podemos, a esta altu
ra, aplicar o Teorema 4.2 com p, a e e3> respectivamente, no
lugar de u, v & w. A hipotese do Teorema 4.2, de que u e v
ndo tem fatores primos comuns, estd satisfeita, pois a fracgao
alb & irredutivel, de mode que a e » ndo tem fatores primos
comuns. 0 Teorema 4.2 nos diz entdo que b & um divisor de cy.
Esta & uma parte da conclusde do Teorema 4.3, porque sendo = = 3,

cn g eg-

Em seguida, escrevemes a eq. {3) na forma

eob3 = -clabz - czazb - 03013.
ou

cob3 = a(-c]bz = epab - caaz).
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Isto mostra que a & um divisor de coba. Usande um  argumento
praticamente identico ao anterior, isto e, aplicande novamente
o Teorema 4.2, podemos concluir que a & um divisor de h e

jsto completa a demonstracao para o case n = 3,

Para demonstrar o teorema para um n qualquer, retorne

mos a eq. (2) e multipliquemos ambos os membros por »", obten-

do
(4) enan + cn_lanhlb ...k czaan-2 + c.labn-‘l + c(‘.‘bﬂ = 0.
(4) pode ser reescrita como
e d? = —cn_}anqb - e - c-zazbﬂ_2 - e]abn-1 - cobn,
ou
cnan= ib(-cm_.la"I - czqszbn_3 - c]abﬂ_z - cobn-1}.

Isto mostra que b e um divisor de cna”. Aplicando o Teorema
4.2, com b, a e e, respectivamente, no lugar de u,v ew, con

cluimes que b & um divisor de ¢ .

Reescrevemos, em sequida, a eq. (4} como

-1 Z

no_ n 7= n-1
epb” = a{-cna - . - czab - c1b .

Isto mostra que a & um divisor de cobn. Novamente, aplicando
o Teorema 4.2, com a, b e 2qs respectivamente, no lugar de
©u, v e w, concluimos que a & um divisor de eq- Isto comple

ta a demonstracio do Teorema 4.3.
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Poderiamos ter evitado o argumento do filtimo pardgrafao,

+

observando que existe uma simetria na eq. (4) e que o papel de b

em relagdo 3 c_, nesta equacdo, & igual ao de a em relagao

a cqg-
Examinemos a situagdo que ocorre quando e, = 1.
Corolario 1. Consideremos uma equagac da forma
n n-1 n-2 2 -
4o = + e, 0% t o ter oozt ooy Q,

com eoeficientes inteiros. Se egta equagdo peossuir uma raitz raq
ecional, ela serd um inteire; além do mais, esta raiz inteira ae

ra um divisor de ege

Demonstragdo. Consideremos uma raiz racional a/b. Pode
mos supor que b seja um inteiro positive, porque se b fosse
negativo poderfamos absorver o sinal menos em . De acorde com
o Teorema 4.3, #» terda que ser um divisor de e, isto e, b te
ri que ser um divisor de T. Mas, +1 e -1 sdo¢ os Unicos divi
sores de 1, logo, devemos ter b = +1, pois excluimos valores
negativos para b. Conseqilentemente, qualquer raiz racional se
ra da forma a/1 e portanto serd um inteire a. Ainda pelo Teo
rema 4.3, sabemos que a sera um divisor de ep e isto completa

a demonstragdo do corolario.

Exemplo. Demonstre gque /7 @& irracional.
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Solugdo. /7 © uma raiz de z° - 7 = 0. Aqui, de acor
de com nossa notagdo, o, =1 e o5 = -7.

Existem agora dois caminhos. Um deles @ usar o Corold
rio 1 e dizer: se 2 - 7 =0 tiver uma raiz racional a/b, en
tio esta raiz tera que ser um inteiro. Podemos mostrar que 7
nao & um inteiro, portanto ndo serd uma rajz racional de x2-7=0,
Assim, 7 devera ser uma raiz irracional. Obviamente 7 nido
@ um inteiro, pois esta entre dois inteiros consecutivos 2 e 3:

isto, por sua vez, decorre das desigualdades

4 <7 <9,
I < VT < /9,
2 < /7 < 3,

Um outre caminho faz uso do Corolaric 1 na sua forma
completa, dizende que qualquer raiz racional de mz -7 =90 & um
inteiro, divisor exato de -7. Os lnicos divisores de -7 sao
1, -1, 7 e -7. Mas nenhum destes & uma raiz, como pode ser veri

ficado diretamente; as igualdades

2

127 =0, (-1)%-7:=0, 72.7-0 ¢ (-N%-7:=0

s30 todas falsas. Portanto #2-7 = 0 nio tem raiz inteira, 1o

go nao tem raiz racional, de modo que ¥7 @ um nimero irracio

nal,

Exemplo. Demanstre que Y% @ irracional.
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Solucdo. Y5 & uma raiz de 33 -5 =10, De acordo com
o Corolario 1, se esta equacdo tivesse uma raiz racional, ela
seria um inteiro, divisor de 5. Os divisores de 5 sao +1, -1,

+% e -5. Mas nenhum destes e uma raiz, pois a5 igualdades

135 =0, (1335 -0, 5%5=0 e (-5)3-5:0

sao todas falsas. Portanto x3 - 58 =0 ndo tem raTzes racionais

e dai ¥5 € irracional.

Estes dois exemplos sdo casos especiais do seguinte re

sultado, mais geral:

Corolario 2. Um nimero da forma Vg, onde a en 8as
inteiros positivos, ou & irractonal ou & um inteiro; no segundo

case, a € uma n-éaima poiéncia de wum inteiro.

Demonstragao. 0 resultado decorre do Cerolario 1, por
- . . n - .
que g e uma raiz de x -a = 0, e se esta equagdo tiver uma
raiz racional, ela terda que ser um inteiro. Além do mais, se

M
Y2 for um inteiro, digamos X, entio a = k"

Probtemas - Lista 13

1. Demonstre que 2, /3, /13 e %81 sdo irracionais.
2. Demonstre que {4/13 - 3)/6 @& irracional.

3. Demonstre que /15 @& irracional.
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4. Demonstre que 4/(16 - 3/15) @& irracional.

5. Demonstre que ¥B @ irracional.

6. Demonstre que (1/3)(2 36 + 7) & irracional.

7. Demonstre que o Teorema 4.3 se transforma numa Droposigao fal
sa se omitirmos as palavras "oende a/b e uma fracao irredu-

tivel".

4.4 EXEMPLOS ADICIONAILS

No CapTtulo 3 demonstramos que /2 + /3 & irracional,
usando um método aplicdvel a uma classe bastante ampla de nume
ros. No entanto, uma classe ainda mais ampTa pode ser tratada

com ajuda do Corolario 1.

Examinemos, novamente, /2 + /3. Se escrevermos
x = /2 + /3, teremos
x - V2 = V3,

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos
22 - 22/ + 2 = 3,

e rearranjando os termos, temos

xz -1 = 2xV2.

Elevando novamente ac quadrado, obtemos

2 - 22241 = g2l



28 NUMEROS IRRACIONAIS

ou

(5). - 1022 41 -0,

A maneira coma a eq. [5) foi construida mostra que 2 + V3 e
uma de suas raizes. Apliquemos, a seguir, o Corelario 1, para

mostrar gue a eq. (5) ndo possui raizes racionais e poderemos,

entaa, concluir que 2 + /3 @ irracional.

A apticagdo do Corolario 1 2 eq. (5) nos diz que se es
ta equagao tivesse raizes racionais, estas deveriam ser intei
ros, divisores de 1. Mas os lUnicos divisores de 1 sde +] e -1,
nenhum dos quais 2 uma raiz de 2 - 1022 + 1 = 0. Concluimos as
sim que a eq. (5) ndoc possui raizes racionais e que V2 +/3 & ir

racional.

Uma outra maneira de se chegar @ mesma conclusdao & a
seguinte: ac inveés de testar se +1 e -1 s3o ralzes da eq. {5},
podemos argumentar que mesmo se +1 ou -1 ou ambos, fossem rai
zes da eq. (5), pode-se observar que 2 + /3 & diferente de +1
e de -1; por exemplo, podemos argumentar que tante 2 como 3
sdo maiores do que 1, de modo que sua soma & grande demazis para
ser 1 ou -1. Portanta, +Z + /3 ndo esta entre as  possiveis
raizes racionais da eq. (5), independentemente do fato de 1 ou

-1 serem raizes. SeQue-se que vZ + v3 & irracional.

Exemplo. Demonstre que Y2 - /3 & irracional.

Solugdo. Escrevendo = = VZ - /3, vemos que
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w + V3 = YZ.
Elevande ambos os membros ao cubo, obtemos
3 2 _
z¥ + 3¥3x° ¢ 9x + 33 = 2.

fuando os termos sdo reagrupados,

2>+ 9z - 2 = -3/3(=% + 1).

Elevando ao quadrado, obtemos

6 4

z- + 18z -4x3

+ 81ax? - 36z + 4 = 27(=" + 222 + 1),
oi

28 - 92% - 423 + 2722 - 36z - 23 = 0.

Esta equacao foi construida de mode que Y2 - /T fosse
uma de suas raizes. Mas as unicas possiveis raizes racionais des
ta equagao sao inteiros, divisores de -23. Portanto as unicas
possiveis raVzes racionais sao +1, -1, +23 e -23, e estes nao

s3ao raizes, como se pode ver atraves de uma substituicdo direta:

19 o9t ey 23?2 - 38(1) - 23 =0 (Fatso!)
e (-18 Syt - a3+ 27(-1)2 - 36(-1) -23 =0 (Falso!)
23: (23)% - 9(23)? - a(23)? + 27(23)% - 36(23)-23 = 0

{({Falso, porque, por exemple, (23}56 grande demais
para ser anulade pelos outros termos')

-23: (-23)% - 9(-23)% - a(-23)% & 27(-23)% - 36(-23)-23 = 0 (Falso!)
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portanto nio existem raizes racionais e, dai ¥2 - /3 & irracio
nal.

Como no exemple anterior, nao € necessario testar se +1,
-1, +23 e -23 sdo raizes da equagao. Em seu lugar, podemos argu
mentar que YZ - v3 & diferente de qualquer uma destas possi
veis raizes racionais. Observemos que Y7 esti na vizinhanga
de 1,2 e 3, na vizinhangca de 1.,7. Consequentemente, Y2-v3
e aproximadamente 0,5 e, portanto, nac & igual a nenhum dos va
lores +1, -1, +23 ou -23. Segue-se que ¥Z2 - /3 & irracional,

por ser diferente de todas as possiveis raVzes racionais.

Problemas - Lista 14

1. Demonstre que ¥3 - v2 & irracional.
2. Demonstre que ¥3 + v/Z & irracional.

3. Demonstre que Y5 - /3 & irracional.

4.5 UM RESUMO

Heste capTtulo tratamos das chamadas “irracioralidades
algébricas”. Vimos que existe uma infinidade de numeros irracig
nais e estudamos meios de construir alguns deles a partir de um

numero irracional dado.
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Encontramos, tambem, o seguinte metodo para testar se

um dado nimero %k & irracional:

Inicialmente procuramos uma equagdc polinomial

+ + ...+ + =
e, x e, 1% eqx eq 0

satisfeita pelo valor « = k. ({Se nao conseguirmos encontrar

uma tal equagdo, ndo poderemos aplicar este metodo.)

Em sequida, aplicamos o Teorema 4.3, ou, se e, = 1, o
Carolario 1. Muitas vezes & evidente que a equagdo ndo possui
nenhuma raiz racional. Entdo, obviamente, %k 2 uma raiz irracio
nal. Outras vezes, de relance, vemos que o numero %k & diferente
de todas as possiveis raizes racfonais da equagdo e, assim, pode
mos cencluir ser k irraciomal, Ou entdo, por substituigdo di
reta, selecionamos, dentre todos os possiveis candidates, aque
les nimeres racionais que realmente sdag raizes da equagie. De

pois, para provar que ¢ numero k & irracional, basta mostrar

que ele e diferente de todas as raizes racionais.

No proxime capitulo vamos usar os metodos aqui desenvol
vidos para demonstrar que muitos numeros trigonometricos 530
irracionais e usaremos o Teorema Fundamental da Aritmética para
demonstrar que muitos nimeros logaritmicos s3o irracionais. Alem
do mais, veremos que existem numeros irracionais gue nio sdo rai

zes de equagoes algebricas.



CAPITULO 5

NUMEROS TRIGONOMETRICOS E LOGARITMICOS

Certamente o leitor estara familiarizado conm fungdes
trigonometricas come seng, cos 8, e sabe que estas fungdes as
sociam um numero real a cada angule 6. Provavelmente tamber
i3 tera encontrado a fungao logaritmica, 1log =,  que associa

um numero real a todo numerc real positive =x.

0s valores das fungoes trigonometricas sdo irracionais,

- *
exceto para alguns valores especiais do angulo & analogamer
te, para quase todos oS numeros reais positivos x, 05 valores

de Tlog x sdo irracionais.

5.1 VALORES IRRACIOWAIS DAS FUKGOES TRIGONIMETRICAS

Gsando os metodos de capitulo anterior e algumas identi
dades trigonometricas fundamentais, mostrarenocs Jue para nuyitos
anqulos & os valores correspondentes cas fungdes trigonometri

cas sdao irracionais.

* Numa tabua, os valores irracionais das fungdes trigonoretricas,
por terem representagdo decimal infinita, estdo truncados em
algum ponto. Em outras palavras, as tabuas trazem valores
aproximados destes nimeros irracionais.

102.
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Para este fim, recordemos, inicialmente, as seguintes

formulas trigonometricas:

(1) cos(4 + B)

cos A ¢os B - sen A sen 8,

{2} sen(4 + B} = sen 4 cos B + c0os 4 sen B.

Substituinde 4 e 5 por um Unico valor, digamos 8, obtemos

(3) cos26 = cos28 - sence,

(4) sen28 = 2sen B cosh,

Em seguida, substituinde 4 por 26 e B por &, em (1), obte

mos

c0s30 = c0s28 cosH - sen26 send.

Usando (3) e {4) e a bem conhecida identidade: cosze+sen29 =1,

obtemos
cos3n = (cosze - senze)cose-(ZSen B cosb)send,
= cos3s - 3sen28 cos8,
= cos¥s - 30 - coszﬁ)cose
ou
{5) cos38 = 4coss - 3cosh.

tonsideremos, agora, 0 numero ¢os 20°. Fazendo 6 = 20°
em (5), temos

3

cos 60° = 4 cos’20° - 3 cos 20°.

Se escrevermos x no lugar de coOS 20° e usarmos o fato de que



104 NOUMEROS TRIGONOMETRICOS E LOGARITMICOS

cos 60O = %, obtemos

%=4x3-3x
ou
(6) 82 - 6z - 1 = 0.

Pela construgac da eq. (6), sabemos que uma de suas raizes e
cos 20°. Aplicando 2 eg. (6) o Teorema 4.3, vemos que as unicas

possiveis raizes racionais desta equagao sao =1, s10.1 e sl

P 8
Mas, nenhum destes 0ito numeros & uma raiz da equagdo, como pode
ser verificado por substituig3o. Concluimos, assim, que a eq.
{6) nio tem ra¥zes racionais e portanto, cos 20° & um nlmero

irracional,

Pode-se chegar a esta conclusdo sem testar se =*1, i%.
:% e i% sao reaimente raizes da eq. {6). Basta mostrar qu

e
cos 20° & diferente de todos estes oitos valores. Isto pode ser
feito, procurando o valor de cos 20° numa t3bua de fungdes tri
ganometricas. {Estas tabuas d3c apenas um valor aproximado, e
claro.) Ou entdo, podemos observar gue cos 20° esta entre
cos 0° e cas 300, sendo 0 cosseno uma fungao decrescente para
estes ingulos. Vemos assim que cos 20° estd entre 1 e V3/2,
isto e, entre 1 e 0,8. Seque-se, entdo, que <cOS 20° nao pode
ser igual a nenhuma das possiveis raizes racionais da eq. (6) e,

portante, cos 20° & um nimero irracional.

Exemplo. Prove que sen 10° & irracional.
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Primeira Solugae. Uma maneira de resolver este proble

ma e comegar com a identidade trigonometrica para sen 38, dsto

[

{7} sends = 3send - 4sen38,

que pode ser obtida de (2), do mesmo modo que (§) foi obtido de

{1}, Substituinde B por 10° em {7} e Yembrando que sen 30°='|/2,

obtemos

% = 35en10° - 4sen310°.

Colocando = no lugar de sen 10%,  vem:

3

= 3 - 43, 8zd

> ~6z +1 = 0.
Assim como no caso da eq. (6}, ndo e dificil mostrar (usando o

3

Teorema 4.3) que a equagde 8x° - 6xr + 1 =0 nao possui radzes

racionais. Portanto, sen 10° & irracional.

Segunda Solugdo. A eq. (3) tem duas formas alternati

vas.

2 2

(8) ¢os28 = 2cos°8 - 1, c0s28 = 1-2sen”f,

podendo ambas serem obtidas de {1), usando a identidade fundamen
tal
2g

senze + CcOS§ =1,

e, na segunda alternativa em (8), substituirmos © por 10°, ob

temos



106

(99

NUMEROS TRIGONOMETRICOS E LOGARITMICOS

cos 20° 1 - 2 sen21D°.

- o
Suponhamos agora que sen 100 fosse racional. Entao sen210 e

1T -2 senzloo seriam, ambos, racionais. Mas, como ja fof demons

trado, cos 20° @ irracional. Temos entdao uma contradigao s

portanto, sen 10° & irracional.

Problemas - Lista 15

Ao resolver estes problemas, use (sempre que ajudar) qual
quer resultado anterior, quer do texte, quer dos problemas

em si,

Prove que os seguintes numeros sdo irracionais:

(a) cos 30° (b) sen 20° (¢} cos 10° {d} sen 50°.
Demonstre a identidade (7).

5 3

(a) Demonstre a jdentidade cos59 = 16cos 6-20cos™8+5c056.

(b) Prove que cos 12° & irracional.

Quais dos seguintes numeros sao racionais?

(a) sen 0° (d) sen 30° (g) sen 45°  (j) sen 60°
(b) cos 0° (e) cos 30° (h} cos 45° (k) cos 60°
{c) tg 0° (f} tg 30° (1) tg as° (1) tg 60°
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5.2 UM PROCESSO EM CADEIA

0s metodos usados na Secgdae 5.1 podem ser estendidos pa
ra demonstrar que, com algumas poucas e cbvias exce¢des, as fun
¢Ges trigonometricas de qualquer angulo igual a um nimerc inteiro
de graus, minutos e sequndos, sdo irracionais. Estamos falando
de ingulos como 14°41'713", Excegdes aparecem no caso dos anqu
los de 0%, 30%, 459, 60° e para Engulos obtides a partir destes
pela adicio ou subtragao de multiplos inteiros de 90°. Isto ndo
quer dizer que todas as fung¢des trigonometricas de 300. por exem
ple, sejam racionais, mas, pelo menos uma fungao trigonometrica

de 30° & racional.

Nao vames demonstrar estas afirmagGes na sya mafs ampla
generalidade, porque as equagdes que surgem para numeros como
cos 14°41'13" s3o demasiadamente complexas para serem analisadas
aqui. No entanto, existe um principio simples que nos permite avan

gar bastante, a saber:

Se @& for um angulo tal que cos28 @& irracional, entdo

cog 8, sen & e tg o também serde irracionafs.

Para demonstrar este principio, usaremos, inicialmente, a eq. (8).

Suponhamos que cos s fosse racional. Entdo cosze e &msz

2

o -1
tambem seriam racionais. Mas, 2cos‘s -1 @ cos28, quee fir

racional.

Analogamente, suponhamos sen 6 racional. Entdo senze

seria racional, bem como 1 - Zsenzs. Mas, esta ultima expressao

® novamente jgual a cos2e.



108 NUMEROS TRIGONOMETRICOS E LOGARITMICOS

Finalmente, suponhamos que tgps fosse racional. Entido
tg%g seria racional e poderiamos usar a bem conhecida identida

de trigonometrica:

1 + tgze = secza = ]2

cos 9

para ver que cosze seria racional. Mas, novamente, da eq. ({8)
concluiriamos gque ¢os29 € racional, obtende assim uma  contra

digdo. Portanto tgg¢ tem que ser irracional,

Com repetidas aplicagdes do principio que acabamos de

demonstrar, podemos provar que uma infinidade de numeros trigong
- - s . . 0 - .

metricos sac irracionais. Por exemplo, porque c¢os 20 e irra

cional, podemos concluir gue

cas 10° sen 10° tg 10°
cos §° sen 5° tg 59
cos 2°30" sen 2°30° tg 2930"
cos 1°15’ sen 1°15! tg 1915

cos 37'30" sen 3a7'30” tg 37'30"

sag irracionais.

Problemas - Lista 16

1. Demonstre que os seguintes numercs sds irraciomais:

{a} cos 159, sen 157, tg 18°,
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(b) cos 7°30°, sen 7°30', tg 7930",
{c) cos 22°30', sen 22%30°, tg 22%30',
*(d) cos 35°, sen 35°, tg 35°,
*(e) cos 25°, sen 25°, tg 25°.

2. Demonstre que 14%41'13% @ igual a um nimero racional mul

tiplicado por 90, isto &, demonstre que 14°41°13" & um mul

tiplo racional de 90.

3. (a) Prove: se cosg for raciomal, ent3do cos38 tambem se

rz racional.

{b} Isto & équiva1ente a provar: "se c¢os30 for dirracional,

entdo cos® sera irracional"?

4. Prove: se sen3® for irracional, entdo sen® serd irracio

nal.

5.3 VALORES IRRACIONAIS DOS LOGARITMOS DECIMAIS

Todos os logaritmos, neste livro, serac logaritmes na
base 10, de modo que ndo sera necessario especificar a base cada
vez. Recordemos que, dado um numerc real y, seu logaritmo na
base 10 e, por definig3o, um numers k, tal que 10% = ¥+ As

sim, para qualquer y > 0,

log y = %
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10% = 4

sio afirmagdes equivalentes. Todas as demonstragOes serap basea
das no Teorema Fundamental da Aritmética, demonstrado no Apendi
ce B, que trata da decomposigao unica de inteiros em fatores

primos.

Exemplo 1. Prove que log2 & irracional.

Solwgdao. Suponhamos, ao contrario, que log2 = a/b,
onde @ e » sao inteiros positives. E razoavel supor a e b

positivos, pois log2 @& positivo. Esta equagdo significa que

2 = 10472,

Elevando ambos os membros 3 poténcia b, obtemos

Esta @ uma igualdade de Inteiros pesitivos e portanto podemos
aplicar o Teorema Fundamental da Aritmeética. De fato, o0 Teorema
Fundamental garante gque esta fgualdade ndo pode ser verdadeira
porque, qualquer que seja o valor de D, Zb e um inteiro nao
divisivel por 5, enquanto que 29%5% &g divisTvel por 5, por ser

@ um inteiro positivo. Portantoc log 2 e irracional.

Exemplo 2. Prove que log 21 @& irracional.
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Solugao. Suponhamos, ao contrario, que existam inteiros
positivos @ e b, tais que

log 21 = ou 21 =10

a
b
Elevando ambos os membros a poténcia b, obtemos

21° = 10%,
. - b -
Mas esta igualdade nao pode ser verdadeira pois 21 so tem os
fatores primos 3 e 7 enquanto que 10a s0 tem os fatores pri

mos 2 e 5.

Exemple 3. Sejam ¢ e 4 dois inteires ndo-negativos

distintos. Demonstre que 10g(2°5%) & irracional.

Solucao. Usaremos, novamente, um argusento indireto.
Por causa das condigoes impostas sobre ¢ e 4, sabemos que
2°5¢ 3 maior do que 1, de modo que log(ZGSd) € positivo. Su
poenhamos que
Tog(2°5%) = £,
onde a e » sao inteiros positivos. Sabemos, entdo, que
2°54 = 10%/%,

Elevands ambos os membros a poténcia b, obtemos
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-. zbcsbd . ]Oa - zasa.

De acorde com o Tecrema Fundamental da Aritmetica, esta igualda
de se verifica somente se be =a e bd = a, 49s5to &, se ha=bd.

Mas, como ¢ e d sdo0 inteiros distintas, tambem be e b4 sao

distintos. Assim, ]ogtzcsd) E_irracional.

Problemas - Lista 17

1. Demonstre que log 3/2 & irracional.
2. Demonstre que log 15 & irracional.
3. Demonstre que Jog 5 + Jog 3 & irracional,

¥4, Demonstre que os inteiros 1, 2, 3,...,7000 podem ser dividi

0s em trés classes distintas e disjuntas:

Ciasse 4: os inteires 1, 10, 100, 1000;

Classe B: os inteiros da forma 2°59, com ¢ e 4 distintos:

Classe £: os inteiros divisiveis por um prime Tmpar p, com
p diferente de 5;

e que jogn @ racional se, e somente se, n estiver na Clag

se 4.

5.4 NUMEROS TRANSCENDENTES

Alem da classificagdo dos niimeros reais em racionais e

irracionais, existe uma outra separacdo: em algebricos e trans
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cendentes. Se um numero real satisfizer alguma equagdo da forma
+ o x + & xr +..+cxz+c;g+c=0,
%n® 1 n-2 . 2 1 0

com coeficientes inteiros, dizemos que ele @ um nimero  algébri
co. Se um numerc real n3o satisfizer nenhuma equagdo deste tipo,
dizemos que ele & um nimerc transcendente. (NUmeros compl exos
sip divididos em algebrices e transcendentes exatamente da mesma

maneira, mas vamos restringir nossa atengdo aos nimeros reais.)

B faci) ver que todo nimero racjonal & um nimero alge
brico. Por exemplo, 5/7 satisfaz a equagao 7z -5 =0 e esta
equagao e do tipo prescrito. De um modo geral, qualguer numero
racional a/b satisfaz a equagado bxr - a =0 e, portanto, €

um numero algebrico.

Uma vez que todo numero racional e algebrico, segue-se
que todo numero ndo algebrico & ndo racional (veja o item {12)em
"Doze Maneiras de Formular 'Se A, entao B8'", p. 40) ou, enun
ciado mais convencianalmente, todo nimero transcendente é irra

eiongl. Podemes ilustrar isto, esquematicamente, como na Fig. 15,

Racionais {Todos estes sdo numeros algebricos.)

Numeras Reads Algebrices, por ex. V2 e i

™~

Irracionais

T Transcendentes, p.ex. ZJE, logZz em
Racionais

Algebricos

T Irracionais

Nimeros Reais

Transcendentes {Todos estes sd0 numeros irracionais.)

Figura 15.
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Na figura, vZ2 e Y7  aparecem como exemplos de nimeros algebri

cos. Eles sdo algébricos por satisfazerem as equagdes algebricas

respectivamente. Por outro lado, os nilmeros log 2 e m aparecen
como exemplos de numeros transcendentes. (0 numere w, de valor
3,14159..., & a razdo entre o comprimento de qualquer circunfe
rencia e seu diametro.) N3o podemos provar, agui, que estes nu
meros sao transcendentes, porque uma tal demonstragdo envolve mé
todos muite mais profundos do que o0s que estamos usando. Desde
1882 sabe-se que ™ ¢ transcendente, mas & transcendéncia de 2‘/E
e de log 2 sdo resyltades bem mais recentes, conhecidos somen

vZ

te desde 1934, 0 numgro 2 foi usado como exemplo  especifi

ce, pele grande matematice David Hilbert, quande, em 1900 apre
sentou uma famosa lista de vinte e trés problemas que, a seu
ver, eram os mais destacados problemas matematicos ainda em aber
to. Especificamente, ¢ setimo problema de Hilbert consistia em

B

decidir se o° & algebrico ou transcendente, dado que o e & sdo

nimeros algebricos. (05 casos a« =10, a =1 e 8 racional fo

ram excluidos pois, nestes casos, e bastante simples provar que

o e algebrico.) Em 1934, A, Gelfond e, independentemente, Th.

Schneider, provaram gue aB € transcendente. A trapnscendencia de

ZJ? €, claramente, um caso especifico deste resultado geral.
Uma cutra conseqiiencia especTfica € a transcendencia de log 2,
pois se designarmos 1log 2 por B e 10 por o, entio, pela

definigdo de logaritmo decimal,
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10109 2 - 48 - 2,

Se B fosse algebrico e frracional, pelo Teorema de Gelfond-
-Schneider, 2 seria transcendente. Mas 2 ndo 8 transcendente,
portanto £ = log 2 e racional ou transcendente. Ja vimos  gue

log 2 n3o e racional. Portanto, e transcendente.

Generalizando, o Teorema de Gelfond-Schneider estabele
ce a2 transcendencia de log r, desde gque r seja racional e
log » irracional. Pelo que acabamos de provar na Secgdo £.3
(veja tambem o Problema 4 da Lista 17), isto nos diz gue log »
& transcendente desde que » seja um numerc racional positivo,

diferente de

3 1 ] 1 2

, 10°, 107, 102, 16°

4

s 10721074, 1073, 1072, 107 , 10%, 10%, ...

Devemes ndo esquecer que todos os logaritmos mencicnados neste

livro sdo logaritmos decimais, isto &, logaritmes na base 10.

Portanto, os numeros 1log n sao transcendentes 5&  »
for qualquer inteiro entre 1 e 1000, exceto »n =1, n = 10, n=100
e =n = 1000. Por outro lado, numeros trigonometricos como cos20°,
gue sao irracionais, como foi provado no inJcio deste capitulo,
s&0 numeros algébricos. O resultadc geral € o sequinte: seja r
um numere racional qualgquer e seja (30r}° o angulo obtido, mul

tiplicando 90° por ». Entio

sen{90r)®, cos(90r)° e tg(90r)°
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555 nimercs algébricos., (A Unica qualificagdo que deve ser acres
centada a esta setenga ocorre no caso de tg(90r)°, onde o niimero
racional r» podera assumir apenas valores para o$ quais esta fun
¢ac trigonométrica exista como ndmerc real., Por exemplo, r =1

nio & um valer admissivel, porque tg 90° ndc & um nimero real),

Dissemos, acima, que T & um nimero transcendente. Isto
imptica que 7 & um nimero irracional e, apesar de ser mais fia
cil provar que m & irracional do que provar que & transcenden

te, mesmo esta demonstracdo esta alem do escapo deste livro.

Problemas - Lista 18

Y. Demonstre que o5 seguintes niumeros s3ao algebricos:

(a) 73, (b} VB, (c) vZ +« v3, {(d) cos 20°, (e) sen 10°.

*2, Syponde que m seja um numero transcendente, demonstre gue 27

& um nimere transcendente.

5.5 TRES PROBLEMAS FAMOSOS DE CONSTRUCAD

A teoria dos numeros alg€bricos e transcendentes possibi
litou aos matematicos resolver trés problemas geométricos, bem c¢o
nhecidos, que provinham da antigiidade. Estes trés problemas, co
nhecidos sob o0s nomes de "duplicacao do cubo®, “triseccao de um

angulo" e "quadratura do ¢Trculo™, consistem em efetuar as seguin
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tes constru¢des, usando apenas regua e compasso™:

(1) "Duplicar o cubo" significa construir um cubo de vo
lume igual ao dobro do veiume de um cubo dado, Apesar de o cubo
ser uma figura da geometria do espago, o problema e, realmente,
de geometria plana, pois., se tomarmos como unidade de comprimento

a aresta do cubo dado (Fig. 16), 0o problema se reduz a constru

1 %2

Figura 16
gdo de ym segmento de comprimento SJE, perque este seria o compri

mento da aresta de um cubo cujo volume fosse o dobro do volume do

cube dado.

(2) "Trisectar um angulo" significa descobrir um pro
cesso, usando apenas regua e compasso, para dividir qualquer dngu
1o em trés partes iguais. Existem angulos especiais, como par
exemplo os de 457 e 9¢°, que podem ser trisectados com o uso ape
nas de réegua e compasso; mas, o assim chamado, angulo "geral" n3do

pode ser dividido em trés dngules iguais com os instrumentos per

mitidos.

*N.T. "régua", neste contexto, significa "regua sem escata.
Ver "Episodios da Histdria Antiga da Matematica", pg. 104
Colecac Fundamentos da Matematica Elementar - SBM
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. {3) "Quadratura do circule”™ significa construir um qua
drado cuja area seja igual 3 de um circule dado ou, de modo equi
valente, construir um circulo de &rea igual a de um quadrado da
do.

Sabe-se agora que tais construcbes sao impossiveis; is
te &, elas nao podem ser efetuadas pelos métodos de construcdo
da Geometria Euclidiana, usando apenas régua e compasso. Muitos
amadores continuam tentando encontrar solucdes para estes proble
mas, nao sabends que seus esfor¢os serdoc vaos, Apesar de estes
amadores estarem cientes de que nenhum matematico conseguiy efe
tuar estas construcoes, aparentemente eles nao sabem que a impos
sibilidade de tais construcdes ja foi demonstrada. O que muitos
dos matemdticos amadoeres conseguem, de tempo em tempo, & uma 50
fucdo apreoximada de um destes problemas, mas nunca uma selugao
exata. A distincao aqui & clara: o problema da duplicacio do ]
ba, por exemplo, consiste em descrever uma construcdo, com ins
trumentes de desenho teoricamente perfeites, de um segmento, naoc
de comprimentc quase igual a }?, mas sim, exatamente igual a
??. Nao sera solucac do problema, por exemplo, a construcao de
um segmento de cemprimento 10{8 - vB6Z), apesar de g¢s numeros
10(8 - /62) e ¥Z coincidirem até a sexta casa decimal,

Um mal-entendido especial ocorre no caso do problema da
triseccao de um angulo. £ possivel trisectar gqualguer angulo se
for permitido fazer marcas na régua. Deste modo, $0 podemos fa

lar da impossibilidade da triseccio de um angulo geral, entenden
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do gque 0S Processos de constru¢as permitem apenas o uso do cam
passo e de uma régua sem marcas.

Por causa da considerdvel confusdo que cerca estes tres
praoblemas cléssicos, daremos agora uma nhocao, & ¢grosso modo, de
como demonstrar a impossibilidade destas construcBes. Nao pode
remos dar demonstracoes completas porque os detalhes se tornam
bastante técnicos. Mesmo assim, esperamos tornar o assunto plau
sivel. Se algum leitor guiser se aprofundar, existe uma exposi
¢io completa da triseccdo do angulo e da duplicagdc do cubo no
livro de R. Courant e H. Robbins, "0 que & Matemdatica?* A  de-
monstracao da impossibilidade da quadratura de um circulo g mui
to mais dificil do que as outras duas demonstracoes.

Como & possivel demonstrar a impossibilidade destas cons
trucdes? 0 primeirc passo & obter alguma nogdo sobre que compri
mentos podem ser construidos com régua e compasso, a partir de
um comprimento unitirio dado. Afirmamos, sem demonstrar (quem
estiver familiarizado com construgdes geométricas perceberd que
a afirmacdc & razoavel) que, dentre os comprimentos que poder ser
construidos, estdo sucessdes de raizes quadradas aplicadas a ni

meros racionais, com¢ por exemplo,

(10) TR a2 N s 5 -3

*N.T. A ser lancado, brevemente em Portugues pela SBM em co-edi

¢ao com o CNPg e a fditora da Universidade de Brasilia.
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Estes numer

acima sio raizes, re

(1)

(12)

(13) 28 - 2050

{14) m]ﬁ - 8x14 +
- 184

Escolhamos

afirmacao acima., Co

x££
Elevando ao quadrado
2

4

Mudando um termo de

temos
x?
x4 - 1[19:2
<t - 1042

E, elevando novament

(13).

0 sdo todos algébricos. Os guatro numeros

spectivamente, das equacGes

4

+ 1322% - 3202% 4 94 = 0,

12 10

822 + 64210 - 98,8

6 4

« 200z & 22422 - 113 = 0.

uma delas, digamos (13), e verifiquemos a

mecamos com

= ¥bh - 3¥1 V2.
» obtemos

= §5 - 31 4+ V2,

membro e, novamente, elevando ao quadrado, ob

-5 = -3/ + V2,

+ 25 = 9 + 947,

+ 186 9/2.

e ac quadrado ambos os membros, chegamos a
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Nao apenas s&o os nimeros (10) raizes das equagdes (11)
a (14), mas nenhum desses numercs & raiz de alguma equacdo, com

coeficientes inteiros, de menor grau. Consideremos 0 numero

A1 + ¥Z, por exemplo. Ele satisfaz a eq. (12) de grau 4, mas
ndo satisfaz nenhuma equacdo de grau 3, 2 ou 1, com coeficientes
jntefros. (Nac vamos provar esta afirmacdo.) Sempre que um nu
mero algébrico for raiz de uma equacac de grau =, com coeficien
tes inteiros, mas nao for raiz de nenhuma equacdo de grau menor,
com coeficientes inteiros, dizemos tratar-se de um numero alge
brico de grau =n. Assim, 0$ numercs [10) saoc numeros algebricos
de graus 2, 4, 8. e 16, respectivamente., Isto sugere o seguinte
fato basico sobre comprimentos gue podem ser construidos pelos

metodos da Geometria Fuclidiana:

TEQOREMA SOBRE CONSTRUGDES GEOMETRICAS. Comegando com um
segmento de comprimento unitdario, qualquer comprimento que possa
gser construido com reégua e compassc & wm numerc algebrico de grau
1, ou 2, ou 4, ou 8, ..., tato €, um numeroc algebrico de grau

tgual g uma poténcia de 2.

Se o leitor aceitar a validade deste resultado, podere

mos mostrar porque as trés famosas construcées sdo impossiveis.*

* 0 leitor deverd lembrar (veja pg.40 (12)) que este teorema 1m

plica o sequinte: Nimeros algébricos de grau m, onde m nao €
uma potencia de 2, ndo s30 construtiveis com régua e compasso;
tambem niumercs transcendentes nio sao construtiveis com régua

B COmpasso.
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Comecemos com a duplicacao do cubo. Como vimos, ao enun
ciar o problema, trata-se de construir um segmento de comprimen
3

’ - . - 3 -
to ¥vZ a partir de um segmento unitdrio. Mas serd que 2 € um

comprimento construtivel? Ele satisfaz a equagdo
{15} 0 -2 =240

e isto sugere ser VZ um numero algebrico de grau 3. De fato
isto & assim e para a demonstracde basta verificar que ?? nao
satisfaz nenhuma equacao de grau 1 ou 2, com coeficientes intei-
ros. Apesar de a demonstrac¢do nao ser dificil, ela &8 um  pouco

artificiosa e vamos deixd-la para a proxima seccdo.

Sendo ?E um niumero algébrico de grau 3, pelo Teorema
Sobre Construcbes Geométricas, enunciado acima, ele ndo serd cons
trutivel, Dai concluimos ser impossivel duplicar o cubo.

Consideremos, a seguir, o problema da triseccao de um
angulo. Para mostrar que a triseccdo @ impossivel, basta mos
trar que um certe angulo especifico nao pode ser trisectado com
0 uso somente da régua e compasso. O angule especifico que va
mos considerar & o de 60°. Trisectar um angulo de 60° significa
construir um angulo de 200. 0 gue, por sua vez, consiste em cons
truir, a partir de um dado segmento unitario, um segmente de com
primento igual a cos 20%. Para ver isto, consideremos um trian-
gulo de base 1, cujos angulos da base sejam 600 e 900, como na
Fig. 17. Temos, assim, um tridngulo 4BC, com base 4B = 1, angu-

lo BAC = 60°, dngulo ABC = 90°, No lado BC escolhamos o  ponto
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o
‘-lﬂilsw
A T B
Figura 17
D tal que ¢ angulo BAD = 20°. Da trigonometria elementar, sa
bemos que
ap = 42 . A0 | sec 20°.
1 AB

Portanto, a trisec¢do de um angulo de 60° se resume na  constru
- . . o
¢do de um segmentc de comprimente igual a sec 207; o que, por
. . . 4]

sua vez, equivale a construir um segmento de comprimento cos 20
porque cos 20° ¢ sec 202 sio reciprocos um do outro e sabe-se bem
que se um segmento for construtivel, o segmento de comprimento
reciproco também o serd.

Entio a questdo passa a ser: Pode-se copstruir um  seg
mento de comprimento cos 20% a partir de um segmento dado de com

o - .
primente 1?7 Sabemos, da eq. (6), que cos 207 e raiz de uma equa
¢cao cubica, isto &, de uma equag3do de grau 3. Alem do que, afir
mamos (sem demonstrar, pois trata-se de um resultado mais profun
do) que cos 20° n3o satisfaz nerhuma equagdc de grau 1 ocu 2, com
0 3 - -

coeficientes inteires. Portanto, cos 20°, como ¥2, & um numerc
algeébrico de grau 3 e pelo Teorema Sobre Constructes Geometricas,

cos 20% nio @ construtivel. Assim, a triseccao de um angulo de
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6D°, com régua e compasso, & impossivel.

Finalmente, consideremos o problema da guadratura do
circulo. Dado um circulo qualquer, podemos considerar seu raio
como unidade de comprimento. Com essa unidade, a area do c?rcg
lo serda m wunidades de &rea. Um quadrado de mesmo tamanho te
ria lado de comprimente vu. Partanto o problema da quadratura
do circulo consiste em construir um segmento de comprimento VT
a partir de um comprimento unitadrio dado. Na teoria das constru
¢des geomeétricas € bem conhecido que se pode construivr um segmen
to de comprimento az a partir de segmentes de comprimentos 1 e
a. Portanto, se feosse pessivel construir um segmento de compri
mento 4w também seria possivel construir um segmento de compri
mento m.

Mas, na sec¢do anterior afirmamos que = & um  niumero
transcendente, isto &€, 1w nd3c & um numero algébrico. 0 Teore-
ma Sobre Construcdes Geometricas diz ser impossivel a construcdo
de um segmento de comprimento w. Peortanto, a construcaoc neces

saria para a "gquadratura do circulo” & impossivel.

Problemas - Lista 19

(Os problemas 2 e 3 se destinam a estudantes com conhe

cimento de construcdes geometricas,)

1. Demonstre que os primeiro, segundo e gquarto numeros da lista

(10) sao raizes, respectivamente, das equagdes {11), (12) e
{14},
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. o
2. Demenstre que, dados segmentos de comprimentos 1 e sen 20" ,
& possivel construir, com régua e compasso, um segmento  de

. 0
comprimente cos 207,

. [
3. Demonstre que, dados segmentos de comprimentos 1 e tg 20 a
possivel construir, usando régua e compasso, um segmento de

. 0
comprimente cos 20°.

2
5.6 CONTINUANDO A ANALISE DE 2

3 - - b
Na seccio anterior afirmamos gque 2 & um numero alge
. - 2 - . ~ 3
brico de grau 3. Isto &, +Z @& uma raiz da eguacao z~ - 2 = 0,
mas ndo & raiz de nenhuma equacdo de grau t ou 2, com cceficien

tes inteiros. Vamos agora demonstrar esta afirmacéo.

3 - —-— . —
Para mostrar que +Z ni3o & raiz de nenhuma equacac de

grau 1, com coeficientes inteiros, precisames mostrar que nao

existem inteiros a e b, com g diferente de zero, tazis que

a }7 +p = D.

3
Se tais inteiros existissem, teriamos +Z = -b/fa, de modo que

3 - . 3 - . B
/2 seria um nimero racional. Mas sabemos que 2 e  irracig

nal pelo Corolaric 2 da Seccao 4.3.

3 -~ - .
E mais dificil demonstrar que #Z ndo & raiz de nenhu

ma equa¢ao de 29 grau, com coeficientes inteiros, tajs como

axz + bz + e = 0.
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3 o~
' Vamos supor que Y72 seja raiz de uma tal equacdo e che

garemos a uma contradicde. Suponhamos, entdo, que

a(?/?)2+b/?+c =0,

isto @
3 3
avl + bV7? =- e,
Elevando ambos os membros ao guadrado e simplificando, obtemos
3 2
b2ﬁ+2a2/?=02-4ab.

Podemos considerar as duas Ultimas equacdes como formando um sis
tema Tinear nas quantidades ?I e ??. Este sistema tera uma
solucdo Unica ou ndo terd uma solucdo uUnica, dependendo de os pa
res de coeficientes a, b e bz, 2a2 niao serem, OU serem, pro-
porcionais.

Se a solucac for uUnica, eliminando, por exemplo, ?I .

obtemos

3 - + X X . -
Mas, 2 & irracional e assim chegamos a uma contradicdo.
A outra possibilidade & a de os pares de coeficientes

serem proporcionais. Isto significa que

a _ »? 2 - b3 - lL3 v . b
b 2_2’ T3 T |a) Ta
a a
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Novamente chegamos a uma contradicao e assim podemos

3 - - - +
concluir que vZ & um nimero algebrico de grau 3.

Problemas - Lista 20

1. Demonstre que V7 & um numero algebrico de grau 2,

3 - - -
2. Demonstre que 3 @& um numero algébrico de grau 3.

5.7 UM RESUMO

Neste capitule aplicamos métodos, anteriormente desen-
volvidos, para mostrar que fun¢fes trigonométricas e 1logaritmos
decimais tem valores irracionais na maioria dos casos constantes
nas tabuas elementares. Em sequida, dividimes os nimeros reais
em duas novas classes, os nimeros algébricos e os transcendentes,
e vimos a relacdo entre estas classes e a separacao dos nimeros
reais em racionais e irracionais, feita anteriormente. Sem de
monstragio, vimos que, se um comprimento puder ser construido com
régua e compasso, a partir de um segmento unritario dado, entao
este comprimento serd um nimero algébrico de grau Zk, onde &
e um inteirc nao negative. (Um leitor, bem familiarizado com
Geometria Analitica, poderd se convencer da validade deste teo
rema a respeito de construtoes geometricas, analisando o signifi

cado algeébrico das operacdes que podem ser feitas com regua e
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compasso. Os trés casos sac os de uma reta interceptando uma
reta, uma reta interceptando uma circunferéncia e uma circunfe -
réncia interceptando uma circunferencia.) Tendo eliminado a pos
sibilidade de se construir segmentos de comprimento igual a um
numero algebrice de grau 3, vimos que o cubo nio pode ser dupli-
cado, nem um angulo trisectado, pelos métodos prescritos. Por
ser impossivel a construcac de um segmento de comprimento iJgual
a um niimero transcendente, vimos que o problema da quadratura do

- - . . - -
circulo tambem ficou resolvido: a construgcdo & impossivel.

CAPITULO &

A APROXIMAGAO DE NUMEROS
IRRACIONAIS POR NUMEROS RACIONAIS

Este cepitulo trata do grau de precisdo com que um niume
ro irracional & aproximado por nimeros racionais., Veremos que &
possivel obter numeros racionais tde proximos, por exemplo, de
vZ quanto se deseje, Existem niumeros racionais a/b que dife

-10. ou 10—20

rem de ¥Z por menos de 10 , ou por menos de nﬁmg
ros tio pequenos quanto se deseje especificar., E isto & verdade
para qualquer nimero irracional, nio apenas para v2.

Mas para encontrar um numero raciaenal a/b que difira

=20

de um numero irracional por menos de 10 . precisamos procurar

um afb com denominador b muito grande, Se permitirmos que b

20

seja da ordem de 10°Y, poderemos encontrar uma fracaec a/b satis

fazendo as exigéncias. 0 que acontece se restringirmes os valo

15 ou 1010? 0 pro

res de b, nao permitindo que eles ultrapassem 10
blema torna-se mais dificil e trabalhoso. Examinando questctes co
mo estas, estaremos nos preocupands com 0 que pode ser afirmade a
respeito de todos us nimeros irracionais e ndo somente a respeito
de alguns casos especiais como V2 e /3.

Para falarmos da aproximacdo de um numero por outro, pre

cisamos ter 2 disposicdo & linguagem e notacdo des desigualdades.

£, portanto, com este tdpico que vamos comecgar.

129.
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6.1 DESIGUALDADES Demonstracdo. Aceitaremos a validade de dois princi

pios: & soma e o produte de dois numeros positivos sao positivos.
Escrevemos u« > v sempre que u for maior do que v e

isto significa que u-v» € positivo. Sempre que u for maior (a) E dade que u-» & positivo e queremos provar que
do que v segue-se que v & menor do que u, 0 gue, em nota (w+w) - (v+w) & positivo. Isto & claro porque
¢ao matematica, se escreve: v <uy. Conseqgilentemente, as quatro dc
- u=-v = {u+w) - (v + w).
sigualdades
u v, wu-v >0, v<u e p-u<0i0 (b) MNovamente & dado que wu-v & positivo e devemos

To &4 . . ~ - provar que {u-w) - (v-w) @& positivo. Como acima, isto segue ,
sao simplesmente quatro maneiras de enunciar a mesma relacgao ba

. .. - orque
sica entre u e wv. Analogamente, u > v significa que u e porq
maior do que ou jgual a v e isto equivale a dizer que u - v & wa-v ={u-w) - (v - w).
positivo ou zeroc, mas ndo negativo.
{(c) E dado que u-v e w sao positivos e devemos
provar que uw=vw e positivo, Isto decorre dos seguintes fa
Teorema 6.1
tos: wuw - vw = wlu - v) e o produto de dois numeros positivos
(a) B¢ u>v e w for um aumero gqualguer, entdo u+w > v+w, e pesitivo.
(b} Se u>v e w for um numero qualquer, entdo wu-w> v-u.
(c) Se uw>v e w for um numero positivo qualquer, entdo (d} Isto realmente esta contido na parte (c) pois, se
uw > vy w for positivo, 1/w também o sera. Portanto, 1/w poderia
(d) Se w >v e w for um nimero positive qualquer, entdo ser usado como o multiplicador na parte (c) no Jugar de w, as
/v > v/w. sim: se wu > v, entdo u(1/w) > v(1/w).

2 2

{e) Seu>v ese u e v forem positivos, entdo u° > v°,

(e) Como # e v sao positives, wu+v também €., Mas w>v
mas I/u < 1/v.

= implica que wu-v também & positivo e, portanto, o produto
(f) Se u>v e v >uw, entdo u > w.

e . {u+v)(u-v) € positivo. Temos entao
(9) TPodos estes resultados permanecem valides 8e 0os sinais >

€ <, em todos os itens, forem substituidos por > e <. (u+v){u-v) > 0, u--v- > 0, u v .
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Por outro lado, se usarmos a parte {c) para justificar a multi
plicacdo de ambos os termos da desigualdade « > » por 1/uv,o0b

temos

e portanto

| —

LN
i "
(f) [ dado que wu-v e v-1 $30 positivos e gueremos

provar gque u-» & positive. Mas,
w - w={u-v)+ (v - w),

de modo que, mais uma vez, basta usar o principio de que 8 50ma

de dois numeros positivos & positiva.

{g) Poderiamos provar a parte {g) percorrendo as par
tes {a}, (b),...,{f) e fazendo uma nova anilise em cada caso
Mas, ha um jeito mais simples. As demonstracdes das partes (a)}
até (f) se basearam no principio de que a somz e o produta de
dois nimeros positivos sao positivos. Mas, enquanto u > v signi
fica que wu-v & positivo, » 2 v significa que wu-v & positivo
ou zero, isto &, u-v & naoc-negativo. Al&m do mais, a soma e
0 produto de dois numeros ni3c-negatives quaisquer, sio ndo-nega
tivos. Baseado nisto, todas as demonstracdes de (a) até (f) es

tender-se-3o, automaticamente, do caso > para o caso z

5e¢ 0s numeros u e v forem colecados na reta real, como

Biblioteca Universitiria
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explicado no Capitule 3, a desigualdade v < u significa que »

esta 4 esquerda de % ou u 2 direita de » (Fig. 18).

g T — T

-2 ' -t o 1 2

Figura 18. I[lustragao de v<u
As desigqualdades w < v < u significam w < v e v < u, de modo
que v estard entre w e u (Fig. 13}. Devemos explicar o uso

da

Figura 19, Ilustracac de w<v<u

palavra ‘“"entre". Quando escrevemos w < v < u, gueremos dizer
que v esta “"estritamente entre" w e u e nao pode coincidir nem
com w, nem com w3 mas, se dissermos "entre", DU  EBSCrevermos

w < v <u, estaremos incluindo a possibilidade de » ser igual a

n

w, ou igual a u. E possivel que queiramos admitir apenas uma
destas possibilidades, por exemplo, w < v S u OuU w = v < u

0s sTmbolos ndc deixam dividas quanto ao significade.

Problemas - Lista 21

1. Dado que u2 > UZ e que » e v s3o positivos, demonstre

que u > v .

2. Dado que r > s, demonstre que -r < -g.

3. Demonstre que os termocs de uma desigualdade podem mudar de
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membro, desce que o0s sinais sejam mudados. Especificamente,
demonstre que, se a + b -¢>d+e - f, entdo
a=-¢e+ f>d-5b 4+ a.

4. Dados os inteircs positivos = e k, tais que =n < k, de
monstre gue

1

1
e '—2'2—
n

1,
n kn

1
k
5. Determine se as seguintes sentencas sao verdadeiras ou  fal

sas5:

{a) Se r > &, entido r2 > 32.

(b) Se r>z e ¢ for um numero gualquer, entao eor > as.
{c) Se -1/2<x<1/2, entao -1 < X <1.,*

(d) Se -1/2< % <1/2, entdo -3/2 < X <3/2.

(e} Se 0D <X <1/2, entdo -1/2 < x <1/2.

{(f} Se -1/2 < x <1/2, entao -1/3 < ) < 1/3.

(g) Se -1/2n < » < 1/2n, entao =1/n < X< 1/n.

6. Um certoc niumero irracional X esta estritamente entre -10 e

10. Escreva isto em notagdo matematica.

7. Se w for negativo e wu > v, demonstre que wuw < vw.

* 0 simboloe % & uma Tetra grega, Lé-se "lambda".
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8. (a) Sejam u e v dois inteiros distintos quaisquer, esco

lhidos dentre 1, 2, 3,.,,,10. Oemonstre que -9 < u-v<8,

(b) Se em {(a) ndo exigissemos que 0s numeros inteiros u e

v fossem distintos, ainda seria verdade que -9 < y-p< 97

6.2. APROXIMACKO POR INTEIROS

Se arredondarmos qualquer nimero real, substituinde-o
pelo inteiro mais proximo, o erro cometido sera no maximo igual
a 1/2. Por exempla, se substituirmos 6,3 por 6, ou 9,7 por 10,
ou 7,5 por 7 ou 8, o erro ndo sera, em cada caso, maior do que
1/2. Se substituirmes um nimere jrracional pelo inteiro mais prd
ximo, o erro ser2 menor do que 1/2 ¢ comecaremos a teoria das

aproximacoes com este caso simples.

Teorema 6.2. Para qualguer numerc irracicnal o, existe

um tinieo inteiro m, tal que

Demonstracao. Escolhemos m como sendo o inteiro mais
proxime de a. Por exemplo, se a« = v3 = 1,73..., escolheremos
m=2, 0u, se a = 2/3 = 3,46..., escolheremos m = 3. Assim, m
podera ser o inteiro imediatamente maior do gque o, ou imediata

mente menor do que a, aquele que estiver mais proxime de a. (E
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claro que um deles estarad mais proximo de o« do que o outro,pois,
ca;o contrario, o estaria bem no meio, entre dois inteiros con-
secutivos, digamos = e =n+l. Mas entao o seria igual a n+l/2,
que € um nimero racional, o que seria contririo 2 nossa hipotese.)
Podemos dizer isto de cutra maneira. Qualquer segmento  AB, de
comprimento unitario {isto &, de comprimento igual a uma unidadel,
marcado na reta real, como na Fig. 20, contera exatamente um in

teiro, a ndo ser que 4 e B sejam pontos inteiros. Chamemos, a

b

Figura 20

gora, de A © ponto correspondente ao numero a -1/2 e B, o pon
to correspondente a o + 1/2, Como ¢ - 1/2 e o + 1/2 nao saoc
inteiros {nem sequer sdo racionais - veja Teorema 4.1, Capitulo
4), sabemos que 4 e B nao podem ser pontos inteiros. Chamando
de m o Unico inteiro no segmento AB, vemos gque m esta estrita

mente entre o - 1/2 e o + 1/2, Assim

<m <o o+ -,

| =
o

Subtraindo o, obtemos

<M - p < — .

=
~
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Estando o nimero m - a entre -1/2 e 1/2, o mesmo acanteceri
com 0 numero que se obtem trocando seu sinal e, portante, o - m
também estara entre -1/2 e 1/2. Obtemos, assim, as desigual-
dades do Teorema 6.2.

0 inteiro m @ inico, pois se existisse outro inteiro

n, satisfazendo

l<u-n<l
2 2

entao n tambem satisfaria

Somando a a estas desigualdades, vemos que n satisfaria

<n< o+ 1 .

|-
[t ]

my

Mas ¢ segmento 48 conteém apenas um inteiro, de modo que n

igual a m.

Problemas - Lista 22

(Nesta Tista e nas subseqilentes, o leitor talvez queira

usar vZ = 1,41421..., /3 = 1,73205..., © = 3,1815%,..,}.

1. Ache os inteiros mais proximos de
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A{a) vZ, {v) 272, {c) 3/2, (d) 4/2, (e) 3/3,

(f) 443, (g} =, (h) 10w, (i) -/3, (i) «7n.

2. Dado um numero irracional « qualquer, demonstre que existe

um Gnico inteiro g, tal que 0 < a - g < 1.

6.3 APROXIMACAOD POR NUMEROS RACIONAIS

Um modo de se obter valores aproximados de um numero ir

racional, como 2, e usar a forma decimal

Y2 o= 1,41421...

Os nimeros 1 ; 1,4 5 1,41 ; 1,474 5 1,4142 ; 1,41421 ;5 ... for
mam uma seqiiéncia de aproximacoes, cada vez mais precisas, de
vZ. Ds numeros da seqliencia sao todos racionais e temos, assim,

uma seqgiiencia infinita de aproximacdes racionais de /Z:

(1) 1 14 l&l, 1414 ]4142, 141421,...
1 10 100 1000 10000 100000

K medida que avancamos na seqiiéncia, estes nimeros se aproximam
cada vez mais de /Z. Além do mais, podemos escrever as desigual

dades
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l < /7 < 3’
1 1
lﬂ. < /7 < E'
10 10
m VZ < 113'
100 100
1414 /7 < 14]5’
1000 1000
14142 /7 < 14]43.
10000 10000
141421 | /7 < ]41422' etc.

100000 100000

Estas desigualdades mostram que uma infinidade de termos de {1)
estdo tdo proximos de /2 quanto se deseje especificar. Suponha
mos, por exemplo, que desejamos nos certificar que existem infi
nitos numeros racionais diferindo de vZ por menos de 0,0001. Po
demos obter estes nimeros, escolhendo todos os termos da seqiien
cia (1), salvo os quatro primeiros,

No entanto, os numeros racionajs (1) apresentam uma par
ticularidade: seus denominadores sao potencias de 10. £  possi
vel que existam, entre os numeros racionais, em geral, melhores
aproximacoes de vZ , sem qualquer restricdo quanto a seus denomi
nadores.

Examinemos o nimero racional w, exemplo bem conhecido
que pode ilustrar nossa discussdo. Como = tem o valor 3,14159...,

2 seqiencia para m, andloga a (1), &
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(2 3 31 314 3141 31416 314159
: ]

100 100’ 1000 10060 100000

No entanto, sabemos que 22/7 estd mais proximo de m do que 31/10.
De fato, 22/7 esta mais proximo de = do que 3147100, mas nido
mais proximo do gque os termos subsegiientes da seqiiencia {2).

Para nao mais dependermos dos denominadores 10, 102, 103,

etc., mostraremos, inicialmente, que todo numero irracional pode

ser aproximado por um nimero racional de denominador arbitrario.

Teorema 6.3. Sejam A um numero irracional qualquer e
n  um inteiro positivo qualquer. Entdo existe um nimerc racional

de denominador n, digamos m/n, tal que

Motivaremos a demonstracdo deste teocrema com um exemplo.
Suponhamos que x seja vZ e n= 23. Consideremos o nimerc irra-
cional 23/Z que, usando a notacdo decimal de /Z: 1,41421..., tem

valor aproximado
23vZ = 32,52... .

Portanto, o inteire mais proximo de 23,7 & 33 e este e o "m'

do Teorema 6.2, que, para a = 2372, afirma

R N A I

2

n | —
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Mas, 33 € também o "m" do Teorema 6.3, pois, de acordo com ¢

Teorema 6.1, podemos dividir estas desigualdades por 23 e opbter

_]<,/f-i§<]
46 23 46

Demonstracao. Em geral, comecando com qualquer irracio
nal *» e qualquer inteiro positivo =, observamos, pela Teorema
4.1 do Capitulo 4, que =X & irracional. Definiremos, entdio, m
como sendo o inteirc mais proximo de =i e, assim, pelo Teorema

6.2,

Pelc Teorema 6.1, estas desigualdades podem ser divididas pelo

inteiro positivo =, dando

1
e
FaY
-
1

= |3

«
Zn
como querjamos demonstrar,

Exemplo. Ache nimeros racionais m/n, como no Teorema

6.3, para os casos em que x = ¥2 e n = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 e 10.

Solucdo. Um calculo simples mostra que os inteiros mais

proximos de
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s s s . 10vZ - R . , .
/Z, 272, 37, &2, 5/Z, 6/2 e 872 977 *4, Para um aumero jrracional i, fixo, € um inteiro positivo n,

550'1 3, 4,6, 7, B, 10, 11, 13 e 14. Portanto, o0s nimercs ra fixo, demonstre que existe somente um inteiro m satisfazen-

cionais pedides sdo do as desigualdades do Teorema 6.3,

1 13 14 -
l, i, i’ ﬁ, 1, §, lg, l—, _, —, *5. Demonstre gue o Teorema 6.3 seria falso se inserissemos a pa
1 pd 3 4 5 6 7 8 9 10 -
Tavra "irredutivel® em relacio a m/n, iste &8, "...Entdo exis
e o erro em cada uma destas aproximacoes & menor do que 1/2n, con te um numero racional, na forma irredutivel, de denominador
de n & o0 inteiro no denominador, n, digames wm/n, ...".
Este exemplo mostra que as fragoes m/n do Teorema 6.3
nic sao, necessariamente, irredutiveis.
6.4 APROXIMACOES MELHORES
0 Teoremaz 6.3 afirma que qualguer nimero irracional kS
Problemas - Lista 23 pode ser aproximado por um niimero racional m/n "a menos de 1/Za",

isto @, com um erro menor do que 1/2z. Sera que esta aproximacdo

1. Ache numeros racionais m/n, como no Teorema 6.3, para 0s pode ser feita a menos de 1/3n, ou 1/4n, ou, talvez, com um erro
caspos em que A = v3 en =1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9¢e10. menor ainda? A resposta € sim. No prdximo teorema veremos  que

A pode ser aproximado por m/n , a menos de }/kn, para qualquer X

2. Ache os numeros racionais m/n, como no Teorema 6.3, para oS que desejemos especificar: & = 3, k = 4, k = 1000, etc. Mas, en

casos em que A = 7 = 3,14159... e = =1,2,3,4,5,6,7,8,9e10. quantoe que noTeorema 6.3 a aproximacdo, a menos de 1/2x, podia ser

conseguida para qualquer inteiro positivo n, a aproximacdo com er

3. Quaisguer que sejam o niumero irracional % e o inteira posi B _
ro mencr de que 1/kn, com um dade k, nao podera, no Teorema 6.4,

tivo =», demonstre que existe um inteiro m tal que .
ser obtida para todos os inteiros =.
Serda que podemos aproximar qualquer numero irracional i
2 .
par mfn, a menos de 1/2°, ou I/n3, ou com um erro ainda menor? A

menos de 1/n%, sim; a menos de 1/n°, nio. Mas estes serdo topi
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cos de secg¢oes posteriores, Comecemos, entaoc, com aproximacoes
L}

de X por m/n, a menos de 1/kn.

Teorema 6.4. Quaisquer que sejam o numero irracional A
e o inteiro positivo k, existe um numero racional m/m, cujo de

nominador ndao excede %k, tal que

Antes de apresentarmos uma demonstracao do Teorema 6.4,
valida para quaisquer X e k , demonstraremos o teorema numa si
tuagcao particular, a saber, para x» = v3 e k= 8. Inicialmente,
enumeremos os miltiplos de X desde 1.1 até %.i. Facamos uma
Tista dos multiplos de v3, escrevendo cada multiple como soma de

dois nimeros positivas, um inteirc e um numero menor do que 1:

v3i =1+ 0,732,.., Y3 - 1 =0,732,..,
2/3 = 3 + 0,464,, ., 2¥3 - 3 = 0,464...,
33 =5 + 0,19.,.., 33 - 5 =10,19...,
4/3 - 6 + 0,928..,, 43 - 6 = 0,928...,
5¥3 = 8 + 0,660..., 5/3 - 8 = 0,660...,
63 =10+ 0,392..., 6v3 - 10 = 0,392...,
7¥3 =12+ 0,124..., 7V3 - 12 = D,124...,
83 =13+ 0,856..., 83 - 13 = 0,856.,.,

As expressGes a direita foram obtidas das da esquerda, subtrain

do a parte inteira.
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A segquir, separemos o intervalo de 0 a 1 em oito partes

(1=}

Iys IpseevaIgs como se vé na Fig. 21. Assim, I, conterd 6s n

I]. I2 13 14 15 ]6 17 IB
L L i L Il 1 L Fl 1
2 3 4 5 B ] B
°© $ ¥ % @& & = @ 8
Figura 21

meros entre 0 e 1/8; Iz, 0s nimeros 1/8 e 2/8; I3, 05 nUmeros
entre 2/8 e 3/8, e assim por diante.* Classificaremos, agora ,
as opitc partes decimais dos multiples de /3 nas categorias I1 .

Iz,...,Ia, da seguinte maneira:

0,732... esta em I (porque 0,732...estd entre 5/8 e 6/8),
0,464... estd em Iy
0,196... estd em I,,
0,928... esta em Iy,
0,660... esta em Igs
0,392... estd em Ips
0,124,., estd em Iy,

0,856... estd em I,
Usaremos o nimerc que estd em 7., na lista acima.

0,124... esta em Iy isto e, 7v3 - 12 esta em Iy.

* Como desejamos obter desigualdades estritas, & conveniente in
terpretar "entre" como "estritamente entre"; assim, os interva
lTes Ij contem todos os pontos u tais que

(4-1)/8 < u < j/8
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Mas.os numeros em 7, estao entre 0 e 1/8, de modo que

0<7/3r-]2<—]-.
8

Como o numero 7/3 - 12 estd entre 0 e 1/8, ele certamente esta

ra entre -1/8 e 1/8. Portanto,

AP - SR T I

8 8

Dividinde esta desigualdade por 7, obtemos

14/3'--]—2<—]—.
7.8 7 7.8

Este & um resultado na forma do enunciado do Teorema 6.4, com

Baseamos nosso argumento no fato de 747 - 12 estar em
Iy- 0 que terfamos feito se ndo existisse nenhum nimero no in
tervalo I,7 A resposta e que, se no intervalo I nac existis
se nenhum numero, entdc em um dos intervalos 12,13,...,18 exis
tiriam dois ou mais niimeros. No exemplo acima, nio somente exis
te um nimero em I,, mas tambem existem dois nimeros em I, e dois
em I. Consideremos o par em 16:

0,732... esta enm Ie s isto &, vF - 1 esta em Igs

0,660... estd em Ic 3 isto €, 5/3 - 8 esta I,.
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sempre que dois ntmeros estiverem em Ig (ou, em qualquer um des
tes intervalos), eles estarac a menos de 1/8 um do outro, de mo-
do que a sua diferenca estara entre -1/8 e 1/8. Em particular para

os dois mumercs em Ig: temos:

sl o (v3-1) <1,
8 8

-l<4/§_?<

8

o |~

Dividindo por 4, obtemos

-~
ja—

< ¥3 - =

=
.

[ne]
+a
-1
o

e este & um ocutro resultado na forma do enunciado do Teorema 6.4,

para A = ¥3 e k =8, destavezcom n =4 e m=7.

Demonstracao do Teorema 6.4. 05 exemplos que acabamos
de examinar servem de modelo para a demonstracdo do Tecrema 6.4.
Dado um nOmero irracional » e um inteiro positivo &, considere
mos os %k numeros i, 2A, 3%, 4X,...,kA e escrevamos cada um

destes numeros como um inteiro mais uma parte fracionaria ou de

cimal.
A:a]+51, Ao-ay = By
2k = a, + 82, 2h - ay = 32,
3x = as + By . 3x - ay = B3
4}\=a4+84, . 4)\-a4=84:
KA =y v B, KA - ay = B,
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0s, simbolos Gps Bpaeeeady representam inteiros, enquanto que os
simbolos B], BZ""‘Sk representam numeros entre 0 e 1, Em se-
guida, dividamos o intervalo de 0 2 1 em % partes Iyadpsesesdy s

cada uma de comprimento 1/%& {Fig. 22).

1 F4 3 4 k
ot oz 3 s ek,
3 h k k X k
Figura 22

Assim, o intervale I, contera oS numeros entre 0 e 1/k; I 0s

23
numeros entre 1/k e 2/k; 13, 05 numeros entre 2/k e 3/k, etc.
A palavra "entre" estd sendo usada, aqui, no sentido estrito, de
modo que, por exemplc, os numerss 2/k e 3/k ndo sdo elementos
do intervale 13. Observe que, de acordo com o Teorema 4,1 do Ca
pitulo 4, cada um dos nimeros Bys Byser.sBy, & irracional. Por
tanto, nenhum dos B8's pode ser igual a gualquer um dos numeros

racionais

e, L, 3 K10k
k k k

1 [IEEEL N ) »

2z
K K

Portanto, cada R estd exatamente em um dos intervalos I I

1* 72 ¢

I3,...,I .

k
Existem duas possibilidades quanto a I]: ou I] contem um
ou mais g's, ou I néo contém nenhum dos B's. Trataremos es

tas duas possibilidades separadamente.

Caso 1. O intervalo I contém um cu mais A's. Portan
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to existe um g, digamos Sn, noe intervalo Iy. 0 simbelo » re
presenta um dos inteiros 1, 2, 3,...,k. O numero sn e igual a
nx - a, € portanto, sabemos que

1
k

D < nd ~a <«
n

porque T, e 0 intervalo de 0 a 1/%. Segque-se que

- l < nA - a <

1
k Tk

e, dividindo por =», obtemos

a
—_..I__(‘,\__Q.QL.

kn n kn
Assim, o Teorema 6.4 fica provado neste caso, pois podemos defi

nir m como sende o inteiro a, -

Caso 2. 0 intervalo I1 nao contém nenhum dos g's .

Neste caso, o5 &k nameros estdo nos k-1 intervalos
IZ' I3"°°’Ik .

Neste ponto vamos aplicar o principic da casa do pombo de  Diri
ehlet que afirma: se % pombos estiverem em %-1 casas, tera
que existir pelo menos uma casa cem dois ou mais pombos. Portan
to, terd gque existir pelo menos um intervalo contendo dois ou

mais BA's. Suponhamos que 'Br e % estejam no mesmo intervalo
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onde r e j sdo dois nimeros distintes, dentre 1, 2, 3,..., & .
Suponhamos, ainda, que j seja maior do que r, de medo que jF - »
sera um inteiro positive, menor do que %.

Por estarem B, e % no interior do mesmo intervalo de
comprimento 1/k, sua diferenca estara entre -1/x e 1/k. As

sim:

Mas, Bj = A - a e B, = rh - a., de modo que

1 . 1
-5 < (g - aj) - {r) - ar) <z

ou

1 ,
E<(J-r})\-{aj-ar}<

A=
.

Chamando j - r de n e a, - a, de m, temos

Por definicdo n & um inteiro positivo e portanto, pelo Teorema

6.1 (d}, podemos dividir a desigualdade por » e obter:

Além do mais, sabemos que =, por ser igual a j- », € menor do

que k e assim completamos a demonstracao do Teorema 6.4,
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Dbserve que a fracdoc m/n ndo &, necessariamente, irre
dutivel. Se j -r & aj -a, nao tiverem fatores comuns, wm/n
sera irredutivel; caso contrario, nao.

Problemas - Lista 24

1. Apds o enunciado do Teorema 6.4, ha um exemplo para o caso
A =v3 e k=8. Que valores de m e n teriamos obtido se
tivéssemos escolhido os dois numeros O0.464... e 0,392... do

intervalo I,, ao invés dos dois nimeros do intervalo 16?

2. Aplique o método dado na demonstracac do Teorema 6.4, em ca
da um dos seguintes casos e obtenha, assim, valores de m & =

satisfazendo as desigualdades do Teorema 6.4:

(a) » = /3, k = 2; (h) » = vZ, &k = 8;
(b) » = /3, k = 4, (i) » = VZ, k = 10;
{c¢) » = V3, k = 6; (§) » = VZ, &k = 14;
(d) » = V3, k = 10; (k) » = 7, k = 2;
(e} » = V7, &k = 2; 1y » = 7w, %k = 4;
{f) » = V2, k = 4; (m) x = w, k = 6;
(g) A = /Z, k - 6; (n) A = ©, k= 8.

6.5 APROXIMACDES A MENOS DE 1/n°

Ko comeco da Secciao 6.4 indicamos a direcio dos nossos
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estudos, a saber, buscar aproximacoes melhores para qualquer nu
me§p irracional x. Das aproximagoes de A, por mjfm, com erro
inferjor a 1/2a, 2 qualquer, no Teorema 6.3, passamos para a
proximacoes com erro inferior a 1/kn, para algum =z = k, no Teg
rema 6.4. Vamos obter agora aproximactes com erros menores do

que 1/n2.

Teorema 6.5. Para todo mumero irracional i, existem in

finitos numeros racionais m/n, em forma irredutivel, tais gue

Demonstracdo. Observemos, inicialmente, que qualquer
numero racional m/n, satisfazendo a desiqualdade do Teorema
6.4, automaticamente satisfara a do Teorema 6.5. A razao & a se
guinte: como #n nao excede %k, de % > »n podemos deduzir, usan-

do as partes {d), (e) e (g) do Teorema 6.1, que

e ] e 1

1
k n kn

<

1
s
n

Portanto, qualquer numero que esteja entre -1/kn e 1/kn deve

ra, certamente, estar entre -]/n2 e 1/n2.

A seguir, mostraremos que, SE um numero racional min,
nao em forma irredutivel, satisfizer as desigualdades do teorema,
estdo o mesmo niumero racional, em forma irredutivel, satisfara

as desigualdades aprepriadas. Denotemos per M/ a forma irre-
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dutivel de m/n. Podemos supor que ambos, » e ¥, sejam positi
vos, deixando qualquer sinal negativo ser absorvido pelo numera

dor. Temos, entao:

m
n

==

s 0 < & < n,

porque simplificar uma fracao até torna-la irredutivel nao alte
ra 0 valor da fracdo, mas reduz o tamanho do denominador. Do Teo

rema 6.1, vem:

| —
[

1 1
[ ‘;2"<?—,

e, portanto, se X satisfizer

E]
=

—
=]

Fa
£
-—

__2_<A-

n n

automaticamente satisfari

3 1
- <k - = < .
a b

Para completar a demonstracdo do Teorema 6.5, precisa-
mos demonstrar que existe ume infinidede de numeros racionais ,
em forma irredutivel, satisfazendo as desigualdades. Suponhamos,
ao contririoc, que exista apenas um numero finito destas fracdes,

digamos
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Consideremos, entdo, 0 < numeros

Pelo Teorema 4.1 do Capitulo 4, todos sdo irracionais e, portan
to, nenhum deles & zero. Alguns podem ser positivos, outros ne
gatives; vamos escolher um inteiro %, tao grande, que 1/k este
ja entre 0 e todos os numerps positivos e -1/k esteja entre 0 e
todes os nimeros negativos. Isto pode ser feite porque, quanto
maior escolhermos %, mais proximos de 0 estardo os numeroes 1/%
e -1/k. Escolhamos, entdo, k tao grande que as seguintes desi

gualdades sejam todas falsas:

1 ™o
- % < A - ET < %
] Mg 1
(3) = S A - EE < %o
1 M
-z < X - - <z
A

Para este valor de k, vamos aplicar o Tecrema 6.4 e obter um nu
mero racicnal m/n, tal que

< A -

1
<‘H-

|3

1
kn

Isto nos diz que A -m/n estd entre -1/kn e 1/kn e, portanto,
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A - m/n terd que estar entre -1/k e 1/k; em simbolos,

X -—
.

s
2
1
213
Fas

Mas, como todas as desigualdades (3) sdo falsas, concluimes que
m/n € diferente de cada um dos < numeros m]/ﬂ], m2/n2, NP
milni' Portanto, obtivemos mais um numero racional satisfazendo

as desiqualdades do Teorema 6.5.

Exemplo. Determine quatro aproximacoes racionais (em
forma irredutivel) do numero =, suficientemente proximas de 1

para satisfazer as desigualdades do Teorema 6.5.

Solucao. Observemos, inicialmente, que sendo

n = 3,14159 .,,,

AT TIPS &

1
Para achar duas outras aproxima¢des, podemoes usar o método do Teg

rema 6.3 para obter os numeros raciomrais mais proximos de =, com

denominadores 2, 3, etc.:

6.9 13 16 19 22
2 3 4 5 6 7

Rejeitamos 6/2 e 9/3 por ndo serem fracdes irredutiveis e testa

mos as demais para ver se satisfazem as desiqualdades do Teorema



156 APROXIMAGAO POR RACIONALIS

6.5; por exemplo,

1 19 . 1 (verdade!)}

<m - <

36 6 36

Somos, assim, levados a rejeitar 13/4 e 16/5 mas aceitar 19/6 e
22/7. Portanto, um conjunto de respostas ao problema seria 3/7,
4/1, 19/6 e 22/7.

0 numero racional 22/7 @ uma aproximacdo muito boa de m,
NEp existe nimero racional com denominador entre 1 e 56 que este
ja mais proximo de w. O numero 179/57 est@ um pouco mais pro
ximo de n do que 22/7, mas nao satisfaz as desigualdades do Tec
rema 6,5. 0 numero racional 355/113 satisfaz as desigualdades
do Teorema 6.5 e estd bem mais proximo de 7 do que 22/7, De fa

to, suas seis primeirascasas decimais coincidem com as de #.

Pode-se demonstrar a sequinte versao mais forte do Teo-
rema 6.5: Para todo numero irracicnal X, existem infinitos nume

reos racionais m/n, em forma irredutivel, taie que

-._.___]_qj\_ﬂ.c
n

aln + 1)

1
nln + 1)

Com ajuda deste teorema, no exemplo acima, o numero 4/1 (que &
uma aproximacdo relativamente grosseira de ) pode ser elimina-
do.

Para demonstrar a versdo mais forte do Teorema 6.5, va

mos precisar de uma versao mais forte do Teorema &.4. Apenas es
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bocaremos as passagens principais e deixaremos os detalhes a car
go do leitor.

Na demonstracdo do Teorema 6.4 foi usado o principio da
casa de pombo de Dirichlet para concluir gque, dados k nimeros ,
distribuidos em % intervalos, ou existe um nimero no primeiro
intervalo, ou existe um intervalo contendo pelo menos dois  des
tes nimeros. Para obter a versdo mais forte do Teorema 6.4, di
vidiremos nossc intervalo unitaric em &k+1 sub-intervalos e a
firmamos: Dados % numeros, distribuidos em %+1 intervales, ou
existe um nimero no primeiro intervalo, ou existe um numero no
dttimo intervalo, ou existe um intervalo contendo pelo menos dois
numeros. Este usc do principio da casa de pombo, nos permite ca

locar a desigualdade mais forte

- — % <

nlk + 1) n  alk + 1)

1 yomo 1,

no lugar da que apareceu no Teorema 6.4, sem, de outra forma, mu
dar o enunciado. A demonstracao da versao mais forte do Teorema

6.5 fica, agora, imediata,

Probtemas - Lista 25

1. Para um dado nimero irracional X, demonstre que dois dos
" : : - + : n =
infinitos numeros racionais m/n" do Teorema 6.5, tem n = 1,

isto e, sdo inteiros.
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2.

*B.

*7.
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Seja A um numers irracional dado. Demonstre que, salvo uma

excecdo, qualquer numero racional, satisfazendo as desigual-
dades de Teorema 6.5, automaticamente satisfard as desigual

dades do Teorema 6.3,

Ache dois numeros racionais, ndo inteiros, que satisfacam as

desigualdades do Teorema 6.5 para

{a) » = vZ; (b} » = V3 (e} » = /5.

(a) Dos cinco primeiros nlmeros da seqiencia (1), quais sa

tisfazem as desigualdades do Teorema 6.3, com X = v2?

{b) Quais satisfazem as desigualdades do Teorema 6.57?

(a} Dos cinco primeiros numeros da seqiencia {2), quais sa

tisfazem as desiqualdades do Teorema 6,3, com X = v37

(b) Quais satisfazem as desigualdades do Teorema 6.57

Demonstre que a afirmacac do Teorema 6.5 & falsa no caso

A= 3/5.

(a) Sejam 4/b e m/n numeros racionais, em forma irreduty
vel, com denominadores positivos. Demonstre que eles se
rac desiguais se » > b. Portanto, demonstre que, para

n > b, as desigualdades

sdo falsas.
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(b} Demonstre que a afirma¢do do Teorema 6.5 @ falsa se by

for gualquer nimero racional fixo, digamos A = a/b,

*3, Complete a demonstracdo da versdo mais forte do Teorema 6.5
(sequinde o esboco dado antes desta lista de problemas); mos-
tre que ™ - 4/1 e ® - 19/6 nac satisfazem a desigualdade

mais forte, mas w - 22/7 a satisfaz.

6.6 LIMITACOES DAS APROXIMACUES

Demonstramos no Teerema 6.3 que, para qualquer numero

irracional A existem infinitos numeros racionais m/n tais que

1
< zm o

213

_g.?.l.<}‘_

Depois, no Teorema 6.5, provamos que existem infinites m/n tais

que

Sera que & possivel demonstrar gque existem infinitos mfn tais

que
1 m 1
_—2-<)\———<—2-?
Zn n 2n

A resposta & sim, mas niao o demonstraremos aqui., De fato, exis-

te um teorema famoso afirmando que, para qualquer nimero irracio
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nal X, existem infinitos m/a tais que

1 m 1
- L N
3 N h%_?

n

e, ainda mais, que 5 & a constante que fornece a melhor apro
ximacde possivel deste tipe. Isto significa que, se substituir
mes 5 por qualquer constante maior, a afirmacdo torna-se falsa,

Para dar uma idéia de como & possivel demonstrar que e
xiste um limite para o tamanho da constante, vamos provar o  sg

guinie resultado: ¥go existem infinitos numercs racionats min

tais que

_]</f-m< .
(4) 522 n 5al

Provaremos, de fato, que {4} e impossivel para qualguer

inteiro = maior do que 10,

A demonstragdo € indireta. Vamos supor que (4) seja vad

lida para alguns inteires m e n, com =»n > 10. A desiqgualdade

1 m
-_Zc,/'f-_

S n

implica, para =»n » 10, gue

{5) NP, SN B S B
n g;? 500

Por outro lado, a desigualdade

m 1
Ve - o < T
Sn
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implica, para =n > 10, gque

> 1.

1 1
(6) LN s> /T .
n g;z 500

Se somarmos wm/n aos membros das desigualdades (4), obtemos

1 m

- <‘/2'<-—+—-2—.

on n 5ﬂ

(7)

EAE]

Se provarmos ser cada uma destas tres partes positiva, pele Teo
rema 6.1 (e}, podemos eleva-las ao quadrado e manter as desigual

dades. Por (6) vemos que

1

m 1 1
mo_ > ] - > 1 = > 0.
n Bnl 5n° 500

Portanto, todas as partes de (7) sdo positivas e, elevando-as

ao quadradc, ohbtemos

Iy 1 ¥ m 1 )2

LA < 2 < |= + s

] R )

2 1 2 ]

1”_2 - _"”3 +—g <2 < 32- + _m'g +—x -

n 5n 25n n Bn 25
Multiplicando por nz, obtemos
(8) mz . 2m + ——21 < an < mz + 2m + “-Z‘i .

5n 25n 5n 25n
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Agora, por (5}, vemos que
' n » 10, tais que

(9) m2+gﬂ +—]2<m2+g(2}+—]—2 1 - 1
5{n 25n ) Z25n -—2-</3——<—2.
En n Sn
< z 4 1 < 2 1 - :
ot E * 2500 mor (b) Ache todos os nimeros racionais m/n satisfazendo estas
desigualdades.
Por outro lado, por (5) podemos escrever
9 ’ 2. (a) Demonstre gue nio existem rimeros racionais m/=n, com
2 m 1 2 2tm 4 2
{]0) m —E[;l +H>m —E[;]>m 'g>m - 1. n )]U, tais que
Aplicande (9) e (10} a (8), obtemos _ J} P I J}.
n n n
2 ]{2_gﬂ+1{22<2 2m+]<2 1 _ . ) .
" " 5(n 25n° BT 64 2Bn% ol {b) Ache todos o0s niumeros racionais m/n satisfazendo estas
desigualdades.
me o1 < 268 < m? 41,

2 2 3. (a) Demonstre que nio existem numeros racionazis m/n, com
Mas 2n» g um inteiro e se estiver entre os inteiros m° - 1 e

n > 10, tais que
n’ + 1, tera que ser igual a n’. Concluimos, entdo, que

1 = mn 1
2 - <|/3—‘-<—3--
2n2=m2, 2=£n~2-, vZ = T, :3- n n
T
n
e isto @ uma contradigdo, pois vZ @ irracicnal, enquanto que m (b) Ache todos os nimeros racionais satisfazendo estas desi-

e n sao, supostamente, inteiros. gualdades.

Problemas - Lista 26 6.7 UM RESUMD

1. {a) Demonstre que nio existem nimeros racionais min, Com Demonstramos varios resultados a respeito do grau de
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precisao com gque um numero irracional X pode ser aproximado por
inf;nitos nimeros racionais m/n. 0 teorema mais forte afirmou
que x pode ser aproximado a menos de 1fn2. Na Seccao 6.6 de
monstramos um resultado negativo, a saber, gque nao existem infi-
nitos racionais m/n a 1/(522) de /2. Um resultado negativo
analogo & valido para qualquer nimero algebrice. E verdade, em-
bora ndo ¢ demonstramos aqui, que ndo existem infinitos nlmeros
racionais m/n a menos de 1/n3 de qualquer nimero algébrico
A. 0 mesmo ndo pode ser afirmado a respeito de numeros transcen
dentes em geral; & verdade para alguns, mas ndo para todos os ni
meros transcendentes. No proximo capitule vamos exibir um nime
ro que pode ser aproximado por infinitos m/n, ndo apenas a me

nos de 3!n3, mas a menos de 1!n4, 1/n]00. e, na verdade, a me

nos de 1/2Y para qualquer j que o leitor queira escolher, nao
importando qudo grande. Ser2 demonstrade que ¢ numero exibido

nao & algébrico, mostrando, assim, que coisas como nUmeros trans
cendentes existem. Até agora temos falado deles sem saber, ao

menos, se eles existem!

CAPITULO 7

A EXISTENCIA DE NUMEROS
TRANSCENDENTES

Como sabemos que nUmeros transcendentes existem? Respon
deremos a esta guestao neste capitulo final. Exibir um niUmero
transcendente & bastante facil; provar gue ele & transcendente &
outra coisa. 0 numero especifico gue vamos provar ser transcen
dente tem uma caracteristica importante: ele & formado essencial
mente de zeros, quando escrito em notagdo decimal. Vamos repre

sentd-lo por «. Seu valor €

e = 0,1100010600...

onde os "uns" ocorrem nas casas decimais

1, 2, 6, 24, 120, 720, k040, ... ,
isto @, nas casas decimais
10, 21, 31, 4), 51, 8!, 71, ...

0 simbolo %!, onde % & um nimero natural, 18-se & fatorial e

representa ¢ produto de todos os numercs naturais de 1 até k;as

sim,

Kl =1, 2, 3, ... . (k-2 .4 -1} . k.

166,



166 A EXISTENCIA DE NOMEROS
TRANSCENDENTES

. Todos os algarismos, ha representacdo decimal de a, s3o0
zeros, exceto agueles que estap nas casas decimais corresponden
tes aos fatoriais acima. Portanto, o pode ser escrito como uma

soma de poténcias negativas de 10; isto e,

-1t 21 -4 -5

(1) a =107 w1078 L0t et 0 4 Ll

-2
+

=107 4 10 10°% 4 10724 4 q07120

= 0,1 + 0,01 + 0,000001 +..,. .

Este nimero « & chamado nimero de Liouville, em homenagem ao ma
tematico frances que foi o primeirc a demonstrar a existencia de

nimeros transcendentes.

Que propriedades concretas do numero transcendente o
poderemos usar para provar que ele nic & algébrico? A resposta
g que o pode ser aproximado por uma infinidade de nimerocs racio
nais m/n, nio somente a menos de 1/n> (isto podia ser feito pa
ra qualquer nudmero irracional, veja CapTtule 6) mas, a menos de
]/n3’ 1/n4, e, de fato, a menos de 1/4", onde » & um nimero po
sitivo qualquer. Nenhum nimeroc algébrico tem esta propriedade .
Se x for um numero irracional qualquer, ele podera ser aproxima-
de, a menos de 1/n2, por infinitos racionais m/n, como vimos no
Teorema 6.5. Mas, se X for algébrico, ele nao podera ser apro
ximado por infinitas m/n com precisdo maior do que esta, nag a
menos de 1/n3, nem mesmo a mencs de 1/n2’1; a menos de 1/n2 €

a melhor aproximacao possivel dentre todos os 1i/n7. Achar este
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tipo de resultado a respeito de numeros algebricos foi, por mui-
tos anos, um importante problema aberto. Ele foi resolvido, em
1955, pelo matematico inglés K. F. Roth que, por este trabalho
tio engenhoso, recebeu uma medalha Fields, em 1958, no Congresso
Internacional de Matematicos, em Edinburgo, Escocia. 0 resulta
do & conhecido como Teorema de Thue-Siegel-Roth, porque A. Thue
e C. L. Siegel provaram alguns resultados preliminares sobre os
quais Roth baseou seu trabalho.

Como dissemes, demonstrar a transcendencia de o & mui
to mais dificil do gue simplesmente escrever sua expansao deci
mal. Usaremos as idé@ias sobre desigualdades da Secgdo 6.1. Va-
mos, tambem, precisar do conceito de valor absoluto. Talvez o
Teitor esteja famiiiarizado com 0 conceito, mas caso nao esteja,
daremos uma breve introducdo deste topico, bem como um teorema

sgbre poiindmios.

7.1 ALGUNS PRELIMINARES DA ALGEBRA

Quaiquer niumero real a ou & positive, ou negativo, ou
zerp. Para todo nimero real «, vamos definir o "valor absoluto
de «", representado pelo simbolo |[a]. Se « for positivo ou
zerg, definiremos o valor absoluto de o pela igualdade |ai =a.
Se o for negativo, a definic3o sera |a| = -a. Por exemplo,

o] =0, 7] =7, |-4f =4, |-6] =6,
|3] = 3, -|-5] = 5, |-1000] = 1000.

Em vez de separar a definicdo nos casos em que a € positivo, ze
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ro.ou negativo, poderiamos definir o valor absoluto de a per uma

unica igualdade:
(2) la| = /&2

por causa da convencao de que Jé?- nunca € um numero negativo.
Um resultado basico & o sequinte: se dois numeros forem
iguais, os seus valores absolutos também o serdo. Em simbolos ,
se a = b, entio |a| = [b|. Uma outra conseqiiéncia simples da
definicdo {2) €: a e -z tem o mesmo valor absoluto, qualquer
que seja o valor de a. Em simboles, [a| = |-a].
Un outrc resultado importante: |ab| = |a| |»]|. Podemos

provar esta igqualdade, usando {2}, da seguinte maneira:

lal = AE, o] = A, Jab| - Jale? - J2 AP,

de modo que
lab| = |a| . [2].

Que relacaoc existe entre |a + 5| e a soma Ia[.+ |52
Vamos mostrar que |a + b} < |a| + |b|. Para demonstrar este re
sultado, conhecide no contexto mais ampleo dos numeros complexos,
como desiguladade triangular, vamos separar o problema em casos.

Se 2 e b forem ambos positivos, entdo

la+bl=a’+b, !a{:a, ibl:b

de modo que
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la + 5| = |a| + |b}].
Se g e b forem ambos negativos, entdo

|a + 3] = -a-b, ja| = -a, |B] = -b,
de modo que, novamente,
la + 2] = |a + {B].

Se a e b tiverem sinais opostos, um positivo e outro negativo,

em a« + b havera algum cancelamento e podemos dizer que

|a + 8] € menor do que o maior dentre |a| e |b].
Segue-se que f[a + b| < |a| + |B]-
Se um dos numeros for zero, por exemplo, se p = 0, entdo
la + b] = la+ 0] = |a|l, {p] = fo| =0,

e, aSS‘im,

la + b| = la| + |5].
Resumindo, vé-se que em todos oS casos temos

la + 5| = [a|l + |p]  ou  fa + b} < [a| + [5].
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Todos estes resultados sobre valores absolutos estao co

letados, por conveniencia, no Sequinte teorema:

Teorema 7.1 Para todos os numeros reais a e b, temos:

(1) Se a =b, entdo l|a| = |b];
(2) Ja| = |-al;
{3) ]abl = |a|. bl;

{4) |a + | 2 |al + |2].

A sequir, vames demanstrar o teorema de d'Alembert da
algebra. HNa verdade, vamos prova-lo em uma situacdo especial vi

sando o uso gue dele faremos mais adiante.

Teorema 7.2 Sejem flx) um polindmic com coeficientes
tnteiros e B um numero ractonal, raiz de fiz) = 0. FEntdo x-B
€ wum fator de [ffx); isto &, existe um polindmio glz) tal que
flel = (z - B) qlz). Alem do mais, qlz) tem coeficientes racio

nais e seu grau € uma unidade maenor do que o grau de f(x).

Demonstracao. Se dividirmos sz} por = - B resulta
ra um quociente g{x) e um resto, digamos, ». Sendo o grau do
resto sempre menor do que ¢ grau do divisor (que, no nosso caso,
€ o polindmio =z - B, de grau 1), vemos que » & uma constante ,

independente de x. Segue-se que
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fla) = {z - 8) g{z) + r,

e, como no processo de divisdo as passagens sao, por assim dizer,
operacdes racionais, vemes que g(x) terad coeficientes racio
nais. A equac¢do acima & uma identidade em =z, portanto podemos
substituir =z por B e obter fF(B) = r. Mas, f{B} =0 pois B
g uma raiz de  f{x) = 0. Da¥, »r = 0, isto &, o resto da  divi
sao de flz) por =z - 8 & zero e assim, flz) » (= - B} gl(=) .
Finalmente, qualguer que seja o grau de f{x), vemos gque o grau

de g(x) & uma unidade menor.

Problemas - Lista 27

1. Escreva os valores de |2|, |-2]|, |-8] e |10']|.
2. No texto dissemos: se « = b, entdo |af = |B|. A reciproca
e verdadeira?
3. Demonstre: la + b5 + e} < |a| + |bl + |ef.
4, (a) Demonstre: |z + 7| = x + 7 se =z > -7 mas,
|z + 7] = -z -7 se x5 -7.
(b} Faca uma analise semelhante para |z - 7| = = - 7.

5. Para que valores de =x, se existirem, valem as seguintes

igualdides?
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(a) |z + 7} =5 + |z|; (¢) |z + 7i+|z - 7|=|=x|+7;
(b) |=z[ = |= - a]; (d) |2x| = 2|«]|.

6. Demonstre que a5 desigualdades do Teorema 6.5 do Capitulo 6,

m 1
-—2<A-E<:24,

1
(—2-_

n
7. Demonstre: 8! = 8(7!); demonstre tambem que (F+#1)1=(g+1){7!).
8. Demonstre: (J+1)! - 7! = F{71).

9. Verifique que 3/2 & uma raiz de 2z -13z°+272%-42-21 = 0.
Chame este polindmio de f(x) e verifique a afirmagao do
Teorema 7.2, calculando o quociente g4{x) da divisdo de

flx) por = - 3/2.

7.2 UMA APROXIMACAD DE «

A razio que esta por trds da transcedéncia de o & que
ele pode ser aproximado excepcionalmente bem por certos ndmeros
racionais. E isto que vamos provar agora. Pode-se obter uma hoa
aproximacdo racional de o escolhendo um niimere finito de termos

da serie (1) que define «. Chamemos de B a soma dos primeiras
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j termos de a, dado em (1); isto &

11 21

(3) g - 107" 4 1072t 4 1073

+...+'|U-J.l.

0 valor do inteiro j ser2 especificado mais tarde. Observemos
que B @& racional porque pode ser escrito como uma soma de fra-

cdes cujos denaminadores sdo potéencias de 10;

1 1 1 1
B=—-—T-r+—-—2-—|—+—3—r+...+—.|—.
10" 10" 107° j07°
Todas estas fracoes podem ser escritas com denominador comum

21 - -
10¢* e somadas, dando uma sd fracgao,

(4) B = —r

onde o numerador t representa algum Znteirc cujo valor exato

nao vem ago €aso.

0 numero racional B estd muito proximo de o, Das eq.

(1) e (3), vemos que
o oo 10- L qom (Gt yg-(Ged)t

A representacac decimal de o - 8, como a de «a, g inteiramente
formada de zeros e uns. O algarismo 1 aparece pela primeira vez
na posicaa {j+1)!, em seguida na posigcdo {j+2}!, e assim por

diante. Portanto o nimerg o - B & menor do que

0.000000...0000002,
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onde todos os algarismos sao zeros exceto o algarismo 2 na posi

gao (F+#1}!. Em outras palavras,
2
(5) G‘B‘-W.

Vamos precisar de mais algumas desigualdades simples en
yolvendo o« e @&, Como o e B s3o positivos, todas as potén-
cias de o e B serdo positivas. Além disso, como o<l e <1,

r

vemos que a” <1, B8%<1 e a¥g®<1, quaisquer que sejam os  in

teiros positivos » e s. Temos entao

{6) 0 < af< 1, 0<g¥<1, ©<a¥® <1,

7.3. 0 PLANO DA DEMONSTRACAD

Para demonstrar que a« @& transcendente, vamos supor eXa
tamente o centrario, isto &, que o @ algébrico e obter uma con
tradicdo. A hipdtese de o ser algébrico significa que o satis
faz alguma equacdo algébrica com coeficientes inteiros. Dentre
todas as equacoes com coeficientes inteiros, satisfeitas por a,

escolhemos uma, de menor grau, digamos
n n-l n=2 2 _
(7) e E He, B He, ST TH...tepE vexe) = 0.

Para abreviar, escreveremos f£{x) no lugar do polindmio no pri

meirc membre de (7}. Este polinomio g{(x) tera um papel cen-
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tral no decorrer de todo ¢ capitulc. As hipoteses basicas fei

tas 2 respeito de f{x) e gue devemos manter em mente, s3o:

(1) f{z) tem coeficientes inteiros;

(2} o nimerc a« € uma raiz de flxz) = 0, isto &, f(a)
€ zero (onde fla) & o resultads que se obtém, subs
tituindo, em fFflx), « por a);

{3} o ndmero o nado & raiz de nenhuma equagdo com coe

ficientes inteiros e de grauv menor do que =,

0 numero f(B), obtido substituindo x por B em f(z), tambem
desempenhara um papel importante na anidlise.

A idéia da demonstracdo € a seguinte: Vamos olhar para
o numero f{a) - f(B) fou -5(B), que & o mesmo, pois F{a} = 0)
sob dois aspectos. Um, sera considerar -f{8}) como um polind
mio em g, com coeficientes inteiros. Como g @ racional, -Ff(B)
também sera racional e veremos que seu valor absoluto & relativa
mente grande. 0 outro, sera ver f(a) - F{(B) como uma diferen
¢a de dois polindmios; mostraremos na proxima seccdc que esta di
ferenca & da mesma ordem de grandeza do que a diferenca a -~ B,
que € relativamente pequena (veja eq, (5)). Assim, suponds que
o & algébrico, chegaremos a duas ordens de grandeza conflitan-
tes para gp{a) - r£(8) e, teremos assim, uma contradicdo.

Preparando o caminheo para a demonstrac¢do, mostraremos
Na proxima seccdo que f{(B) ndo & zero e que floa) - fF(B) e

@ - 8 tEm a mesma ordem de grandeza,
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Problemas - Lista 28

1. Verifique as identidades

4 4

(a) o -8B (o - B}(a3 r a8 + 0g? 83);

{b) e - 85 (o - 8)(&4 + a8 4 azsz + a83 + 84);

{c) a6 - 86 {a - B)(us + u45 + a382 + a283 + a84 + 85).

[}

2. Escreva uma identidade, expressando a7 - 87 como ¢ produto

de o - 8 por um polinomio de grau 6.

3, Demonstre que um nimero algébrice & raiz de uma  infinidade

de equacbes algébricas com coeficientes inteiros.

7.4  PROPRIEDADES DOS POLINDMIOS

Teorema 7.3, O numero B ndo € uma ratz de eq.(?); is

te e, f(B) £ 0.

Demonstragdo. Se B fosse raiz de (7), entao pelo Teo

rema 7.2, x - P seria um fator de f(z), isto &,

flz) = (= - 8) qlz)

Ainda pelo Teorema 7.2, g{x) teria coeficientes racionais e seu
grau seria uma unidade menor do que o grau de F(x). Sendo o uma

raiz de f(z) = 0, teriamos
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fle) = (o - B) q{a) = 0.

Mas este produtc & zero somente se um dos fatores for zero. 0 fa
tor a - B ndo & zero perque o € diferente &, Portanteo g{a)=0;
isto e, o seria uma raiz de 4(z) =0 e 4{x) tem graun - 1,
Se representarmos por o o produto de todos os denominadores dos
coeficientes racionais de g(x), o produto ag(x) tera coeficien
tes inteiros e o serd uma raiz de agl(x) = 0. Mas isto ird con
trariar a hipotese de o ndo satisfazer nenhuma equacac com coe
ficientes inteiros de grau menor do que =. Como a hipotese
7(g) = 0 nos levou a uma contradicao, concluimos que fF{B) # 0.
A segquir, seguindo o plano feito na Ultima seccao, va
mos mostrar que fle) - F£{g) tem a mesma ordem de grandeza do que

- B, que & muite pequenos {veja Secgdo 7.2).

Teorema 7.4, Existe wum numerc N, dependendo somente dos

coeficientes de Fflxl e do ceu grau, tal que

[fla) - £(8)] < #{a - B).

Demonstracdo. O nimero ¥ & definido pela equacgao

(8) ¥ = n]cnl + {n - ])]cn_]l + (n - 2)|cn_zl+...+2|c2|+fe]|.

Observe, em particular, que ¥ & independente do inteiroc j usado

na definicioc de 8.

No decerrer da demonstracao, vamos precisar da fatora
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- k k : : : k k
cao de o - B e de uma desigualtdade satisfeita por o - 87,
A fatoracdo & dada por
o) o - 8% s (o - B)(aF eak ekl

2 k-3 k-2 k-l)

+ 0B +aR +B s

onde k¥ & um inteiro positivo qualquer. Esta fatoracdo pode ser

verificada, efetuando a multiplicagcdo no segundo membro de (9)

ala® T ra* 200, . sagk-2ugk"T)
=ak+dk-] B+. . .+u28k-2+33k‘1
e
B(Gk-']*'uk-zﬂi-. < orapk2 gkl )

cof Vara® 282, rapkTegk.

Subtraindo estas duas equacoes, observamos que todos os termos ,
exceta o primeiro da primeira equacdo e o Ultimo da segunda equa

¢do, se cancelam, ficando apenas ak - Bk.

0thando para o segundo membro da eq.(9) e para as desi

gualdades (6), vemos que todos os termos uk'], ak'ze, etc. sao
menores do que 1. Como existem exatamente % destes termos e co

me o«-g & positive, podemos escrever
(10) o*- g¥<(a - BI{1 + 7+ 1T 4o+ 1T +1 +1) = kfla - B).

Calculemas agora f{a) e f{B) wusando a eg. (7) e efe

tuemes a diferenca f{«) - F{(g). Obteremos:
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n-]_Bn-

£la)-f(8l=e (a"-8")se (o Deoniregtag),

Usemos a identidade (9) para poder colocar em evidéncia
o fator o - B, comum a todos os termes do segundo membro, Isto

nos leva a

n-2 n-E+Bn-1}

2)

Bt...+0B

f(G]-f(B]=(u—B)[cn(an_]+u

n-3

+cn-1(ﬂn_2+a B+...+a8n_3+6n_

+...+c]].

Tomando valores absolutos e usando o Teorema 7.1 e a desigualda

de {10), obtemos
[fla)-r(B) <la-BI[nicnl+(n-1]|cn_]|+...+|c][].

Observando que |a-B| =« -8 e usande a equacao (8) gque define
¥, temos, finalmente, que |f(a}-7{B)| < ¥{x-B), como queriamos

demonstrar.

7.5 A TRANSCENDENCIA DE o

Yamos agecra completar a demonstracado de que o nimero o,
definido pela eq. (1) & transcendente. Inicialmente, oclharemos
para fla} - f(#), sob outro aspecto.

Teorema 7.5. O numero

(11) frla) - fle)] 10709}
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£ um inteiro positive qualquer gue geja o valor atribuide ao in

teiro positive J.

Demonstracao. Como f(a) = 0, o nimerc acima pode ser

escrito como

[-r(s)[. 0% ou  fpey|.1070d) )

Das eqs. {7) e (4} ve-se que

f(B)=en6n+en_1Bn_]+cn_28n'2+...+c]B+cD

e £t @ tn'] e £7-2 et
= —n‘——.—r + nel - + n-2 + + + ¢
Tom- 3T T gTTIgT [ TeZaT et AT ep

Multiplicando por 10%°9', temos

£(g). 107!

Y - q 13
= cnt" + cn-]tn Yiodt . cn_ztn 21029t ..., c]t10(n 13!

+ colﬂn'j!,

e 0 segundo membro & um intefiro. Este inteiro nio pode ser zero

porque F(g) £ 0 pelo Teorema 7.3.. Tomando valores abselutos,

vemos que
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l7(). 10" 9] ou  |r(B)].10%-7"

g um inteiro positivo e o teporema esta demonstrado,

Obteremps agora uma contradicao direta do Teorema 7.5,
mostrando que o numero dado por (11) esta entre 0 e 1. Para is
to precisaremos escolher o inteirc j que foi usado na definigao

de B de modo que satisfaca

n.j!
(12) 2N.10 < 1.

1pld+12t

Serd que isso pode ser feito? Pode, porque esta desigualdade 8

equivalente a

2N
10(j+1)!-n.j!

onde o expcente no denominador pode ser escritoc como

(G401 en gl=(G+1) g en. glt=(Ge1=n)j!.

Este expoente, para um n fixo, pode se tornar tao grande quanto
desejarmos bastando para isto tomar j muito grande. O0Os valores
de n e ¥ s3ao fixados pelas equacdes (7) e (B8); mas como j nRao
depende nem de =n, nem de &, podemos tomar 7 suficientemente
grande para gque (12) seja satisfeita.

A seguir, usandc o Tecrema 7.4 e a desigualdade (5), va

mos mostrar que o numere dado por (11} estd entre 0 e 1. Assim:
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. .
|£le) - £(8)]. 10" 9" < m(a-B).107"7"
' n. gl
. 2n.10
10(j+1)!
<1,
onde, na Ultima passagem, usamos {12). E claro, por causa da

Teorema 7.3, que o nimero em (11} & positive.
Temos, pertanto, uma contradicac e concluimos que « niao
pode satisfazer nenhuma equacdo da forma (7). Assim, o« & um ni

mero transcendente.

7.6 UM RESUMO

Neste capitulo respondemos a questdo: "Existem nimeros
transcendentes?", exibindo um numero de Liouville e provando ser
ele transcendente, isto &, ndo algébrico,

Vamos recapitular a demonstracdo toda, pois os detalhes
talvez tenham obscurecido o argumento. Dissemos, no inicic do

capitulo, que a idéia central seria o fato de gue 9 numerop

11 21 3! Y

a = 10 + 10 + 107 + 10 + e

pode ser aproximado, com grande precisdo, por numercs racionais.
Este fato estd explicito na desigualdade (5) que diz ser o - B
muito pequenc em comparacdc com B. Recordemos que R & um nume
ro racional com denominador 109 (veja eq. {4}), mas que a-§ &

-1 |
da ordem de 7107+ po Teorema 7.4, esta pequena ordem de
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grandeza foi estendida de a« -8B para fla) - F(B), onde f£(x) &
um polinomio com coeficientes inteiros que, para =z = a, suposta-
mente se anula.

Por outro lade, considerands f(a) - f£(8) sab um ponto
de yista bem diferente, no Teorema 7.5, mostramos que o tamanho
de f{a) - f(B) @ maior do que o estimado anteriormente. (0 fa
tor 10”‘5!, no Teorema 7.5, nao tem papel essencial; ele esta
presente para colocar as duas ordens de grandeza de fla) - f(B)
em nitido contraste). Isto foi feito, reconhecendo que flo)-fF{B)
& simplesmente -7(B) e f(B) & um numerc racional com denomi-
nador lD”'j!. Portanto a hipGtese de a satisfazer flx) =10
nos permitiu demonstrar que f{a) - f£(8) & muito maicr do que os
calculos anteriores mostraram. Esta contradicdo provou que o &

transcendente.



APENDICE A

DEMONSTRAGCAO DE QUE EXISTEM
INFINITOS NUMEROS PRIMOS

A argumentacdac gque usaremos aqui & a chamada demonstra
¢do indireta, tamb&m conhecida como demonstracdo por centradicao,
ou ainda, por reducdo a¢ absurdo {reductio ed abasurdum). Neste ti
po de demonstrac3do supbe-se que a proposicio seja falsa e, a par
tir desta hipotese, deduz-se uma contradic¢ao. Assim, no caso da
proposi¢do em questido, vamos supor que exista apenas um nimero fi
nito de primos.

Havendo apenas um numerc finito de primos, vamas repre-

senta-los por
pis p2| p3. vewy pk.

Esta notacdo significa que existem exatamente % primos, onde k
e algum niimero natural, Se pensarmos nos primos dispostos em or
dem crescente, entao, naturalmente, py = 2, Py = 3, Py = L s
pg = 7, € assim por diante. Nesta demonstracdo, porem, sera mais
conveniente o use¢ da notacdo Pys Pps D3s €tC. do que 2, 3, 5 ,
etc.

Como todo nimero natural pode ser decomposto em fatores
primos, observamos que todo niumero natural tem que ser divisivel,

ag menos por um dos primos.
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p]’ P2: P3: ey pk.

pois estamos suypondo gque ndo existem outros primos alem destes

Consideremos, agora, o numerc natural n que se obtem multiplican

do todos os primos e somando 1 ao resultado:

mo = pPgPgee Py * 1.

Este niumeroc n nac & divisivel por pys pois, se dividirmos » por

Py obteremos um quociente e um resto cujos valores sdo:
quociente = p,pg .. P, resto = 1

Se n fosse divisivel por pys © resto seria 0; portanto n nio @

divisivel por py-

Um argumento analogo mostra que =» nio & divisivel por
Pps OU p3gs OU pu «e. , OU Py,

Temos entdo um numere n que ndo & divisivel por nenhum
primo e esta & uma situagdo absurda. Portanto a hipOtese de exis
tir apenas um numerc finito de primos nos levou a uma contradigao
1ogica e, conseglientemente, esta hipotese & falsa. Portante exis

tem infinitos primos.
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DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA
FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Sera demonstrado neste apéndice que todo mumero natu
ral, diferente de I, pode ser decomposto em fatores primos de mo
do unico, a mencs da ordem dos fatores. Subentende-se que todo
nimero natural primo, como 23, ja estd “decomposto em fatorespri
mos". O resultado pode ser facilmente verificado para nimeros
naturais pequenos. Por exemplo, 10 pode ser decomposto em 2.5 e
sabemos, por experi&ncia, que nao existe outra decomposicao de

10 em fatores primos. O mesmo acontece com todes os nUmeros ate

10:

z2 =2

3 =

4 = 2.2

5 =5

= 2.3

1 =17

8 = 2.2.2
9 = 3.3
10 = 2.5

Poderiamos aumentar esta Jista, mas uma tal listagem, por mais

comprida que fosse, niao poderia ser considerada uma demonstracao.
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Peis, afinal, existem infinitos nimercs naturais e ndo poderJamos
yerificar a decomposicao em fatores primos de todos eles.
Portanto precisaremos recorrer a um argumente matemati
¢co. Fizemos uma lista dos numerocs de 2 até 10, cada um com  sua
decompesicdo Unica em fatores primos. Qu esta Tista pode ser es
tendida indefinidamente de modo que, para todo numero natural ha
ja uma decomposicdo uUnica em fatores primos, ou entdo, em algum
lugar na listagem, a propriedade da decomposicde Unica ira falhar.
f£stas saoc as duas dUnicas possibilidades. Queremos demonstrar a
primeira destas duas possibilidades e vamos faze-lo usando um ar
gumento indireto. Vamos supor que a segunda possibilidade seja a
que se verifica, isto €, que em algum lugar, na listagem dos nﬁmg
ros naturais, a propriedade da decomposicdc unica em fatores pri
mos falhe. Mostraremos que isto nos levara a uma contradicao.
Antes de entrar nos detalhes deste argumento bastante
longo, vamos fazer um rapido esbo¢o para orientar o leitor.

I Representaremos por m ¢ primeire inteiro que possa ser
decomposto em fatores primos de mais do que uma maneira e vamos es
crever para m duas decomposigbes distintas em fatores primos. Na
parte I da demonstracao mostraremos que nenhum dos primos em uma
das decomposicdes poder3d ocorrer na outra. Tendo demonstrado is-
to, se m tivesse de fato duas decomposicOes distinta em fatores
primos, todos os primos de uma delas seriam diferentes de todes
0s primos da outra. MNa parte II da demonstracao construiremes um
numere =, menor do que m que tambem ter@ duas decomposi¢des dis

tintas em fatores primos. Isto ird contradizer a hipotese de ser
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m © menor inteiro com esta propriedade e o teorema estara demons
tﬁado.

Representemos por m o© primeiro inteiro que possa ser
decomposto em primos de mais do que uma maneira. Em outras pala
vras, vamos supor que todo nimero natural menor do que m tenha a
prepriedade da decomposicao unica, enquanto gue m tem mais . do
gue uma decomposicdc. Assim, para m existem pelo menos duas de

composicoes em fatores primos, distintas. Podemos escrever
M= P\PgP3--cPy €M = q1dpdg---Qg-

0 que queremos dizer com esta notacdo? Queremos dizer
gue m pode ser decomposto ngs primos Pys Pys Ps3o etc. ate ?,
e que també&m existe uma outra maneira de decompor m em primos

3 B 7
Q1s 491 930 etc,, T Por gue nag 91> 4o Qg etc, ate q,,? Por
que ndo podemos pressupor que o numero de fatores primos seja [V

mesmo nas duas decomposic¢bes; pelo que sabemos, o numerc de fato

res pode ser diferente.

A notacao requer mais explicacfes. Ela ndo significa ,
como no Apéndice A, que Py € apenas uma outra representacao do
primo 2, p, uma outra representagao do primo 3, e assim por di-
ante. MNada disto. Ndo sabemos se o primo 2 estd, ou nio, entre
05 primo p,, PpsevesD - Pode ser que py seja 2, seja 23, seja
47, ou talvez ndao seja nenhum destes. Ele &, simplesmente, algum
primo. Do mesmo modo, Py € somente algum prime. Pode ser igqual

ao primo py, mas pode também nioc ser. Estamos tdao somente supon
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do que 0 numero natural m pode ser decomposto em fatores primo

de dois modos distinteos,

Parte 1 da Demonstracao. 0 primeiro fato que podemos mos
trar @ que os primos P1s Pps <res P, na primeira decomposicgao
sao complietamente diferentes dos primos q1» qgs +--» q_» N3 segun
da . Em outras palavras, se o primo 7 ocorrer na primeira decom-
posicao, ele naa poderd ocorrer na segunda. Como isto niao €, de
modo algum, obvio, vamos apresentar um argumento. Se as duas de
composicdes tivessem um primo comum, poderiamos arranjar a nota
¢ao de tal modo que este primo fosse o primeiro fator em cada uma
das decomposicdes. Assim py = 4p- (Isto pode ser feito, pois em
cada decomposicdo os primos podem ser tomados em qualquer ordem}.
Como p, = gy, podemos muitc bem escrever p, no lugar de qp- de

modo que as duas decomposic¢oes fiquem:

m o= pPyPply s+ Py, B m = Pydpqy - qg-

Dividindo estas igualdades por py- obtemos

= e m o
= PpP3cel, P = qGodyscd,

M
Py
Obtivemos, assim, duas decomposicdes diferentes para o nimero na-
tural m/p] por termos come¢ado com duas decomposicoes diferentes
de m. Mas isto & impossivel pois m era o menor nimerc que  poS

5uia mais do que uma decomposicdaoc em fatores primas e m/p1 e me

10r do que m.
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Parte I1 da Demonstracdo. Provamos ent3o gue 0S5 primos e, COMO Ppyqpq3--.q, & UM numero positivo, = e menor do que m.

’ L . - i nu
Dra Pps sres P, da primeira decomposicio de m Sioc completamente Finalmente, vamos mostrar que o numero natural n tem

diferentes dos primos qps dpr ceer 4, da segunda. Em particular, duas fatoracoes distintas. Para isto, olhemos como a foi intro

sabemos que p, nio & igual a g4,; em sTmbolos matematicos, p #q,. duzido, a saber
Vamos supor que p, seja o menor dos dois, iste &, p; < q;. Te

. . i no= (g - py) 943 -+ a,-
mos o direito de fazer esta suposicao porgue a notac¢ao, nas duas

decomposicoes em primos, € totalmente simetrica, Assim, se conse Cada um dos fatores Gps Gzs -+ 4 & um primo mas, o primeiro
guirmos completar a demonstragdo no caso em que Py < qp» Yma de fator 41 -~ Py» ndo &, necessariamente, um primo. Se 47 - Py
monstragdo simeétrica, com 0s p's e g's enm posicdes trocadas , fosse decomposto em fatores primos, ter7amos uma decomposicde de
sera valida no caso em que Py >qy. n em primes que ndo ircluiria ¢ primo p, como um dos fatores .

Suponda, entdo, py < qp» vamos exibir um nimeroc menor Para ver isto, observemos, iniciaimente, que p, nao @ nerhum
do que m que possui duas decomposicBes distintas em fatores pri dos primos g5, g3, «-.» g » como foi visto na parte I da demons-
mos. Isto completard a demonstragdo porque haverd uma  contradi “tracio. Em segundo lugar, independentemente de como ¢, - p; sg
¢d0 da hipdtese inicial de ser m o menor ndmero a possuir maisdo ja decomposto em primos, o primo p, n3o poderia ser um fator ,
que uma decomposicio em fatores primos. Um numero natural com as pois, se p; fosse um dos fatores na decomposicdo de gy - p;
especificacBes desejadas, & entao py seria um divisor de ¢, - py. Isto e, terfamos

no= gy - py) qpa3qq -+ 4, q1 - Py = ppbs

Observe como » foi construido: ele e o produto de g4, - p; pelos onde » & o quociente da divisio de gy - py POr py. Isto Teva

primos dps Ggs sevs G4 pode ser escrite como uma diferenca ria 3s equacgdes

"T A9y -9y T P1dp93 -0 9y

q1 = Py ¥ b e g7 = py{1 +b)

ou
podendo esta Gltima ser interpretada como uma afirmacdo de que P

noE Moo= PGy e g0 € um divisor de q1» 0 que e impossivel, pois nenhum primo pode
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ser divisor de outro primo.
. Em seguida vamos mostrar que n pode ser decomposto em
fatores primos de modo que Py seja um dos fatoree. Para tanto,

retornemos a uma das equacdes anteriores
BOEM- Py9y93-009,
e substituamos m pelo produto

M= PPaP3e Py

obtendo

B = P1PaP3e-+Pp = P19293° 9,

ppgpge--p, - p33--:9,)-

A parte entre paréntesis ndo &, necessariamente, um niumerc primo;
mas quando for decomposto em primos, teremos uma decomposicac de
n em fatores primes que incluira e primo Y- Exibimos, assim ,
duas decomposicdes de n em fatores primos, ou melhor, dois pro
cessos para obter tais decomposicdes, uma, sem o fator primo py ®
outra, com este fator. Em outras palavras, o nimero n, que & me
nor do que m, tem duas decomposicoes distintas em fatores primos.

Isto completa a demonstragao.

APENDICE C

PROVA DE CANTOR DA EXISTENCIA DE
NUMEROS TRANSCEDENTES

No Capitulo 7 demonstramos a existencia de numeros trans
cendentes, exibindo um deles. Neste apéndice, usando um método
totalmente diferente, vamos nao so demonstrar a existencia de ni
mero$ transcendentes, mas também provar que existe uma infinida-
de deles. Na verdade vamos mostrar que, em certo sentido, exis
tem mais numeros transcendentes do que algebricos.

De inicio, vamos deixar bem claro que nds nos restringi
remos a numeros algébricos reais e a numeros transcendentes reats.
As raizes de xz + 1 = 0, por exemplo, s3c numeros algebricos mas
nao sao reais. 05 resultados a que vamos chegar, bem como sSuas
demonstracoes, sdo validos também para nimeros complexos mas,
restringindo nossa atencao acs nimeros reais, evitaremos peque
nas complicagoes.

Entenderemos por conjunto $§ qualquer colecao de obje
tos claramente definidos e distinguiveis. Estes objetos sdo cha
mades elementos de 5. Um conjunto 5 pode ser finito como, por
exemplo, o conjunto dos numeros naturais primos mengres do  que
20:

5 =12, 3,5, 7,11, 13, 17, 19};

193,
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oy pode ser infinito como, por exemplo, o conjunto de todos 0%

nimeros naturais

s =4{1,2,3,4,5,6, ...},

Um conjunto infinito se diz enumeravel se 0S seus ele

mentos puderem ser escritos em forma de uma segiiéncia
G'I. ﬂzg 03. 04, aus 3

de modo que qualquer elemento do conjunto seja um termo da se
qliéncia. Por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais pares po

de ser escrite como
2, 4,6, 8, 10, 12, ...,

uma seqliencia em que o n-8simo termo &€ 2» e portanto este con
junto @ enumeravel.
0 conjunto de todes os inteiros & enumerdvel pois pode

ser escrito em forma de segliencia:

os ]n ']s 2! ‘21 3; "3, 4. -4. e »

Hi outras maneiras de escrever este conjunto em forma de segiién-
cia, mas uma so maneira & suficiente para mostrar que o conjunto
e enumeravel,

Para concluirmos que um conjunto & enumerdvel n3o & ng
cessirio que conhecamos uma formula especTfica para o n-gsimo ter

mo de uma seqlencia. Por exemplo, o conjunte dos nimeros primos
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2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, ...

& enumerdvel, apesar de ndo conhecermos o valor exato do centési
mo-milionésimo prima. [ suficiente sabermos que existe um  ta)
primo para que possames conceber uma ordem segiiencial para o con
junto todo.

A seguir vamos provar que 0 conjunto de todos os nﬁmg
ros racionais @ enumeravel, Observemos que qualquer numers ra
cional e raiz de uma equagdo linear ax + b = 0, com coeficien
tes inteiros ¢ e b. Alem do que, sem perda de generalidade,po
demos supor a positivo. Por exemplo, 0 numero racional 3/5 &
raiz de b5x - 3 = 0. Diremos que o indice da equacao gx + b = 0

e

'|+a+|b|

de onde se vé que o indice de uma equac@io & um inteiro positivo.
Por exemplo, a equa¢ao 5z - 3 = 0 tem Tndice 9. Nzo existe
equacio de Tndice 1 & somente uma de Indice 2, a saber z = 0. &
tabela €1 contem todas as equacoes lineares com Tndices até 5.
0s numeros racionais, em ordem crescente, raizes das equacoes da

tabela {1, tambem podem ser tabelados como se vé na Tabela C2.
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TABELA ¢

Tndice Equagbes

2 x =40

3 2x=0, x+1=0, x-1=0

4 3x=0, 2x+1=0, 2zx-1=0, z+2=0, x-2=0

B 42=0,3x+1=0, 3x-1=0, 2x+2=0, 2x-2=0, x+3=0, x-3=0

TABELA (2
Indice Numeros Racionais Introduzidos
2 0
3 =1, +1
2 -2, g 1,2
5 3, - 3 e 3

E claro que, para cada indice J, existe apenas um nume-
ro finito de equac¢dbes Yineares. Existem, de fato, 27 - 3 equa-

coes de Indice 7 (o numero em si nio € importante). Assim, cada
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vez que o Indice aumentar, somente um nimero finite de novos ni
meros racionais serd introduzido. Portanto podemos escrever os
nimeros racionais na forma de segiiéncia

1 1
Ds '1, 1, "2, _-E’ ?, 2, -3, —§g §, 3, e 3

escrevendo inicialmente as raizes das equa¢oes de indice 2, em
seguida as raizes das equacdes de Tndice 3 e assim por diante,
tomando ndices crescentes, um de cada vez. Como todos os nime
ros racionais v3o aparecer na segiiéncia segue-se gue o5 humeros
racionais sdo enumeriveis.

Praticamente a mesma demonstracdo pode ser usada para
provar que o conjunto dos numeros algebricos & enumeravel., Mas,
inicialmente, precisaremos saber algo a respeitc de guantas raj
zes uma equacdo algebrica pode ter. Convém Tembrar que nimero
algebrico & aquele que satisfaz uma equacdo do tipo
(1}  rlz) =anxn+aﬂ_1xn-]+an_2xn_2+...+a2x2+a]x+au =0,
com coeficientes inteiros. Podemos supar a, Ppositive pois, se
fosse negativo, multiplicariamos a equacdo por -1, sem que isto

afetasse as raizes.

Teorema C.V. Qualquer equagdo da forma (1) tem no mdxi

mo n praizes distintas,
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Demonstracdo. Suponhamos, ao contrario, que a eq.(1)
£enha n + 1 raizes distintas, Bys Bys Byse-es Bs B - Vamos
usar o Teorema 7.2 (capitulo 7) ou, melhor, uma ligeira variacio
daquele resultado. A demonstra¢do do Teorema 7.2 assegura que
x =B serd um fator de f(x) se B for uma raiz de g(z) = 0 .
quer B seja, ou ndo, um numerc racional. Se g for irracional ,
o quociente g(x) terd coeficientes irracionais, mas isto nao im
porta aqui. No contexto atual, vemos que « - By e um fator de

f(z) com quociente, digames, qi(x)

fle) = (x - 8} q1(m).

Como B, & uma outra raiz de f(x) = 0, vemos gque 8, tem que
ser uma raiz de q1(x) =0 e, assim, =z - 8, g um fator de qltzL

com quociente, digamos, qz(x):
Q'](‘Ta} = (37 - 62) qz(x)s

flz) = (2 - BI} q1(x) = (g - BI}(m - By) gplx).

Continuando este processo com 33, 34, Cees Bn’ observamos ghe

flz) pode ser fatorado em
(2) f(x} = {z - B-l)(:c - Bz){x - 83)...{.7: - Bn]qﬂ(:x:].

Mas f{z) tem grau =, portanto qn(x) tem que ser uma constan-

te; de fato, qn(x) tem que ser 2, Para que a fatoracao esteja de
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acordo com & eg. {1},
Consideremos agora a raiz Bn+? que & diferente de to

1) = 0, seque-se de

das as outras rajzes. Pelo fato de ser f(8n+

(2) que
(Bn+1—81)(Bn+l'82)(3n+1-83)"°[8n+1'8n)an =0,
o que & impossivel, pois o produte de fatores nio nulos niao pode

ser zero. Assim, o Teorema C.1 esta demonstrado.

Teorema C.2. O conjunto dos numeros algebricos € enume

ravel.

Demonstracdo. Dizemos que o 7ndice da eq, {1) & o nime

ro
n+an+lan_1 E+ian_2|+.. .+|a2|+|a] |+|a0| .

0 Tndice & um inteiro positivo e sua definicdo & uma  generaliza
¢ao direta da definicdo de indice de uma equacdo Jinear. Novamen
te, podemos tabelar todas as equacdes de indices peguenos, como

se ve na Tabela C3.

TABELA €3
Indice Equagoes
2 x =0
3 2°=0, 2220, z+1-0, £-1=0
3 2 2 2 _
4 2°=0,2x"=0, z"+1=0, £°-1=0, 3z=0, 2x+1=0, 2x-1=0, x+2=0, x-2=0
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Como no caso das equacdes lineares, faremos a Tlistagem

&e todos oS novos numeros algébricos provenientes das equacces

da Tabela €3. Se, para cada indice, dispusermos os niimeros em
ordem crescente, obteremos a seqiiencia

. . 11, V541 Ve

0; ']:]: _2’-2'!?!2! '3s"_2'_: “/2.:"2_ ]

{3)
A LR N NEEL B4 N 420 PRI

TRy TIFT g T To

0 niimero 0 vem da Unica equagdo de indice 2, os numeros -1 e 1 ,
das equagoes de ndice 3, os numeros -2, -1/2, 1/2, 2, das equa-
coes de indice 4, e assim por diante. Para qualquer Tndice &

fixo, o nimero de equacdes & finito, porque o grau = e os coefi
cientes Aovevesly estao restritos a um conjunto finito de in
teiros. Além disso, pelo Teorema C.1, sabemos que o numero maxi
mo de raizes de cada equagdo & n. Portanto, todos os numeros
reais algébricos vdo aparecer na seqliencia (3). Deve-se obser
var, no entanto, que a medida que os Tndices vio aumentando, ape
sar de podermos em cada etapa escrever todas as equacoes para
qualquer indice dado, ndo poderemos continuar escrevendo as ral

zes especificas como o estivemos fazendo com os primeiros nume
ros da seqgiiencia {(3).

Do Teorema C.2 vamos querer tirar mais uma conclusdo: 2
de que o conjunto dos nimeros reais algébricos, entre 0 e 1, €
enumeravel. 1Isto & conseqtiencia de um principio geral, muito sim

ples, que vamos faormular como um teorema a respeito des assim cha
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mados subconjuntos. Um conjunto ¥ 8 um subconjunto do conjunto g

se todo elemento de M for elemento de =5.

Teorema €.3. Um subconjunto infinito de um conjunto e

numeravel, ¢ enumerdvel.

Demonstracao. Seja M um subconjunto infinito de um

conjunto enumeravel &, digamos, § = {a1,a2,a 38,300}, Seja a.

374 3

o primeiro elementp de £ que também esteja em M, a; » 0 segundo,
2

e assim por diante. Ent2o M serd o conjuhto

M:{ai,a.,a.,...}

que, obviamente, & enumeravel.

Ate aqui, todos os conjuntos infinitos considerados fo
ram enumeraveis. Vamos aralisar agora, em contraste, um conjunto

que n3oc @ enumerdvel.

Teoremz C.4. O conjunto doe numeros reais ndo € enume-

ravel.

Demonstracao. Em virtude do Teorema C.3, serd suficien
te provar este fato para numeros reais entre Q0 e 1; especificamen
te, para numeros reais z, satisfazendo 0 < = < 1, de modo que 1

esteja incluido e D, excluido. Suponhamos que o conjunto dos ni-



PROVA DE CANTOR DA EXISTENCIA DE
NUMEROS TRANSCEDENTES

202

meros reais entre 0 e 1 fosse enumeravel, digamos
1”11 1"23 P3s .'!"4’ “an

Escrevamos estes numeros em forma decimal, evitando rg
presentacdes decimais finitas pelo uso da forma infinita periodi-
ca em tais casos (veja Seccio 2.5). Por exemplo, o niumero 1/2 se

ra escrito como 0,499999... e naa 0,5, Teriamos

ol

0,a71212913274% 5%~ " »
ry = 0aapyay28,530948p5- >

ry = 0,a31a32a33a34a35. .oyetc,

Construiremos, agora, um numero
8 = 09b1b2b3b4. g

da seguinte maneira. Seja b] qualgquer algarismo entre 1 & 9,po
rem diferente de ay1- Analogamente, seja b2 qualquer algaris-

mo, hao nulo, diferente de Gppe Em geral, seja bk qualguer al

garismo ndo nulo, diferente de a,,. Entio o nimero B @& diferen

te de r

te de 7y {pois eles diferem na segunda casa decimal) e, em ge

{pois elesdiferem na primeira casa decimal), e diferen

ral, 8 e diferente de {pois eles diferem na k-Esima casa de

Tk
cimal). Portanto B & diferente de cada um dos r's. Mas B & um
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numero real entre 0 e 1 e obtemos assim uma contradicdo.
Deste teorema podemos concluir que, sendo

enumeraveis

os numeros algebricos entre 0 e 1 e nio enumeraveis as numeros
reais entre § e 1, devem existir nimeros reais que ndo sejam al
gébricos. Estes saoc os nimeros transcendentes, cuja existencia fi

ca assim demonstrada.

Teorema C.5. O conjunto doe numeros reais transcenden-

tes nao € enumeradvel.

Demonstracao. Suponhamos que o$ nimeros reais transcen

dentes fossem enumeraveis, digamos,

t t

2 2? t3g t4, e

Como, pelo Teorema C.2, o5 numeros reais algébricos sdo enumera
veis, digamos, Qps Ags dgs Ggaeess O conjunto dos nimeros reais

poderia ser escrito em faorma de seqliéncia:
t'ln CI'I: tzs a2, t33 (33, t4; (24, s

contradizendo o Teorema £.4. Havendo uma contradicao, o Teorema
€C.5 estd demonstrado.

Finalmente, observemos que os Teoremas C.2 e C.5 podem
ser interpretados como dizendo que existem “mais" nimeros trans-
cendentes do que algebricos. Os nimeros algébricos podem ser

apresentados como termos de' uma seqii€éncia infinita, mas  existem
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numeros transcendentes em demasia para uma tal representacao se

quencial.

Problemas - Lista 29

(a) Escreva todas as equacdes lineares de indice 6 e (b) escre
va todas as raizes destas equagDes que ndo sejam raizes de e

quacdes lineares de Tndice menor.

Demonstre que o conjunte dos inteiros Tmpares, positivos e ne-

gativos, € enumeravel,

Demonstre que o conjunto dos polindmios ¢ + bxq, onde ¢ e b

sdo ndmeros naturais quaisquer, € enumeravel,

Escreva todas as equacdes de Tndice 5 e confira a seqiiéncia

{3) até o elemento 3.

Demonstre que o conjunto dos numeros da forma a + V3, onde a

e p saop numeros racionais quaisquer, & enumeravel.

Demonstre: se um conjunto A puder ser separado em dois conjun

tos enumeraveis B e (C, entdo A sera enumeravel.

Demonstre que o conjunto dos numeros reais estritamente entre

D e 0,] nio € enumeravel.

Demonstre que o conjunte dos nimeros irracionais ndc & enumerd

vel.

Problemas Selecionados

Respostas e Sugestdes

Lista 1

1. {a) Falso: 1 + 1 = 2.
{b) Verdadeiro.
{c) Falso: 1 - (-1) = 2,

(d) Verdadeiro,

1 4

*(e} Falso: 2° + 2° = 6, e 6 nao & uma poténcia inteira de 2.

2. Oito, a saber, 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30.
3. Cinco, 3 saber, 1, 2, 4, 8, 16.

4, Quatro.

5. 83, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

*6. Sugestao: Ache uma boa notacio para numeros que sejam

plos exatos de um nimero dado d.

Lista 2
1. Sim; ¢ = -7. 7. Nio.
2. Sim; g = -7, 8. Sim; ¢ = 1.
3. Sim; ¢ = 7. 9. Niq, porque g ndo € uUnico.
4. Nio, 10. Sim.
2. 8im; g = .35, 11. Sim.

6. Sim; g = 0.
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Lista 3

(a), {b) e (f) sdo verdadeiros; {c), (d) e {(e) sao falsos.

. Verdadeiro em todos os casos.

(a), (c) e (d) sao verdadeiros; (b) e (e} sdo falsos.

. {a}, (b}, (c) e (d} sdo verdadeiros; (e) & falso.

Lista 4

. {a) n3o fechado, {b) fechado, (c) fechado, (d) n3ao fechado,
{e) fechado, (f) fechado, {g) fechado.

Lista 6
.(a) 0,25; (b) 0,015; {c) 0,8025;
(d) 0,0112; {e) 2,816; (f} 1,2596.
Lista 7

. (a) Falso, por exemplo, no caso b = 10;

{b} Verdadeiro;

(¢} Faiso, por exemplo,no caso b = 10;

{d) Falso, por exemplo, no case b = 73

(e) Falso, por exempio, no case b = 7

(f) Verdadeiro.

{a) Falso, por exemplo, no caso da fracao 3/6;
{b) Verdadeiro;

{c) Faiso, por exemplo, no caso da fracdo 3/6.

. (a) 0,7299%...;
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. Segb =10, entao g =0 ou p = 0.

(b) Sim.

Lista 8
(a) 1/9; (d) 997879990 - 1663/1665;
(b} 17/3; {e) 1/9900;

(c) 3706/9900 = 1853/4950; (f) 1.

Lista 9

(a) 0,12, {b) 0,3; . {(c) 4,8; {d) 0,0.

(b) D,0098999...; (c) 12,999...

. Nimeros racionais a/b, (irredutiveis) com a propriedade de 3

nao ser divisTvel por primes diferentes de 2 & de 5, com a # 0.

4., Nenhum.
Lista 10
7. Racional
Lista 11
1. v3 e -/7 servem.
2. /Y2 e JZ servem.
3. /77 e /T servenm.
4. /2 e Y2 servem.
5. /3 e 1/¥Z servem.
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{(a) n = 3, g
{b) n = 3, aq
(¢) n =3, eq
(d) n = 4, ¢,
{e) n =5, ¢

(f) » = 4, ey

. {a} sim; (B)

. Sugestdo. 2/2

{a) Sugestido.

cos 120°
(b) Sugestao.
(c) Sugestdo.

{d} Sugestido.

Lista 12
= 15, e, = -23, eq = 9, ey = ~13
= 3, cz = 2, c‘ = -3, (_-0 = —2;
= 2, e, = 7, ey = -3, eg = -18;
= 2, cg = 0, ey = -1, ey = -3, eg = 53

"

3, 4= 0, ey = -8, ¢, = 6, ey = -12, ey = 8,

=1, ey = 0, ey = -3, ey = -5, ey = 9.

sim: (¢} sim; {d) nio; (e) sim; (f) nao.

Lista 13

2

. Sugestao. Multiplique a equacdo pelo produto bbb by.

. Sugestdo. Use o Teorema 4.1 e um dos resultados do problema 1

& uma raiz de 2~ -1 = 0, por exemplo.

Lista 15

Substitua @ por 40° na eq.

= =1/2.

Use o resultado do problema
Use a eq. (8), parte 1, com
Use o resultade do problema

cos©® = sen{90% - o).

{5) e use

1{a) e a eq. (8).
o = 10°.
1{a) e a identidade
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{a) Sugestao. Substitua A por 3@ e B por 20 na eg, (1) e
use as eqs. (3), (4), (5} e (7).

{a), {b), (c}, (d), (i) e (k) sdo racionais.

Lista 16

{a) Sugestdo. Use cos 30° = /3/2.
(b) Sugestao. Use cos 450 = VZj2.
{d) Sugestao. Use o fato de cosS 40° ser irracional e
cos 2.35% = cos 70° = cos(90% - 20°) = sen 20°,

etc.

(b) Sim.

Lista 17

. Sugestao. Lembre que log m + log n = lag mn.

. Sugestdo. Use, entre outras coisas, o exemplo 3 do texto.

Lista 18
{a) Sugestdo. E yma raiz de %2 - 3 = 0.
{b} Sugestdo. E uma raiz de x> -5 = 0.

(c) Sugestao. [ uma raiz de R T Yeja eq. (5)
do Capitulo 4.

(d) Sugestao. Veja eq. (6) do CapTtulo 5.



210

*5,

Lista 21
{a) Falso, por exemplo, se r = -2 € 8 = =33
(b) Falso, por exemplo, se » = 4, 8 =3 e ¢ = -2

(¢) Verdadeiro;
(d) Verdadeiro;
{e) Verdadeiro;
(f) Falso, por exemplo, se X = 2/5;

{g) Verdadeiro.

. =10 < & < 10.

(b) Sim. A diferenca & que u - v pade ser 0 em (b) mas nac em

{a).

Lista 22

(a} 1, (b) 3, {c) 4, (d) 6, (e) 5, {f) 7, (g) 3, (h) 37,

(i) -2, (j) -22.

Lista 23

2/1, 3/2, 5/3, 7/4, 945, 10/6, 12/7, 14/8, 18/9, 17/10.

. 3/1, 6/2, 9/3, 13/4, 16/5, 19/6, 22/7, 25/8, 28/9, 31/10.

. Sugestao. Deduza isto do Teorema 6.3.

Sugestdo. Considere o caso em que » = VZ e n = 4 e prove que
nio existe nenhuma fracio m/4, irredutivel (isto &,

com m Iimpar), tal que
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Lista 24

(a) (b) (c) (d} (e} {f) (g) (h} (i) (3) (k} (1) (m) (n)

3 4 4 1 3 5 5 5 5 1 1 1 7
5 7 7 1 4 7 7 7 7 3 3 3 22

2
3

n |

Lista 25

. Sugestdo. Considere o inteiro imediatamente maijor do que X e o

inteirc imediatamente menor.

. Sugestdo. Mostre que a excecdo &€ m/n com n= 1, onde m & aque

le inteiro, imediatamente maior ou menor do que X

¥

gue estiver mais afastado de X,

(a) 3/2 e 4/3 servem.
(b) 3/2 e 5/3 servem.
{(¢) 7/3 e 9/4 servenm.

{a) Todos.
(b) 1/1, e também 14/10 desde que seja tomado na forma irredu-

tivel 7/5.

{a} 371, 31710, 314/100; (b) 3/1.
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*6, Sugestio. Demonstre que as desigualdades do Teorema 6.5 sdo
) falsas para X = 3/5 ¢ qualquer m/n com n > 5, da
seguinte maneira: X - m/n @& positivo ovu negative.Se

positivo, mostre que g, no minimo, 1/57; se negativo,

no maximo, -1/57.

*7, (a) Sugestde. Use o Teorema Fundamental da Aritmética, como da
do no Apendice B, para demonstrar que oS numergs ra

cionais dades ndo sdo iguais.

{b) Sugestdo.Prove queas desigualdades do Teorema 6.5 nao podem
permanecer yalidas para numeros raciomais m/n com n

mafor do que B&.

Lista 26
1. {b) Ndo existem.
2. (b) ¥/1, 2/1, 3/2.
3. (b)Y 171, 2/1.

Lista 27

4. (b} |2-7|=x-7 se x27; |x-7|{=-z+7 se =<7.

5, {a)z= -1; (b)x=2; {clx=7 e x = -7; {d) todos os valares de

xTe.
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Lista 28

2. al-8’ = (a-B)}(abrapea?B®rapdia?pt a0 80y,

3. Sugestao. Qualquer raiz de fF{z) = 0 & também umz raiz de

flzelglz) = 0,

Lista 29

1. {a} 5z = 0, 4xx1=0, 3xx2=0, 2x+3=0, xtd=0;

(b} -4, -3/2, -2/3, -1/4, 1/4, 2/3, 3/2, 4.
2. Por exemplio, 1, -1, 3, =3, 5, =5, 7, =7, 9, -9,... .

3. Sugestdo. Defina o Tndice de a+bz" como sendo asb ; observe,
entac, que existe apenas um numero finito de polinod-
mies com um dado Tndice, qualquer que ele seja; en
sequida, enumere-os.

=0, x311=ﬂ. x31z=0. wsi:2=0, 3z"=0,

2

2224120, 20#220, 22°tp=0, xzltztl=d, xl+2z=0,
4380, 3.1:11:0, 23&2:0. ::i3=ﬂ.

5. Sugestdo. Todos estes numeros sdo algebricos; use o Teorema C.3.

6. Sugestdo. Seja b1. bz. b3.... uma listagem seqiiencial dos ele
mentos de B, 2 seja Cys Cps Cgses. UMA tal lista -
gem dos elementos de ¢; entdo 4 pode ser escrito se

quencialmente como

b-[ ’c] lbzsCz,b3;C3, .- e
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7. Sugestaop. Siga a demonstracdc do Teorema C.4; mas os nimeros fNDICE ALFABET!CO
Q1 Gpys @gyse-- s_Eo todos zero neste contexto.
Construa o nimero que nac estd na lista, escolhendo Algebrico, numerc 113 fechado em relagao a 10
by =0, b, # ajp € b, £ 0, by # a,g € Dby #0, e, ,qpmx‘imf;io 129 fragas 30, 31 )
cantor, G. 5, 193 finita, representagao decimal 34
em geral, b, #a;q,; & by # 0. casa do pombo, principio da 149 fragio decimal 34
Comensuravel 70 finita 3¢
Complexo, numero 71 infinita 34, 47, 60
construgies geometricas 116 periddica 47
Courant, Richard 119 ordiparia 30, 31
d'Alembert, teorema de 170 Gelfond, A 114
decimais, fragoes M Geometricas, construgdes 116
: finitas 34 Geometricos, problemas 72, 116
infinitas 34, 47, 60 Hilbert, David 114
periddicas 47 Incomensuravel 71
decomposigao em fatores primos 14,186 infinita, representacdo decimal 34, 47, 60
demonstracao direta 42 inteiro 18
indireta 42 impar 21
mtureza de uma 27, 38 par 21
desigualdades 130 inteiros, numeros 18
desiguatdade triangular 168 inverso 33
Dirichlet, principic de 149 irracional, nimero 32, 60. 79. 102
dividendo 31 irracionalidade 64, 79, 102
divisa por zero 20 de numeros logarTtmices 109
divisor 11, 3 de nimeros trigonometricos 102
dizima periodica 47 de yZ &4
domlnio 22 de ¥ 66
Quplicagdo do cubo 117 de /& 67
enmeravel 194 de Y2 + /3 67
equagdes polinomiais 84 Liouville, J. 6, 166
indice de 195, 199 : logaritmicos, numeros 102, 109
fator 171 _ miltiple 1N

fatoria] 165 ' namero
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algebrico 713 se, e somente se, significade de 38
complexo 71 Siegel, C.L. 167
de Liouville 166 Teorema de d'Alembert 170
irracional 60, 79, 102 Teorema Fundamental da Aritmetica 1;
lTogaritmico 102, 109. Thue, A. 167
natural 10 "7 '+ transcendéncia 114
prim 12 oy - deTeg 2 114
racional 30 N de v 114
real 3. 59 S - de_ZJz 114
transcendente 112 < transcendentes, numeros 112
trigonometrico 102 = existéncia de 165, 193
periddica, dzim 47 - - trigonometricos, nimeros 102
polindmios 84, 176 - triseccao de um angulo 116
prims 12 unicidade da decomposicao em primos
infinidade de 184 , valor absolute 167
principic da casa do pombo 149 .
proporgac 73

quadratura do circulo 116
quociente 12, 31
racional, numero 30
radicais 71
raizes de equagdes polinomiais 86, 88
real, numero 3. 59
reta 59
reciproco 33
representagao decimal 34
finita 34
infinita 34,747, 60
resto 31
reta real 60
Robbins, H. 119
Roth, K.F. 167
Schneider, Th. 114



