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A Integral de Riemann

As nocgtes de derivada e integral constituem o par de conceitos mais
importantes da Anéalise. Enquanto a derivada corresponde & nogao
geométrica de tangente e a idéia fisica de velocidade, a integral estd
associada a nogéo geométrica de drea e & idéia fisica de trabalho. E um
fato notdvel e de suma importancia que essas duas nogdes, aparente-
mente tao diversas, estejam intimamente ligadas.

1 Revisdo sobre sup e inf

Demonstraremos aqui alguns resultados elementares sobre supremos e
infimos de conjuntos de ntimeros reais, para uso imediato.

Dada uma funcéo limitada f: X — R, lembremos que sup f =
sup f(X) = sup{f(z);z € X} einf f = inf f(X) = inf{f(z);z € X}.
Todos os conjuntos a seguir mencionados sao néo-vazios.

Lema 1. Sejam A, B C R tais que, para todo x € A e todoy € B
se tenha x < y. EntdosupA < inf B. A fim de ser supA = inf B ¢
necessdrio e suficiente que, para todo € > 0 dado, exislamz € Aey € B
comy —x <E.

Demonstracao: Todo y € B é cota superior de A, logo supA < y.
Isto mostra que sup A é cota inferior de B, portanto sup A < inf B. Se
valer a desigualdade estrita sup A < inf B entdo € = inf B —sup 4 > 0
ey —x > ¢ para quaisquer z € A, y € B. Reciprocamente, se sup A =
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inf B entdo, para todo & > 0 dado, sup A —£/2 néo é cota superior de A
e inf B +£/2 néo é cota inferior de B, logo existem z € A e y € B tais
quesup A —¢/2 <z <supA=infB <y < inf B + £/2. Segue-se que
y—z<Ee. O

Lema 2. Sejam A,B C R conjuntos limitados e ¢ € R. Sdo também,
limitados os conjuntos A+ B = {z+yz€edycBlec A= {cx;z €
A}, Além disso, tem-se sup(A + B) = sup A + sup B, inf(A + B) =
inf A+inf B esup(c- A) = c-sup 4, inf(c-A) = c-inf A, caso seja c > 0.
Se ¢ <0 entiosup(c- A) =c-inf A e inf(c- A) = c sup A. -

Demonstracgao: Pondo ¢ = supA e b =supB, para todo z € A e
todo y € B tem-se z < g, y<blogoz+y<a+hb. Portanto, a + b
é cota superior de A + B. Além disso, dado € > 0, existem z € A e
y € B tais que a — /2 < reb—e/2 <y dondea+b—e < T+ y.
Isto mostra que a + b é a menor cota superior de A + B, ou seja, que
sup(A+ B) =sup A +sup B. A igualdade sup(c- A) = ¢ - sup 4 é ébvia
se ¢ = 0. Se ¢ > 0, dado qualquer z € A tem-se 2 < a, logo cx < ca.
Portanto ca é cota superior do conjunto c- A. Além disso, dado qualﬁquer
numero d menor do que ca, temos d/c < a, logo existe z € A tal que
d/c < z. Segue-se que d < cz. Isto mostra que c¢-a é a menor cota
superior de ¢ 4, ou seja, que sup(c- A) = c-sup A. Os casos restantes
enunciados no lema sio provados de modo analogo. [T

Corolario. Sejam f,g: X — R fungées limitadas. Para todo ¢ € R
$ao limitadas as fungdes f+ g, ¢f: X — R.  Tem-se além disso,
sup(f+g) <sup f+supg, nf(f+g) > inf f +inf g, sup(cf) = c-sup f
einf(cf) = c-inf f quando ¢ > 0. Caso ¢ < 0, tem-se sup(cf) = c- inf];
einf(cf) =c-sup f.

Com efeito, sejam A = f(X), B = 9(X), C=(f+9)(X) = {f(=) +
g(z);x € X}. Evidentemente C' c A + B, logo sup(f +g¢) = supC <
sup(A + B) = sup 4 + sup B = sup f +supg. Além disso, sup(cf) —
sup{c- f(z);z € X} = sup(cA) = ¢ sup A, quando ¢ > 0. Os demais
casos enunciados no coroldrio se provam de modo analogo. 1

Qbservagéo. Pode-se ter efetivamente sup(f + ¢) < sup f + supg e
Hzfgf +g) > inf f +infg. Basta tomar [9:000,1] = R, f(z) =z e
glz) = —z. L

Lema 3. Dadq [+ X — R lbmitada, sejam m = inff, M =supf e
w=M—m. Entdo w = sup{[f(z) = f(y)|; =,y € X}.
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Demonstragao: Dados z,y € X arbitrdrios, para fixar idéias seja
J(2) > f(y). Entiom < f(y) < f(z) < M, donde |f(x) — f(y)| <
M —m = w. Por outro lado, para todo ¢ > 0 dado podemos achar
z,y € X tais que f(z) > M —¢/2 e f(y) < m+¢e/2. Entdo

f@)~fl = flz) - flyy) >M-—m-e=w—c¢.

Assim, w é a menor das cotas superiores do conjunto {|f(z)—f(y)|;z,y €
X}, o que prova o lema. O

Lema 4. Sejam A’ C A e B' C B conjuntos limitados de nidmeros reais.
Se, para cada o € A e cada b € B, existem o’ € A’ e b € B’ tais que
a<a el <b, entdosup A’ =sup A e inf B’ = inf B.

Demonstragao: Evidentemente, sup A é uma cota superior de A’.
Além disso, se ¢ < sup A existe ¢ € A com ¢ < a, logo existe a’ € A’
com ¢ < a < d/, portanto ¢ néo é cota superior de A’. Assim, sup A
¢ a menor cota superior de A’, isto é, sup A = sup A’. Um raciocinio
andlogo demonstra o resultado para inf B e inf B, O

2 Integral de Riemann

Uma parti¢io do intervalo [a,b] é wm subconjunto finito de pontos P =
{to,t1,...,tn} C [a,b] tal que a € P e b € P. A notagdo serd sempre
usada de modo que a =ty <ty < - <tp, =b. O intervalo [t;—1,¢;], de
comprimento 1; —1;_1 , serd chamado o i-ésimo intervalo da particio P.
Evidentemente, » ' (t; —ti—1) =b—a.

Sejam P e () partigdes do intervalo [a,b]. Diz-se que @ refina P
quando P C €. A maneira mais simples de refinar uma particio é
acrescentar-lhe um tnico ponto.

Dada uma fungédo limitada f: [a,b] — R, usaremos as notacoes

m = inf{f(z);z € a,b]} e M =sup{f(z);z € [a,b]}.

Em particular, temos m < f(x) < M para todo z € [a,b]. Se P =
{to,t1,...,tn} é wma particdo de [a, b], as notagdes m; = inf{f(z);t;_; <
z < b}, My = sup{f(z);ti-1 < & < t;} e w; = M; — m; indicardo o
infimo, o supremo e a oscilag¢io de f no i-ésimo intervalo de P. Quando
[ é continua, m; e M; sdo valores efetivamente assumidos por f em
[t:-1,%;]. Em particular, neste caso existem z;,y; € [ti—1,%] tais que

Wi = ‘f(yi) - f(mq-,)|-
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A soma inferior de f relativamente a partigio P é o ntimero
n

s(f; P) = mifty = to) -+ mn(tn —tn1) = Y mi(ti — ti-1).
i=1

A soma superior de f relativamente a particdo P ¢, por definicdo,

3
S(f;P) = Mi(ty = to) + -~ + My (tn — tn1) = > Mit; — t;1).
i=1

Evidentemente, m(b — a) < s(f; P) < S(f; P) < M(b— a) seja qual
for a partigao P. Além disso, S(f; P) — s(f; P) = > i wilti — ti—1).

Quando [ estiver clara no contexto, pode-se escrever simplesmente
s(P) e S(P) em vez de s(f; P) e S(f; P) respectivamente.

Figura 9: A soma inferior e a soma superior.

No caso em que f(z) > 0 para todo = € [a,b], os nimeros s(f; P)
e S(f; P) séo valores aproximados, respectivamente por falta e por ex-
cesso, da drea da regido limitada pelo grafico de f, pelo intervalo [a, b]
do eixo das abscissas e pelas verticais levantadas nos pontos a e b desse
eixo. Quando f(z) < 0 para todo x € [a,b], essas somas sdo valores
aproximados de tal 4rea, com o sinal trocado.

A integral inferior e a integral superior da fungdo limitada f: [a, b]—R
sao definidas, respectivamente, por

b b
L f@)de=sws(f:P), [ fa)ds = inf S5 ),
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o sup e o inf sendo tomados relativamente a todas as particdes P do
intervalo {a, b].

Teorema 1. Quando se refina wma particio, a soma inferior ndo di-
minut e a soma supertor nao aumenta. Ou seja. P C Q = s(f; P) <
s(f;Q) e S(f;Q) < S(/; P).

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que a particio Q@ = P U {r}
resulte de P pelo acréscimo de um tnico ponto r, digamos com ¢;_1 <
r < tj. Sejam m’ e m” respectivamente os {nfimos de f nos intervalos
[ti—1,7] e [r,t;]. Evidentemente, m; < m/, m; < m” e t; — t;_, =
(t; —7)+ (r —tj_1). Portanto

s(f;Q) = s(f; P) = m"(t; = r) +m/(r — ;1) = my(t; — t;-1)
= (m" —m;)(t; =)+ (m' —m;)(r —t;_1) > 0.

Para obter o resultado geral, onde @ resulta de P pelo acréscimo de &
pontos, usa-se & vezes o que acabamos de provar. Analogamente, P C

Q= 5(/;Q) <S(f;P). 0l
Corolério 1. Para quaisquer particoes P, Q do intervalo [a,b] e qual-
quer fungdo limitada f: [a,b] — R tem-se s(f; P) < S(f; Q).

Com efeito, a particio P U @ refina simultaneamente P e Q, logo
s(fiP) < s(fiPUQ) <S(f;PUQ) < S(f;Q). .
Coroldario 2. Dada f: [a,b] — R, sem < f(x) < M para todo z € [a, b]

entao

b +b
m(b—a)g/f(w)dmg/ fla)dz < M(b— a).

Com efeito, as desigualdades externas sdo 6bvias e a do meio resulta
do Corolario 1 e do Lema 1. O

Corolario 3. Seja Py uma particio de [a,b]. Se considerarmos as
somas s(f; P) e S(f;P) apenas relativas ds particies P que refinam

Py, obteremos os mesmos valores para fff(x) dz e fabf(r) dz.

Com efeito, basta combinar o Teorema 1 e¢ o Lema 4. J

Uma funcao limitada f: [a,b] — R diz-se integrdvel quando sua in-
tegral inferior e sua integral superior sdao iguais. Esse valor comum
) . PR b

chama-se a integral (de Riemann) de f e é indicado por [’ f(z)dz.
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No simbolo fab f(z)dz, 2 é o que se chama uma “varidavel muda”,
isto &, [} f(x)de = [* f(y) dy = TP F(t) dt, ete.

As vezes prefere-se a notacfio mais simples fab f. A justificativa para
a notagao mais complicada sers vista no Teorema 2, Capitulo 11.

Quando f é integravel, sua integral fub f(z)dz é o nimero real cujas
aproximagoes por falta sio as somas 1nferiores s(f ; P) e cujas apro-
ximagoes por excesso sio as somas superiores S(f; P). O Teorema 1
diz que essas aproximagoes melhoram quando se refins a particao P.
Geometricamente, quando f(z) > 0 para todo z la, b], a existéncia de
ff f(z) dz significa que a regiao limitada pelo gréfico de f, pelo segmento
[a, ] do eixo das abscissas e pelas verticais levantadas pelos pontos a e b
¢ mensurdvel (isto é, possui area) e o valor da integral é, por definicéo,
a drea dessa regido. No caso geral, tem-se a drea externa, fa vbf (x)dz e a

o b .
area interna fa f(z)dz, que podem ser diferentes, como veremog agora.

Exemplo 1. Seja f: [a,b] — R definida, por f(z) =0 se z ¢ racional e

f(#) =1 quando z é irracional. Dada uma particio arbitraria P, como

cada intervalo [ti_l,ti] contém numeros racionais e rracionais, temos

m; = 0e M; =1, logo s(fiP)=0e S(f; P)=b—a. Assim, f nao ¢
< . b

integrdvel, pois fab f(z)dz=0e L f@)de=b—q

Exemplo 2. Seja f: [a,b] - R constante, f(z) = ¢ para todo z € [a, b].
Entdo, seja qual for a particdo P, temos m; — M; = ¢ em todos os
intervalos, logo s(f; P) = S(fiP) =c(b—a). Assim I & integravel, com

fabf(x)dx:f(?f(z)dzz j:bf(x)dx:c(b~a).

Teorema 2. (Condigdo imediata de integrabilidade.) Seja f:
[a,b] = R limitada. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:

(1) f € integravel,

(2) Para todoe > 0, eaistem parti¢ées P, Q de[a,b] tais que S(f;Q)—
s(f; P) <e.

(3) Para todo ¢ > 0, eziste uma particio P = {to, ..., t,} de [a, b] tal
que S(f; P) - s(f; P) = Diimwilti — 1) <e.

Demonstragéo: Sejam A o conjunto das somas inferiores e B o con-
Junto das somas superiores de f. Pelo Corolario 1 do Teorema 1, tem-se
§< 5 paratodasec A e toda S € B. Supondo (1), vale sup 4 = inf B.
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Logo, pelo Lema 1, podemos concluir que (1) = (2). Para provar que
(2) = (3) basta observar que se S(Q) = s(f;P) < ¢ entao, como
a particaio Fy = P U @ refina ambas P e &), segue-se do Teorema 1
que s(f;P) < s(f;Ry) < S(fiBy) < S(f;Q), donde se conclui que
S(f; Po) — s(f; Py) < e. Finalmente, (3) = (1) pelo Lema 1. 0
Exemplo 3. Seja f: [a,b] — R definida por f(z) = ¢ quando a < z < §
e f(a) = A Afirmamos que f ¢ integravel, com fab flz)dz = c(b —
a). Para fixar idéias, suponhamos ¢ < A. Entfo, dada uma particio
qualquer P = {to,t1,. .., ty} temos my = ¢, Mi =Aem; =M, = ¢
para 1 <4 < n. Portanto S(f; P) — s(f; P) = (A —¢)(t; — ty). Dado
arbitrariamente £ > 0, tomamos uma partigao P com t; —ty < ¢ J (A~ c)
e obtemos S(f; P)—s(f; P) < . Logo [ é integravel. Além disso, como
s(f; P) = c(b — a) para toda parti¢do P, temos

b
/ f(z)dz = c(b - a).
Mas, sendo [ integravel, resulta, que

/abf(w) dx = /abf<{l)) dz = c(b - a).

Evidentemente, um resultado analogo vale quando f(z) = cpara z €
[a,b), ou quando f(x) = ¢ para todo z € (a,b).

3 Propriedades da integral

Teorema 3. Sejaa < c < b, A Jungdo limitada f: [a,b] — R € in-
tegrdvel se, e somente se, suas restrigdes flla,c] e fllc,b] sdo integrdaveis.
No caso afirmativo, tem-se fabf('z:) dz = [° f(z) dw + fcb flz)ds.
Demonstragao: Sejam A ¢ B respectivamente os conjuntos das somas
inferiores de fl[a, c] e f|[c, b]. Vé-se facilmente que A+B é o conjunto das
somas inferiores de f relativamente as particoes de [a, b] que contém o
ponto c. Pelo Coroldrio 3 do Teorema 1, ao calcular a integral inferior de
[, basta considerar as particoes desse tipo, pois elas sio as que refinam
Py = {a,c,b}. Pelo Lema 2,

c b
/bf(:c)dwzsup(A+B):SLlpA+supB:/ f(a:)dm+/ flz)de.
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Analogamente se mostra que

/:lbf(:rz)dw:/;Cf(m)dach/cbf(:L’)da:
/;bf~/abfz /;Cf—_/acf " /;bf—/cbf

Como as duas parcelas dentro dos parénteses sdo > 0, sua soma é zero se,

e somente se, elas s2o ambas nulas. Assim, f é integrdvel se, e somente
se, suas restricdes f|la,c] e f|lc,b] o sao. No caso afirmativo, vale a

Logo

igualdade [° f = [re iy 0
Exemplo 4. Diz-se que f: [a,b] — R é uma fung¢do-escada quando
existem uma particdo P = {to, ..., t,} de [a,b] e nimeros reais ci, . . ., ¢,

tais que f(z) = ¢; quando ¢;_; < & < ¢;. (Note-se que nada se diz sobre
os valores f(t;).) Segue -se do Teorema 3 e do Exemplo 3 que toda fungéo
escada é integrével e f fla)de =30 ci(t; — tiq).

Convencao. A igualdade fa flx)de = [T f(a)do +f f(z) dz faz sen-
tido apenas quando a < ¢ < b. A fim de toma—la verdadeira sejam quais
forem a,b,c € R, faremos duas convengdes, que serdo adotadas dora-
vante. Primeiva: [* f(z)dz = 0. Segunda: f;f( de = — [ f(z) da.

Aceitas estas convengdes, vale para toda funcio integl avel f a 1gualdade
acima. Para verifici-la, hd seis possibilidades a considerar: a < b < ¢,

a<c<b b<a<c b<c<a, c<a<bec<b<a Em cada caso,
basta admitir a integrabilidade de f no intervalo maijor.

Teorema 4. Sejam f,g: [a,b] — R integrdveis. Entdo:

(1) A soma f+ g € integrdvel e

[ + gtwta = [ r@aos [ g e

(2) O produto f-g é integrdvel. Sec ¢ R, ffcf(z) dx = cf: f(z)dz
(3) Se 0 < k < |g(z)| para todo x € [a,b] entio o quociente f/g ¢
wmntegrdvel.

(4) Se f(z) < g(z) para todo x € [a,b], entdo f flzyde < f glz)dz.
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(5) |fl eznteg7avele|f flz d@‘ <f |f ()| da.

Demonstragao: Dada wma particdo arbitraria P de [a, ], se indicar-
mos com m;, m; e m; respectivamente os fnfimos de f, g e f 4 ¢ no
i-ésimo intervalo de P, teremos m/) +m. < m;, pelo Corolario do Lems,
2, logo s(f; P) + s(g; P) < s(f +g; P) < [2(f + g) para toda particso

P. Se tomarmos duas parti¢des P e () teremos ainda

b
s(fiP)+s(g;Q) <s(fsPUQ)+s(g; PUQ) < / (f +9).

Por conseguinte,

b b
/f+/ g =sups(f; P)+sups(g; Q)
Ja Ja P Q
b
— supls(f; P) + s(g; Q)] < / (f +9).
PQ Ja

Isto prova a primeira das desigualdades abaixo. A terceira se demonstra
de modo analogo e a segundo é Gbvia:

_/abf+/abg§/ab(f+g> S/;b(erg) S/:ber/abg

Quando f e g sdo integraveis, as trés desigualdades se reduzem a
igualdades, o que prova (1).
(2) Seja K tal que |f(z)| < K e |g(z)| < K para todo z € [a,b]. Dada
uma particdo P, sejam wj, w! e w; respectivamente as oscilagoes de f,
g e f-g no i-ésimo intervalo [t;_1,¢;]. Para quaisquer z,y € [t 1,%:)
temos:

116) - 9(v) — F(2) - g(a)

!

[(f (W) — f@))g(y) + f(2)(g(y) - g())I
£ () = F @) g W] + 1f (@) 19(y) — 9()]

< (wi + wy).

Dafl ) wi(ti—ti—1) < K[ wi(ti—tic1)+>  wl/(ti—t;-1)]. A integrabili-
dade de f-g segue-se entdo da integrabilidade de f e g, pelo Teorema 2.

<
< Kk
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Quanto a cf, sua integrabilidade resulta do que acabamos de provar.
Além disso, se ¢ > 0, temos s(cf; P) = ¢ s(f; P) para toda particao P,
donde, pelo Lema 2,

/{;bcf:fcf:o/abf:c-/abf.

Caso ¢ < 0, temos s(cf; P) = ¢+ S(f; P), logo f: cf = fabcf = c'ﬁbf =

c- f; f.

(3) Como f/g = f-(1/g), basta provar que 1/g é integrivel se g é
integravel e 0 < k < |g(z)| para todo z € [a,b]. Indiquemos com
w; e w, respectivamente as oscilagbes de g e 1/g no i-ésimo intervalo
de uma particlo P. Dado € > 0, podemos tomar P de modo que
Stwi(t; — ti1) < € - k?. Para quaisquer z, y no i-ésimo intervalo de

P tem-se
1 1| lg) —gy)| _ wi

Ig(y) 9@ lellg()l ~ k2

portanto w} < w;/k* Segue-se que > wi(t; —ti 1) < €, logo 1/g é
integravel.

(4) Se f(z) < g(x) para todo z € [a,b] entdo s(f;P) < s(g;P) e
S(f; P) < S(g; P) para toda particao P, donde fab f(z)dz < f:g(m) dz.
(5) A desigualdade evidente | |f(y)| —|f(2)]| < |f(y) — f(z)| mostra que
a oscilacdo de |f| em qualquer conjunto nao supera a de f. Logo, f
integravel = |f| integravel. Além disso, como —|f(z)| < f(z) < |f(=)]
para todo z € [a, b], resulta de (4) que

—/ab|f(:v)|dn;§/abf(w)dmﬁ/ab|f($)|dfﬂ,

ou seja, |f; J(@)dz| < f:|f(”c)|dr O
Corolério. Se f: [a,b] — R ¢ integrdvel e |f(z)| < K para todo x €
[a,b] entdo 'fff(z) dz| < K(b—a).

Observagao. Se uma fungio integrével f: [a,b] — R é tal que f(z) > 0
para todo @ € [a, b] entao f: f(z)dx > 0. Isto resulta de (4) acima. Mas

é possivel ter f(z) > 0 para todo z € [a, b], com fab f(z)dz = 0 sem que
[ seja identicamente nula. Basta tomar f(z) = 1 num conjunto finito de
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pontos em [a, 0] e f(x) = 0 nos pontos de [a, b] fora desse conjunto finito.
Pelo Exemplo 4, f é integrdvel e sua integral é zero. Entretanto, se f
é continua e f(x) > 0 para todo z € [a, b] entdo ff f(z)dz = 0 implica
J identicamente nula. Com efeito, se existisse algum ponto zg ¢ [a, b]
onde f(xzg) = ¢ > 0, existiria um intervalo nao-degenerado [« B3], com
2 € [0, 0] C [a,b] tal que f(z) > ¢/2 para todo z € [a, G]. Entao,
como f(z) > 0, terfamos f; flz)dz > ff flz)dz > §(6—a) >0, uma
contradicao.

4 Condicoes de integrabilidade

Teorema 5. Toda fungdo continua f: [a,b] — R ¢ integrdvel.

Demonstracao: Dado ¢ > 0, pela continuidade uniforme de f no com-
pacto [a,b], existe § > 0 tal que z,y € [a,b], |y — x| < § implicam
[f(y) = f(z)] <&/(b—a). Seja P uma particio de [a, b] cujos intervalos
tém todos comprimento < §. Em todo intervalo [t;_1,%;] de P existem
i, yi tais que my = f(z;) e M; = f(y;), donde w; = f(y;) — fla;) <
£/(b— a). Conseqilentemente Y w;(t; — t;1) < e. Pelo Teorema 2, fé
integrivel. l
Teorema 6. Toda fun¢io mondtona f: [a,b] — R € integrdvel.
Demonstracao: Para fixar idéias, seja f ndo-decrescente e nio-constan-
te. Dado e > 0, seja P = {t,...,t,} uma particdo de [a,b] cujos inter-
valos tém todos comprimento < e/[f(b) — f(a)]. Para cadai=1,...,n
temos w; = f(t;) — f(t;—1) portanto 3 w; = f(b) — f(a) e

Zwi(ti _ti—l) < m : Zwi = €.

Logo f é integravel. ]

As consideracdes a seguir sdo um preparativo para o Teorema 7, que
engloba os Teoremas 5 e 6 como casos particulares.

Se a < b, indicaremos com |I| = b — a o comprimento do intervalo
(fechado, aberto ou semi-aberto) I cujos extremos sao a e b. Diz-se que
o conjunto X C R tem medida nula quando, para todo € > 0 dadoy
existe uma cobertura finita ou infinita enumerdvel X C J I de X por
intervalos abertos I cuja soma dos comprimentos é > || < €.

Na definicdo de conjunto de medida nula, os intervalos Ij, da cober-
tura X C |J I so tomados abertos a fim de permitir o uso do Teorema
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de Borel-Lebesgue, quando necessério. Deve-se observar porém que se,
para todo € > 0, existir uma cobertura enumerdvel X C | J I, por meio
de intervalos limitados I3 (abertos ou ndo), com %|I;| < ¢, entdo X tem
medida nula. Com efeito, sendo assim, para todo k& € N tomamos um
intervalo aberto J; O Iy com
tura aberta X C | Jg,
logo X tem medida nula.

= E|]k[ + 2(8/2/») = E‘IA:I + e < 25,

Exemplo 5. Todo conjunto enumerdvel X = {z1,...,z,...} tem
medida nula. Com efeito, dado arbitrariamente & > 0, seja I}, o intervalo
aberto de centro 3 e comprimento £/21. Entao X ¢ (J I e 3. |1 =
£/2 < e. Em particular, o conjunto Q dos ntimeros racionais tem medida
nula.

Teorema 7. Se o conjunto D dos pontos de descontinuidade de uma
fungao limitada f: [a,b] — R tem medida nula entdo f € integrdvel.
Demonstragao: Dado ¢ > 0, existem intervalos abertos I3, ..., I, ...
tais que D C {J Iy e }0|Ii| < €/2K, onde K = M —m é a oscilagio
de f em [a,b]. Para cada z € [a,b] — D, seja J, um intervalo aberto de
centro x tal que a oscilagdo de f[(J; N [a,b]) é menor do que £/2(b — a).
Pelo Teorema de Borel-Lebesgue, a cobertura aberta [a,b] C (Up ) U
(UI Jm) possui uma subcobertura finita {a,b) € [y U--- U I, U Sz U

U Jg,, . Seja P a partigdo de [a,b] formada pelos pontos a e b e os
extremos desses m -+ n intervalos que pertencam a [a,0]. Indiquemos
com [tq—1, %] 0s intervalos de P que estdo contidos em algum Ij, e com
[ts—1,t3] os demais intervalos de P, cada um dos quais esta contido em
algum Jy,. BEntdo ) (te — ta—1) < £/2K e a oscilacdo de f em cada
ntervalo [tg_1,tg) ¢ wg < €/2(b—a). Logo

S(f,P) *S(f;P) = Zwa(ta —ta—l 'f”ZWﬂ t@ _tﬁ——1>

<3 Ko taet) + Y tgbﬁ_t/; V

<E+5'(b—a) B
2K 2(b—a)

Logo f é integravel. O

A reciproca do Teorema 7 é verdadeira. A fim de demonstra-la,

faremos uso da oscilagio w(f;z) da fungao limitada f: [a,b] — R no
pontc = € [a,b], assim definida: para cada 6 > 0, seja w(d) = My — ms,

=y +¢e/2k, o que nos d4 uma cober- ‘
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onde M; e mg so respectivamente o sup e o inf de f em [a, b]N[z—6, z-+0].
A funglo w(d) é > 0, limitada e ndo-decrescente, logo existe o limite
w(f;x) = %in})w(é), que chamaremos a oscilacdo de f no ponto . Segue-

se imediatamente da definicdo de funcao continua que w(f;z) > 0 se,
e somente se, a fungfo f é descontinua no ponto . Se x é um ponto
interior do intervalo I C [a,b] entdo w(f;z) < w(f;I), onde w(f;I) =

sup - f(z) — 1an f(z). Mas se z é um dos extremos de I, pode ocorrer que
zel @<
seja w(f;z) > w(f;I). Este é, por exemplo, o caso quando f: [-1,1] —

R ¢ dada por f(z) = 1 para —1 < 2z < 0 e f(z) = 0 quando = > 0.
Tomando I = [0,1] e z =0, temos w(f; 1) =0 e w(f;z) = 1.
Com esses preliminares esclarecidos, passemos &

Reciproca do Teorema 7. O conjunto D dos pontos de descontinui-
dade da fungdo integrdvel f: [a,b] — R tem medida nula.

Demonstragao: Para cada k € N, seja Di={z€la,b];w(f;z)>1/k}.
Entao D = UDy, logo basta mostrar que cada Dy tem medida nula.
Fixemos k e tomemos € > 0. Sendo f integravel, existe uma particao
P={ty <ti,<- - <t} dela,b] tal que Zw;- (t;—t;—;) < e/k, onde w; €
a oscilagao de f em [t;—;,t;]. Indicando com [to—;, ts] 0s intervalos de P
que contém pontos de Dy, em seu interior, temos w, > 1/k para cada «
e Dy = [U(ta—1,ta)] U F, onde F' é o conjunto (finito) das extremidades
dos (ta—1,ta) que pertencam a Dy. Entao ‘

1
72t = ta-1) < Dwa - (ta —ta1) < Zwilti —tio1) <e/k,

logo %(tq — ta—1) < €. Assim, para todo € > 0 dado, é possivel cobrir
Dy, com um conjunto finito F' mas uma reunido finita de intervalos cuja
soma dos comprimentos é < £. Segue-se que Dy tem medida nula.

Exemplo 6. O conjunto de Cantor K (se¢do 5 do Capitulo 5), embora
nao-enumeravel, tem medida nula. Com efeito, se pararmos na n-ésima
etapa de sua construgo, veremos que o conjunto de Cantor esté contido
na reuniao de 2" intervalos, cada um tendo comprimento 1/3". Dado
g > 0, podemos tomar n € N tal que (2/3)" < ¢, e concluiremos que a
medida de K é zero. Podemos considerar a fungéo f: [0, 1] — R, definida
pondo-se f(z) =0sez € K e f(z) =1sex ¢ K. Como [0,1] - K
é aberto, a funcdo f é localmente constante, e portanto continua, nos
pontos z ¢ K. Como K nao possui pontos interiores, f é descontinua em
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odos os pontos de K. Pelo Teorema 7, f é integrével. Dada qualquer
varticio P de [0,1] todos os intervalos de P contém pontos que nio
sertencem a K, pois int K = @. Assim, M; = 1 e S(f; P) = 1 para toda

articao P. Segue-se que fol f(@)de = f_olf(m) de = 1.

ixemplo 7. Se a < b, o intervalo [a,b] ndo tem medida nula. Com
feito, se [a,b] C {J I, ¢ uma cobertura (que podemos supor finita) por
ntervalos [i, tem-se sempre Y|lx| > b — a. De fato, os pontos a,b e
nais as extremidades dos Jj, que estejam contidas em [a, b] formam uma
articio P = {a =ty < t; < -+ < &, = b} tal que cada intervalo
ti—1,t;) estd contido em algum I,. Se escrevermos i C k para significar

ue (ti—1,t;) C Iy, teremos Y. (t; — t;—1) < |I;|. Portanto
iCk

b—a=%(t~ti1)=> {Z(ti - ti_l)} < DL,

&k Lick
+  Exercicios

iegao 2: Integral de Riemann

L. Defina f: [0,1] — R pondo f(0) = 0e f(z) = 1/2" se 1/2" <
:nlg 1/2"%, n € NU{0}. Prove que f é integrével e calcule
Jo f()de. 7

2. Seja f [~a,a] — R integrdvel. Se f é uma funcdo {mpar, prove
que [* f(z)dz = 0. Se, porém, f é par, prove que [ f(z)dz =
2[5 f(z) da.

3. Seja f: [a,b] — R definida pondo f(z) = 0 se z é irracional e
f(z) = 1/gse x = p/q 6 uma fragio irredutivel e ¢ > 0. (Ponha
f(0) = 1caso0 € [a,b].) Prove que f é continua apenas nos pontos
irracionais de [a, b], que é integrdvel e que f; f(z)dz = 0.

4. Seja f: [a,b] — R uma funcéo integravel, com f(z) > 0 para todo
xbe [a,b]. Se f ¢ continua no ponto ¢ € [a, bl e f(c) > 0, prove que
[ f(z)dz >0

5. Seja f: [a,b] - R definida pondo f(z) = z quando z é racional e
J(z) = 2 +1 quando « é irracional. Calcule as integrais (inferior
e superior) de f. Usando wma funcao integravel ¢: [a,b] — R em
vez de z, defina agora ¢(z) = g(z) se z é racional e o(z) =g(z)+1
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para x irracional. Calcule as integrais (inferior e superior) de ¢
em termos da integral de g.

Secao 3: Propriedades da integral

1. Seja f: [a,b] — R integravel. Prove que a fungao F': [a,b] — R,
definida por F(z) = [ f(t) dt, é lipschitziana.

2. Prove que se f,g: [a,b] — R sdo integraveis entao sdo também in-
tegraveis as funcées ¢,v: [a,b] — R, definidas por ¢(z) =
max{f(z),g9(x)} e ¥(x) = min{f(z), g(z)}. Conclua dai que sao
integraveis as funcées fi, f-: [a,b] — R dadas por fi(z) =0 se
flz) <0, fr(x) = f(z) se f(z) > 0; f(z) = 0se f(z) 2 0e
fo(z) = —f(z) se f(x) < 0 (supondo ainda f integrdvel).

3. Prove que se f,¢g: [a,b] — R séo continuas entéo

{/abf(x)g(a:) d:z:} : < /ab F(@)?da - /abg(m)ng;.

(Desigualdade de Schwarz.)

Secao 4: Condigoes suficientes de integrabilidade

1. Prove que a funcao f do Exercicio 2.3 é integravel.

2. Prove que o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fungao
mondtona é enumerdvel e conclua dai que o Teorema 6 decorre do
Teorema 7.

3. Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma funcao
limitada f: [a,b] — R. Se D’ (conjunto dos pontos de acumulagao
de D) é enumerdvel, prove que f é integrvel.

4. Uma fungdo limitada f: [a,b] — R, que se anula fora de um con-
junto de medida nula, pode nao ser integravel. Nestas condigoes,
supondo f integravel, prove que sua integral é igual a zero.

5. Diz-se que um conjunto X C R tem contetdo nulo quando, para
todo £ > 0 dado, existe uma cobertura X C [;U-- U/, por meio
de um numero finito de intervalos abertos, com Z;C:l 1] < e
Prove: ‘

(a) Se X tem contetido nulo, 0 mesmo ocorre com seu fecho X.
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(b) Existem conjuntos de medida nula que nfo tém contetido
nulo.

(¢) Um conjunto compacto tem medida nula se, ¢ somente se,
tem contetido nulo.

(d) Se uma fungéo limitada g: [a,b] — R coincide com uma
funcéo integravel f: [a,b] — R exceto num conjunto de contet-
do nulo, prove que g ¢ integravel e sua integral é igual & de f.

Se um conjunto X C [a, b] ndo tem medida nula entdo existe ¢ > 0
tal que, para toda partigio P de [a, b], a soma dos comprimentos
dos intervalos de P que contém pontos de X em seu interior é
maior do que .

Seja ¢ [a,b] — R uma fungdo positiva (isto 6, ¢(z) > 0 para todo
¢ € [a,0]). Existe a > 0 tal que o conjunto X = {z € [a, b];
¢(x) > a} nao tem medida nula.

Sea fungao ¢: [a,b] — R é positiva e integrdvel, entéo fab w(z)dz >
0. Conclua que se f,g: [a,b] — R sio integraveis ¢ f(z) < g(z)
para todo z € [a,b] entdo f: flz)dz < ffg(x) dz. (Use os
exercicios 6. e 7.)

Seja p: [a,b] — R integravel, com p(z) > 0 para todo z € la, b].
Prove que se fab p(z) dz = 0 entéo o conjunto dos pontos « € [a, b]
tais que p(z) = 0 é denso em [a,b]. Se f: [a,0] — R é qualquer
fungao integrdvel que se anula num conjunto denso de pontos em
[a,b], prove que fabf(:v) dz = 0.




