Capitulo 9

Sequéncias e séries de funcoes

Neste capitulo final fazemos uma breve apresentacdo das seqiiéncias e séries de
fungdes. Ao lado da integral, elas sdo um outro processo infinito muito importante
para a definicdo e o estudo das propriedades de fung@es, principalmente as séries
de poténcias. Por exemplo, o leitor jd viu, em seu estudo do Célculo, que funcdes
como sen e cosT, possuem as seguintes séries de Taylor:

I3 )n 2n+1
sz:m_ﬁTJr__ _Z @+l

-n2n
cosa:zl—ﬁ — —Z (2?1.)' 3

Estas séries podem ser usadas como ponto de partida para a definicio de senz e
cosz de maneira puramente analitica, sem a necessidade de recorrer 3 motivagio
geométrica, como se costuma fazer em Trigonometria.

Para o estudo deste capitulo o leitor poderd sentir necessidade de recordar,
de seus estudos anteriores de Cilculo, o chamado “polindmio de Taylor’, e as
aproximag8es de fun¢des por esse tipo de polinémio.

9.1 Seqiiéncias de fungoes

Vamos iniciar nosso estudo com as seqiiéncias de fungdes f,,, todas com o mesmo
dominio D. Assim, para cada valor de £ em D, temos uma seqiiéncia numérica
Jn(z), & qual se aplicam todos os conceitos e resultados das séries numéricas,
em particular o conceito de limite. Aqui, entretanto, esse limite, em geral,
depende do valor z considerado — é funcdo de z; daf designarmos o limite de
uma sequéncia de fungdes f,,(z) por f(z), justamente para evidenciar que esse
limite € fungio de =.
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216 Capitulo 9: Segqiiéncias e séries de fungoes

Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Quando lidamos com seqiiéncias de funcdes, h4 que se distinguir dois tipos de
convergéncia, um dos quais é o de convergéncia simples ou convergéncia pontual,
Diz-se que uma seqiiéncia de fungdes f,, com o mesmo domfnio D, converge
simplesmente ou pontualmente para uma funcdo f se, dado qualquer ¢ > 0,
para cada z € D existe N tal que

n> N = |fulz) - f(z)| <e.

Observe, entretanto, que o N que é determinado nessa defini¢do pode nao
ser o mesmo para diferentes valores de z.

9.1 Exemplo. Um exemplo simples e bastante esclarecedor do conceito de
convergéncia uniforme é o da seqiiéncia f,(z) = 2/n, o domfnio de x sendo toda

K

a reta. B claro que f,(z) — 0, pois, dado qualquer ¢ > 0,

lz/n| <esn> N:%.
Vemos assim que, para cada z fixado, encontramos um N ; mas esse N varia
com o variar de z; e quanto maior for |z|, tanto maior serd o N, o qual tende
a infinito com |z| — co. Em conseqiiéncia disso, a convergéncia de z/n para
zero nao se dd de maneira “uniforme”para diferentes valores de z. A Fig. 9.1
ilustra muito bem o que se passa: o grafico das fungdes y = z/n sao retas, que
se tornam tanto mais préximas do eixo dos 2 quanto maior for o indice n. Mas,
nao importa quéo grande seja esse indice, ha sempre valores de z para os quais
|fa(2)| supera qualquer ndmero positivo, digamos, |f,(z)| > 1. Dito de outra
maneira, os graficos nao aproximam o eixo dos z de maneira “uniforme em z”.
Porém, como a prépria figura sugere, restringindo o dominio das funcées f,
a um intervalo do tipo |z| < ¢, onde ¢ é qualquer nimero positivo, conseguimos
determinar um indice N, vélido para todos os valores z desse intervalo. Com
efeito, neste caso, |z/n| < ¢/n, de forma que basta fazer ¢/n < € para termos
também |z/n| < g; ora, fazer c¢/n < € é o mesmo que fazer n > c/e. Assim,

c x
n>N=g=>|fn($}|=!?Tl

KB

Dizemos entéo que a convergéncia é “uniforme em z”, visto que conseguimos
encontrar um N (= c/e) vélido para todo = € [—¢, ¢]. E interessante observar
também que, se aumentarmos o ¢, teremos de aumentar o N, embora a con-
vergéncia continue uniforme em qualquer intervalo |z| < e, Mas observe: ela
nao ¢ uniforme na unifio desses intervalos, que é todo o eixo real!
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Figura 9.1

9.2. Definicao. Diz-se que uma segiiéncia de fungdes f, converge uni-
formemente para uma funcéo f num dominio D se, dado qualquer € > 0, eriste
N tal que, para todo = € D,

n>N = [fuola) - f(z)] <e.

E costume referir-se & convergéncia de uma seqiiéncia de fungdes f,, para
uma fungéo f, sem qualquer qualificativo; neste caso deve-se entender que se
trata de convergéncia simples ou pontual. B claro que este tipo de convergéncia é
conseqtiéncia da convergéncia uniforme, mas a convergéncia pontual ndo implica
a convergéncia uniforme,

Figura 9.2

A convergéncia uniforme admite uma interpretagdo geométrica simples e
sugestiva: ela significa que, qualquer que seja & > 0, existe um indice N a par-
tir do qual os graficos de todas as fungGes f, ficam na faixa delimitada pelos
graficos das fungdes f(z)+¢ e f(z) — & (Fig. 9.2). Ao contrario, a convergéncia
nao sendo uniforme, existe um € > 0 tal que, para uma infinidade de valores
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218 Capitulo 9: Seqiiéncias e séries de fungées

n, 0 grafico de f acaba saindo da faixa (—&, €), centrada no gréfico de f. B
esse o caso da seqiiéncia fp(z) = 2/n, que converge para f(z) = 0 (z real),
mas nao uniformemente. Entao, qualquer que seja € > 0, o grafico de qualquer
fn acaba saindo da faixa (—e, €), centrada no eixo dos z, como se vé na Fig. 9.1.

Para negar a convergéncia uniforme, néo ¢ preciso que a desigualdade | £, (z)—
f(z)| < € seja violada qualquer que seja € e para todo 7, como aconteceu no
exemplo anterior. Basta que essa violagio ocorra para algum € > 0 e para uma
infinidade de indices n, como ilustra o exemplo a seguir.

9.3. Exemplo. Consideremos a fungao f(z) = e‘“‘a, cujo grafico é simétrico
em relagdo ao eixo Oy e que tende a zero com z — 400, Seja f,, a seqiiéncia
dada por fu(z) = f(z —n). Como se Ve, o gréfico de f,, é o de f transladado
n unidades para a direita (Fig. 9.3). E facil ver, entao, que f,(z) — 0 pontual-
mente. Mas essa convergéncia nio é uniforme, pois f,(n) = 1, de sorte que a
condi¢do |fn(z) — f(z)| < € estars violada em z — 7. com qualquer £ < 1. En-
tretanto, se nos restringirmos a qualquer semi-eixo z < ¢, teremos uniformidade
da convergéncia, visto que, a partir de n > ¢, fu(z) < fo(e) < exp[—(c — n)?[;
ora, esta ultima expressdo pode ser feita menor do que qualquer £ > 0 a partir
de um certo indice N, independentemente de z, desde que z < ¢,

s S

Figura 9.3

9.4. Teorema (Critério de convergéncia de Cauchy). Uma con-
digio necessdria e suficiente para que wma seqiénceia de funcées f, convirja
uniformemente para uma fungio f num dominio D ¢ que, dado qualguer & > 0,
exista N tal que, qualguer que seja ¢ € D, se tenha:

n>Nem>N=|fulz) - fulz) <e. (9.1)

Demonstracio. Para provar que a condigao ¢ suficiente, observamos que
(9.1) e o critério de Cauchy para seqiiéncias numéricas garantem que, para cada,
z fixado, a seqiiéncia numérica fn(z) converge para um certo ntimero f(z), de
sorte que fn,(z) — fi(z) tende a fn(z) — f(z) com m — 00; portanto, passando
a0 limite em (9.1) com m — co, obtemos

n> N = [fa(z) — flz)| <,
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qualquer que seja z € D, e isso Prova a convergéncia uniforme de f,, para f.
(O fato de havermos perdido a designaldade estrita nio importa; se quiséssernos
terminar com |f,(z) — f(x)| < €, bastaria comecar com £/2 em (9.1), o que nos
levaria a |fn(2z) — f(z)] < £/2 <&.)

Deixamos ao leitor a tarefa de provar que a condicdo é necessaria.

Exercicios

1.

2.

2

10.

1T

Prove que, qualquer que seja z, cosnz nao tende & zero.

Mostre que fn(z) = 1/nz — 0 pontualmente em # 0, mas néo uniformemente,
Prove que a convergéncia é uniforme em qualquer dominio do tipo [z] > ¢ > 0.
Faga os gréficos das f,(z) para entender o que acontece.

- Prove que fu(z) = 1/(1 + nz) tende a zero em & 5 0, mas nio uniformemente,

Mostre que as seqiiéncias

cosn sen(nz + cosnzx)
)= Yogn © S ==

tendem a zero uniformemente em z, para todo z real.

- Mostre que a seqiiéncia f,(z) = 2" tende a zero pontualmente no intervalo [0, 1),

mas nao uniformemente. Prove que a convergéncia ¢ uniforme em qualquer in-
tervalo [0, ], com ¢ < 1. Faga o mesmo no caso dos intervalos (-1,1) e [—¢, ¢
Interprete sua anélise geometricamente nos graficos das fungdes f,,.

Faca os graficos das fungées da seqiiéncia

(I—m)z+1 se 0<z<1lfn
In(z) ={ 1/n’a se z2>1/n

Mostre que essa seqiiéncia tende a zero pontualmente em z > 0, mas ndo uniforme-
mente. Prove que a convergéncia é uniforme em qualquer semi-eixo z > ¢ > 0.

- Prove que f,,(x) = 22/(1 + nz?) tende a zero uniformemente em toda a reta.

- Prove que a seqiiéncia f,(z) = z/(1 + nz) tende a zero uniformemente em = > 0.

Analise 0 comportamento dessa seqiiéncia em 2 < 0.

Estude a seqiiéncia f,(z) = na/(1+nz) quanto a convergéncia simples e uniforme.

Determine o limite da seqiiéncia f,,(z) = na?/(1 + NET) e prove que a convergéncia
¢ uniforme em z > 0. Analise a sit uagio em = < 0.

Mostre que a seqiiéncia f,,(z) = e*/™ tende a 1 pontualmente para todo z real, mas
nao uniformemente. Prove que a convergéncia é uniforme em qualquer intervalo
[—e, <]
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220 Capitulo 9: Segqiiéncias e séries de funcdes 9.1. Seqliéncias de fungoes 221

12. Mostre que a seqiiéncia f,(z) = nze "™*, considerada em =z > 0, tende a zero 5. Observe que log
pontualmente, mas nao uniformemente. Prove que & convergéncia é uniforme em " <esnlogr<loge @ n>N= OE'E‘
qualquer semi-eixo z > ¢ > 0. log

Vemos assim que para cada z fixado encontramos um N, mas esse N varia com o
variar de z, tendendo a infinito com z — 1 (estamos supondo 0 < & < 1); logo, a
14. Estude a seqiiéncia f,,(z) = z/(1+n2?) quanto & convergéncia simples e uniforme convergéncia é pontual, mas ndo uniforme. Com a restrigio 0 <z < ¢ < 1,

em toda a reta.

13. 4 0 Mesmo que no exercicio anterior para a seqiiéncia f,(z) = n2ze "=,
q P q n

loge & loge
15. Considere a segiiéncia f,(z) = «™(1 —z™) no intervalo [0, 1]. Faga o grifico de logz ~ logc’
Jn, determinando, inclusive, seu valor méximo e o ponto x,, onde ele é assumido.
Mostre que f,(z) tende a zero pontualmente, mas nio uniformemente. Prove que de forma que basta tomar N = loge/loge, para que tenhamos

a convergéncia é uniforme em qual intervalo [0 3 A
fet é uniform qualquer intervalo [0, ¢], ¢ < .

16. Faga o gréfico de f,(z) = 2"/(1+2™) para todo z > 0 e mostre que essa seqiiéncia

ConverEe paza s fingdo 7. Observe que f,(z) < 1/n.
0 se 0<z<1 8. O caso z > 0 é andlogo ao exercicio anterior. No caso z < 0 nio podemos permitir
f@)=q 1/2 se z=1 z=—1/nem fu(x). Mas, qualquer que sejac > 0, comn > 2/ce z < —¢, teremos:

1 e > 1
11 +na| = nle| — 1> nlz| - n|z|/2 = n|z|/2 > ne/2,
mas nao uniformemente. Prove que a convergéncia é uniforme em qualquer dominio
do tipo Ry — Vj(1), com § > 0. (Aqui, como de costume, R, denota o conjunto donde segue a convergéncia uniforme.

dos niimeros reais positivos. i 5 S . A
9. A convergéncia é uniforme em qualquer dominio do tipo |z| > ¢ > 0, como se vé

17. Mostre que fn(z) = nz/(1+n%z2) — 0 qualquer que seja z real, mas nio uniforme- analisando a diferenga 1 — f,,(z). Observe que f,(1/n) = 1/2, donde se vé que a
mente. Prove que a convergéncia é uniforme em qualquer dominio |z| > ¢ > 0. convergéncia nao pode ser uniforme em toda a reta.
18. Prove que a seqiiéncia T 1

q q s - 10. fn(z]=—f-17*—*$; ifn(ﬂ;)_$|:|1+nz[<ase:z:z(},oque prova que a

() = ———— T n )
14 n222logn y convergéncia ¢ uniforme nesse domfnio. Se = < 0, como z nao pode ser igual
tende a zero uniformemente, para todo w real. a — 1/n, pelo menos a partir de wm certo n, podemos nos restringir a z < ¢ < 0,
onde, novamente, a convergéncia é uniforme, como o leitor deve provar.
Sugestoes e solugoes 14. fr, que é fungdo fmpar, assume valor méximo 1/2y/n em z, = 1/y/n. Faga o

. grafico de f, para diferentes valores de n.
1. Se cosnz tendesse a zero, 0 mesmo seria verdade de cos 2nz. Como

" 15. fn assume seu valor méximo 1/4 em z, = 1/%/2, que tende a 1 crescentemente.
c0s 2nz = cos® nz — sen’ na, Compare os graficos das diferentes funcdes f,, para valores crescentes de 7.

sennz também tenderia a zero, o que é absurdo, pois sen? nz + cos? nzx — 1. 16. Calcule as derivadas primeira e segunda de f, (z); verifique que a derivada primeira

¢ sempre positiva e a derivada segunda se anula em x, = [(n —1)/(n + 1)]*/", que

2. Observe que fu(1/n) = 1/2. tende a 1 crescentemente. Compare os grificos das diferentes funcdes f,, para
valores crescentes de n.

17. Observe que f(£1/n) = £1/2. Se |z| > ¢ > 0, |fa(z)| < 1/n|z| € 1/ne.

18. Observe que f, é funcio fmpar e ache seu valor maximo.
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222 Capitulo 9: Seqiiéncias e séries de fungoes

9.2 Conseqiiéncias da convergéncia uniforme

A convergéncia uniforme, como se V&, € mais restritiva que a convergéncia sim-
2 )

ples, por isso mesmo tem virias conseqiiéncias importantes, como veremos a

seguir,

9.5. Teorema. Se f,, € uma segiiéncia de Jungées continuas num mesmo
dominio D, que converge uniformemente para uma fungdo f, entdo f € continua
em D.

Demonstragio. Sejam z, =’ € D. A desigualdade do tridngulo permite
escrever:

[/ (z) — £ ()]

(£ @) = Fu(@)) + (ful2) = fal@) + (fala") - f(2))]
< 1f(@) = fa@)| + | fa(@) = ful@")| + | Ful2) — f(2)]

Dado qualquer € > 0, a convergéncia uniforme permite determinar N tal que,
para n > N, o primeiro e o iiltimo termo desta tiltima expressao sejam cada
um menor do que £/3, quaisquer que sejam z, 2/ € D. Feito isso, fixamos o
indice n e usamos a continuidade de f, para determinar § > 0 tal que z, z' €
D, |z —2'| < § = |fu(z) — fu(z')| < /3. Assim, obtemos

g, ¢’ €D, |o—2'| <d=|f(z) - f(2)| <e,

e isso completa a demonstragio.

De acordo com o teorema que acabamos de demonstrar, se o limite de uma
seqiiéncia de funcdes contfnuas num dominio D ndo é uma funcao continua
nesse dominio, entéio a convergéncia certamente nio é uniforme. B esse 0 caso
da seqiiéncia 2™/(1+ z™) que, como vimos no Exercicio 16 atrds, converge para
a fungao

0 se 0<z<1
flg)=4¢ 1/2 se z=1
1 se z>1

que é descontinua; logo, a convergéncia nio pode ser uniforme em qualquer
intervalo que inclua o pouto £ = 1. Do mesmo modo, a seqiiéncia z" nio
converge uniformemente no intervalo [0, 1], pois a fungao limiteé lemaz=1e
zeroem o < 1.

Deve-se notar também que uma seqiiéncia de fungdes continuas pode con-
vergir para uma fung¢do continua, sem que a convergéncia seja uniforme, como
nos Exercicios 3, 5 e 6 atras, dentre outros.
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9.6. Teorema. Nas mesmas hipdteses do teorema anterior, sendo D um
wntervalo [a, b], temos:
b b b
lim/ fn(m)d:B:/ [lim fn(x)]dm_—./ f(z)dz.
i a o

Demonstragdo. Da convergéncia uniforme segue-se que, qualquer que seja
€ >0, existe N tal que n > N = |f(z) — fn(z)| < €; logo, n > N implica

/: Jfo(z)dz — /: f(z)dz

/: fn(z)dx-f:f(z)dm

Isto prova o resultado desejado.

b
] () — /(@))de

donde

< /b [fn(z) — f(z)|dz < e(b— a).

O teorema que acabamos de provar nos diz que podemos trocar a ordem
das operagoes de integracao e de tomar o limite com n — oo, desde que a con-
vergéncia seja uniforme. Ele foi demonstrado no pressuposto de que as funcdes
fn fossem todas continuas no intervalo [a, b]. Mas tal hipétese nem é necesséria;
basta, além da convergéncia uniforme, que as fungées f, sejam integraveis em
la, b], mas ndo vemos tratar este caso aqui.

9.7. Teorema. Seja f, uma seqiéncia de funcées com derivadas continuas
num intervalo [a, b], tal que f] converge uniformemente para wma funcéo g.
Suponhamos ainda que num ponto ¢ € [, b] a segiiéncia numérica fn(c) con-
verge. Entdo, f, converge uniformemente para uma fungio f, que é derivdvel,
com f' = g. Esta 1ltima relagido também se escreve

d

- lim fo(2) = lim d—da:'fn(x).

Demonstragdo. O teorema fundamental do Célculo permite escrever

1) = 1ule) + [ Fufe)dt (92)

e como a convergéncia f;, — g é uniforme, podemos passar ao limite sob o sinal
de integragdo, o que prova que f,(z) tem por limite uma fungéo f(z), dada por

f@) = 1)+ [ gtoyas (93)
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224 Capitulo 9: Seqiiéncias e séries de fungoes

Daqui segue que f' = g.
Falta apenas provar que f,, — f uniformemente. De (9.2) e (9.3),

1fu(2) = £(2)] < [fale) = f(c)] +

[ie-semal. oy
fid
Dado qualquer & > 0, existe N tal que, para todo ¢ € [a, ],

n>N=lfale) = fll<e e |f(t)—o(t)] <e.

Daqui ¢ de (9.4) obtemos: n > N = |fn(2) — f(z)| < €[l + (b— a)], o que
completa a demonstragio.

O leitor deve notar que a hipétese de convergéncia uniforme, nio da segiiéncia
original f,, mas da seqiiéncia de derivadas I, foi decisiva na demonstracio
deste 1iltimo teorema; e sem ela nao podemos chegar & mesma. conclusdo. Por
exemplo, a seqiiéncia f,(z) = sennz/n converge uniformemente para zero, mas
fi(z) = cosnz nem sequer converge, como vimos no Exercicio 1 atris.

Séries de funcoes

Os conceitos de convergéncia simples e uniforme de seqiiéncias transferem-se
naturalmente para séries, interpretadas estas como seqliéncias de reduzidas ou
somas parciats. Assim, a convergéncia uniforme de uma série de fungoes,

D fal®) = fi(@) + fol&) + ...,

significa a convergéncia uniforme da seqiiéncia de somas parciais ou reduzidas
de ordem n,

Sa(@) = fi(@) + ... + fala).

Portanto, diz-se que uma série de fungGes, 3 fn(z), converge uniformemente
num dominio D para uma soma f (z) se, dado qualquer € > 0, existe N tal que,
qualquer que seja = € D,

n>N=|f(z) =) fi@l=] Y fi)<e

=1 J=n+1

Os Teoremas 9.4 a 9.7, com suas respectivas demonstragdes, podem ser facil-
mente adaptados a séries de funcées, resultando nos teoremas 9.8 a 9.10 enun-
ciados a seguir, e cujas demonstragdes ficam a cargo do leitor.
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9.8. Teorema (Critério de Cauchy). Uma condi¢io necessdria e sufi-
ciente para que uma série Y, fn(z), onde os termos f,, sdo fungées com o mesmo
dominio D, convirja uniformemente é que, dado qualguer € > 0, exista N tal
que

n> N = | foi1(z) + frra(z) + -+ frap(3)] <6

qualquer que sejam p inteiro positivo e © € D.

9.9. Teorema. Uma série de fungbes continuas, que converge uniforme-
mente num tntervalo, tem por soma uma fungdo continua; e pode ser integrada
termo a termo.

9.10. Teorema. Se uma dada série de funcies Y f.(x) € tal que o série de
derivadas ) () converge uniformemente num intervalo, ¢ se a série original
converge num ponto desse intervalo, entdo sua soma f é derivdvel nesse inter-
valo e a derivagao de [ pode ser feita derivando termo a termo a série dada.

O teorema seguinte, conhecido como teste M de Weierstrass, € um critério
muito 1til para verificar se uma dada série de funges converge uniformemente.

9.11. Teorema (teste M de Weierstrass). Seja f,, uma segiiéncia de
fungdes com o mesmo dominio D, satisfazendo a condigio |fa(z)] < M, para
todo x € D, onde ) M, é uma série numérica convergente. Entdo a série
> fulz) converge absoluta e uniformemente em D.

Demonstragio. B claro que a série de fungoes converge para uma certa
fungao f(z), e converge absolutamente, devido & dominagio |fn(z)| < M, e do
fato de ser convergente a série 3 M,,. A convergéncia desta série garante que,
dado qualquer € > 0, existe N tal que

[=.v]
n>N= Z M; <e.
j=n+1
Entso, para todo z em D,
n = ] oo
n>N=|flz) =) fil@)l=| Y fi)< Y. Mj<e
j=1 j=n+1 j=n+1

e isto prova a uniformidade da convergéncia e conclui a demonstragio do teo-
rema.


alexa
Retângulo

alexa
Retângulo


226 Capitulo 9: Seqiiéncias e séries de fungoes

Outra demonstragio pode ser feita com base no critério de Cauchy: dado
qualquer ¢ > 0, existe IV tal que, para todo z € D,

n>N=|far1(@) 4.+ faip(@)] < Moy + ...+ Mgy <e.

Na aplicagao do teste de Weierstrass, basta, evidentemente, que a série dada
seja dominada pela série numérica a partir de um certo indice N , N80 necessa-
riamente N = 1.

; senne )

9.12. Exemplo. A série 5 m converge uniformemente em toda
a reta, pois ¢ dominada pela série numérica convergente >_1/nl Portanto, ela
define uma fungdo continua f. Além disso, a série de derivadas também converge
uniformemente, como ¢ ficil ver, donde concluimos que f é derivével e

oo
cosng
f'(z) = —————,
n;l (n+1)(n—1)!

Como se vé, temos aqui um exemplo de fungao definida por uma série.
Muitas fungbes importantes nas aplicagdes sio assim definidas, por meio de
séries de fungGes. Isso acontece tipicamente na solugao de equagoes diferenciais
por meio de séries.

Exercicios

1. Prove que a seqiiéncia f,(z) = nze=™*" nio converge uniformemente em [0, 1],
verificando que

lim /: Ju(z)dx # /:[Iimfﬂ(m)]dz.

Nos Exercicios 2 a 5, prove que a série dada converge absoluta e uniformemente no
dominio indicado.

- 1 X, sennz
2. ———— em R. 3. em R.
£n2+$2 §n2+<:05n$

SENn nT

4. ————— em R.
nZ:; v13(2 — cosz)

6. Prove que a série 37 2™ /(1 + ™) converge absoluta e uniformemente em qualquer
intervalo || < ¢ < 1, mas nio em (=1, 1). Prove que ela define uma fungao
continua em todo o intervalo (—1, 1).

o0
5. Zx“e_” em z > (.

n=0
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10.

11.

12.

13.

- Prove que a fungdo f(z) = 3 2™/(1 + z™), definida no intervalo (=1, 1), tende 4

cocoms—+lea—ococomz — —1.

Prove que ) 1/(1+ n2z) define uma fungiio continua em R, excetuados & = () ¢ gg
pontos da forma —1/n?, com n inteiro. Prove também que essa fungo € derivdvel,
com derivada dada pela série obtida por derivacao termo a termo da série original.

Faga o mesmo que no exercicio anterior no caso da série 5 1/(n? — 22), os pontos
omitidos neste caso sendo os inteiros.

Estude a funcdo definida pela, série

- 1— SE)
;( cos &

quanto & continuidade e derivabilidade termo a termo.

Faga o mesmo que no exercicio anterior no caso da série

Seja ) fo(x) uma série de fungdes positivas, continuas e nio decrescentes num
intervalo [a, b], tal que ) f,(b) converge. Prove que a série dada converge uni-
formemente e que sua soma é integrével, logo,

/ : i:j fuleyde =3 / " bl

n=0"%

Prove que ) e™"*/n converge uniformemente em qualquer semi-eixo do tipo = =
¢ > 0, logo, ¢ uma fungao continua em z > 0. Prove que essa funcio tende 8
infinito com & — 0.

Sugestoes e solugoes

5.

Aplique o teste M de Weierstrass, notando que z"e™"* = g~ n(s=logz) < =" o
z — log z atinge seu minimo em z = 1.
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228 Capitulo 9: Seqiiéncias e séries de fungoes

6. Observe que |2™/(1 +2")| < /(1 —¢) e aplique o teste M de Weierstrass. Se
a convergencia fosse uniforme em [z| < 1, pelo critério de Cauchy, dado qualquer
€ > 0, existiria N tal que n > NV implicaria

‘Iﬂ
Tzl =18 =Sl <

para todo z € (—1,1). Ora, com n par, suficientemente grande, existe z nesse
intervalo, muito préximo de 1 ou de —1 (# = #n = 1/%/2), fazendo o primeiro
membro da expressio acima igual a 1/3. Que a série define uma fungao continua
em |z| < 1 é evidente, pois qualquer elemento desse intervalo est4 em algum [—e, ],
com c < 1.

7. Fixado = € (0, 1), fu(z) = 2"/(1 + z™) é uma seqiiéncia numérica decrescente;
N

logo, Sy (z) = Zw“/(l +2") > Nz /(14 2™). Isso permite mostrar que existe
n=1
uma vizinhanga de = = 1, onde Sy (z) > N/3. Para provar que lirillf(:;uj = —00

considere —Spn(x), em & = —y, com y — 1:
N y2n—1 ,y2n i1
Sl = = ¥ ) ARt
an (—y) nzzj_(l_'yzﬂ_l 1_,_y2,,) > Ny

Isto pode ser feito maior do que N/2 com y numa vizinhanca de 1.
8. Considere primeiro z positivo. Em qualquer semi-eixo z > ¢ > 0,

< p( ) oy

<< = 5 T ;
1+n2z = p2 1+ n2g (1 4 n2z)2 n?

donde se prova, com o teste M de Weierstrass, a convergéncia uniforme da série
original e da série de derivadas, Qualquer = > 0 estd em algum semi-eixo z > ¢ > 0,
O que prova a continuidade da soma da série e sua derivabilidade termo a termo.
Se < —¢ < 0, tomamos n grande o suficiente para que 1 < n2¢/2, donde

1 f— 1 -{ 2 <%
1+n2z  n2lz] -1~ nZc—1 =~ n2

9. Considere = restrito a um intervalo [a, b] que ndo contenha nimero inteiro e prove
que ai a convergéncia, é uniforme, tanto da série original como da série de derivadas.
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10. Observe que .
1—cosgy sen’z i 3
2 z%(l+4cosz) 2

com x — 0.

Entao, sendo |z| < M e n suficientemente grande, a série dada é dominada, pela
série ) M?/n?. A série de derivadas, 3" (1/n)sen(z/n) também converge absoluta
e uniformemente no mesmo intervalo |z| < M, pois, a partir de um certo indice N,
a correspondente série de médulos é dominada por Y 2M/n?. .

; . , T —sentc
11. Como no exercicio anterior, estude lim,_,q S

9.3 Séries de poténcias

Dentre as séries de fungdes, desempenham papel especial as chamadas séries de
poténcias ou séries de Taylor , que séo séries do tipo Y- an(z — xo)™, onde z
e os coeficientes a,, s@o constantes. Como se vé, elas sao séries de poténcias de
& — xp. Dizemos que elas sao centradas em zg, tém centro em o, Ou que sfo
séries de poténcias com referéncia a .

Sem nenhuma perda de generalidade, no estudo dessas séries podemos fazer
#g = 0, considerando entdo séries do tipo ) a,z". Evidentemente, todos os
resultados estabelecidos para estas séries podem ser facilmente traduzidos para
aquelas com a substituigdo de z por z — z.

9.13. Lema. Se a série de poténcias > apx™ converge num certo ponto
z =zg # 0, ela converge absolutamente em todo ponto = do intervalo [z] < |zol;
€ s¢ a série diverge em x = xg, ela diverge em todo © fora desse intervelo, isto
¢, em |z| > |zo|.

4 4] " noy
Demonstragdo. Se a série converge em zg, seu termo geral, a,zf, tende a
zero, portanto, é limitado por uma constante M. Em conseqiiéncia,

T b
lanz™| = |anz| I_,E—0|n < M|Egl"-

Isso mostra que a série (1/M) 3 |a,2™| é dominada pela série geométrica de
termo geral |z/20[", que é convergente se |z| < |zg|; logo, 3 |anz™| converge no
intervalo |z| < |zg]. .

Se a série ) a,z" diverge em & = =z, ela ndo pode convergir quando
|z| > |zo|, sendo, pelo que acabamos de provar, teria de convergir em z = zg, 0
que completa a demonstracio.

Uma série de poténcias ) a,z™ pode convergir somente em x = 0, como é o
caso da série )  nlz™; ou pode convergir em qualquer valor z, como se d4 com &
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série 3 a™/n! Excluidos esses dois casos extremos, é ficil provar, como faremos
no teorema seguinte, que existe um nimero positivo r tal que a série converge
se |z| < r e diverge se |z| > 7.

9.14. Teorema. A toda série de poténcias > @™, que converge em algum
valor =’ # 0 e diverge em algum outro valor 2", corresponde wm nimero positivo
r tal que a série converge absolutamente se 2] < r e diverge se |z| > .

Demonstracio. Seja r o supremo dos niimeros |z|, = variando entre os va-
lores onde a série converge. E claro que 7 ¢ um niimero positivo, com lz'| < r;
er < |z”| (pois, se |z"| < r, haveria z entre |2"| e 7, onde a série convergiria;
e, pelo lema anterior, ela teria de convergir também em z”, o que é absurdo).
Se z é tal que |z| < r, existe zy onde a série converge, com |z| < |zg| < 7.
Entéo, pelo lema anterior, a série converge absolutamente em z. A série diverge
em z com |z| > r, sendo, pelo mesmo lema, teria de convergir em todo y com
|z| > |yl > r e 7 néo seria o supremo anunciado.

Raio de convergéncia

O ndmero r introduzido no teorema anterior ¢ chamado o raio de convergéncia
da série. Essa denominagio se justifica porque o domfnio natural de estudo das
séries de poténcias é o plano complexo, e quando z varia no plano complexo, o
conjunto [z| < r é um circulo de centro na origem e raio r. Demonstra-se entao
que a série converge no interior do circulo e diverge em seu exterior, Todavia,
em nosso estudo s6 vamos considerar z real; mas, mesmo assim, pelas razdes
expostas, chamaremos r de “raio de convergéncia” .

O Teorema 9.14 garante a, convergéncia absoluta no intervalo aberto |z| < 7,
nada afirmando sobre os extremos —r e +7. B facil dar exemplos ilustrativos de
todas as possibilidades. Assim, as séries

T n
Yo L e I
tém todas o mesmo rajo de convergéncia, r = 1, como se constata facilmente,
verificando que elas convergem quando [z] < 1 e divergem quando =1 A
primeira converge em —1 e +1, a segunda converge em —1 e diverge em +1, e
a terceira diverge nos dois extremos z = +1.

A defini¢do de “raio de convergéncia” como supremo dos nimeros |z|, = va-
riando entre os valores onde a série converge, se estende a todas as séries, po-
dendo ser zero ou infinito, como é o caso das séries donlz™ e 3 2™ /nl respec-
tivamente. E ficil ver, nestes dois casos, que as afirmagdes do Teorema 9.14
permanecem vilidas, com as devidas adaptagoes: se r = (), a série diverge para
todo z £ 0; e se r = 00, a série converge para todo z.
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O raio de convergéncia pode ser facilmente calculado quando existe o limite

" o e ps
de |ap41/an]. De fato, neste caso, pelo critério da razao, a série Yo apz™ é
absolutamente convergente se

lim
an

Ap i1
+$’

for menor do que 1; e divergente se esse limite f?r maior do que 1. Resulta daf
que o raio de convergéncia da série considerada é

n

r=lim

Ant1

(mesmo que esse limite seja zero ou infinito), pois a série converge se |z| < r e
diverge se |z| > r.

Propriedades das séries de poténcias

9.15. Teorema. Toda série de poténcias ) a,z™, com raio de com{efgéncia
r > 0 (r podendo ser infinito), converge uniformemente em todo intervalo
[—e, ¢], onde 0 < ¢ < 7.

Demonstragao. Fixado ¢ < r, seja 29 um ntimero compreendido entre ¢ € 7.
Como a série converge absolutamente em z, existe M tal que |a,z}| ¢ limitado
por uma constante M; logo, sendo |z| < ¢,

x & i
ane™| = lanaf] [ =" < MIZ "

Isso mostra que a série ) |a,z™| é dominada pela série numérica convergente
2. Mlc/zp|*. Entao, pelo teste de Weierstrass, 3 |a,z"| converge uniforme-
mente em || < ¢, como queriamos provar.

Observe que o teorema anterior garante a convergéncia uniforme em qualqt}er
: Y 2 P %
intervalo |z| < ¢ contido no intervalo |z| < 7, mas ndo neste dltimo, que é
uniao daqueles. Como exemplo, considere a série geométrica

1
l—=z

o0
Zz“zl—l—x—l—m2+...:

=0

éncia, é rgéncia ndo é uni todo
cujo raio de convergéncia é r = 1. Mas a convergéncia ndo ¢ uniforme em
o intervalo |z| < 1. Com efeito, pondo

: 1—$ﬂ+1
Si(t)=14+z+z*+... 48" =——

b

l1—=z
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temos: ;
Sy - | =
(=) 1—= l—=

|:E|ﬂ+1

E claro que, dado & > 0, nao existe N tal que para n > N esta tltima eXpPressao
seja menor que € para todo & em (—1, 1); basta pensar numa seqléncia z,
tendendo a 1, com |z, |"*! mantendo-se maior ou igual a um niimero ¢ tal que
0 < ¢ < 1. Por exemplo, z, = c!/(n+1),

9.16. Teorema da unicidade de séries de poténcias. Se uma fungao
[ admite desenvolvimento em série de poténcias num ponto T, esse desenvolvi-
mento € Unico.

Demonstragdo. Suponhamos que f tenha dois desenvolvimentos numa vizi-
nhanga da origem, |z| < r:

f(z) = Zanm”‘ = anm“.

Essas séries podem ser derivadas repetidamente, termo a termo, na referida vi-
zinhanca, em particular, em z = 0, donde segue que a,, = b, para todo n, o que
prova o teorema.

Se uma fungdo tem série de poténcias relativamente a um centro Zp, NA0
importa que método empreguemos para obter essa série, j& que ela é tinica pelo
teorema que acabamos de demonstrar. Muitas séries sao obtidas a partir de seus
polinémios de Taylor, como no exemplo a seguir. Outro modo eficaz de obter
séries de poténcias consiste em integrar séries ja conhecidas; assim podem ser
obtidas as séries em poténcias de z de log( 1+4-x), arctg z e arcsen z, considerados
nos exercicios propostos adiante.

9.17. Exemplo. Os desenvolvimentos de virias funces em séries de
poténcias sao freqiientemente obtidos de seus desenvolvimentos de Taylor, bas-
tando para isso verificar que o resto R,(z) tende a zero com n — oco. Por
exemplo, sabemos do Caleulo que a fungio e® tem desenvolvimento de Taylor
dado por:

2 3 Zn
—1+$+—+3|+ l+R,.(;t:),
ec-Hxn-f-l
onde R,(z) = ———— e ¢ é um niimero compreendido entre zero e x. Entéao,
(n+1)!

l+]f$In+l

Wl < “r i
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Esta estimativa de R,(z) nos mostra que tal resto tende a zero com n — oo,
qualquer que seja z, donde podermos concluir que

2 I3 o

@ B il
f=1tatogtgrtit _Z::ﬂn

desenvolvimento este que é vélido para todo z real. Portanto, de acordo com o
Teorema 9.15, a convergéncia dessa série é uniforme em todo intervalo [—¢, ¢].

De modo inteiramente anilogo obtemos os desenvolvimentos de seno e cosseno,
propostos como Exercicios 8 e 9 adiante.

Exercicios

Calcule o raio de convergéncia de cada uma das séries dadas nos Exercicios 1 a 6.

1. i(?ﬂ—l—l)m“. 8 iﬂ 3. ) (V3™ (z+2)™
n=0 n=1 H n=0
o0 oo oo 11($+ 1

4. E %3“. 5. 2(3"/313):!:“. 6. z m

= Z (a)“(b)n z™, onde o

7. A chamada série hipergeométrica, dada por F(a, b, ¢; z) = (0
n=1

sfmbolo (r),, significa r(r+1)(r+2)... (r4+n—1), engloba vérias fu_ngoes. Jmpor.tanl.:es
da Fisica Matemdtica. Supondo que nenhum dos niimeros a, b, ¢ seja um inteiro
negativo, prove que o raio de convergéncia dessa série é 1.

Obtenha os desenvolvimentos dados nos Exercicios 8 a 15, indicandoe, em cada caso, o
dominio de convergéncia da série.

23 ( 1)” 2n-+1
B S =B h -Z o+ 1)l
2 ( l)n 21
T
9.{:05$—1—E+——. Z (271)' ,
3 25 o pentl
10. senh;'::w—l-ﬁ-irﬁi-...—ﬂ:om.
2 4
T T T
11. cosh::::l—i—ﬁ—i—ﬁ—l—,,.—";)(zn)!.


alexa
Retângulo

alexa
Retângulo


234 Capftulo 9: Segiiéncias e séries de funcgoes

2 3 oo (—1)"+1$n
12. log(l—f-m)-—:c—?-F?—.—Z——?—_

n=1

r(r—1) r(r—1)(r—2) (T
13. Série binomial: (1+$)7 = 14vz+ 3 ;U2-|- :.7;3—1-. REE— Z( )x“.

3! =W
14, arctgz =z — E-a— + s = i (1)~ it Faga z = 1 e obtenha o seguinte
3 5 7 2n+1 '
" 1.1 1
resultado, conhecido como série de Leibniz: g =1- 3 - 5% +
1 1:8 o~1-3-5...(2n—1)

5. = 2 S L= 2ﬂ+1'
15 arsenz =+ 532’ + g ettt =) al2h(2n4+1)

n={0
Sugestoes

an Yyn

4, = =
Gn41 "1 (ﬂ +1
'+ 1 Fag1)® 1
5, — == — -
Gnt1 3 n 3

9.4 As fungdes trigonométricas

n )Uﬂ Yn+1 __’1
n+1l e

As fungbes trigonométricas costumam ser definidas, tanto no ensino médio como
nas disciplinas de Célculo, a partir de fatos geométricos elementares. O mesmo
acontece com o estudo das propriedades dessas fungdes, em particular o clculo
de suas derivadas, tudo feito com bastante apélo & intuigio geometrica.

Veremos agora como isso pode ser feito de maneira puramente analitica,
de forma que a fundamentacdo de toda a Trigonometria fique sendo pura-
mente numérica, sem depender da Geometria. Para isso ¢ suficiente tratar das
fungBes seno e cosseno, j4 que estas duas fundamentam todas as demais funcdes
trigonométricas.

Comegamos observando que para obter as séries de poténcias dos Exercicios

8 e 9 atrds basta supor que existam duas fungdes s(z) e c(z) de classe C! em
toda a reta, e tais que

s'(@) =c(z), d(z)= —s(z), s(0)=0, c(0)=1. (9.5)

De fato, se existirem duas tais fungoes, elas serdo de classe C"°° em toda a reta;
além disso, ¢ f4cil provar que 8% (z) + A(z) = 1 (Exercicio 1 adiante), donde
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|s(#)] < 1ele(z)] < 1. Em conseqiiéncia, essas funcdes tém desenvolvimentos
de Taylor, com restos que tendem a zero com n — oo, qualquer que seja x.
Fazendo n — o0 nesses desenvolvimentos, obtemos as séries j4 mencionadas e
aqui repetidas:

DO (—1)rp2ntl 0 (_1)'-'13;2“
s(z) = ZO ((2—?1_1_1—)[-— e cz)= HZ:; el (9.6)

E facil verificar que essas séries convergem qualquer que seja x; portanto,
realmente definem fungdes s(z) e ¢(z) de classe C*® em toda a reta, podem
ser derivadas termo a termo e satisfazem as propriedades (9.5). E elas séo o
tinico par de fungdes satisfazendo (9.5) (Exercicio 2 adiante). Em vista disso,
tais fungdes serdo usadas a partir de agora como definigio de seno e cosseno,
isto é, passaremos a escrever senz em lugar de s(z) e cosz em lugar de c(s).
Repare ainda, de acordo com o Teorema 9.15, que as séries em (9.6) convergem
uniformemente em qualquer intervalo [—e, .

Das férmulas (9.6) segue imediatamente que cos z é uma. fungéo par e sen
€ impar. Provam-se também as seguintes “férmulas de adi¢io de arcos”:

sen(a +b) =sena cosb + cosa sen b, (9.7)
cos(a + b) = cosa cosb — sena sen b (9.8)

Todos as férmulas e resultados da trigonometria seguem das identidades fun-
damentais obtidas acima.

Vamos provar que existe um niimero ¢ > 0 tal que, & medida que z cresce
de zero a ¢, sen x cresce de zero a 1 e cosz decresce de 1 a zero. Definiremos o
niimero 7 como sendo igual a 2¢, donde ¢ = /2.

Comegamos observando que cosz > 0 em toda uma vizinhanga da origem,
pois é funcao continua e positiva em © = 0; e como (senz)’ = cosz, vemos que
sen x € crescente logo & direita da origem, portanto, positiva, ja que sen0 = 0.
E como (cosz)’ = —senz, cosz é decrescente logo & direita da origem. ‘

Vamos provar que cosz se anula em algum ponto & direita da origem.
Supondo o contrario, pelo teorema do valor intermedidrio, cosz > 0 para z > 0;
portanto, sen z é estritamente crescente e cosz estritamente decrescente em
z > 0. Fixado qualquer e > 0, teriamos;

2

2 a — Senza < cos” a;

0 < cos2a = cos

e, por indugdo, cos2™a < (cosa)?" para todo n inteiro positivo. Concluimos
que cos2™a — 0, jA que cosa < 1. Em conseqiiéncia, existe b > 0 tal que
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cos?b < 1/2 e senb > 1/2; logo,
cos 2b = cos® b — sen’bh < 0,

que contradiz a suposicao inicial de que cos z nao se anula em z > 0.

Existem, pois, rafzes de cosz = 0 em = > 0. Seja ¢ o infimo dessas raizes.
E claro que ¢ > 0; e cosc = 0 pela continuidade de cosz. Como esta fungio
é positiva em 0 < z < ¢, senx é crescente nesse intervalo, portanto, senc = 1.
Pomos agora 7 = 2c. Em resumo, quando z varia de zero a /2, senzx cresce de
zero a 1 e cosx decresce de 1 a zero.

Uma vez definidas as funges seno e cosseno, as demais fungdes trigonomé-
tricas, bem como todas as inversas, sdo definidas e estudadas de maneira 6bvia,
como o leitor deve reconhecer sem dificuldades. Algumas dessas questdes sdo
propostas nos exercicios.

Exercicios

1. Prove que se s(z) e c(z) siio duas fungoes de classe C satisfazendo (9.5), entdo
s%(z) +c*(z) = 1.

2. Prove que (9.6) € o tinico par de fungges s(z) e c(z) de classe C? satisfazendo (9.5).
3. Prove as férmulas (9.7) e (9.8).

4. Prove que senm = 0, cosm = —1, sen3n/2 = —1, cos3m/2 = 0, sen2nr = 0,
cos 2 = 1, sen(z — m/2) = cosz e cos(z — 7/2) = senz.

5. Prove que senz e cosz sio fungdes periddicas de periodo 27. Prove também que
2w € o menor periodo positivo dessas funcoes. Faca os graficos dessas fungGes.
6. Prove que lim i O
—0 T
7. Mostre que a fungo senz, restrita ao intervalo |z| < w/2, é invertivel; e que sua
inversa tem derivada (1 — z2)~'/2, Repita o exercicio restringindo a funciio sen z
ao intervalo[n/2, 37/2]; agora a derivada deverd ser —(1 — 22)~1/2,

8. Mostre que a funcio cos z, restrita ao intervalo 0 < & < m, € invertivel; e que sua
inversa tem derivada —(1 — £?)~/2. Como no exercicio anterior, repita a questio,
comegando com a fungao cos z restrita ao intervalo [r, 2m].

9. Defina tgz = senz/cosz e faga o grafico dessa fungao. Prove que, restrita ao
intervalo |z| < , ela é invertivel; e que sua inversa, arctg z, tem derivada (1+22)~1,
O nimero 7 pode ser calculado por integragdao numérica dessa derivada entre z = 0
e r = oo,
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Sugestoes
L. Derive f(z) = s*(z) + c*(z) e note que f(0) = 1.

2. Suponha que existisse outro par de fungdes. S e C, nas mesmas condigoes de s e
¢, respectivamente. Mostre que sC' — Sc = a e sS + ¢C = b s@io constantes; ¢ = 0,
b=1. Tendo em conta que s> +¢* = 1, obtenha as+bc= C e bs — ac = §. Daqui
segue, com x = 0, que S(z) = s(z) e C(z) = c(z).

3. Ponha

f(z) = sen(z + b) — senwcosb — cosz sen b,

g(z) = cos(z + b) — cosz cos b + sen z:sen b;

e verifique que ' = ge g’ = —f, e que f2 + g* = 0. Conclua, pela continuidade,
que f=g=0.
5. Se p e p’ sdo periodos, também o séo —p e p+ p’. Mostre que se p é um periodo

entre zero e 2w, entdao existe um periodo menor do que 7 e outro menor do que
/2.

9.5 Notas historicas e complementares

As séries de paténcias

As séries de poténcias comegaram a surgir logo no infcio do Céleulo, no século XVIL
Assim, Newton obteve a série geométrica
1

— =14zt +...
l1—=z

por divisao direta do numerador 1 pelo denominador 1—z. E obteve a série do logaritmo,

z? 8 = (=1 gn
log(l+z)=g——+——.. .=y 2 %
oe(Lbm)—g x 3 £~ n

integrando termo a termo a série anterior. Isso aconteceu por volta de 1665, no contexto
de calcular dreas sob a hipérbole, mas tais resultados s6 foram publicados posterior-
mente. Nicolaus Mercator, apoiando-se nos resultados de Gregorius Saint Vincent,
obteve a mesma série do logaritmo em 1668, daf essa série ser s vezes chamada “série
de Newton-Mercator”.

Newton obteve muitas outras séries de poténcias por esse mesmo método de ex-
pandir certas fungdes simples e integrar termo a termo. Por exemplo, aplicando esse
procedimento & série

1 2 4k o8
— =1zt —z"4...,
1+ 2 ¥
obtemos a série de arctgx:
z® o — (=1 2041
arCth=$_?+?_"'_zzn+1£ .

n=0
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