Capitulo 7

O calculo diferencial

No presente capitulo fazemos uma apresentacdo rigorosa dos conceitos e teoremas
fundamentais do Calculo Diferencial, uma tarefa que ndo costuma ser feita nas
disciplinas introdutérias de Cdlculo; isso por duas razbes: por um lado o professor
n3o dispde de uma teoria dos nimeros reais, sobretudo a propriedade do supremo,
ou algo equivalente, como a propriedade dos intervalos encaixados. E sem isso fica
impossivel demonstrar rigorosamente os teoremas da Secdo 6.4 que s30 necessarios
3s demonstracdes que faremos logo adiante. Em segundo lugar, o objetivo primordial
de um curso de Calculo é desenvolver logo os métodos e técnicas da disciplina, nao
s6 para prover os pre-requisitos de outras disciplinas, mas também. para familiarizar
o aluno com funcBes mais sofisticadas e varias de suas propriedades, o que muito
facilita o estudo da Andlise.

Portanto, no presente capitulo cuidaremos de estabelecer, de forma rigorosa,
os resultados basicos do Célcuto Diferencial, e ndo os métodos e técnicas que sao
objeto de um curso preliminar de Célculo. Por isso mesmo é muito conveniente que
o leitor, ao estudar os tépicos deste capitulo, faga, a0 mesmo tempo, um re-estudo
dos referidos métodos e técnicas da derivada. E para isso ele deve se valer de um
texto de Calculo, em particular nossos livros [1] e [2].

7.1 A derivada e a diferencial

Diz-se que uma funcao f, definida num intervalo aberto I, € derivavel em zg € [
se existe e é finito o limite da razdo incremental

flz) — f=o)

Tr — Xy

(7.0)
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com x — xzg. Esse limite €, por definigao, a derwada da funcao f no ponto xg.
Para indicar esse limite usam-se as notacoes
af

fi(@o), (Df)(xo) e %(zo);

esta dltima sendo o quociente de diferenciais, como explicaremos logo adiante.
Em Mecanica, onde fregiientemente se consideram fungbdes do tempo £, como
s(t), x(t), etc., é comum a notagdo da derivada com a letra encimada por um
ponto, como
st), s, x(¢), &, etc
Pondo z = zg + h, podemos escrever a derivada das seguintes maneiras:

f'(zg) = lim M = lim flzo + 1) — f(330>'

T—rTO T — g h—0 h

Essa é a derivada no sentido ordindrio, o ponto zg sendo interior ao dominio
da fungao. As nogdes de derivadas laterais, a direita e & esquerda, sao intro-
duzidas de maneira analoga:

Plapt) = tim LM Z G0 gy gy S0 2 o)

A0 h ’ h—0— h

Essas definicdes se aplicam mesmo que zp seja extremo esquerdo ou direito,
respectivamente, de um intervalo onde f seja definida. Como exemplo, con-
sidere a funcdo f(z) = (v/z)?, que esté definida somente para > 0; portanto,
nao é derivével no sentido ordinario em x = 0. No entanto, existe e € zero sua
derivada & direita nesse ponto, pois f(h) — £(0) = Av/h.

A derivada de uma funcio f é, por sua vez, uma funcdo do ponto onde é
calculada. Podemos, pois, considerar sua derivada, que é chamada a derivada
seqgunda de f e indicada com as notagdes f”, D2f, d?f/dx?, §(t), (t). De um
modo geral, podemos considerar a derivada de ordem n ou derivada n-ésima,
definida recursivamente como a derivada da derivada de ordem n — 1 e indicada
com as notacdes f(, D f dnf/dx™ Uma funcao com derivadas continuas
até a ordem n é chamada funcdo de classe C™.

O leitor deve notar que muitos dos resultados envolvendo derivadas or-
dinarias permanecem vélidos para as derivadas laterais, com pequenas e dbvias
modificacdes. E facil ver também que wma funcdo f € derivdvel em xq, no sen-
tido ordindrio, se e somente se suas derivadas laterais nesse ponto cxistem e
sdo iguais. (Exercicio 1 adiante.)

No pressuposto de que a fungao f seja derivdvel, a diferenga

HO =) i)
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tende a zero com x — xg, de sorte que

f(@) = f(zo) + [f'(z0) + n](z — x0)

tende a f(xo) com z — zq¢. Isso prova o teorema que enunciamos a seguir.

7.1. Teorema. Toda funcao derivdvel num ponto xg € continua nesse ponto.

Reta tangente

Voltemos & razao incremental (7.1), que representa o declive da reta secante PQ,
onde P = (zq, f(z0)) e @ = (z, f(z)), como ilustra a Fig. 7.1. Quando z — g,
o ponto () se aproxima do ponto P e f'(zg) é o valor limite do declive da reta
secante. Isto sugere a definicdo de reta tangente & curva y = f(z) no ponto P
como aquela que passa por esse ponto e tem declive f/(zg). Sua equacao, em
coordenadas (z, V), é entao dada por

Y — f(zo) = f'(so)(@ — @), ou Y = flzo)+ f(wo)(z—z0).  (T2)

Figura 7.1

E interessante examinar a natureza do contato dessa reta com a curva y =
f(z). Para isso, observamos que a diferenca de ordenadas da curva e da reta,
correspondentes & mesma abscissa z, isto é, f(2) — Y, tende a zero com z — xg.
Mas ndo é s6 isso; também tende a zero o quociente dessa diferenga por z — zg,

isto €,
f@)~Y _ flx) -~ f(a0)

T — I T — I

— flzo) =17

que tende a zero com x — . Vemos assim que a diferenca de ordenadas
f(z) =Y, ou distincia entre a curva e a reta tangente ao longo de uma paralela

S
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a0 eixo Oy (Fig. 7.2), tende a zero “mais depressa” que = — xg. Em vista disso
dizemos que o contato da curva com a reta tangente no ponto P considerado é
de ordem superior a primeira. (Veja a no¢ao de “ordem de grandeza” na p. 39
de [2].)

Outro modo de introduzir a reta tangente consiste em definir essa reta como
sendo, dentre as retas do feixe pelo ponto P, aquela que tem com a curva um
contato de ordem superior & primeira. Sendo a fungao derivével, vamos mostrar
que essa condigao de fato determina a reta tangente univocamente como sendo
aquela de equacdo (7.2). De fato, o referido feixe de retas é dado por

Y = f(zo) + m(z — z¢), (7.3)

onde m é um pardmetro varidvel (Fig. 7.3). A condigdo de que essa reta tenha
com a curva contato de ordem superior & primeira,

f@) =Y _ @)~ Flwo)

T — xg T — xp

—0 (7.4)

implica m = f'(zo).

YA
f(=x)
YA
Y
f(zo) Flag) b :
O x O 3’30 ZL:

Figura 7.2 Figura 7.3

Diz-se que a funcao f é diferencidvel em z = xp se existe uma reta do feixe
(7.3) que tenha com a curva y = f(z) contato de ordem superior & primeira
no ponto P = (o, f(z0)). E imediato, por (7.4), que isso implica f derivavel
em x — xgp. Portanto, derivabilidade e diferenciabilidade sao aqui conceitos
equivalentes (o que, todavia, néo ¢é verdade em vérias dimensoes).

A diferencial

A diferencial da funcao f no ponto zg é definida como sendo o produto dy =’
f(xe)Azx, onde Ax = = — x9. De acordo com esta definigdo, a diferencial da
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funcao identidade, z — z, é Az, isto é, dz = Az, de sorte que, em geral, dy =
f'(xo)dz. Daqui segue também que a derivada é o quociente das diferenciais:
f'(zo) = dy/dz. Mais precisamente, f'(zo) = (df /dz)(zo), onde df = dy =
f(zo)da.

Pondo Ay = f(x) — f(zg), é facil ver que Ay — dy = f(z) =Y, de sorte que
essa diferenca Ay — dy ¢ de ordem superior 4 primetra com T — o (Fig. 7.4),
significando isso que Ay aproxima dy, tanto melhor guanto mais préximo estiver
z de xq.

Figura 7.4

Prova-se, sem dificuldade, que se f e g sao derividveis num ponto z, o mesmo
é verdade de f+g e [flz) + g(z)) = f(z) + ¢ (). B igualmente imediato
verificar que (af) = af’, onde & é uma constante. As derivadas do produto e
do quociente exigem mais trabalho e sdo consideradas a seguir.

Regras operacionais

7.2. Teorema. Se f e g sdo derivdveis num ponto x, entGo o mesmo €
verdade de fg e (f(z)g(z)) = flx)g'(z)+ [ (z)g(z). Se, ainda, g(z) # 0, entdo

<f<93) >' _9(@)f(x) - 2’(%)9’(36) .

g(z) ) g(z)

Demonstragao. No caso do produto, observamos que a razdo incremental se

escreve: f(m n h)g(x n h) B f(m)g<m)
h
_ e+ h)glz+h) = fle+h)g(@)] + [f(z + h)glz) — f(z)9(z)]
h
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gz +h) —g(z) | flz+h) —flz)
= f(z+h)- » )+ ( . ( -g(x).
Agora é s6 fazer h — 0 para obtermos o resultado desejado.

Quanto ao quociente, consideremos primeiro o caso em que f =1, ou seja,
1/g. Temos de considerar a razdo incremental

l(_;_g_)#ﬁg(wh)g(m) 1
h\g(z+h) g(z) h g(z + h)g(z)’

cujo limite, com h — 0, produz o resultado desejado. O caso de um quociente
geral f/g pode ser tratado como produto: f/g = f- 1/g.

7.3. Teorema (regra da cadeia). Consideremos uma fungdo composta
fog (p. 187), defimida num intervalo I, de sorte que g(I) ¢ Dy. Suponhamos
que g seja derivdavel num ponto x € I e f derivdvel emy = g(z). Entdo a fungao
composta f(g(z)) é derivivel no ponto z e [f(g(x))] = f'(g(x))g'(z).

Demonstracdo. Como f é derivavel no ponto y,
fly+k) — fy)
k
onde n(k) — 0 com k — 0. Pondo 7(0) = 0, podemos escrever essa equacao na
forma

= f'(y) +n(k),

fly+k) = fly) = ELf (v) + (k)]

que é agora verdadeira mesmo para k = 0. Seja k = g(z + h) — g(z). Entdo,

flolz +h) = flgl®) _ flytk)—fy) _ ') +ak)]k

h h h

= [f'(g(x)) + n(k)]-?(_xi%;ﬁ@‘

" Da continuidade de g no ponto x segue-se que k — 0 com h — 0. Assim, basta

fazer h tender a zero para obtermos o resultado desejado.

Dos resultados até aqui obtidos seguem facilmente as regras de derivagao que
o leitor ja conhece de seu primeiro curso de Célculo: a derivada de uma constante
é zero, (z") = nz’*~! para n inteiro qualquer, e também as conhecidas regras
de derivacio de polinémios e fungoes racionais.

Derivada da funcao inversa

’
Vimos, no Teorema 6.30 (p. 165), que as tnicas fungoes continuas em intervalos
que também sao invertiveis sao as fungoes crescentes e as decrescentes. Estamos
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interessados em funcdes derivdveis e invertiveis; portanto, continuas, crescentes
ou decrescentes. O teorema seguinte é um resultado de grande importancia
prética no calculo de derivadas de certas fungdes em termos das derivadas de
suas inversas, como o leitor j4 deve saber de seu curso de Célculo.

7.4. Teorema (derivada da funcao inversa). Sejay = f(z) uma fungao
derivdvel num intervalo aberto I = (a, b), com f'(x) sempre positiva ou sempre
negativa nesse intervalo. Entdo sua inversa x = g(y) € derivdvel no intervalo
J=f(I) e

G = e =
ey flay)

Demonstragio. Sejam yo € J, y € J, 0 = g(yo) e = = g(y). Entao

gw)—9lo) -z {f(w) - f(mo)r
Y=Y f(z) — f(z0) T — g

Observe que J é um intervalo aberto {Exercicio 15 da p. 167), de forma que
podemos fazer y variar em toda uma vizinhanga de yp, com o que x estara
variando em toda uma vizinhanca de zg; e fazendo y — o, = tenderd a zg (pois
g é continua, como vimos no Teorema 6.30), donde o resultado desejado.

Exercicios

1! Prove que uma funcéo f é derivdvel no sentido ordinario num ponto x = zp se e
somente se existem e sao iguais suas derivadas laterais nesse ponto.

2. Estabelega, diretamente da defini¢do de derivada, as seguintes regras de derivacio:

; (™) =nz" L (1/z) = —1/22%; (V3)' = 1/2/.
3. Use o método de inducio para provar que a derivada n-ésima de 1/z é (—1)" /2™t

4.' Nos cursos de Calculo aprende-se que (senxz) = cosz e (cosz) = —senz. Prove,
por inducdo, que (senz)®” = (=1)"senz e (cosz)?™ = (=1)" cos z.

5. Prove que f é derivavel em z = o se e somente se qualquer que seja a seqiéncia
fzn) = fla) '
(Zn), T — a = =27 converge.
Tp —a
6. Prove que se f é uma fungdo mondtona num intervalo, suas derivadas laterais num
ponto a, quando existem, sdo ndo-negativas se f for ndo-decrescente e nao positivas
se f for ndo-crescente.

7. Mostre que a funcdo f(z) = zsen(l/xz) se z % 0 e f(0) = 0 ndo é derivivel em
z = 0. Faga um grifico e interprete esse resultado geometricamente. (Veja o
Exemplo 4 da p. 126 de [1].)
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8. ‘\,\/Dé exemplo de uma fun¢io f que nao tenha derivada num ponto x = a, e de uma
' v ’ zn) — fla
seqiiéncia ,, — a tal que ———~——f< n) = /(o) converge.
Ip — G

9. Mostre que a funcio f{x) = z%sen (1/z) se z # 0 e f(0) = 0, é derivivel em todos
os pontos, inclusive em # = 0, mas f'(z) é descontinua nesse ponto. Faca um
gréfico e interprete esse resultado geometricamente. (Veja o kxemplo 5 da p. 127
de [1].) Observe, em particular, que em qualquer vizinhanca da origem, a tangente
3 curva nesse ponto atravessa a curva infinitas vezes. Este exemplo mostra ainda
que a derivada num ponto nem sempre é o limite da derivada calculada fora desse
ponto.

10. Sejam f uma funcio derivdvel em z = a, , € Y, seqiiéncias que convergem para
f(zn) = fyn)

Tn —~ Yn
mostrando que esse limite pode existir sem que f seja derivdvel em z = a.

a, Tn < a < Yp. Prove que f'(a) = lim . Dé um contra-exemplo

11. Dé exemplo de uma funco derivavel num ponto = = a e de duas seqiéncias zn, e
Yn, COM 6 < T, < Y, de forma que ndo exista o limite do quociente

fzn) = fyn)

Ln — Yn

12. Supondo que f e g sejam fungdes de classe C™ num mesmo dominio, prove que fg
também é de classe C™ e que vale a seguinte Férmula de Leibniz:

()

(F9)™ =" (”) Firmgtn,

r=0

Sugestoes
8. Tome a funcio do exercicio anterior e a = 0.

10. Observe que
f(fL“n) B f(yn) — f(mn) - f((l) o, - f(a) - f(%l)ﬁn’

Zn, = Yn Ip —Q " a4 = Yn
onde . —a o
ay = ——"_ >0 e ﬂn:——ﬁ>07
Tn — Yn Tn — Yn
donde o, + B, = 1. Além disso,
f(xn)(f(a) :f/(a>+5n f(a)—f(yn) :f/<a)+8/m
Trn — G a—Yn ,

7
ondee, — 0 e g, — 0.
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11. f(z) = 2% cos(n/x), zn =1/, Yo = 1/(n+1).

7.2 Maximos e minimos locais

Seja f uma funcdo com dominio D. Diz-se que um ponto a € D ¢é de mdzimo
local de f se existe § > 0 tal que z € Vs{a) N D = f(z) < fla); a é ponto de
minimo local se existe § > 0 tal que = € Vy(a) N D = f(z) > f(a). Mdaximo
e minimo locais sdo ditos estritos quando ocorrem as desigualdades estritas
f(x) < f(a) e f(z) > f(a), respectivamente.

Como se vé&, maximo e minimo locais s&o méximo e minimo da hm(;ao restrita
a uma vizinhanca conveniente de um ponto. Quando usamos esse qualificativo
“local”, usamos também o qualificativo “absoluto” para designar o maximo ¢ o
minimo da funcio em todo o seu dominio D, dai de51g11armos mdximo e minimo
absolutos ao maximo e minimo da funcao em D. E claro que quando fazemos
consideracdes de natureza local, envolvendo méximo ou minimo, como no teo-
rema seguinte, o cardter local desses conceitos é suficiente.

7.5. Teorema. Se f € wma funcdo derivivel num ponto z = c, onde ela
assume valor mdzimo ou minimo, entdo f'(c) = 0.

Demonstracéo. No caso de méximo, notamos que, para |h| suficientemente
pequeno, f(c+ h) — f(c) <0, de sorte que a razao incremental

fle+h) = flo)
h

¢<0seh>0e>0seh <0 Em conseqiiéncia, o limite dessa razao com
h — 0 86 pode ser zero, donde f/(c) = 0. O raciocinio é anlogo no caso em que
¢ € ponto de minimo.

A reciproca desse teorema nao é verdadeira: pode muito bem acontecer que
f'(a) seja zero sem que x = ¢ seja ponto de maximo ou de minimo; ¢ esse o caso
da funcio y = #°, a qual tem derivada nula em x = 0, sem que esse ponto seja
de méximo ou de minimo. QOutro ponto que se deve notar, no caso em que a
funcéo tenha por dominio um intervalo, é que a derivada ndo ¢ necessariamente
zero em pontos de méximo ou de minimo que sejam extremos do intervalo.
Assim, f(x) = zcosz, no intervalo [0, /4], tem minimo em z = 0 e maximo
em x = /4, mas sua derivada nfo se anula nesses pontos, sendo' positiva em
todo o intervalo. (Faga o grafico dessa fungdo.)

Pelo teorema anterior, vemos que os pontos de méximo e de minimo de uma
funcao definida num intervalo fechado e derivavel nos pontos internos, devem ser
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procurados entre os pontos onde sua derivada se anula — os chamados pontos
criticos da fungfo — e nos extremos do intervalo.

Teorema do Valor Médio

O teorema que trataremos a seguir é uma conseqiiéncia simples do anterior e
tem evidente contetido geométrico. Ele nos servird como lema para a demons-
tracio do teorema seguinte, que, pelas suas varias conseqiiéncias, € o resultado
central do Calculo Diferencial.

7.6. Teorema (de Rolle). Se f ¢é uma funcdo continua num intervalo
la, b}, derivdvel nos pontos internos, com f(a) = f(b), entdo sua derivada se
anula em algum ponto interno, isto é, ['(c) = 0 para algum c € (a, b).

Demonstragéo. Pode ser que f seja constante, em cujo caso f’ se anula em
todos os pontos internos. Se nao for constante, terd que assumir valores maiores
ou menores do que f(a) = f(b). Por outro lado, sendo continua num intervalo
fechado, f assume um valor méximo e um valor minimo. Entao, se f assumir
valores maiores do que f(a}, ela assumird seu méximo num ponto interno ¢; e se
assumir valores menores do que f{a), assumird seu minimo num ponto interno
c. Em qualquer caso, f'(¢) = 0 pelo teorema anterior.

7.7. Teorema do Valor Médio. Se [ € uma fungdo conlinua num in-
tervalo [a, b] e derivdvel nos pontos internos, entao existe wm ponto mterno
€ (a, b) tal que ,
f(b) = fla) = fi(e)(b—a). (7.5)

Demonstracdo. Consideremos a fungao
fb) — fla)

Fz) = f(z) — fla) - (z —a),

b—a
cujo grafico estd ilustrado na Fig. 7.5, figura esta que ¢ construida a partir da
Fig. 7.6. Repare que F se anulaem x=a e =10 Aplicando a esta funcao I
o Teorema de Rolle, obtemos o resultado desejado na forma

fb) — f(a)

=1 o)

Geometricamente, isso significa que eziste um ndmero ¢ entre a e b, tal que a
reta tangente & curva y = f(z) no ponto (¢, f(c)) é paralela & reta que passa
pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) (Fig. 7.6). ’

Observe que a formula (7.5) é valida com a e b substituidos por dois numeros




7.2. Miximos e minimos locais 185

quaisquer x1 e zo do intervalo [a, b], ndo importa qual desses dois niimeros é o
menor, isto €,

flor) = flz2) = fi(e)(z1 — z2), (7.6)

onde ¢ é um numero conveniente entre x1 e xs.

Y4 Yy
fle)
Hz)
Y
F

o

O a b x

Figura 7.5 Figura 7.6

O Teorema do Valor Médio tem importantes conseqiiéncias. Ele nos permite
saber, por exemplo, se uma fungao é crescente ou decrescente, conforme sua
derivada seja positiva ou negativa, respectivamente. Assim, se uma fungéo tem
derivada positiva em todo um intervalo (a, b), de (7.6) obtemos

1 < xT9 = f(%‘1> < f(IQ),
donde f ¢ funcdo crescente; e se a derivada for negativa em (a, b),
1 < 22 = flz1) > f(x2)

¢ f é decrescente.

Exercicios

1.%Seja f uma funcio com derivada crescente (decrescente) em todo um intervalo.
Prove que qualquer tangente ao grafico de f s6 toca esse grafico no ponto de
tangéncia.

2. Seja f uma funcdo com f(0) = 0 e f’ crescente em (0, co). Prove que a funcio
g(z) = f(z)/x também é crescente em (0, co).

3. Considere a funcio f(z) = |z|® sen?(1/z) se = # 0 e f(0) = 0. Verifique que

< f'(0) = 0 e que f' ¢ continua em toda a reta. (Este exemplo mostra que uma
fungao pode ter ponto de minimo — no caso, z = 0 — sem ser decrescente logo &
esquerda e crescente logo & direita desse ponto.)
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4. Seja [ uma fungdo continua num ponto g, derivdvel numa vizinhanca Vy{a), tal
que f'{z) tenha limite finito com z - a. Prove que f é derivdvel em =z = a
e que f'(a) = limz_q f(z). (Observe que a derivada f’ pode existir em toda
uma vizinhanga de z = a e ser descontinua nesse ponto. E esse o caso da fungao
f(z) = 2% sen(1/x) se x # 0 e f(0) = 0 no ponto z = 0.)

5. Seja f wma fungdo tal que f(z) e f'(z) tenham limites finitos com © — co. Prove
que o limite de [’ é zero. Mostre, por um contra-exemplo, que f pode ter limite
sem que f' o tenha. Interprete isso geometricamente.

6. Prove que um ponto critico z = a de uma fungio f é de minimo se a derivada f’ ¢
negativa logo & esquerda e positiva logo & direita de z = a, isto é, se existe § > 0 tal
quea—d<z<a<y<a+d= f(z)<0< f(y). Enuncie e prove propriedade
andloga para o caso de maximo.

7. Prove que se f/(a) =0 e f"(a) < 0, entdo z = a é ponto de maximo; e é de minimo
se f"(a) > 0. Prove também que num ponto critico de méximo, f”(a) < 0; e num
ponto critico de minimo, f"(a) > 0.

8. Seja f uma fungio definida num intervalo {a, b]. Prove que se z = a for ponto
de méximo, entéo f'(a+) < 0, desde que essa derivada exista. Enuncie e demon-
stre propriedade andloga no caso de minimo; e também propriedades anidlogas no
extremo x = b.

9. Prove que se a derivada de uma funcao f tem limite L com = — oo, entdo L =

Hmy, o0 [f(2)/z].

Sugestoes
1. Supondo que a tangente no ponto (a, f(a)) passe pelo ponto (b, f(b)), corh a < b,

fb) = fa)

flay =T g,

onde a < ¢ < b.

2. Pelo Teorema do Valor Médio, g(z) = f(z)/z = f'(c), onde ¢ € um numero entre
zero-e v. Como f é crescente, f'(c) < f'(z). Termine mostrando que ¢'(z) > 0.

5. fle+1) — f(z)=f'(c), s <c<z+1. flz)=(1/z)sen2? é um contra-exemplo.
9. Considere a identidade

f@k flx) — fla) n f(a) z—a

x r—a r—4a x

Sendo a < =, existe ¢ no intervalo (a, z) tal que o primeiro termo no colchete é
igual a f'(c¢). Como o limite de f’ é L, dado € > 0 existe K suficientemente grande
tal que a > K = f'{c) = L +n, onde n < e. O K deve ser suficientemente grande *
para que se tenha também |f(a)/(z—a)| < € e |a/z| < e. Termine a demonstragao.




