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Prefacio

A Andlise é a teoria matemdtica que culminou das diversas transformagoes
do Célculo — estabelecido no século XVII, independentemente, por Isaac Newton
(1642-1727) e Gottiried Leibniz (1646-1716) —, as quais foram protagonizadas
por eminentes matematicos europeus ao longo dos séculos XVIII e XIX e inicio do
século XX.

Os conceitos primordiais da Anélise, a saber, os de derivada e integral, expres-
sam-se através das nocoes de limite e convergéncia, que, presentemente, sao consi-
deradas em toda a sua generalidade por uma outra teoria, a Topologia, surgida em
meados do século XIX. Desta forma, do ponto de vista da Andlise, uma abordagem
atual as fungoes passa, necessariamente, pelo estudo dos aspectos topoldgicos —
isto é, da topologia — dos conjuntos onde estas sao definidas.

Este livro se propoe, entao, a estudar a topologia dos espacos euclidianos multi-
dimensionais (capitulos de 1 a 3) e a diferenciabilidade das fungdes definidas nestes
espagos (capitulos 4 e 5). Ele destina-se, principalmente, a estudantes de ma-
temédtica em fim de graduacao ou inicio de mestrado, e o pré-requisito & sua leitura
é o conhecimento de fatos elementares da Algebra Linear e da Anélise na reta —
muitos dos quais sao relembrados nos capitulos 0 e 1.

O contetido, a ser coberto num curso semestral de quatro horas semanais, foi
escolhido de modo a apresentar os conceitos e resultados mais fundamentais da
Topologia e da Andlise — de fungoes diferencidveis — em espagos euclidianos, bem
como contemplar o material necessario a estudos posteriores onde estas teorias sao
aplicadas ou generalizadas, tais como Geometria Diferencial, Andlise Complexa,
Equacoes Diferenciais e Topologia Geral.

Com o propésito de finalizar os capitulos de forma “poética”, em cada um
deles, a segao que antecede a dos exercicios — grifada (%) — introduz um resultado
elegante e, a0 mesmo tempo, significativo, o qual estd intimamente relacionado com
os assuntos ali discutidos. Este espirito é estendido ao livro como um todo, que
inclui um apéndice onde, a partir da teoria apresentada nos capitulos precedentes,
discute-se sobre o importante conceito de variedade diferencidvel. Um segundo
apéndice fornece solugbes de todos os exercicios propostos e encerra, desta forma,
o texto.

Em conclusao, gostaria de deixar consignados os meus agradecimentos a Ro-
berto S&, que me sugeriu escrever este livro e muito me apoiou ao longo do processo;
aos amigos Rubens Ledo de Andrade, Victor Giraldo, Cassio Neri, Edmundo Pe-
reira, Airton von Sohsten e Tatiana Roque, por todos os ensinamentos; a todos
aqueles que leram versoes preliminares do texto e contribuiram para a sua melho-
ria, quer apontando erros ou obscuridades, quer sugerindo diferentes abordagens
— em especial, aos estudantes do curso de bacharelado em matematica da UFRN,
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que, enquanto alunos da disciplina Anélise II, por mim ministrada, tiveram a opor-
tunidade e a bondade de fazé-lo.

Ronaldo F. de Lima
Natal RN
Julho 2013



Conteudo

Prefacio

Capitulo 0. Funcgoes e Numeros Reais

1.
2.

Funcoes
Numeros Reais

Capitulo 1. O Espago Vetorial Normado R”™

1.

NSOt N

Normas em R"

Produtos Internos — Determinantes

O Espaco L(R™,R™) e a Norma Espectral
Sequéncias em R"™

O Espago Métrico R"

O Teorema Ergddico da Média (x)
Exercicios

Capitulo 2. O Espaco Topolégico R™

1.

e I A o

Conjuntos Abertos — Topologia
Conjuntos Fechados

Topologia Relativa
Compacidade

Conexidade

Espagos Topoldgicos

Topologia < Algebra (%)
Exercicios

Capitulo 3. Aplicagoes Continuas

1.

e N

Continuidade em R™
Continuidade Uniforme
Homeomorfismos

Continuidade e Compacidade
Continuidade e Conexidade
Limites

O Teorema de Borsuk-Ulam (x)
Exercicios

Capitulo 4. Aplicagoes Diferencidveis

1.

2.
3.
4

Diferenciabilidade em R™

Exemplos Especiais de Aplicagoes Diferencidveis
Derivadas Parciais — Matriz Jacobiana
Derivadas de Ordem Superior

vii

—_

11
11
14
19
23
33
35
36

41
42
47
52
o4
60
66
69
73

(s
7
83
87
92
94
99
103
106

111
112
118
121
123



viii CONTEUDO

5. A Regra da Cadeia

6. Difeomorfismos

7. O Teorema de Motzkin ()
8. Exercicios

Capitulo 5. Teoremas Fundamentais do Céalculo Diferencial
1. O Teorema do Valor Médio

O Teorema de Schwarz

O Teorema de Taylor

O Teorema da Funcao Inversa

O Teorema da Funcao Implicita

O Teorema de Sard (x)

Exercicios

NSOt

Apéndice A. Variedades Diferencidveis
Apéndice B. Solugoes dos Exercicios
Bibliografia

Indice

127
131
133
140

145
145
151
155
158
165
175
180

185
195
231

233



CAP{TULO 0
Funcgoes e Nimeros Reais

Neste capitulo preliminar, faremos uma breve digressao sobre fungoes e niimeros
reais. Nosso intuito é o de fixar notagao, relembrar os principais conceitos associados
a estes objetos — com os quais o leitor, supostamente, estd familiarizado — e
destacar suas propriedades mais fundamentais. Assim é que, na primeira secao,
dedicada as funcoes, abordamo-las de forma abstrata e omitimos, em favor da
objetividade, nao sé a apresentagao de exemplos, mas também as demonstragoes
das proposigoes ali contidas. Ja na segunda, consideramos o conjunto dos nimeros
reais a partir de sua estrutura de corpo ordenado e completo, bem como discutimos
o conceito de convergéncia de sequéncias de niimeros reais.

1. Funcoes

Dentre os conceitos mais elementares e profundos da Matematica, encontra-
se o de fun¢do. Para introduzi-lo, consideramos dois conjuntos A e B, ditos,
respectivamente, o dominio e o contradominio da func¢do (a qual indicaremos por
f) e uma lei de correspondéncia entre estes conjuntos, que associa a cada elemento
xz de A um unico elemento f(z) (lé-se “f de =”) de B. Dizemos, entéo, que f é
uma funcao de A em B ou, equivalentemente, definida em A e que toma valores
em B, e a representamos da seguinte forma:

fi A - B
x = f(x).

Um elemento y = f(x) € B é dito a imagem de = pela fungao f, e o sub-
conjunto de B formado por todos os seus elementos que sao imagem de algum
elemento x € A é chamado de conjunto-imagem de f, o qual denota-se por f(A).
Assim,

f(A) ={yeBiy=f(z), » € A}.
Uma funcao f: A — B é dita
e injetiva se cumpre a condi¢do: x # ¢’ = f(x) # f(2'), z, 2’ € A;
e sobrejetiva se f(A) = B;
e bijetiva se é injetiva e sobrejetiva.
Diz-se que dois conjuntos A e B tém mesma cardinalidade quando existe uma

fungao bijetiva de A em B. Um conjunto é dito enumerdvel quando tem a mesma
cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais, N ={1,2,3,...}.

Dados uma funcao f: A — B e um subconjunto de A, X, a restricio de f

a X é a funcao
f|XZ X — B

x = f(x).
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Neste caso, diz-se também que f: A — B é uma extensio de f|x a A.

1.1. Inversao — Composigao. Dada uma fungao bijetiva, f: A — B, tem-
se que cada elemento y € B esta associado a um tnico = € A através da igualdade
y = f(z). Assim, esta correspondéncia define uma fungdo g : B — A, dita a
inversa de f, em que g(y) = x. Nestas condigoes, diz-se que a funcdo f é invertivel
e denota-se sua inversa, g, por f~!. Logo, quando f : A — B é invertivel, para
quaisquer = € A e y € B, valem as igualdades:

(1) i) =2 e f(fF7W) =y

Consideremos agora fungées f: A — B e g : B — C e observemos que a

funcao
gof: A — C

z = g(f(x)),
dita a composta de g com f, estd bem definida (Fig. 1).

g g

B———>¢C B——m>C
fT gof ! "
A—> D
A hogof
Ficura 1 FiGuRraA 2

Deve-se notar que se f,g,h sdo fungdes tais que as compostas go f e hog
estdo bem definidas, ent&o estdo bem definidas as compostas (hog)of e ho(gof).
Além disso, vale a igualdade (hog)of = ho(go f), isto é, a composigao de fungoes
é uma operagao associativa (Fig. 2).

Segue-se das igualdades (1) que, quando f: A — B é bijetiva, tem-se

flof=ia e fofl=ig,

emque ig: A— A e ip: B— B sao as funcoes identidade de A e B, respecti-
vamente, definidas por i4s(x) =2 e ig(y) =y.

1.2. Imagem — Imagem Inversa. Consideremos uma fungdo f : A — B
e subconjuntos X C A, Z C B. Definem-se a imagem de X por f, f(X), ea
imagem inversa de Z por f, f~(Z), por

fX)={yeBiy=flx), € X} e fTH(Z)={xe A f(z)€Z}.

Note que f(X) é o conjunto-imagem da restricio de f a X e que f~(Z)
estd bem definido, mesmo que f nao seja invertivel.

Dados conjuntos X,Y C A, Z,W C B, euma funcao f: A — B, verificam-se
as propriedades da imagem e da imagem inversa listadas na tabela seguinte. Note
que a primeira inclusao na segunda linha reduz-se a uma igualdade quando f é
sobrejetiva. O mesmo ocorre com a segunda inclusdo (na mesma linha) quando f é
injetiva. Observem-se também as propriedades referentes a intersegao e a diferenca
de conjuntos, que sao preservadas pela imagem inversa, mas nao necessariamente
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IMAGEM IMAGEM INVERSA
f0)=90 fHo) =0
I 2)cz X))o X
XCY=f(X)cCf(Y) ZCcW=fY2z)c f~1(w)
JXUY)=fX)UfY) | ffHZUW)= [ 2)uf (W)
FXNY)CfX)NfY) | fFHZnWw)=fHZ)nf (W)
JX=Y)D f(X)-f(Y) | [TH(Z-W)=["YZ)— [} (W)

pela imagem. No entanto, as inclusoes nas duas dltimas linhas reduzem-se a igual-
dades quando a fungao f é injetiva.

Dadas funcoes f : A — B e g : B — C, valem, para quaisquer conjuntos
X CA eY CC, asigualdades:

(go NX)=9(f(X) e (go/)HY)=F""g " (V).
1.3. Gréficos — Projecoes. O grdfico de uma fungdo f: A — B é o conjunto
graf (f) = {(z,y) € Ax B y = f(z)} C Ax B,
em que A x B é o produto cartesiano de A por B (Fig. 3),
A x B ={(a,b);a € A, be B}.

B A X B
f(x)
graf(f)
1
FiGura 3
As funcgoes
Py: AxB — A Pg: AxB — B
(a,0) — a ¢ (a,b) — b

sdo denominadas, respectivamente, a projecao sobre A e a projecdo sobre B.
Considerando-se, entdo, subconjuntos X C A e Y C B, vale a igualdade
X xY =P H(X)nPz (Y).
Além disso, dada uma fungao f : A — B, tem-se que a restricao de P4 ao
grafico de f,
PA'graf(f) : graf(f) - A
(z,f(x)) — =,

é, claramente, bijetiva.
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1.4. Sequéncias e Familias. Uma funcao cujo dominio é o conjunto dos
numeros naturais, N ={1,2,3,...}, é chamada de sequéncia. Mais precisamente,
uma sequéncia num conjunto A é uma funcdo =z : N — A. A imagem de um
natural k£ € N pela fun¢do x é denotada por x (ao invés de z(k)), sendo este
denominado, entao, o k-ésimo termo da sequéncia. Fixando-se o conjunto A,
denota-se uma sequéncia z : N — A por (xp)ren ou, simplesmente, por (zy).
Quando os termos xj sao definidos por uma expressao, esta é dita o termo geral
da sequéncia (zy).

Uma subsequéncia de uma sequéncia x : N — A é uma restricao de = a um
subconjunto infinito de N, Ny = {k1 < k2 < k3 < ...}, a qual denotamos por
(xk)ken, ou (Zk,;)ien. Note que toda subsequéncia é também uma sequéncia.

Uma fungao arbitraria de um conjunto A num conjunto A pode ser vista como
uma “sequéncia generalizada”, na qual o conjunto N é substituido por A, dito,
neste caso, um conjunto de indices. Deste ponto de vista, a fungao é chamada de
famdlia (de elementos de A) e denotada por (z))aen , isto é, para cada A € A, x)
é um elemento de A, dito um membro da familia (z))xep. Quando Ay C A, a
familia (z))xen, € dita uma subfamilia de (z))xen -

No caso particular em que (X))xea é uma familia de conjuntos, definem-se a
unido e a interse¢ao dos membros desta familia, respectivamente, por

UXA:{x;xEXAparaalgumx\eA} e ﬂX,\z{z;zeX,\V)\eA}.
AEA A€A
Quando nao ha ambiguidade com respeito ao conjunto de indices, A, escrevem-

Uxi=Jxn e (X=X

AEA AEA

se

Dados um conjunto A e uma familia de subconjuntos de A, (X))aeca, valem
as igualdades
e A-UXn=N(A-X));
L] A—ﬂX)\:U(A—X)\)
Além disso, se f: A — B é uma fungdo e (Y,) er é uma familia de subcon-
juntos de B, tem-se:

o FIUXN)=US(Xx) e fAHUY)=US(Y5);
o f(NXN)CNS(XN) e fTHNY)=NSHY5).

Devido ao fato do conceito de fungao permear, praticamente, todas as partes
da Matemadtica, o termo “funcao” admite diversos sinénimos, os quais variam de
acordo com a natureza dos conjuntos envolvidos. Nos contextos da Algebra Linear,
da Topologia e da Anaélise, por exemplo, as funcoes sdo chamadas, geralmente, de
transformacdes ou aplicagdes, reservando-se a designacgao “fungao” aquelas cujo
contradominio é um conjunto numeérico.

2. Ntumeros Reais

Neste texto, consideraremos estabelecido o conjunto dos nimeros reais, deno-
tado por R, como o tinico corpo que é ordenado e completo, sendo a estrutura de
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corpo determinada pelas operagoes de adicdao e multiplicacio®,
(@, y) »a+y e (2,y) >y, v,y€eR,

a ordem pela relagcdo menor que™) (<) e a completude pela propriedade de que
todo conjunto limitado superiormente possui um supremotib.
Convém-nos mencionar que, em R, a compatibilidade da relagao < com as
operagoes de adigao e multiplicagao exprime-se através das propriedades:
e r<y=c+z<y+z;
e rx<yel<z =xz<yz.
Dai, conclui-se facilmente que:
e r<yez2<0=yz<uzz
e r<yez<w=r+z<yt+w,
s l<z<yel<z<w= 22 <yw
s <<y = O<§<%-

Cabe-nos lembrar também que um conjunto X C R é dito limitado superior-
mente se existe b € R, tal que, para todo = € X, tem-se x < b ou x = b, isto
é, © < b. Neste caso, b é dito uma cota superior de X. O supremo de um tal X,
denotado por sup X, é, por definicao, a menor de todas as suas cotas superiores.

Analogamente, diz-se que um conjunto Y C R é limitado inferiormente se
existe a € R, dito, entao, uma cota inferior de Y, tal que a < yVy € Y. Neste
caso, o infimo de Y, infY, é a maior de suas cotas inferiores.

Em suma,

supX =min{beR; 2z <bVre X} e infY=max{aeR;a<yVyeY}.

Dentre os subconjuntos de R, destacam-se o dos niimeros naturais, o dos in-
teiros e o dos racionais, dados, respectivamente, por

N={1,2,3,...}, Z={...,-2,-1,0,1,2,...} e Q={p/q¢;p,q€Z, q+#0}.

Ressaltamos que valem as incluses N C Z C Q C R. Lembramos ainda que
Q ¢é enumeravel e que o conjunto R — @Q, dito dos nimeros irracionais, é nao-
enumeravel.

H& também os intervalos, que sao subconjuntos especiais de R determinados
por dois nimeros reais distintos, a < b. Sao eles:

i) (a,b) ={r €eRja <z <b}
i) [a,b] ={zr € Rja <z < b};
iii) (a,b] = {z € Rja <z < b};

) [a,b) ={zr e R;a <z < b}

v

(1) Juntamente com suas propriedades de associatividade, comutatividade, existéncia de ele-
mento neutro e inverso e distributividade da multiplicagao com respeito a adicao.

(i) Juntamente com suas propriedades de transitividade, tricotomia e compatibilidade com
respeito a adicao e a multiplicagao.

(iii)Equivalentemente: Todo conjunto limitado inferiormente possui um infimo.



6 0. FUNCOES E NUMEROS REAIS

De cada um dos quatro intervalos acima, diz-se que é limitado e tem extremos
a e b, sendo o intervalo (a,b) chamado de aberto e [a,b] de fechado. O intervalo
[a,a] = {a} é dito degenerado. Escrevem-se também

v) (a,+0) ={z € Rja < x};

vi) [a,+00) = {z € R;a < z};
vii) (—o00,b] = {z € R;z < b};
viil) (—o0,b) = {z € R;x < b};

e denomina-se cada um dos conjuntos de (v) a (viii) de intervalo ilimitado.

)
)

Neste momento, merece mengao o fato de que o conjunto dos niimeros racionais
é denso em R, significando que em qualquer intervalo nao degenerado de R existe
pelo menos um nidmero racional. O mesmo vale para o conjunto dos nimeros
irracionais R — Q. Evidentemente, N e Z nao tém esta propriedade.

Em consideracao a completude de R, devemos mencionar, igualmente, duas de
suas muitas consequéncias. Primeiramente, que ela permite que se estenda a R as
operacoes de adicao, multiplicacdo e potenciacao definidas em Q. Além disso, ela
implica na propriedade arquimediana de R, qual seja:

Dados nimeros reais a,b > 0, existe kK € N, tal que a < kb.

A fim de ilustrar a sua efetividade, apliquemos a propriedade arquimediana de

R para constatar que, dados = >0 e 0 <y < 1, fazendo-se
X:{%;keN} e Y ={y keN},
tem-se inf X = infY = 0.

Claramente, 0 é uma cota inferior de ambos estes conjuntos. Verifiquemos,
entao, que nenhum real r > 0 é cota inferior de X ou Y. De fato, pela propriedade
arquimediana, existe k > 0, tal que z < rk, donde X > z/k < r. Logo, r néo é
cota inferior de X.

No caso do conjunto Y, observemos inicialmente que, para todo a > 0 e todo
k € N, vale a desigualdade de Bernoulli, (1+a)* > 14+ka, a qual se prova facilmente
por indugdo. Dado, entdo, y € (0,1), para algum a >0, 1< 1/y=1+a, e, pela
propriedade arquimediana, existe k € N, tal que ka > 1/r. Assim,

1

1
—:(1+a)k21+ka>ka>77
y* r

isto 6, Y 3 y* < r, donde r nao é cota inferior de Y.
Analogamente, verifica-se que, para todo x’ <0, tem-se sup{-f-;k € N} =0.
O mddulo ou valor absoluto de um niimero real x é o ntimero |z|, definido da
seguinte forma:
xr se x>0
o] = —x se x<0.
Note que, para todo z € R, valem as igualdades
|x] = max{x, —z} = Va?2.

Além disso, verificam-se, para quaisquer z,y € R, as seguintes propriedades:
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x| >0 e |z| =0 & z=0;

lzy| = |z||yl;
|z +y| < |=| + |yl;
|| = lyl| < |z —yl.

Observemos ainda que, dados a,x € R e r > 0, tem-se
o lz—a|l<r e xc(a—ra+r);
o lz—a|<rezxcfa—ratr]

Geometricamente, o conjunto R representa-se por uma reta ¢, em que cada
ponto de ¢ ¢é associado a um tinico nimero real e vice-versa. Esta associacao é feita
através da seguinte regra: Se um numero real x é menor que ¥y, entdo o ponto
de ¢ associado a x estd a esquerda daquele associado a y. Assim, cada intervalo
nao degenerado e limitado de R corresponde a um segmento de reta de ¢ cujos
extremos correspondem aqueles do intervalo (daf a terminologia).

Define-se, entdo, a distdncia entre dois pontos x,y € R por d(z,y) = |z — ¥,
o que corresponde ao comprimento do segmento de ¢ determinado por qualquer
intervalo cujos extremos sejam z e y (Fig. 4).

[z — yl ¢

FiGura 4

Devido a esta representacao, é comum referir-se aos niimeros reais como pontos
e designar-se ¢ a reta real.

2.1. Sequéncias em R. Diz-se que uma sequéncia (zj)reny em R é limi-
tada inferiormente (respectivamente superiormente) se o conjunto dos seus ter-
mos, {z ; k € N}, é limitado inferiormente (respectivamente superiormente). Uma
sequéncia € dita limitada se é limitada inferiormente e superiormente. Assim, uma
sequéncia (rx) em R ¢é limitada se, e somente se, existem a,b € R, tais que
xi € (a,b)Vk € N. Neste caso, tomando-se p > 0, tal que p > b e —u < a,
tem-se

|zg] < pVEkeN.

Um ntimero real a € R é dito um limite de uma sequéncia (zy) se cumpre a
seguinte condigao:

Para todo € >0, existe ko € N, talque k>ky = |z —a| <e.

No caso afirmativo, diz-se que (xf) converge para a e que (x) é convergente,
caso contrario, diz-se que (x) é divergente.

Note que |z —a| < € &z, € (a —€,a+¢€). A partir dai, verifica-se facilmente
a unicidade do limite de uma sequéncia convergente. De fato, se a,b € R fossem
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limites distintos de uma sequéncia (xy), poderfamos tomar ¢ = |a — b|/2 > 0.
Neste caso, tomando-se k € N suficientemente grande, teriamos

zp€(a—€ea+e)N(b—eb+e)=0.

Logo, devemos ter a = b.
Quando a € R é o limite de uma sequéncia convergente (xy), escrevemos
Tp —a ou lim x; = a.
Observemos que se (xg), (yx) e (zx) s@o sequéncias em R que satisfazem
1) xkgykgszkeN;
i) limayg = lim 2z = a;
entdo (yx) é convergente™) e limy = a.
Com efeito, pela condicdo (ii), dado € > 0, existe ko € N, tal que, para todo
k > ko, tem-se |rr —a| < € e |z —al] < e. Segue-se dai e de (i) que, para tais
valores de k, —e <z —a <yr—a <z, —a<e donde |y, —al < e Vk > ko, isto
é, yr — a.
Quando um conjunto X C R é limitado superiormente, tem-se que a = sup X
é limite de uma sequéncia (zy), tal que xp € X Vk € N. De fato, dado k € N,
existe pelo menos um elemento de X, o qual designamos por xj, o qual satisfaz
a— 1 <z < a. Caso contrario a — ¢ seria uma cota superior de X menor que a,
o que iria de encontro ao fato de a ser o supremo de X. A sequéncia (xy), assim
definida, cumpre |zx — a| < 1/k. No entanto, pela propriedade arquimediana de
R, dado € > 0, existe ky € N, tal que 1 < kge. Logo, para todo k > kg, tem-se

|z —al <

donde zj — a.

De modo andlogo, verifica-se que se Y C R é limitado inferiormente, entao o
infimo de Y ¢é limite de uma sequéncia de pontos de Y.

Diz-se que uma sequéncia (xi) em R é mondtona quando cumpre uma das
seguintes condicoes:

® Tk41 Z ZL’ka € N,
® i1 < x Vk € N.
No primeiro caso, diz-se que () é mondtona crescente e, no segundo, mondtona
decrescente.
Verifiquemos agora que toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.
Mais especificamente, se (x;) e (yr) sdo sequéncias limitadas em R, tais que
(zx) é mondtona crescente e (yi) é mondtona decrescente, entao

xp = a=sup{zr;k €N} e gy — b=inf{y;;k € N}

De fato, dado € > 0, existe kg € N, tal que a — € < x3, < a, donde, para
todo k> ko, a —e < xp, < xp < a, pois (x) é crescente e a é cota superior do
conjunto {xy;k € N}. Assim, k > ko = |z, —a|] < ¢, isto é, z; — a. De forma
andloga, verifica-se a convergéncia de (yx).

(iV)Este resultado é conhecido como Teorema do Confronto.
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Dados 2/ <0<z e 0 <y <1, vimos que

/
sup{Z;kEN}inf{Z;kEN}inf{yk;kGN}O-

Logo, pelo exposto no paragrafo anterior, tem-se
o I 2> 0VzeR;

e zF — 0V €10,1);
T k

pois as sequéncias cujos termos gerais sao 7 e x” sdo, ambas, mondtonas.

Vejamos agora um resultado classico da Andlise Real relacionado ao conceito
de convergéncia de sequéncias.

TEOREMA DE BOLZANO -WEIERSTRASS. Toda sequéncia limitada em R possui
uma subsequéncia convergente.

DEMONSTRAGAO. Seja () uma sequéncia limitada em R. Entéo, existe um
intervalo aberto I = (\, u), tal que = € I para todo k € N. Definindo-se

Q= {t € R; t < x, para infinitos valores de k},

vemos que este conjunto é nao-vazio (pois A € Q) e limitado superiormente (pois
w é cota superior de Q). Logo, existe a = sup (2. Provaremos que a é limite de
uma subsequéncia de (zy).

Pela escolha de a, tem-se, para cada ¢ € N, que:

i) (a—+alNQ#0;

ii) a+ 1 nao pertence a .

Segue-se de (i) que existem infinitos termos de (z1) que sdo maiores que a— 1,

isto é, a — % € Q, e de (ii) que existe, no méximo, um nimero finito de termos de
(zx) que sdo maiores que a+ % . Assim, para todo i € N, existem infinitos termos
de (xx) no intervalo I; = (a — % ,a+ %) . Podemos, entao, tomar um deles no
intervalo I; e denotd-lo por zj, . Uma vez que existem infinitos termos de (zy)
em Iy, existe ko € N, tal que k; < k2 e zy, € I». Procedendo-se indutivamente,
obtém-se uma subsequéncia (xy,), de (xy), tal que, para cada i € N, xy, € I;,
isto é, |z, —al < 1. Logo, zx, — a. O

Em conclusao as nossas consideragoes sobre fungoes e nimeros reais, devemos
mencionar que, além do conjunto R, consideraremos estabelecidas, juntamente com
suas propriedades de continuidade e diferenciabilidade, as fungoes reais elementa-
res de uma variavel real, isto é, as fungoes polinomiais, as funces exponencial e
logaritmica e as funcoes trigonométricas.






CAP{TULO 1
O Espaco Vetorial Normado R”

A Anailise, enquanto teoria das fungdes reais de uma variavel, estd subjugada a
uma forte estrutura algébrica dos niimeros reais, qual seja, a de corpo — ordenado
e completo, inclusive. Neste contexto, a nogao de valor absoluto, em R, é também
essencial, uma vez que, a partir dela, se estabelece um conceito natural de distancia
que, por sua vez, conduz ao de limite de fungoes.

Em contrapartida, os espagos euclidianos multidimensionais, em geral, nao
dispéem da estrutura de corpo. Desta forma, a fim de estender as funcoes defi-
nidas nesses espagos os conceitos e resultados da Anédlise em R, é necessdrio que
se faga uso da estrutura algébrica que lhes é comum — a de espago vetorial — e
que a ela se incorpore um andlogo do valor absoluto — o que se chama de norma.
Neste caso, o espago vetorial em questao é dito normado.

Sendo assim, com o propésito de estabelecer o ambiente adequado as nossas
consideragoes, introduziremos neste capitulo o espaco euclidiano n-dimensional,
R™, como um espago vetorial normado.

Para tanto, iniciaremos discutindo o conceito de norma e, logo apds, relem-
braremos algumas nogoes elementares da Algebra Linear, como produtos internos,
formas bilineares e determinantes, as quais surgirao naturalmente em diversos con-
textos da teoria que desenvolveremos nos capitulos subsequentes.

Consideraremos, em seguida, o espago das transformagoes lineares de R" em
R™ munido de uma norma com propriedades especiais, dita espectral. Abordare-
mos, entao, o conceito fundamental de convergéncia de sequéncias, estabelecendo,
inclusive, alguns resultados essenciais que o envolvem, como o Teorema de Bolzano-
Weierstrass. Feito isto, discutiremos brevemente sobre o conceito de espaco métrico,
que generaliza aquele de espago vetorial normado.

Por fim, com o intuito de ilustrar a aplicabilidade dos assuntos discutidos, apre-
sentaremos um caso particular de um importante resultado da Teoria dos Sistemas
Dinamicos, conhecido como Teorema Ergddico da Média.

1. Normas em R"

ado um ntmero natural n, o espaco euclidiano n-dimensional, denotado por
Dad tural n, lid d [, denotad
R"™, é o produto cartesiano de n copias de R, isto é,

R"=RxRx---xRxR.

n vezes

7

Um elemento x € R™ é dito um ponto de R™ e é, entdao, denotado por
uma n-upla de nimeros reais, isto é, z = (x1,22,...,2,), em que, para cada
ie{l,...,n}, x; éum nimero real, dito a i-ésima coordenada de x.

11
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Dados = = (z1,22,..-,2n), ¥ = (Y1,¥2,.-.,Yn) em R™ e X € R, definimos
a soma, T+ Yy, e o produto, Ar, por

r+y=(r1+y1, T2+ Y2, , Tn +Yn) e Az = (Ax1, Ao, ..., Axy).

Estas operacoes, juntamente com suas propriedades), concedem a R™ uma
estrutura de espaco vetorial real. Neste caso, os elementos de R™ sdo também
chamados de vetores. Note que

x = (x1,%2,...,%,) = xT1€1 + Toes + -+ + Tpey,

em que {eg,ea,...,e,} éa base canonica de R™, isto é, cada vetor e; tem todas as
suas coordenadas nulas, exceto pela i-ésima, que é igual a 1. Os reais x; sao ditos,
entao, mais especificamente, as coordenadas de x com respeito a base candnica de
R™.

A norma (euclidiana) de um vetor x = (x1,22,...,2,) € R™ é por definicao,
o nimero real ||z||, dado por

o] = Va? + a3+ +a2.
A distincia (euclidiana) entre z,y € R™, d(z,y), é, entdo, definida por

d(z,y) = |lz = yl|.

Considerando-se em R™ um sistema cartesiano de coordenadas, tem-se que,
geometricamente, a distancia entre dois pontos corresponde ao comprimento do
segmento de reta que os une. Em particular, para todo z € R", ||z|| = d(z,0) é o
comprimento do segmento cujos extremos sao a origem, 0, e o ponto z (Fig.1).

lll S~

Ficura 1

Dados z,y € R™ e A € R, verificam-se as seguintes propriedades:
i) [|z] >0 e |z]|=0 & z=0;
ii) [[Azll = Al lz[l;
i) [l +yll < [zl + [[yll-
(i)Comutatividade, distributividade, existéncia de elemento neutro e inverso.

(iAo longo do texto, todos os espagos vetoriais serdo considerados, implicitamente, reais,
isto é, terao R como corpo de escalares.
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A validez de (i) e (ii) é imediata. J4 a propriedade (iii), chamada de desigual-
dade triangular, é uma consequéncia de uma outra desigualdade, dita de Cauchy-
Schwarz, que provaremos adiante.

De modo geral, dado um espago vetorial V, uma norma em V é uma fungao
'l : V= R que, para quaisquer z,y € V e A € R, cumpre as condigoes (i),
(i) e (iii) listadas acima. Um espago vetorial V munido de uma norma || || é
dito normado e é denotado por (V,|| ||) quando ha necessidade de se especificar a
norma.

Neste contexto, a norma euclidiana em R™ é apenas um caso particular. H4,
por exemplo, duas outras normas em R" que, eventualmente, fazem-se mais conve-
nientes que a norma euclidiana. S&o elas a norma do mdzimo e a norma da soma,
as quais definem-se, respectivamente, por

|2l max = max{|z1]|,...,|zal} e |zls = |zi|++|zn|, x=(21,...,2,) € R™

Como no caso da norma euclidiana, as propriedades (i) e (ii) sdo facilmente
verificadas. Provemos, entdo, que || |max satisfaz a desigualdade triangular. De
fato, dados z,y € R™, para algum i € {1,2,...,n}, tem-se

|2+ Yllmax = max{|zs +yil,...,|Tn +ynl}
= |z +yil < |zl + |yl
< max{|z1],...,|zal} + max{|yil,- .., |yal}

= [|2/lmax + [|¥]lmax-

Deixamos como exercicio a verificagao de que || ||s, igualmente, satisfaz a de-
sigualdade triangular.

Adotaremos a seguinte notacdo: Dado z € R", salvo mengdo em contrario,
|lz|| indicard a norma euclidiana de z. As normas do maximo e da soma serdo
denotadas como acima.

Vejamos agora que, dado = = (21,...,2,) € R", para algum i € {1,2,...,n},

tem-se
lzlmax = lzal = Va? < Val+- a2 (= a])
< Vel + Ve = Jml o+ el (=2l
< n|xz| = on”mam
isto é,
(2) |2 llmax < [l2l] < [[2]ls < 0l |ma Vo € R

Na Segao 4, introduziremos o importante conceito de sequéncia convergente,
o qual, por sua vez, relaciona-se com o de norma. Veremos entao que, em de-
corréncia das desigualdades (2), se uma sequéncia for convergente relativamente a
uma destas normas, entao o serd com relagao as outras duas, isto é, do ponto de
vista da convergéncia de sequéncias, as normas euclidiana, do maximo e da soma
sao equivalentes. Isto motiva a definicao seguinte.

DEFINIGAO 1 (EQUIVALENCIA DE NORMAS). Duas normas || |3 e | |2 num
espaco vetorial V sao ditas equivalentes se existem constantes positivas A, p € R,
tais que, para todo x € V,

el < Al e lzlle < pllzfl
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Segue-se diretamente da definicao que a equivaléncia entre normas é, de fato,
uma relagdo de equivaléncia, isto é, ela é reflexiva (toda norma é equivalente a
ela mesma), simétrica (se uma norma é equivalente & outra, esta é equivalente &
primeira) e transitiva (se uma norma é equivalente a uma segunda que, por sua vez,
é equivalente a uma terceira, entao a primeira é equivalente & dltima).

Note que, pelas desigualdades (2), as normas euclidiana, do maximo e da soma
sdo, duas a duas, equivalentes. Na verdade, vale um resultado bem mais forte, que
provaremos na Secao 4: Duas normas quaisquer em R™ sdo equivalentes.

Sejam V um espago vetorial, (W,||||) um espago vetorial normado e
T :V — W uma aplicacdo linear injetiva. Fazendo-se ||z, = ||[Tz|, z € V,
verifica-se facilmente que || ||, define uma norma em V, dita induzida por || || e
T. Note que a injetividade de T é necesséria para que se tenha ||z||, =0 < 2 =0.

Em particular, todo espaco vetorial de dimensao finita, por ser isomorfo a algum
espago R"™, admite uma norma.

EXEMPLO 1. Designando-se por M(2) o espago vetorial formado pelas matrizes
quadradas de ordem 2, temos que a correspondéncia que associa a cada matriz

a b
=(t)
de M(2) o vetor v = (a,b,c,d) de R* é um isomorfismo linear. Este isomorfismo,

juntamente com a norma euclidiana de R*, induz a norma || ||, em M(2), em que

IA]lo = Va2 + b2 + ¢ + d2.

2. Produtos Internos — Determinantes

Relembremos que uma forma bilinear num espago vetorial (real) V é uma
funcdo f:V xV — R que é linear em cada uma de suas variaveis, isto é, dados
z,y,2 €V e XA €R, tem-se

o fAz+y,2) =A(z,2) + f(y,2) e
o [z, \y+2) =A(x,y) + f(z,2).

Um produto interno em V é uma forma bilinear f que é simétrica (isto é,
f(z,y) = f(y,z)Vo,y € V) e positiva definida (isto é, f(z,z) > 0Vz € V —{0}).

Dados = = (z1,...,2,) € ¥y = (y1,...,Yyn) em R™ o produto escalar (x,y) é
definido por

(3) <'T7y> =211+ T TnYn -

Verifica-se facilmente que o produto escalar é um produto interno em R™ (dito
candnico) e que a norma euclidiana || || satisfaz

lz||? = (z,z) Vo€ R™

De modo geral, um produto interno (, ) num espago vetorial V determina

uma norma || | através da relagdo ||z|| = Vv (z,z), x € V. Neste caso, diz-se que a
norma || || provém do produto interno (, ). Temos, entdo, que a norma euclidiana

em R™ provém do produto escalar.
Vale salientar que nem toda norma em R™ provém de um produto interno.
Este é o caso, por exemplo, das normas da soma e do maximo (vide Exercicio 6).
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Dados vetores v e w de um espago vetorial V munido de um produto interno
(, ), vale a implicagao seguinte:
(x,v) = (r,w) Ve €V = v=w.
Com efeito, fazendo-se © = v — w, obtém-se (v —w,v—w) =0, donde |[v—w| =0
e, portanto, v = w.

OBSERVAGAO 1. Dado um produto interno qualquer em R™, prova-se que existe
uma base relativamente a qual sua expressao assume a forma (3). Por este motivo,
e por simplicidade, o produto escalar serd o unico produto interno de R™ que
consideraremos.

No teorema seguinte, estabeleceremos a desigualdade fundamental da algebra
linear dos espacos vetoriais com produto interno.

TEOREMA 1 (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ). Dados z,y € R™, tem-se

[z, )] < [l lyl],
valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € multiplo do outro.

DEMONSTRAGAO. O resultado é imediato para z =0 ou y = 0. Supondo-se,
entdo, z,y # 0, definimos a fungdo f(t) = (v — ty,z — ty), t € R. Note que f é
ndo-negativa e que f possui um zero se, e somente se, z é multiplo de y. Além

disso, 9.9 5
f(t) = (& —ty,z —ty) = ||ylI"t" = 2(z, y)t + |||,

isto é, f é uma funcao quadratica nao-negativa de t. Logo, seu discriminante deve
ser nao-positivo, isto é, ) o o

Az,y)” — 4=yl <0,
em que vale a igualdade se, e s6 se, f possui um unico zero. O

OBSERVAGAO 2. A desigualdade de Cauchy-Schwarz é vilida em qualquer
espago vetorial normado (V.|| ||) cuja norma é advinda de um produto interno
(, ). A demonstracao é a mesma. Devido a isto, pode-se introduzir num tal espago
o conceito de angulo entre vetores: Dados v,w € V — {0}, o dngulo entre v e w,
denotado por £(v,w), é o tinico 6 € [0, 7], tal que(i)

v, W
cosf = oW
o]l llwl|

Como aplicacdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz, verifiquemos agora que
a norma euclidiana satisfaz a desigualdade triangular. De fato, dados z,y € R™,
temos

Iz + ylI* = llll* + 262, ) + Iy < ll=l* + 2llll Iyl + ly1* = (=l + lyl)?,

donde se obtém
lz+yl < [zl + [yl

A partir da desigualdade triangular, verifica-se facilmente que, para quaisquer
x,y € R® (vide Exercicio 2), tem-se

(4) Hizll =Nyl T < lle =yl

(i) Note que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, —1 <

< 1, o que garante a

existéncia e unicidade de 6.
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Além disso, usando-se inducdo, prova-se que se x1,xs,...,T, sao vetores de R™,

entao
21+ 22+ x| < flzall + [zl + - + [Jza]]-

2.1. Ortogonalidade. Dois vetores = e y de R™ sao ditos ortogonais se
(z,y) = 0. Um subconjunto de R™ ¢é dito ortogonal se seus elementos sdo, dois
a dois, ortogonais. Um conjunto ortogonal cujos elementos tém, todos, norma
euclidiana igual a 1 é dito ortonormal.

Dados vetores z,y € R", tem-se

lz+ylI* = (@ +y,z +y) = 2> +2(z,9) + |yl
donde se obtém o resultado seguinte.

PROPOSIGAO 1. Dois vetores x,y € R™ sdo ortogonais se, e somente se, cum-
prem a igualdade ||z +y||* = [Jz] + [|y[|*.

Vale salientar que a parte “somente se” da Proposicao 1 constitui o célebre
Teorema de Pitdgoras.

Dada uma base B = {v1,...,v,} CV de um subespago vetorial m-dimensio-
nal V de R"™, obtém-se uma base ortogonal By = {w1,...,w,} deste subespago
através das seguintes relagoes de recorréncia:

i

Z (Vi1 wy) .
Wy = V1, Witl = Vi1 — T TN jaZ:17"'7m_1'
; <wjv wj>
Jj=1
Este método é conhecido como o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.
Note que, a partir da base By = {wy,...,wy,}, obtém-se uma base ortonormal de
V, B; ={u1,...,un}, fazendo-se, para cada i =1, -+ ,m, u; = w;/||w;].

EXEMPLO 2 (PROJEGAO ORTOGONAL). Seja V C R™ um subespago vetorial
m-~dimensional de R™. Dado um vetor z € R"™, existe um tnico vetor v € V,
tal que = — v é ortogonal a todos os vetores de V. O vetor v é chamado de
projecao ortogonal de x sobre V (Fig.2). Para determind-lo, fixemos uma base
ortonormal B = {uy,...,uy,} de V e observemos que um vetor de R" é ortogonal
a todos os vetores de V se, e somente se, é ortogonal a cada um dos vetores da
base 8. Fazendo-se, entao, v = A\juj + -+ + AU, e impondo-se a condigao
(x —v,u;) = 0Vi € {1,...,m}, conclui-se que, para cada i, A; é determinado
pela igualdade \; = (x,u;), resultando na existéncia e unicidade do vetor v.

Segue-se desta unicidade e da bilinearidade do produto interno que, designando-
se v por P,(x), a aplicagdo projecao ortogonal de R™ sobre V,

P,: R —» V
T PV($>:Z<-'L',U1‘>U1’,

m
i=1
estd bem definida e ¢é linear.

Note que, além da linearidade, toda projecao ortogonal P, : R™ — V sobre um
subespaco vetorial V de R™ tem as seguintes propriedades:

e P, o P, = P, (idempoténcia);
d <Pv(x)a y> = <Ia PV(y)> vxv Yy € Rn (Simetria);
o (P,(z),xz) > 0Vx € R™ (positividade);
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FI1GURA 2

o [P ()] <|lz||Vx € R™ e ||Py(x)| = ||z|| & = € V (semi-contratilidade).

Vale mencionar também a seguinte propriedade da projecao ortogonal: Dentre
todos os pontos de um subespago vetorial V de R™, o que estd mais proximo de um
dado = € R™ é a projegdo ortogonal de = sobre V, P,(x). Com efeito, dado w € V,
w # P,(z), temos que P,(z) —w € V. Logo, © — P,(x) é ortogonal a P,(z) — w.

Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, |z — P.(z)||? + ||P.(z) —w|]* = ||z — w|]?. Uma
vez que ||P,(z) —wl||* > 0, tem-se, entdo,
(5) |z — Py(2)|| < ||z —w| Ve € R", w e V- {P,(x)}.

Dados subespacos Vi,Vy, W de R”, diz-se que W é a soma direta de V; e
Vo, e escreve-se W =V, ® Vs, se, para todo w € W, existem tnicos v; € V; e
vy € Vo, tais que w = vy vy . Neste caso, verifica-se facilmente que V1NV, = {0}
e que dimW =dimV; +dimV,.

O complemento ortogonal de um subespagco V de R™ é o conjunto

Vi ={w e R"; (v,w) =0Vv € V}.
Suas principais propriedades sao:
i) V+ é um subespaco de R™;
i) V- =v;
iii) R» = Vo V.
Dado um subespaco V C R™, devido & propriedade (iii), todo vetor x € R™ se

escreve de forma tinica como x = v +w, em que v € V e w € V+. Observando-se
que, nesta igualdade, v = P,(z), conclui-se facilmente que

reVt & P(x)=0.
2.2. Aplicagoes n-lineares — Determinantes. Sejam Vi,Vy, ..., V, e W

espacos vetoriais. Uma aplicacao f:Vy x ---xV,, = W é dita n-linear se, para
todo i € {1,...,n}, tem-se

f(vla"'vAvi+véa"'vvn):)‘f(vlw"avi,“';vn)+f(vla"'7vga"'avn)



18 1. O ESPACO VETORIAL NORMADO R™

quaisquer que sejam A € R, v; €V, (j=1,2,...,i—1,i+1,...,n) e v;,v, € V;.
Quando Vy =--- =V, =V e W=R, a aplicagao f ¢é dita uma forma n-linear
ou n-forma em V. Aplicacées 2-lineares, assim como as 2-formas, sdo chamadas
bilineares.

Um exemplo de n-forma em R™ que convém ser considerado é o determinante.
Dado n > 2, o determinante é uma fungao que associa um numero real a cada
matriz (real) quadrada de ordem n, A = (a;j)nxn , cuja expressao é um polindémio
de grau n e varidveis a;;, i,j € {1,...,n}. Quando n =3, por exemplo, tem-se

det A = (11022033 — 611032023 + 21032013 — (21012033 + 431012023 — 431022013 -

Cada matriz quadrada A = (a;j)nxn pode ser identificada com uma n-upla
de vetores de R"™, (x1,z2,...,2,) € R® X .-+ x R, de tal modo que, para cada
jed{l,...,n}, z; € R® éo j-ésimo vetor-coluna de A, isto é, z; = (a1;,...,an;).
Feita esta identificacao, o determinante passa a ser uma fungao definida no produto
cartesiano de n cépias de R", R"™ x --- x R™.

Verifica-se, entao, que a funcao determinante é uma n-forma anti-simétrica em
R™, isto é, det é n-linear e, para quaisquer xy,...,%;,...,Z;,...,Tn € R", tem-se

det(z1,..., 2. .., &5, ..., 2n) = —det(T1,..., 25, ..., Tiy ..., Tn).
Em particular, det é uma n-forma alternada, isto é,
det(x1,...,24,...,25,...,2,) =0 sempre que x; =x;.

Deste tultimo fato e da n-linearidade do determinante, segue-se que toda matriz
cujos vetores-coluna sao linearmente dependentes tem determinante nulo. Conse-
quentemente, toda matriz cujo determinante é nao-nulo é invertivel.

Vale mencionar que a fungao determinante é caracterizada pelo fato de ser a
unica n-forma anti-simétrica em R™ que assume o valor 1 em (eg,...,e,). Uma
das muitas consequéncias desta caracterizacao é a validez, para quaisquer matrizes
quadradas de mesma ordem, A e B, da igualdade

det(AB) = (det A)(det B),

da qual decorre imediatamente que toda matriz invertivel A tem determinante
nao-nulo e que o determinante de A=! é 1/det A.

Dados i,j € {1,...,n} e uma matriz quadrada de ordem n, A = (a;j)nxn ,
designemos por A;; a matriz quadrada de ordem n cujos vetores-coluna sao os
mesmos de A, exceto pelo j-ésimo, que é o i-ésimo vetor da base canonica de R™,
ei. A matriz B = (bjj)nxn, em que b;; = det A;; , é dita a matriz dos cofatores de
A, e sua transposta é chamada de adjunta (cldssica) de A, a qual se denota por
adj A. Verifica-se, entao, que

A(adj A) = (det A)I,

em que I denota a matriz identidade de ordem n. Em particular, se A for in-

vertivel, tem-se
1
-1

T det A

adj A.

Por fim, consideremos uma transformagao linear T : R® — R™ e tomemos
duas bases distintas de R™, B,y e B;. Denotando-se por Ay e A; as respectivas
matrizes de 7' com respeito a By e By, temos que as mesmas sao semelhantes,
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isto é, existe uma matriz invertivel M (neste caso, a matriz de mudanga da base
By para a base B1), tal que A9 = M~1A; M, donde

det Ag = det(M YA M) = (det M~1)(det A;y)(det M) = det A; .

Assim, os determinantes das matrizes associadas & transformagao linear T as-
sumem o mesmo valor, o qual se define como o determinante de T e se denota
por detT. Deve-se notar, pelas consideracoes dos pardgrafos anteriores, que uma
transformacao linear T : R™ — R"™ ¢ invertivel se, e somente se, detT # 0.

3. O Espago L(R",R™) e a Norma Espectral

O conjunto
L(R™",R™) ={T : R" — R™; T é linear},

munido das operagoes usuais de soma de fungoes e multiplicagao de um ntmero
real por uma fungao, é um espago vetorial real.

Como se sabe, a cada transformagdo linear T € L(R",R™), corresponde uma
Unica matriz A do tipo m X n que é a representacao de T nas bases canonicas de
R™ e R™, respectivamente. Por sua vez, listando-se os elementos de uma matriz
m X n, associamo-la facilmente a um dnico vetor v de R™". Designando-se, entao,
o0 espaco das matrizes reais m x n por M(m,n), temos que as correspondéncias

L(R™",R™) — M(m,n) — R™
T — A = v

sao, claramente, aplicagdes lineares bijetivas, isto é, L(R™,R™), M(m,n) e R™»
sao espacos vetoriais isomorfos. Em particular, cada norma em R™" induz, através
desses isomorfismos, uma norma em L(R™,R™), bem como em M(m,n).

Denotaremos por || |l as normas de L(R™ R™) e M(m,n) induzidas pela
norma euclidiana de R™", e as chamaremos, igualmente, de norma euclidiana em
L(R™,R™) e M(m,n), respectivamente.

Uma transformacgao linear 7' : R™ — R” é também chamada de operador linear
em R”. Escreveremos L(R™) e M(n) para denotar o espago dos operadores lineares
em R™ e o conjunto das matrizes reais n x n, respectivamente. O conjunto dos
operadores lineares invertiveis de L(R™) e o conjunto das matrizes invertiveis de
M(n) serao denotados, respectivamente, por I(R™) e I(n).

O fato de L(R™,R™) e M(m,n) serem espagos vetoriais isomorfos, nos leva
muitas vezes a identificd-los. Por esta razao, dados x € R™, T € L(R",R™) e
Z € L(R™,RP), adotam-se as notagoes Tx e ZT, que sugerem produtos, em lugar
das tradicionais T'(z) e ZoT.

ExEMPLO 3. Consideremos a transformacao linear T : R? — R3, dada por
T(x1,22) = (21422, 221 — 22,21 +322). Uma vez que T(1,0) = (1,2,1) e T(0,1) =
(1,—1,3), temos que a matriz de T com respeito as bases canonicas de R? e R?,
respectivamente, é

Associando-a ao vetor v = (1,1,2,—1,1,3), tem-se

ITlle = 1 A]le = Jlo]l = V17.
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Introduz-se em L(R™, R™) uma norma com propriedades especiais (vide Pro-
posicao 2, abaixo), chamada de norma espectral e definida por

|T|| = sup{||Tz||; € R", [lz]| =1}, T € L(R",R™).

Verifiquemos, inicialmente, que a fungdo T +— ||T|| estd bem definida em
L(R",R™). Para tanto, consideremos T € L(R",R™) e = = (z1,...,%,) € R", tal

que ||z|]| =1 (neste caso, dizemos que x é um vetor unitdrio). Fazendo-se, entdo,
p=max{|Te|,...,||Ten|}, tem-se, pela desigualdade triangular e por (2), que
[Tz = |T(zrer+ -+ anen)ll < |zall|Ter] +--- + |zal | Ten]

< pllaa] 4o A laal) = pllzlls < pnllzl] = pn.

Desta forma, o conjunto {||Tz|; z € R", ||z|| =1} é limitado superiormente
e, portanto, possui um supremo, donde se conclui que a norma espectral, como
funcao, estd bem definida.

A verificagdo de que a norma espectral em L(R™,R™) §é, de fato, uma norma,
segue-se das seguintes consideracoes: Dados dois subconjuntos limitados e nao va-
zios de R, X e Y, tem-se:

e se A >0, entdo sup(AX) = Asup X, em que AX = {Az;z € X};
e se x <y quaisquer que sejam z € X e y €Y, entao supX <supY;
e sup(X +Y)=supX +supY, emque X+Y ={x+y;xeX,ycY}

Deixamos os detalhes a cargo do leitor.

ExEMPLO 4. Consideremos a transformacao linear T : R? — R2?, dada por
T(x1,22) = (x1 + 422, —2x1 + 2x2). Supondo-se ||(z1,z2)|| = 1, por um célculo
direto, obtém-se

T (21, 22)||* = 5x] + 2023 = 5(4 — 3a7).
Segue-se que, sujeito & condi¢ao ||(x1,z2)|| =1, o valor mdximo de ||T(x1,z2)| é
v/20, que é atingido nos pontos (0,1) e (0,—1). Logo, |T| = v/20.

O isomorfismo natural entre L(R™,R™) e M(m,n) induz uma norma espectral
em M(m,n), isto é, se A € M(m,n), entdo a norma espectral de A, ||Al|, é, por
defini¢do, igual a norma espectral da transformacao linear 7' : R™ — R™ cuja
matriz, com respeito as bases candnicas de R™ e R™, é A.

PROPOSIGAO 2 (PROPRIEDADES DA NORMA ESPECTRAL). A norma espectral,
II'll : L(R™,R™) — R, tem as seguintes propriedades:
D ATzl < T\ l=l vT € L(R™,R™), z € R";
i) |1ZT) < [|1Z]| IT|| VT € L(R™,R™), Z € L(R™,RP).

DEMONSTRAGAO. A desigualdade (i) é trivial para « = 0. Dado z # 0, te-
mos que ||T(z/||z]))|| < ||T||, pois o vetor z/||x|| é unitario. Juntando-se isto a
linearidade de T, obtém-se

X
1]l = HT () H < |7l
Tl

o que prova (i).
Quanto a desigualdade (ii), tomando-se um vetor unitario x € R™ e considerando-

se (i), tem-se
12T < | ZI[|Tz|| < I ZIHIT ]l = [ZIHIT1-
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Logo, ||Z]| |IT|| é uma cota superior do conjunto {||ZTz|; z € R™, ||z|| =1}, o
que implica. |27 < | 21| |7 O

Segue-se imediatamente do item (ii) desta proposicdo que, dadas matrizes
A€ M(p,m) e Be M(m,n), tem-se

IAB|| < [[A[|B]]-

As normas espectral e euclidiana em L(R™,R™) s@o equivalentes. Mais preci-
samente, valem as seguintes desigualdades

(6) 1T < |IT]le < vn|T|| ¥T € L(R",R™).

Antes de verifica-las, vejamos alguns conceitos e resultados relativos a teoria
de operadores lineares em R".

Relembremos inicialmente que, dada T € L(R™,R™), a adjunta de T é a
transformacao linear 7* € L(R™,R™), definida pela relagao

(Tx,y) = (x, T"y) Vr € R", y € R™.

Se A é a matriz de T € L(R™,R™) relativamente a quaisquer bases ortonor-
mais de R™ e R™, respectivamente, verifica-se facilmente que a matriz de T* (com
respeito as mesmas bases) é a transposta de A, a qual denotamos por A*. Dai,
conclui-se que:

i) (T*)* =T VT € L(R",R™);
i) (AT + 2)* = AT* + Z* VT,Z € L(R",R™), X € R;
iii) (ZT)* =T*Z* VT € L(R*,R™), Z € L(R™,RP).

Convém observar que, pela propriedade (ii), acima, a aplicagdo

L(R™",R™) — LER™R")
T — T*
é linear.
Diz-se que um operador T € L(R") é auto-adjunto quando T = T™*.

Os operadores auto-adjuntos em R™, também pela propriedade (ii), constituem
um subespago vetorial de L(R™). Sua propriedade mais importante traduz-se no
célebre Teorema Espectral®™), o qual assegura, para cada tal T, a existéncia de uma
base ortonormal de R, B = {uy,...,u,}, em que cada vetor u; é um autovetor
de T, isto é, Tu; = A\;u; , A; € R. Neste caso, o real A\; é dito um autovalor de T
associado ao autovetor wu; .

Vejamos agora que se T' € L(R™) é um operador auto-adjunto cujos autovalores
880 A1,..., A, , entao

(7) 1T = max{[As], ..., [Anl}-
Com efeito, seja B = {uq,...,u,} uma base ortonormal de R"™ formada por
autovetores de T. Dado x € R", ||z|| =1, sejam ty,...,t, as coordenadas de x

com respeito a base 3. Entao,

Tx = T(t1U,1 + -+ tnun) =t1Tuy + -+t Tu, =t A\ ug + -+t Aty ,

(iV)No Apéndice A, forneceremos uma demonstragao deste teorema como aplicacdo da teoria
das variedades diferencidveis.
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donde, fazendo-se p = max{|\1],...,|A\n|}, obtém-se
IT||* = 60AT + - + AL < (6 + -+ £) = 4,
isto é, || Tz| < p.

Desta forma, p é uma cota superior do conjunto C = {||Tz|;|z|| = 1}.
No entanto, p = |A\;| = ||Tu;|| para algum ¢ = 1,...,n, isto é, u € C. Logo,
IT|| = sup C = p, como desejdvamos provar.

Segue-se das consideragoes do Exemplo 2 que, para todo subespago vetorial
V de R”, a projecao ortogonal sobre V, P, : R* — V C R"™, é um operador
auto-adjunto que cumpre ||P| = 1.

Consideremos agora um outro tipo especial de operador em R, dito ortogonal,
que pode ser introduzido a partir do conceito de operador adjunto. Mais precisa-
mente, um operador linear 7' € L(R™) é chamado de ortogonal se TT* = I, em
que I é o operador identidade de R™. Em particular, todo operador ortogonal T
é invertivel e satisfaz 7! = T*.

Observemos que se T € L(R™) é ortogonal, (x,y) = (T"Tx,y) = (Tx,Ty)
quaisquer que sejam x,y € R™ isto é, T preserva produto interno (e, portanto,
preserva norma). Reciprocamente, suponhamos que T preserva produto interno.
Neste caso, dado =z € R", tem-se, para todo y € R", (z,y) = (Tz,Ty) =
(T*Tx,y), donde T*Tx = x, isto é, T* é ortogonal. Assim, um operador em
L(R™) é ortogonal se, e somente se, preserva produto interno.

Considerando-se agora a identidade de polarizacao

1
(8) (v1,v2) = §(||v1||2 + [lo2]|* = [lor = v2]|*) Vor,v2 € R™,

verifica-se facilmente que se um operador linear em R"™ preserva norma, entao ele
preserva produto interno.

Em suma, sao equivalentes as seguintes afirmacoes a respeito de um operador
linear T' € L(R™):
e T ¢é ortogonal;

e T preserva produto interno;
e T' preserva norma.

E imediato que a norma espectral de qualquer operador ortogonal é 1, razao
pela qual estes operadores sao também chamados de unitdrios. Deve-se observar
também que, diferentemente do conjunto dos operadores auto-adjuntos, aquele for-
mado pelos operadores ortogonais de R™ nao é um subespago vetorial de L(R"™),
pois o operador nulo nao é ortogonal.

Provemos agora as desigualdades (6). Para isto, dadas T,U € L(R",R™),
facamos(")

(T,U) = trago(T"U)
e verifiquemos que esta igualdade define em L(R™ R™) um produto interno que é
aquele induzido®™" pelo isomorfismo natural entre este espaco e R™".

™o traco da matriz de um operador linear 7" em R" independe da base escolhida e é
definido como o trago de T.

(")Dado um isomorfismo linear entre espagos vetoriais, T : V. — W, se (,) é um produto
interno em W, entao a funcdo (, )o, dada por (vi,va)o = (Tv1,Tv2), vi,v2 €V, define em V
um produto interno, dito induzido por T e (, ).
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De fato, denotando-se por A = (a;5) e B=(bi;), 1<i<m, 1<j<mn, as
respectivas matrizes de T e U com respeito as bases canonicas de R™ e R™, temos
que o traco de T*U ¢, por definicdo, o traco da matriz A*B = (¢;5), 1 <14,j <n,
sendo ¢;; = > po, ak;bk; . Logo,

trago(A*B) = ch = Z akibri = (v, w),
=1

ik=1

em que v e w sao os vetores de R™™ obtidos listando-se os elementos de A
e B, respectivamente. Segue-se que (T,U), como definido, é o produto interno
mencionado. Em particular,

(9) IT)le = Vtrago(T*T) VT € L(R",R™).

Dada T € L(R™,R™), temos que Z = T*T € L(R"™) é um operador auto-
adjunto, pois Z* = (T*T)* = T*(T*)* = T*T = Z. Podemos, desta forma, tomar
uma base ortonormal de R™ B = {uy,...,u,}, formada por autovetores de Z.
Note que cada um dos autovalores correspondentes é nao-negativo, ji que, para
cada i, A\; = (Zu,u;) = (T*Tug,u;) = (Tug, Tu;) > 0. Além disso, dado um vetor
unitario x € R™, tem-se

|IT2||* = (Tz, Tx) = (T*Tx,z) = (Zz,2) < || Z] < ||Z]],

donde +/||Z]| é uma cota superior do conjunto {||Tz||;|z| = 1}. No entanto, por
(M) 1Z] = I\ = A para algum i = L,...,n. Além disso, T[> = (Zus, us) =
i, isto é, || Tu;|| = /]| Z]]. Logo("ii),

(10) 1T = VITT] = max{vA,..., VA.}.

Considerando-se, entdo, a igualdade (9), tem-se |T||> = A1 + - + A, . Desta

forma,
IT1? =N < IT2 < nXi = n||T?,

donde se obtém as desigualdades (6).

4. Sequéncias em R"

Neste momento, em que temos posse do conceito de norma em R" faz-se
apropriado abordar as sequéncias neste espaco e, na medida do possivel, estender
a estas os principais conceitos e resultados das sequéncias em R.

Dada, entao, uma sequéncia (zp)reny em R™ denotaremos o seu k-ésimo
termo, xg, por

Tk = (Tk1,Th2, -, Thn), Thi €ER (1 =1,2...,n).

Assim, cada sequéncia (zj) em R"™ determina n sequéncias (zp;)ken em
R, podendo, desta forma, ser vista como uma “matriz” com infinitas linhas e n
colunas, em que a k-ésima linha é formada pelas coordenadas do k-ésimo termo
da sequéncia (zp) e a i-ésima coluna, que ¢ infinita, é formada pelos termos da
sequéncia (Zg;)ken, conforme indicado abaixo.

(vi) o igualdade (10) justifica a nomenclatura adotada para a norma espectral, uma vez que
o conjunto dos autovalores de um operador é chamado de espectro do mesmo.
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11 12 L1n
21 T22 ... Tan
Tr1 Tg2 Lkn

Para cada ¢ fixo, a sequéncia (zg;)ken ¢ dita uma sequéncia-coordenada de
(k).

DEFINIGAO 2 (SEQUENCIA LIMITADA). Diz-se que uma sequéncia (y)geny em
R™ é limitada se existe um real p > 0, tal que |zx|| < p Yk e N

As sequéncias limitadas de R™ devem sua importancia, principalmente, ao
Teorema de Bolzano-Weierstrass, que estabelece uma importante propriedade das
mesmas e sobre o qual discutiremos adiante.

PROPOSIGAO 3 (COORDENADAS LIMITADAS). Uma sequéncia (xg)gen em R™
¢ limitada se, e somente se, cada uma de suas sequéncias-coordenada (Ty;)gen €
limitada em R.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que (xj) seja limitada. Entao, existe u > 0,
tal que ||zk|| < p para todo k € N. Porém, para todo i € {1,2,...,n} e todo
k € N, tem-se

lons| = Vi, < Vai +- 4+ + 3, = ol <,

donde se infere que (zk;)ren € limitada para todo i € {1,...,n}.
Reciprocamente, se cada uma das n sequéncias (x;)reny € limitada, entdo,
para cada i € {1,...,n}, existe um real p; > 0 satisfazendo |zx;| < p; Vk € N.
Logo, tomando-se pu = max{y1,...,pu,} e considerando-se (2), obtém-se
zll < nllkllmax = nmax{|zpl,..., |zE|} < np,
donde (xy) ¢ limitada. O

OBSERVACQAO 3. A tltima parte da demonstragao acima alude ao fato de que
podemos considerar outras normas em R™, que nao a euclidiana, na conceituagao
de sequéncia limitada, isto é, podemos dizer que uma sequéncia (zy) é limitada
relativamente a uma norma || ||, em R™ se existe u > 0, tal que ||zg|lo < pVk € N.

E imediato que se || ||, é equivalente & norma euclidiana, entdo uma sequéncia
(xr) em R™ ¢é limitada se, e somente se, é limitada relativamente & norma || ||, .
No caso afirmativo, entao, o enunciado da Proposicao 3 permanece valido quando
substituimos “limitada” (primeira mencao) por “limitada relativamente & norma

”
0 -

4.1. Sequéncias Convergentes. Passemos agora ao nosso conceito mais fun-
damental.

DEFINIGAO 3 (SEQUENCIA CONVERGENTE). Dado a € R", diz-se que uma
sequéncia (zr) em R™ converge para a ou, equivalentemente, que a é limite
da sequéncia (zy), se cumpre a seguinte condi¢do:
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Para todo € >0, existe ko € N, talque k>ky = |zr—al <e.

No caso afirmativo, a sequéncia (zj) é dita convergente, caso contrario, ela é dita
divergente.

Dados a € R® e r > 0, o conjunto dos pontos € R™ que cumprem a
desigualdade ||z — a|| < r, denotado por B(a,r), é chamado de bola (euclidiana)
aberta de centro a e raio r. Desta forma, podemos dizer que uma sequéncia ()
em R™ converge para a se, para toda bola aberta B(a,€), a partir de um certo
ko € N, todos os seus termos pertencem a B(a,e) (Fig. 3). Em geral, o quao
grande deve ser kg depende de quao pequeno é o ¢ dado.
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Ficura 3

OBSERVAGAO 4 (UNICIDADE DO LIMITE). Toda sequéncia convergente em R™
possui um unico limite. De fato, se (z) fosse uma sequéncia em R™ com dois
limites distintos, a e b, poderfamos tomar ¢ = ||b — a||/2 > 0. Entéao, a partir de
um certo ko € N, todos os termos da sequéncia (xj) estariam em ambas as bolas
abertas B(a,€) e B(b,€), o que é absurdo, uma vez que estas sdo disjuntas.

Quando a € R™ é o limite de uma sequéncia (xy), escrevemos

T —a ou a=Ilimx, ouainda a= lim x.
k— o0

PROPOSIGAO 4. Toda sequéncia convergente € limitada.

DEMONSTRAGAO. De fato, se (zj) é uma sequéncia em R"™ que converge para
a, temos que existe ko € N, tal que k > kg = ||z — al| < 1. Logo,

ekl = Nz —a) +all < [lex —all + [lall <1+ [la]l VE > ko .
Fazendo-se p = max{||z1||,...,||Tko—1ll,1+ |lal]|}, tem-se ||zk| < p VEk € N. O

OBSERVAGAO 5. Considerando-se em R™ uma sequéncia (x;) e um ponto a,
é imediato, a partir da definicdo de convergéncia, que

zp—a (emR") & |ap—all =0 (emR),
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isto é, a é limite de (zy) se, e somente se, a distancia entre xp e a converge para
zero. Além disso, uma vez que, para todo k € N, | ||zg| —|la|l | < ||zx —al|, tem-se

(11) zp —=a (emR") = |ag|| = |le]] (em R).

Deve-se observar também que, dada uma sequéncia (zy) em R™, se u >0 é
tal que, para todo € > 0, existe kg € N satisfazendo

kE>ky = |z —al < pe,

entdo zx — a. Com efeito, dado € > 0, seja € = ¢//u. Por hipé6tese, para este e,
existe kg € N, tal que k > ko = ||zx—a| < pe=¢'. Uma vez que € foi tomado
arbitrariamente, conclui-se que x — a.

OBSERVAGAO 6 (CONVERGENCIA RELATIVA). O conceito de sequéncia conver-
gente que introduzimos é relativo a norma euclidiana. No entanto, como o fizemos
quando discutimos sobre sequéncias limitadas, pode-se consideré-lo relativamente a
outras normas. Neste sentido, é relevante mencionarmos que se || ||, é uma norma
em R" equivalente a norma euclidiana, entao uma sequéncia é convergente com
relacdo a norma || ||, se, e somente se, o é com relacdo & norma euclidiana. No
caso afirmativo, os limites de ambas estas sequéncias coincidem.

Para constatarmos isto, consideremos uma sequéncia (zj) em R™ que converge
para a € R™ com relagdo & norma | ||,. Neste caso, dado € > 0, existe ko € N,
tal que k > ko implica ||zx — allo < e. Além disso, pela equivaléncia das normas
dadas, existe p > 0 satisfazendo ||z|| < pl|z||, Vo € R™. Logo, para todo k > ko,

lex —all < pllex —alle < pe,

isto é, (x) é convergente (com mesmo limite) com respeito & norma euclidiana. A
reciproca segue-se diretamente da simetria da equivaléncia de normas.

PROPOSIGAO 5 (CONVERGENCIA DAS COORDENADAS). Uma sequéncia (zx)ken

em R", xzp = (Tg1,Zk2,...,Tkn), converge para a = (ai,...,a,) € R™ se, e
somente se, para cada i = 1,2,...,n, a sequéncia-coordenada (Tp;)ken converge
para a; .

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, inicialmente, que xy — a. Entdo, dado € > 0,

existe ko € N, tal que k > ko = ||zx — al| < e. Porém, para todo i € {1,...,n}
e todo k € N, tem-se |zy; — a;] < ||z — al|. Assim, para todo k > ko, vale
|zr: — a;| < e, isto é, xp; — a; qualquer que seja i € {1,...,n}.

Reciprocamente, suponhamos que xx; — a; para todo i € {1,...,n}. Entao,
dado € > 0, para cada i € {1,...,n}, existe k; € N, tal que k > k; =
|zr; — a;] < e. Tomando-se, entdo, kg = max{ky,...,kn}, tem-se, para todo
k> ko, ||z — allmax = max{|zg1 — a1l,...,|Tgn — an|} < €, donde z; — a
(vide Observagao 6). O

OBSERVAGAO 7. Dado p € N, o conceito de sequéncia-coordenada, bem como
o resultado da Proposicao 5, generalizam-se facilmente para sequéncias definidas em
R? quando se decompde este espaco como R? = R/t x R72 x - .- x RI» | em que, para
cada i € {1,...,n}, ji € N e ji+---+j, = p. Mais especificamente, se (z}) é uma
sequéncia em RP, cada um dos seus termos se escreve como T = (1, ..., Tnk), €M
que z; € RI Vi€ {1,...,n}. Assim, para cada tal i, (w;x)reny é uma sequéncia
em RJi. Dado, entdo, a = (ai,...,a,) € RP, tem-se que zx — a se, e somente se,
Tig = a; Vi€ {1,...,n}.
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Vejamos, na proposicao seguinte, o comportamento das sequéncias convergentes
de R™ com respeito as suas operagoes.

PROPOSIGAO 6 (PROPRIEDADES OPERATORIAS). Sejam (xr), (yi) sequéncias
em R™ e (A\g) uma sequéncia em R, tais que x — a, yr — b e A\ = . Entdo,

(xx+ yr) > a+b e (Akzk) — Aa.

DEMONSTRAGAO. Dado € > 0, existem ki, ko, k3 € N, tais que
kE>k = |lag—all<e, E>ke = |lys—bll<e e k>ks = ||M— A <e
Entao, para todo k > ko = max{ki, ko, k3}, tem-se
1@k +yr) = (a+ )| < llzx —all + [lyx — bl < 26,

ou seja, (g +yx) = a+b.
Temos também que a sequéncia (xy), por ser convergente, é limitada. Assim,
existe u >0, tal que |zx|| < u Vk € N. Desta forma, para todo k > ko,

Ak —=Aall = [[(As =Aax + Aazx—a)|| < A=Al lzxll + [A[flzx—all < (n+[ADe,

donde se infere que (Apzr) — Aa. O

Consideremos, agora, subsequéncias de sequéncias em R™. Como sabemos,
toda subsequéncia é uma sequéncia e, portanto, cabe-nos falar sobre subsequéncias
convergentes e indagar sobre as relagoes de convergéncia entre uma sequéncia e
as suas subsequéncias. Neste contexto, é facil constatar que toda subsequéncia de
uma sequéncia convergente é convergente e tem o mesmo limite que a sequéncia. E
facil, também, obter exemplos de sequéncias divergentes que possuem subsequéncias
convergentes.

Conforme constataremos, em Anadlise, muitos resultados importantes sdo obti-
dos quando se assegura que uma determinada sequéncia possui, pelo menos, uma
subsequéncia convergente, nao se fazendo necessario, portanto, que a sequéncia,
em si, seja convergente. Por esta razao, o Teorema de Bolzano-Weierstrass, que
apresentamos a seguir, constitui um dos resultados mais importantes da Analise no
espago R™.

TEOREMA DE BOLZANO -WEIERSTRASS. Toda sequéncia limitada em R™ pos-
sut uma subsequéncia convergente.

DEMONSTRAGAO. Uma vez que, no capitulo anterior, provamos o teorema no
caso em que n = 1, podemos supor que n > 1.

Tomemos, entdo, uma sequéncia limitada (x), em R™, e escrevamos, para
cada k € N, zp = (2k1,...,Zk). Pela Proposigio 3, cada sequéncia-coordenada
(2ki)ken € limitada em R. Dai, temos que existe um subconjunto infinito Ny, de
N, tal que a subsequéncia (zp1)ken;, de (Tg1)ken, converge para um real aj .

Analogamente, existe No C Ny, infinito, tal que a subsequéncia (zx2)kens,,
de (zk2)gen,, converge para um real as. Note que a subsequéncia (z1)ken,, de
(2k1)ken, , também converge para aj .

Repetindo-se este procedimento, apds n passos, obteremos um subconjunto
infinito N,,, de N, tal que, para cada i = 1,2,...,n, a subsequéncia (Zx;)ken, ,
de (zk;)ken, converge para um real a;. Logo, pela Proposicao 5, a subsequéncia
(2k)ken, » de (zk)ken, converge para a = (a1, as,...,a,) € R™ O
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OBSERVAGAO 8. Segue-se da demonstragio acima e das consideracoes da Ob-
servagao 3 que o Teorema de Bolzano-Weierstrass é valido para qualquer norma de
R™ que seja equivalente & norma euclidiana, isto é, se || ||, é uma tal norma, entao
toda sequéncia limitada relativamente & norma || |, possui uma subsequéncia que
é convergente relativamente & norma || |o.

Aplicaremos agora o Teorema de Bolzano-Weierstrass para estabelecer o resul-
tado seguinte, mencionado no fim da Secao 1.

PROPOSIGAO 7. Duas normas quaisquer em R™ sdo equivalentes.

DEMONSTRAGAO. Seja || ||, uma norma arbitrdria em R™. Provaremos que
esta é equivalente & norma da soma || ||s. O resultado, entdo, se seguird por
transitividade.

Seja A = max{|le1llo,-- -, llenllo}. Assim, para todo z = (x1,...,z,) € R,
tem-se,

[zllo = llzrer + -+ znenllo < lzafflerllo +-- -+ [znl lenlle < Allzls -

Resta-nos, pois, mostrar que existe p > 0, tal que |z|ls < p|zl,Vx € R™.
Suponhamos, por absurdo, que um tal p nao exista. Entao, para todo k € N,
existe xp € R™ satisfazendo |zy||s > k|lxkllo. Fazendo-se u, = zi/||zk||s, tem-se

1
luli=1 e fuglo = 12l

loklls &

Em particular, a sequéncia (uy) é limitada relativamente & norma da soma. Uma
vez que esta é equivalente a norma euclidiana, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
(vide Observagao 8), existe uma subsequéncia (ug;) que converge (relativamente &
norma da soma) para u € R™. Neste caso, devemos ter") |lull; = 1 e, portanto,
u # 0. Por outro lado, para todo i € N,

ullo < flu—uk;flo + llullo < Alle = w,[ls +

< E )
Logo,
: 1
lully < lim <)\|u — g |ls + > —0,
11— 00 kz
donde ||ull, =0, o que contradiz o fato de u ser nao-nulo. 0

OBSERVAGAO 9. Segue-se da Proposicao 7, da Observagao 3 e da Observacao 6
que, em R”, os conceitos de sequéncia limitada e sequéncia convergente independem
da norma adotada.

4.2. Sequéncias de Cauchy. Introduziremos agora uma condicao sobre se-
quéncias em R™ que é equivalente a de ser convergente e que estd relacionada com
o importante conceito de espago métrico completo, sobre o qual discutiremos na
préxima segao.

DEFINICAO 4 (SEQUENCIA DE CAUCHY). Uma sequéncia (zj)reny em R™ é dita
q €

de Cauchy se para todo € > 0, existe ko € N, tal que k,1 > ky = |zr — x| <e.

(Vi) Verifica-se facilmente que a implicagdo (11) é vdlida para qualquer norma de R™, em
particular, para a norma da soma.
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Assim, uma sequéncia é de Cauchy quando, dado € > 0, a partir de um certo
termo, a distancia entre dois termos quaisquer da sequéncia é menor que €, isto é,

(zk)ken € de Cauchy <& klim |zktp — k]| =0 Vp e N,
— 00

Uma vez que esta condicao, contrariamente a de convergéncia, envolve apenas
os termos da sequéncia, o resultado seguinte, dentre outros beneficios, se faz util
quando se necessita estabelecer a convergéncia de uma sequéncia da qual se ignora
o limite (vide Exemplo 5, abaixo).

TEOREMA 2 (COMPLETUDE DE R"). Uma sequéncia em R"™ ¢é de Cauchy se, e
somente se, € convergente.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que (xj) seja uma sequéncia de Cauchy em
R™ e provemos, inicialmente, que ela é limitada. Com efeito, neste caso, existe
ko € N, tal que ||zx — ;| < 1 quaisquer que sejam k,l > ko. Logo, para todo
k> ko [zl = o —wx, + 20|l < 2 — 2| + o] < 1+ [z, |- Desta forma,
fazendo-se p = max{||lz1|,...,|Tk,—1ll;1+ ||Tk, ||}, tem-se, para todo k € N, que
lzk]l < p, isto é, (zx) é limitada.

Segue-se, entao, do Teorema de Bolzano-Weierstrass, que existe uma sub-
sequéncia de (xg)ren, (Tk)ken,, que é convergente. Designando-se por a € R
o limite dessa subsequéncia, temos que, dado € > 0, existem l; € Ng e k1 € N
satisfazendo

lor —al| <e VI>1,1 €Ny e log — x| <e Yk, 1>k, kleN.

Entao, fazendo-se ko = max{lj,k;} e tomando-se I € Ny, tal que | > ko, tem-se,
para todo k > ko,
ok —all < [lox — il + [Jar — al| < 2e,
donde se infere que = — a.
Reciprocamente, suponhamos que () seja uma sequéncia convergente em R™
e que seu limite seja a. Entao, dado € > 0, existe ko € N, tal que ||zx —al| <€
para todo k > ko . Logo, se k,l > kg, tem-se

ler — @il] < llzx — all + 21 — all < 2e,
isto é, (x) é de Cauchy. O

EXEMPLO 5. Suponhamos que (x) seja uma sequéncia em R™, a qual, para
um dado p € (0,1), satisfaz (Fig. 4)

[@rt1 — @kl < pller — ze-all VE €N

Verifica-se facilmente, por indugdo sobre k, que uma tal sequéncia, entdo,
cumpre
ks — il < p s — o) ¥k € N.
Desta forma, escrevendo-se
P
Thyp — T = Z(x/m — Thti-1)
i=1
e considerando-se, juntamente com a desigualdade triangular, a desigualdade
P 1
d put<—— WpeN
1—p

i=1
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x
T k+3

Tk42

Tk+1

Tk—1
FiGura 4

(a qual se verifica por indugdo sobre p), obtém-se, para quaisquer k,p € N,

|21 — @0l 4

p p
[€rtp =zl < Z |Zkti — Tppia |l < Zﬂkﬂ_lﬂxl — x| < -

i=1 i=1
Logo, para todo p € N, tem-se
lim ||z — x| =0
Jim [, — il =0,
donde se infere que (z) é uma sequéncia de Cauchy. Segue-se, entdo, do Teorema
2, que (xy) é convergente.

4.3. Transformacgoes Lineares e Sequéncias. Como um primeiro indicio
da efetividade da norma espectral de L(R™ R™), apliquemo-la para verificar que
transformagoes lineares levam sequéncias convergentes em sequéncias convergentes.

PROPOSIGAO 8 (LINEARIDADE E CONVERGENCIA). Sejam T € L(R™,R™) uma
transformagao linear e (r)ken wma sequéncia convergente em R™ cujo limite €
a € R™. Entao, a sequéncia (Tx)ken, em R™, é convergente e seu limite é Ta.

DEMONSTRAGAO. Sendo a o limite de (zy), temos que, dado € > 0, existe
ko € N, tal que k > ko = ||zx — a|| < e. Logo, para k > ko,

[Ty, — Tall = [(T(zx — a)|| < T [l — all < [|IT]le,
donde se conclui que Tz, — Ta. ([

Na secao anterior, valendo-nos do Teorema Espectral, deduzimos a igualdade
IT| = /IIT*T||, vdlida para toda transformagéao linear T € L(R™, R™), obtendo,
para cada tal T, um vetor unitdrio u € R™ que satisfaz ||Tu| = ||T|].

Através da Proposicao 8 e do Teorema de Bolzano-Weierstrass, podemos, en-
tretanto, provar a existéncia do vetor u de forma independente do Teorema Espec-
tral. Com efeito, lembrando-se que, por definigao, ||T|| é o supremo do conjunto
{||Tz||; z € R™, ||z|| = 1}, obtém-se uma sequéncia (x), de vetores unitarios de
R™, tal que |Tzk|| — ||T]|. Uma vez que (zx) é uma sequéncia limitada, pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia convergente de (zy),
(g, )ien . Fazendo-se u = limay, , tem-se |lu|| = lim ||zy,|| =1 e, pela Proposicao
8, Tu =limTxy, , donde ||Tu|| =lim |[|Tzy,|| = [|T]|, como desejado.

Em particular, podemos escrever

1T = max{||Tz[|; x € R", |[«f| = 1}.
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O resultado da Proposicao 8 generaliza-se para aplicagoes n-lineares, conforme
a proposicao seguinte.

PROPOSIGAO 9 (n-LINEARIDADE E CONVERGENCIA). Considere n nimeros na-
turais, ji,...,Jjn, uma aplicagio n-linear, f : RI* x .- x RI» — R™, e uma
sequéncia (Ty)ken em RIT x --- x Rin . Entdo, se zp — a em RIL x -+ x Rin
tem-se f(xr) — f(a) em R™.

DEMONSTRAGAO. Escrevamos a = (a1,...,a,) e, para cada k € N,
T = (T1ky .-, Tnk), €m que a;,x; € RV € {1,...,n}. Uma vez que z) — a,
para cada i € {1,...,n}, a sequéncia-coordenada (z;r)ren, em RJi  satisfaz

xir — a; (vide Observagao 7). Em particular, para cada tal ¢, existe A; > 0,
tal que [|zi] < A\ VE € N.
Agora, da n-linearidade de f, segue-se que
n

f(xk) _f(a) = Zf(ala"'aai—lvxik _ai7$(i+1)kaa"'amnk)'

i=1
Além disso, existe uma constante p > 0 (vide Exercicio 8), tal que
1yl < pllyall- - llynll Yy € R, i€ {1,...,n}.

Segue-se destas consideragoes e da desigualdade triangular que, fazendo-se
A=max{A1,..., A\, |laxl, .., |lan|, u}, tem-se

n
||f(xk)_f(a')” S Z"f(aflr'wai—laxik_a'i7x(i+l)ka7"'axnk)”
i=1

n
< Y pllaall- - Maimal i = aill llz sl lzaxl]
i=1
n
< Y Nais —aill,
i=1
donde se infere que || f(zx) — f(a)|| = O e, portanto, que f(z) — f(a). O

Dadas sequéncias (xx) e (yr) em R™, tem-se, pela Proposigdo 9 e pela bili-
nearidade do produto interno, que

xp—a e yg—b =  (xgyr) — (a,b).

EXEMPLO 6 (SEQUENCIAS EM SUBESPACOS). O limite de toda sequéncia conver-
gente num subespago vetorial V de R™ é, necessariamente, um ponto de V. Com
efeito, dado = € R”, temos que = € V se, e somente se, (z,w) = O0Vw € V+,
pois V1 = V. Assim, se (z3) é uma sequéncia em V e a € R™ é o seu li-
mite, vale, para todo w € V* e todo k € N, a igualdade (z3,w) = 0. Logo,
(a,w) = (limzy, w) = lim{xg,w) = 0, donde se conclui que a € V.

4.4. Sequéncias em L(R™,R™) e M(m,n). Feitas as devidas alteragoes,
0s conceitos que introduzimos sobre sequéncias em R™, bem como os resultados
que obtivemos, aplicam-se a qualquer espago vetorial normado de dimensao finita,
particularmente, (L(R™,R™), | ||) e (M(m,n),| ||). Facamos, entao, algumas con-
sideracoes sobre sequéncias nesses espagos.
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EXEMPLO 7 (POTENCIAS DE UM OPERADOR). Dado um operador linear 7' de
L(R"), seja (Tk)ren a sequéncia em L(R™) definida por T}, = T*. Entdo, T — 0
se ||T|| < 1. Com efeito, pela Proposicao 2-(ii), ||Tx| = ||T%| < ||T||*. Logo, se
ITIl <1, |Tk]| = 0, o que implica Ty — 0.

EXEMPLO 8 (PRODUTOS DE SEQUENCIAS). Segue-se diretamente da Proposigao
9, bem como da bilinearidade da aplicacao
L(R",R™) x L(R™,RP) — L(R" RP)
(T, 2) — zZT,

que se (Ty) e (Zj) sdo sequéncias em L(R"™,R™) e L(R™,RP), respectivamente,
tais que Ty — T e Zy — Z, entao ZyTy — ZT.
Analogamente, se (Ag) é uma sequéncia em M(m,n) e (By) é uma sequéncia
em M(n,p), entao
Ak—)A e Bp,—B = AkBk—)AB

Além disso, pela n-linearidade da funcao determinante, tem-se

Ak — A = det Ak — det A.

EXEMPLO 9 (SEQUENCIAS DE OPERADORES AUTO-ADJUNTOS). Uma vez que 0s
operadores auto-adjuntos de L(R™) formam um subespaco vetorial deste, segue-
se das consideragoes do Exemplo 6 que o limite de toda sequéncia convergente de
operadores auto-adjuntos é também um operador auto-adjunto.

Em espacgos de fungoes, em particular em L(R™,R™), é natural considerar-se
o conceito de convergéncia pontual, conforme a definicdo seguinte.

DEFINIGAO 5 (CONVERGENCIA PONTUAL). Diz-se que uma sequéncia (Tk)kren
em L(R™,R™) converge pontualmente para uma aplicacao T : R™ — R™ se, para
todo z € R", Tpx — T(z).

Vejamos, na proposicao seguinte, que em L(R™ R™), diferentemente de outros
espacos de funcoes, convergéncia e convergéncia pontual sao conceitos equivalentes.

PROPOSIGAO 10 (LINEARIDADE E CONVERGENCIA PONTUAL). Uma sequéncia
(Tx)ken em L(R™ R™) converge pontualmente para T : R™ — R™ se, e somente
se, T € linear e Ty, — T.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que (Tj)ren convirja pontualmente para T e
tomemos, arbitrariamente, x,y € R™ e A € R. Teremos, entao,
T(z+ A y) =limTy(x + A\y) = Im(Tyz + ATpy) = im Tz + Alim Ty = Tz + ATy,

donde T é linear. Além disso, fazendo-se Zj = Ty — T, vale, para todo x € R™,
lim Zpz = 0. Logo, pela igualdade (9),

n n

1212 = traco(Z; Zk) = > ((ZiZk)eies) = Y (Znei, Znes) = 3 || Zkei|*.
i=1

i=1 =1

Dal, segue-se que

lim || Zg|le =

> lim || Zgei||? =0,
=1

donde Zj; — 0, isto é Ty — T.
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Reciprocamente, suponhamos que T seja linear e que T — T. Neste caso,
dado z € R", tem-se, paratodo k € N, | T —Tz| = ||(Th—T)x| < |Tr =Tzl
donde ||Tyx—Tz| — 0, pois ||T —T|| — 0. Logo, Trx — Tz, ou seja, a sequéncia
(Tk)ren converge pontualmente para 7. (I

5. O Espago Métrico R"

5.1. Métricas em R™. Relembremos que a distancia euclidiana entre dois
pontos =,y € R™, d(z,y), é definida por

d(z,y) = llz = yl|.

Decorre imediatamente das propriedades da norma que, assim definida, a fungao
d, para quaisquer x,y,z € R", satisfaz:

i) d(z,y) >0 e d(xz,y) =0 se, e somente se, x =y (positividade);
i) d(z,y) = d(y,z) (simetria);
iii) d(z,z) <d(z,y) + d(y,z) (desigualdade triangular).

Estas sao as propriedades essenciais da distancia, isto é, intuitivamente, espera-
se que a distancia entre dois pontos distintos seja positiva e que seja nula entre dois
pontos iguais (propriedade (i)), que a distancia entre x e y seja igual aquela entre
y e x (propriedade (ii)), e que a distancia entre dois pontos nunca seja superior &
soma das distancias destes a um terceiro (propriedade (iii)).

Diz-se, entao, que uma distancia ou, equivalentemente, métrica, em R™ é uma
fungdo d: R™ x R™ — R que tem estas propriedades. A distancia euclidiana, desta
forma, constitui um caso particular de métrica em R™.

De modo geral, dado um conjunto M e uma métrica d : M x M — R, chama-se
o par (M,d) de espago métrico.

Note que, assim como a norma euclidiana, cada norma em R" determina neste
uma métrica. Definindo-se, por exemplo, dpax,ds : R™ X R™ — R por

dmax(xay) = ||LL‘ - y”max € ds(x7 y) = ||JJ - sta

tem-se que (R™, d), (R™, dmax) € (R", ds) slo espagos métricos distintos. Além
disso, decorre de (2) que

dmax (2, y) < d(x,y) < ds(z,y) < ndmax(z,y) Yo,y € R".

Dados um espago métrico (M,d) e My C M, é evidente que dy = d|pr, <,
define uma métrica em My, isto é, restringindo-se a fungao distancia de um espago
métrico a um qualquer de seus subconjuntos, este ultimo torna-se um espago métrico.

Analogamente ao que ocorre em R™ toda norma num espaco vetorial deter-
mina neste uma funcao distancia e o torna um espaco métrico. No entanto, nem
toda métrica num espaco vetorial é necessariamente proveniente de uma norma
(vide Exercicio 22). Assim, no universo dos espagos vetoriais, a classe dos espagos
métricos inclui propriamente a classe dos espagos normados.

No tocante a sequéncias, vale salientar que toda a discussao feita na secao
anterior pode ser levada a cabo no contexto mais geral dos espagos métricos. Basta
substituir a norma pela métrica®™. Em particular, pode-se introduzir af o conceito

(iX)0 conceito de convergéncia de sequéncias num espago métrico (M,d), por exemplo, é:
Dado a € M, diz-se que uma sequéncia (zj) em (M,d) converge para a se, para todo € > 0,
existe ko € N, tal que k > ko = d(zi,a) <e.
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de sequéncia de Cauchy. Neste sentido, merece mengao o fato de que uma sequéncia
de Cauchy num espago métrico arbitrario néo é, necessariamente, convergente (vide
Exercicio 23).

Espagos métricos em que todas as sequéncias de Cauchy sao convergentes sao
ditos completos. Segue-se, portanto, do Teorema 2, que o espagco R™ munido da
métrica euclidiana é um espago métrico completo.

5.2. Isometrias de R". A relagdo de equivaléncia mais natural na classe
dos espagos métricos é, certamente, aquela estabelecida pelas aplicagoes (bijetivas)
que preservam distancia, chamadas de isometrias. Mais precisamente, dados dois
espagos métricos (Mi,dy) e (Ma,ds), uma aplicagdo ¢ : (My,d;) — (Ma,ds) é
dita uma isometria se é sobrejetiva e satisfaz

do(p(x), p(y)) = di(z,y) Va,y € M.
No caso afirmativo, diz-se que (My,d;) e (Ma,ds) sdo isométricos

Note que toda isometria é injetiva (portanto, bijetiva), pois

p() = o(y) = d2(p(2),0(y)) =0 = di(z,y) =0 =2 =y.

Deve-se observar também que “ser isométrico a” é, de fato, uma relagao de
equivaléncia na classe dos espacos métricos, pois, como se verifica facilmente, dados
espagos métricos My, Ms, M3, tem-se:

e A aplicagdo identidade de M; é uma isometria (reflexividade);

1

e v : My — M, é uma isometria se, e somente se, ¢~ : My — M; é uma

isometria (simetria);

e se p: M; — My e p: My — Ms sao isometrias, entao ¢y o : My — Ms
¢ uma isometria (transitividade).

As isometrias de R™ que preservam a métrica euclidiana admitem a caracte-
rizacao seguinte.

TEOREMA 3 (ISOMETRIAS DE R"). Seja d a métrica euclidiana de R™. Entdo,
uma aplicagio ¢ : (R, d) — (R™, d) ¢ uma isometria se, e somente se,

plr) =Tr+2z9 YxeR",
em que T € L(R™) € um operador ortogonal e oy € R™.

DEMONSTRAGAO. Seja T : R™ — R™ um operador ortogonal e ¢ = T + xq,
xo € R™. Neste caso, ¢ é bijetiva (pois T o é) e, para quaisquer z,y € R,
d(e(x), 0(y)) = lle(x) — oWl = [Tz = Ty|| = [T(z —y)|| = [lv —yll = d(z,y).
Logo, ¢ é uma isometria.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ : R® — R" seja uma isometria. Facamos
2o = ¢(0) e consideremos a aplicacao T : R™ — R", definida por T'(z) = p(z)—x0 .
Temos que ||T(x)=T ()| = lle(z)—p@)| = |lx—yl|, isto é, T preserva distancia.
Em particular, T preserva norma, pois 7'(0) = 0. Segue-se, portanto, da identidade
de polarizagao (8), que T preserva também produto interno, mesmo nao sendo,
necessariamente, linear. De fato, dados z,y € R™, tem-se

(T(2), T(y)) = %(HT(%)IIZHIT(@/)IIZ—IIT(w)—T(y)IIQ)

1
= Ul + 1wl = llz = ul*) = (z,9).
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Resta-nos, pois, provar que 7T ¢ linear.

Uma vez que ¢ é bijetiva, T também o é. Além disso, T~! preserva produto
interno, pois, dados a,b € R", existem tnicos z,y € R™, tais que T(z) = a e
T(y) = b. Dal, temos que

(a,0) = (T(2), T(y)) = (,y) = (T"(a), T~ (b))
Tomando-se, desta forma, x,y € R™ e A € R, tem-se, para todo z € R",

(TAz+y),2) = Qx+y,T H2)
= Mz, T7'2) + (u, T (2))
= MT'(z),2) +(T(y),2)
= (\T'(z)+T(y),2),

donde T'(Ax+y) = AT (2)+T (y). Segue-se que T é linear e, portanto, um operador
ortogonal de R™. (I

6. O Teorema Ergdédico da Média (x)

Nesta secao final, faremos uma breve discussao sobre um resultado fundamental
da Teoria Ergddica, o qual foi estabelecido em 1931 pelo matemdtico hingaro (na-
turalizado americano) John von Neumann (1903-1957) e é conhecido como Teorema
Ergédico da Média.

A Teoria Ergddica é uma das diversas subareas da Teoria dos Sistemas Dina-
micos, a qual, por sua vez, estuda o comportamento das iteragoes (via composicao)
de aplicacoes do tipo f: X — X quando o numero de iteragoes tende a infinito,
isto é, o limite

lim f*(z), = € X.
k—o0

Neste contexto, a especificidade de cada subédrea da Teoria dos Sistemas Di-
namicos é determinada pela natureza do conjunto X e pelas propriedades das
aplicacoes f. No que concerne a Teoria Ergddica, o conjunto X pertence a uma
classe de espagos ditos de medida — na qual se inclui o espago R™ quando se
considera neste a nogao de volume, que é uma medida — e a aplicagao f tem a
propriedade de preservar medida.

Dado um espaco de medida, X, a cada aplicacao f : X — X que preserva
medida, associa-se naturalmente um operador ortogonal T definido num espaco
de Hilbert, H, isto é, um espago vetorial (nao necessariamente de dimenséo finita)
com produto interno e completo com respeito & métrica induzida pelo mesmo. A
partir deste fato e através de seu teorema da média, von Neumann estabeleceu,
entao, uma forte conexao entre a teoria analitica dos operadores ortogonais T e o
comportamento geométrico das aplicagdes f (vide [12]).

Apresentaremos a versao particular do Teorema Ergédico da Média no caso
em que H é o espaco R”. Em sua demonstracao, faremos uso de uma ideia do
matematico hingaro Frigyes Riesz (1880-1956), a qual se adapta, feitas ligeiras
modificagoes, a diversos casos em que H é um espaco de Hilbert de dimensao
infinita.

TEOREMA ERGODICO DA MEDIA EM R™ (VON NEUMANN). Sejam T € L(R™)
um operador ortogonal e V = {v € R"; Tv = v}. Entdo, denotando-se por I o
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operador identidade de R™, a sequéncia (Ty)ren de L(R™),
1

Ty v

(I+T+T*+---+T1),
€ convergente e seu limite € a projecao ortogonal de R™ sobre V, P,:R"™ — V.

DEMONSTRAGAO. Denotemos por W C R™ o conjunto-imagem do operador
I — T e provemos, inicialmente, que W = V+. Com efeito, uma vez que T é
ortogonal, dado v € V, tem-se v = T*Tv = T*v. Logo, para quaisquer vetores
veEVew=y—TyeW, yecR" tem-se

<w7U> = <y - Ty,’U> = <yv U> - <Ty’ U> = (y,v> - <y7T*U> = <yv ’U> - <ya U> =0,

donde W C V<. Para obtermos a inclusdo contraria, basta observarmos que
V é o nucleo de I — T. Dai, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, tem-se
dimW =n—dimV = dimV+t, donde W = V+. Em particular, R* =V o W.

Assim, dado z € R™, existem unicos vetores v € V e w =y — Ty € W, tais
que x = v + w. Entretanto,

1 k
Tkv:E(v+Tv+--~+Tk_1v):%:1)7
donde Tpv — v, e
1 _ 1
Tow= 1 (y=Ty+Ty—Ty)+- + Ty =Ty)) = £ (y = T"y).

Porém, uma vez que T é um operador ortogonal, tem-se
k k
ly = Tyl < [lyll + 1Tyl = 2[lyl|.
Assim, [[Tyw| < 2|y, o que implica Tjw — 0. Segue-se que
lim Tz = lim T (v + w) = lim Tv + lim Tpw = v = P, .

Logo, pela Proposigao 10, Ty — P, , como desejavamos provar. ([

7. Exercicios

Secoes 1 e 2

1. Seja || || uma norma em R. Mostre que existe um real p > 0, tal que, para
todo z € R, ||z = pl|z|.

2. Prove que, para toda norma || || num espago vetorial V, tem-se
izl =yl T < [lz =yl Yo,y € V.

3. Dados z,y € R™, mostre que
(@ y) ()l +[lyll) <zl lyll [l + yl]

e verifique que nao vale o mesmo se substituirmos (z,y) por [{x,y)|.

4. Mostre que se z,y € R™ sdo nido-nulos e tais que ||z + y|| = ||=| + ||y||, entdo
os vetores z,y sao multiplos um do outro. Mostre ainda que isto é falso nas
normas do méximo e da soma.
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Sejam x,y,z € R", tais que |l — z|| = ||z — y|| + |[y — z||. Use o exercicio
anterior para mostrar que existe t € [0,1] satisfazendo y = (1 — t)x + tz.
Interprete geometricamente.

Seja V um espaco vetorial. Prove que toda norma || || em V que provém de
um produto interno satisfaz a identidade do pamlelogmmo(x),

lz +yl” + llz = yl* = 2([l[|* + yll*) Yo,y € V.

Conclua que nenhuma das normas em R", da soma ou do méximo, provém de
um produto interno.

FiGura 5

Prove o Teorema de Representacdo de Riesz: Para toda transformacao linear
T € L(R™,R), existe um tnico vetor a € R, tal que

Tx = (a,x)Vz € R".
Seja f : R™ x R™ — RP uma aplicagao bilinear. Mostre que existe um real
> 0, tal que, para todo par (z,y) € R™ x R™, tem-se

I1f (@ o)l < pllzl [yl
Generalize para aplicagoes n-lineares.

Dado um isomorfismo linear 7' : R™ — R™, prove que sao equivalentes as se-
guintes afirmagoes:

i) £(T2,Ty) = £(z,y) Yo,y € R* — {0};

ii) existe p >0, tal que ||Tz|| = pllz|| Vo € R™;

iii) existe A > 0, tal que (T'z,Ty) = Mz,y) Vz,y € R™
Diz-se que T é um isomorfismo conforme se cumpre uma das (e, portanto, todas
as) condigdes acima.

Secao 3

Use a igualdade (10) para calcular a norma espectral da transformacao linear
T :R? - R?, dada por T(z1,x2) = (Vbxy — 220,421 + 2v/515).

Seja Z € L(R™) um operador ortogonal. Prove que, para qualquer operador
T € L(R"), valem as igualdades ||TZ]| = ||ZT| = ||IT|-

() Em geometria euclidiana, a igualdade dada corresponde ao fato de que a soma dos qua-

drados dos comprimentos das diagonais de um paralelogramo é igual & soma dos quadrados dos
comprimentos dos seus lados (Fig. 5).
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Dada T € L(R",R™), mostre que ||T| = inf{u € R; | Tz| < p|z| Yz € R"}.

Seja T € L(R™) um operador linear em R", tal que ||T —I|| < 1. Prove que T
¢ invertivel.

Sejam T € L(R™) e p > 0, tais que ||Tz| > p|z| para todo x € R™. Mostre
que T éinvertivel e || T71|| < 1/p.

Dadas transformacoes lineares T € L(R™,R™) e Z € L(R™,R"), mostre que
A # 0 é autovalor de ZT' se, e somente se, é autovalor de T'Z. Conclua dai que
|7 =T~ vT € L(R",R™).

Secao 4

Diz-se que um conjunto X C R™ é denso em R™ quando todo ponto de R™ é
limite de uma sequéncia de pontos de X. Prove que:
i) Q" ={(z1,...,2) ER"; 2, €QVi=1,...,n} é denso em R";

ii) se X C R™ é denso em R™ e (x) é uma sequéncia em R" que satisfaz,
para um certo a € R” e todo z € X, |z — x| — ||l — ||, entdo z; — a.

Sejam T € L(R™,R™) uma transformacao linear injetiva e (z;) uma sequéncia
em R", tais que (Tx) é uma sequéncia convergente em R™. Prove que (zy)
é convergente.

Seja (T) uma sequéncia convergente em L(R™ R™), tal que T, — T. Use
o resultado do Exercicio 15 para provar que T) — 7% em L(R™,R"). Con-
clua, entdo, que toda sequéncia de operadores ortogonais em L(R™) possui uma
subsequéncia que converge para um operador ortogonal.

Seja (Ax) uma sequéncia em M(n), tal que Ay é invertivel para todo k € N.
Mostre que se Ay — A € M(n) e a sequéncia (A, ') é limitada, entio A é
invertivel.

Prove que toda matriz A € M(n) é limite de uma sequéncia (Ay), em M(n),
tal que, para todo k € N, Aj ¢é invertivel e distinta de A.

Sejam V, W C R™ subespacos vetoriais de R™ e P,, P, asrespectivas projegoes
ortogonais de R™ sobre V e W. Prove que:

1) VAW = {v eR" (P,P,P,)v=uv};
ii) klim (P,P,P,)* = P,,, (Fig. 6).
—00
Secgao 5

A fim de que uma métrica d num espaco vetorial V seja proveniente de uma
norma, € necessario e suficiente que, para z,a € V e A € R arbitrarios, se tenha

dix+a,y+a) =dxy) e  dAz,y) = [Nd(z,y).

Prove esta afirmacao e conclua que a funcao d’' : R™ x R® — R, definida por

d(z,y) = Vllz -yl
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””” PyAy
(PaPy) (v) v ()

FiGura 6

é uma métrica em R" que nao provém de produto interno algum.

23. Sejam M = (0,1] C R e d a métrica euclidiana de R. Mostre que (M,d) néo
é um espago métrico completo e que (M,d') é um espago métrico completo, em
que

d/(CE,y) =

1
, x,y € M.
Y

24. Sejam dy.x a métrica de R? proveniente da norma do méximo e d a métrica
euclidiana de R. Considere o subespago V = {(t,at) € R?; t € R} C R? e prove
que a projegao P : (V,dmax) — (R,d), P(x1,22) = z, é uma isometria se, e
somente se, |a| > 1.

25. Considere a esfera de R™ com centro na origem e raio igual a 1,
S ={z eR" |z| =1}

Prove que, para quaisquer pontos distintos z,y € S, existe uma isometria
v :(S,d) = (S,d) (d a métrica euclidiana de R™), tal que p(z) = y.






CAP{TULO 2
O Espaco Topoloégico R”

Desde sua origem até meados meados do século XIX, a Geometria consistia,
essencialmente, do estudo das propriedades de seus objetos — curvas e superficies,
em geral — que permanecem invariantes quando estes sdo submetidos a deformagées
isométricas, isto é, que preservam distancia.

A partir desta época, gedmetras como August Moebius (1790-1868), Johann
Listing (1808-1882) e Bernhard Riemann (1826-1866) perceberam a necessidade de
se estabelecer uma teoria geométrica em que se permitissem quaisquer deformagcoes
dos objetos, nao somente as isométricas, e se observassem, entao, as propriedades
que permaneciam invariantes com relagao as mesmas. A este novo tipo de geometria
chamou-se Topologia® (do grego tdpos = lugar + ldgos = tratado) que, desde entao,
desenvolveu-se e consolidou-se como uma das mais fecundas e importantes teorias
da Matematica.

Neste surgimento da Topologia, deve-se a Riemann o primeiro grande trabalho,
o qual constituiu a sua tese de doutorado, apresentada em 1851. Nela, Riemann
incorpora a Topologia a teoria das fungoes analiticas de varidvel complexa, introdu-
zindo uma importante classe de superficies que, presentemente, levam o seu nome.

Os fundamentos da Topologia, tal qual a estudamos hoje, foram estabelecidos,
notadamente, por Henry Poincaré (1854-1912), que em 1895, através de conceitos
algébricos, introduziu as nogoes topoldgicas de homotopia e homologia, inaugu-
rando assim a Topologia Algébrica; Luitzen Brouwer (1881-1966), que por volta
de 1910, através de uma nova abordagem a teoria — na qual os argumentos das
demonstracoes nao apelavam a intuicao geométrica —, obteve resultados de ex-
trema significancia, dentre eles, os célebres Teorema do Ponto Fizo e Teorema da
Invariancia do Dominio; e Felix Hausdorff (1868-1942), que em 1914 introduziu o
conceito de espaco topoldgico.

Os espagos topolédgicos sao, pois, os objetos de estudo da Topologia. FEstes
sao conjuntos munidos de uma certa estrutura denominada, igualmente, topologia.
Tais espagos, dentre os quais se incluem os espagos métricos, constituem os ambi-
entes mais gerais onde se pode considerar a nocao de convergéncia, que, conforme
assinalamos anteriormente, é fundamental em Anélise.

Desta forma, introduziremos neste capitulo os conceitos elementares da Topolo-
gia que nos permitirao tratar R, L(R™ R™) e M(m,n) como espagos topoldgicos.
Constataremos, entao, nos capitulos posteriores, a importancia e indispensabilidade
desta conceituacao, uma vez que, de modo geral, o comportamento das fungoes

B0 termo “topologia” foi introduzido por Listing em seu livro, Vorstudien zur Topologie, o
qual foi publicado em 1847 e consta como o primeiro sobre o assunto.

(D0 atual conceito de espago topolégico é mais geral que o introduzido por Hausdorff. Os
espacgos por ele concebidos sao ditos, hoje, espacos de Hausdorff, sobre os quais discutiremos na
Secao 6.

41
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reflete-se nas propriedades topolégicas dos conjuntos onde estas sao definidas ou
tomam valores.

1. Conjuntos Abertos — Topologia

Os intervalos da reta real generalizam-se em R" através do conceito de bola.
Relembremos que, dados a € R™ e um real r > 0, a bola aberta de centro a e raio
r, em R"™, é o conjunto

B(a,r) ={z e R"; ||z — a]| < r}.

Definem-se ainda a bola fechada e a esfera, ambos de centro a e raio r, res-
pectivamente por

Bla,r]={x e R"; ||z —a| <r} e Sla,r]={z eR"; |z —a|] =7}

Qualquer bola ou esfera de R™ de raio 1 é dita unitdria e a esfera unitaria de
R™ cujo centro é a origem é denotada por S™!.
Note que valem as igualdades

B(a,r) ={a+heR" |h| <r} e Bla,r]={a+heR" |h]| <r},
e que, em R,
B(a,r)=(a—r,a+7r), Bla,r]=[a—r,a+7r] e Sla,r]={a—ra+7r}.

O conceito de bola (bem como o de esfera) em R™, conforme introduzido,
estende-se facilmente aos espagos métricos, pois podemos também escrever

B(a,r) ={z e R"; d(z,a) <t} e Bla,r]={z € R"; d(z,a) <r}.

Em particular, podemos considerar normas em R™ cujas bolas tém confi-
guragoes geométricas distintas das suas analogas euclidianas. Por exemplo, na
norma do méximo em R2?, a bola fechada de raio 1 centrada na origem é o qua-
drado cujos vértices sdo os pontos (—1,—1), (—1,1), (1,—1) e (1,1), enquanto
na norma da soma, a bola fechada com mesmo centro e raio é o quadrado cujos
vértices sdo os pontos (—1,0), (0,—1), (1,0) e (0,1) (Fig. 1).

Y

Ficura 1
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OBSERVAGAO 10. Consideremos duas normas || |1 e || ||z em R™. Como sabe-
mos (Proposigao 7 - Capitulo 1), elas sdo equivalentes, isto é, existem reais positivos
A, 1, tais que, para todo x € R",

el < Azl e el < pllzlh

Desta forma, designando-se respectivamente por Bj(a,r) e Bs(a,r) as bolas
de centro a € R™ e raio r > 0 com respeito as normas || |1 e || |2, tem-se

Bi(a,r/un) C Ba(a,r) e DBa(a,r/N\) C Bi(a,r),
isto é, para toda bola aberta By na norma || |2, existe uma bola aberta B; (com

mesmo centro) na norma || ||z, tal que By C By e reciprocamente. Na Figura 2
ilustramos este fato no caso em que as normas sao a euclidiana e a do maximo.

FIGUurA 2

Um conjunto X C R™ é dito limitado se existe uma bola que o contém, isto
é, se existem a € R™ e r > 0, tais que X C B(a,r). Dado um conjunto A, uma
aplicagdo f: A — R™ é dita limitada quando seu conjunto-imagem é limitado.

DEFINIGAO 6 (INTERIOR - VIZINHANGA - CONJUNTO ABERTO). Diz-se que um
ponto a € X C R™ é interior ao conjunto X se existe uma bola aberta com
centro em a e contida em X. Neste caso, diz-se também que X é uma vizinhanca
de a. O interior de X, int X, é o conjunto formado por todos os pontos que sao
interiores a X. Um conjunto A C R™ é chamado de aberto se todos os seus pontos
sao interiores, isto é, se int A = A.

Considerando-se a igualdade B(a,r) = {a+h € R"; ||h]| < r}, tem-se que um
ponto a € R™ € interior a um conjunto X C R" quando existe r > 0, tal que,
para todo h € R™ satisfazendo ||h|| < r, tem-se a+h € X isto é, quando a pode
“mover-se” em qualquer direcao sem sair de X.

EXEMPLO 10. Toda bola aberta B(a,r) de R™ € um conjunto aberto. De
fato, dado b € B(a,r), temos ||b — al| < r. Logo, existe § € R satisfazendo
0 < <r—|b-—al|. Tomando-se, entdo, a bola B(b,d) e x € B(b,0), tem-se
|lx—0b]| < 8. Assim, ||z—al < ||lz=b||+]b—a| < d+]||b—a| <, isto é, = € B(a,r),
o que nos d& B(b,d) C B(a,r) e prova que B(a,r) é aberto (Fig. 3).

De maneira semelhante, prova-se que sao abertos de R™ os seguintes conjuntos:

i) R* — Bla,7] ={z e R"; [|lx —a|| > 1}
i) B;={x e R"; z; = (z,e;) >0}, i=1,...,m;
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FiGURrA 3 FIiGURA 4

iii) A(a,rg,m)={x eR"; ro <|lz—al| <ri, aeR", 0<rg <7m}.

Cada conjunto F;, em (ii), é dito um semi-espaco aberto, enquanto
A(a,ro,r1), em (iii), é chamado de anel aberto (com centro em a, raio menor
To € Taio maior ri).

EXEMPLO 11. Nenhuma bola fechada ou esfera de R™ € um conjunto aberto.
De fato, sejam B[a,r] C R™ uma bola fechada e b € Bla,r], tais que ||b—al =,
isto é, b € S[a,r]. Dada, entdo, uma bola B(b,€), tomemos = = A\(b—a) +a =
A=1)(b—a)+beR” emque 1 <A<e¢/r+1 (Fig. 4). Temos que,
|z —all=Ab—all=Xr>r e Jlx=b=]|(A=-1)(b-a)|=A-1Dr<e
Segue-se que = € B(b,€) e x ¢ Bla,r|. Assim, nenhuma bola de R™ centrada em
b estd contida em S[a,r] ou Bla,r]. Daf e do Exemplo 10, infere-se que
int(S[a,r]) =0 e int(Bla,r]) = B(a,r).
Em particular, nenhum dos conjuntos, S[a,r] ou Bla,r], é aberto.
De modo anélogo, prova-se que o conjunto
R™ — B(a,r) = {z € R"; ||z — a|] > r},
igualmente, nao é aberto.
EXEMPLO 12. Dado i € N satisfazendo 1 < ¢ < n, denotemos por U; o
subconjunto de R™ formado pelos pontos x = (z1,...x;,...,x,), tais que
‘l‘i‘ > ‘.TJ| Vj e {1,...,i—1,i+1,...,n}.
Tomando-se, entao, = € U; e fazendo-se
1 . .
0 = g minflz| —|a;]; i # j},
tem-se, para todo h = (hq,...,h,) € R™ satisfazendo ||h|| <4, que
|in| - |'Tj| > 20 > 2||h|| > 2||hHmax > |hl‘ + |h]| v.j 7’é i
isto é, para todo j # i, |x;| — |hi| > |z;| + |hj]. Sendo assim,
i 4 hal = 2| — |hil > |aj| + || > |z + hy| V5 # 14,

donde se infere que x + h € U;. Segue-se que B(z,d) C U; e, portanto, que U; é
um subconjunto aberto de R™.

ExeEmMpPLO 13. Consideremos os seguintes subconjuntos de R",

e Q" ={(x1,...,2,) ER"; 2, €QVi=1,...,n};
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b (R—(@)”z{(xl,733,)6]1%",@&(1@—@)%:1,,n},

e verifiquemos que nenhuma bola aberta de R™ estd contida em Q™ ou (R—Q)",
donde se conclui que intQ"™ = int (R — Q)™ = () e, em particular, que nenhum
destes conjuntos é aberto.

Para tanto, tomemos a = (ay,...,a,) € R" e r > 0. Uma vez que R —Q
e Q sao, ambos, densos em R, existem z; € R—Q e y; € Q, tais que
21,91 € (a1 —rya1 + ). Os pontos & = (z1,a2,...,a,) € ¥y = (y1,a2,...,0n),
desta forma, satisfazem ||z —al =|z1 —a1| <7 e ||y —a| = |y1 —a1] <, donde

x € B(a,7) — Q" e y € B(a,r) — (R —Q)". Logo, a bola aberta B(a,r) nio esta
contida em Q" ou (R—Q)".

Diz-se que uma aplicagao f : R® — R™ é aberta quando, para todo aberto
ACR"™ f(A) CR™ é aberto.

EXEMPLO 14. Todo isomorfismo linear T € L(R™) é uma aplica¢ao aberta.
Com efeito, seja A C R™ aberto. Entao, para todo a € A, existe r > 0,
tal que B(a,r) C A. Fazendo-se, desta forma, rq = r/||T~}!|| e tomando-se
y € B(Ta,rg), tem-se que x = T~y satisfaz ||z —al = [|[T 'y — T"'Ta| =
T~y —Ta)|| < ||T7Y ||y — Tal| < ||T~|ro =r, isto é, z € B(a,r) C A, o que
implica y = Tz € T(A). Segue-se que a bola aberta B(Ta,rg) estd contida em
T(A), donde se infere que este conjunto é aberto.

ExXEMPLO 15. Toda projecao ortogonal sobre um subespago n-dimensional é
uma aplicacdo aberta. Mais especificamente, seja V um subespago n-dimensional
de R Identificando-se V e V+ com R™ e R™, respectivamente, bem como
R™™ com o produto V x V1, temos que a projecio ortogonal de R"™™ sobre V
passa a ser a aplicagao

P: R*xR™ — R"
(z,y) +— =z,
a qual provaremos ser aberta.

Para tanto, verifiquemos inicialmente que, para todo ponto a = (zg,yo) de
R™ x R™, tem-se P(B(a,r)) = B(P(a),r). De fato, dado = € P(B(a,r)), existe
y € R™ tal que b = (z,y) € Bla,r), isto é, P(b) = xz. Desta forma,
2 > b al? = llz - 20l® + ly - wol® Logo, Il — xol? < 72, o que im-
plica z € B(xo,r), ou seja, P(B(a,r)) C B(xg,r) = B(P(a),r). Agora, dado
z' € B(xg,r), temos |2/ — zo||* < r?, donde ¢ = (2’,yo) satisfaz ||c —a|? < 72,
isto é, ¢ € B(a,r). Assim, 2’ = P(c) € P(B(a,r)), ou seja, B(xzg,r) C P(B(a,r))
e, portanto, P(B(a,r)) = B(P(a),r).

Suponhamos agora que A C R™ x R™ seja aberto e tomemos P(a) € P(A).
Neste caso, existe uma bola aberta B(a,r) contida em A, donde se infere que
B(P(a),r)) = P(B(a,r)) C P(A). Logo, P(A) é aberto.

O conceito de conjunto aberto pode ser introduzido em qualquer espaco métrico
de forma andloga aquela feita em R™. No que se segue, vamos considerd-lo nos
espagos L(R™ R™) e M(m,n) munidos de suas respectivas métricas determinadas
pela norma espectral i),

()0 mesmo se aplica a outros conceitos topolégicos que consideraremos neste capitulo, os
quais serdo introduzidos em R"™ e, eventualmente, considerados em L(R™,R™) e M(m,n) sem
mais comentarios.
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ExXEMPLO 16. O conjunto I(R™) C L(R™), dos operadores invertiveis de R™,
¢ um aberto de L(R™). Provaremos isso mostrando que, dado um operador linear
invertivel, T' € I(R™), existe p > 0, tal que, para todo operador linear H € L(R")
satisfazendo ||H|| < p, tem-se

(12) (T + H)x|| > pllz]| V2 € R™.
Neste caso, para cada tal H, T + H é invertivel, por ter ntucleo trivial, donde se
infere que B(T,u) C I(R™) e, portanto, que I(R™) é aberto.
Tomemos, entdao, € R™ e observemos que ||z|| = |T7'Tz| < |T7Y || T=|,
o que nos da ||Tz| > ||=||/||T~'||. Logo, uma vez que ||Hz| < ||H]||||z|, tem-se
1
I+ Hyall = [T+ Hal > |72 = |l > (ppey 1) ol

Assim, fazendo-se p = 1/2||T~!|| obtém-se o desejado, pois, para todo operador
H € L(R™) que cumpre ||H|| < p, tem-se
1 1 1 1 1
oy — M > g = e — I T =1
[ 171 [T=H 2=t T

.

Equivalentemente, o conjunto I(n) C M(n), das matrizes invertiveis de ordem
n, € um aberto de M(n).

1.1. Topologia em R™. Na proposicao a seguir, verificaremos as proprieda-
des fundamentais dos conjuntos abertos de R™, as quais nos permitirao caracte-
rizé-lo como espago topoldgico.

TEOREMA 4 (PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS ABERTOS). Os conjuntos aber-
tos de R™ tém as sequintes propriedades:

i) O conjunto vazio e o espago R™ sdo abertos;
ii) a intersecdo de uma familia finita de abertos é um conjunto aberto;

ili) a uniao de uma famdlia qualquer de abertos é um conjunto aberto.

DEMONSTRAGAO. (i) Se o conjunto vazio nao fosse aberto, ele possuiria um
elemento z, tal que nenhuma bola centrada em x estaria nele contida, o que é
absurdo. Logo, o vazio é aberto. Segue-se diretamente da definicao de conjunto
aberto que R™ é aberto.

(ii) Sejam A;, Aa,..., Ar C R™ conjuntos abertose A = A1N---NAy. Tem-se,
pelo item (i), que se A = (), entao A é aberto. Caso contrdrio, seja a € A. Como
cada A; é aberto, para cada ¢ = 1,...,k, existe r; > 0, tal que B(a,r;) C A;.
Tomando-se, entao, r = min{ry,... ry}, tem-se B(a,r) C B(a,r;) C A; para todo
i=1,...,k. Logo, B(a,r) C A, donde A é aberto.

(iii) Seja {Ar}rear uma familia de abertos (ndo todos vazios) de R"™. Dado
a€ A=JA,, existe A € A, tal que a € Ay. Logo, existe r > 0, tal que
B(a,r) C Ay C A, donde se conclui que A é aberto. O

Convém observar que a interse¢do de uma familia infinita de abertos pode
nao ser um aberto. O exemplo cldssico é {Ay}ren, em que Ap = B(0,1/k).
Claramente, () Ar = {0}, que néo ¢é aberto.

Um espaco topoldgico é um par (X, 7), em que X é um conjunto e 7 é uma
familia de subconjuntos de X, chamados de abertos, que satisfazem as condigoes
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(i), (ii) e (iii) do Teorema 4 (substituindo-se R™ por X, evidentemente). Diz-se,
entao, que a familia 7 define uma topologia em X.

Desta forma, os conjuntos abertos de R"™, conforme introduzidos, definem no
mesmo uma topologia e o tornam um espago topolégico. Deve-se observar que esta
topologia foi introduzida por meio de bolas abertas da métrica euclidiana, o que a
caracteriza como a topologia de R" proveniente desta métrica.

Duas normas distintas em R™, embora definam métricas distintas, determinam
neste a mesma topologia. De fato, se 71 e 7 sao as topologias de R™ determinadas
por duas tais métricas, pelas consideragoes da Observagao 10, para todo subcon-
junto A de R™, tem-se A € 11 se, e somente se, A € 7o, donde 71 = 75

Cabe-nos mencionar, ainda, que, conforme discutiremos mais detalhadamente
na Secao 6, podem-se definir topologias em R"™ que nao sao provenientes de métrica
alguma.

A proposicao seguinte caracteriza topologicamente as sequéncias convergentes.

PROPOSIGAO 11 (TOPOLOGIA E CONVERGENCIA). Uma sequéncia (1) em R™
converge para a € R™ se, e somente se, para toda vizinhanca V de a, existe
ko €N, tal que k> ko = zp € V.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que se tenha x, — a € R". Dada, entdo, uma
vizinhanca V' de a, existe € > 0, tal que B(a,e) C V. Porém, para este €, existe
ko € N, tal que k > ko = =z € B(a,e) C V.

Reciprocamente, suponhamos que, para toda vizinhanca V de a, exista
ko € N, tal que k£ > kg = x, € V. Neste caso, dado ¢ > 0, podemos fazer
V = B(a,¢) e concluir que xp — a. O

2. Conjuntos Fechados

Consideraremos agora a familia de subconjuntos de R™ formada pelos com-
plementares de seus abertos, ditos fechados, e suas relacoes com o conceito de
convergéncia de sequéncias.

DEFINIGAO 7 (CONJUNTO FECHADO). Um conjunto F' C R™ é dito fechado se
seu complementar, R™ — F é aberto.

O conjunto vazio e o espago R™ sao exemplos imediatos de conjuntos fechados.
Uma vez que estes conjuntos sao também abertos, vé-se que, do ponto de vista da
Topologia, “aberto” e “fechado” nao sao anténimos, como na linguagem cotidiana.

Outros exemplos de conjuntos fechados sao as bolas fechadas, as esferas, os
anéis fechados e os semi-espagos fechados (estes dois tltimos sdo definidos como
seus andlogos abertos, trocando-se os sinais < e > por < e >, respectivamente).
E f4cil ver também que qualquer subconjunto finito de R™ ¢ fechado.

Dados a € R™ e r > 0, o complementar de F = {x € R";||lx —a| >r} éa
bola aberta B(a,r). Logo, F é fechado. Por outro lado, sabemos que F nao é
aberto, donde se conclui que nenhuma bola aberta de R™ é um conjunto fechado.

Note ainda que existem subconjuntos de R™ que nao sao abertos ou fechados,
como, por exemplo, Q" ou {z € R™; ro < ||z]| <71, 0 <719 <71}

Relembremos que, dada uma familia arbitrdria {F)\}xea de subconjuntos de
R™, valem as igualdades

R'— A =R"-F\) e R'—-(E=JR"-F).
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Dai e do Teorema 4 segue-se facilmente o resultado seguinte.

TEOREMA 5 (PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS FECHADOS). Os conjuntos fe-
chados de R™ tém as sequintes propriedades:

i) O conjunto vazio e o espago R™ sao fechados;
ii) a unido de uma familia finita de fechados é um conjunto fechado;

ili) a interse¢ao de uma familia qualquer de fechados é um conjunto fechado.

Vale salientar que a uniao arbitraria de fechados nao é, necessariamente, um
fechado. Para constatarmos isto, basta observarmos que um conjunto que nao é
fechado é dado pela unido dos seus pontos, que sao conjuntos fechados.

Diz-se que uma aplicacao f : R™ — R™ ¢é fechada quando leva fechados de R™
em fechados de R™.

EXEMPLO 17. Todo isomorfismo linear T € L(R™) € uma aplica¢io fechada.
De fato, dado F C R™ fechado, temos que A =R"™ — F' é aberto e, pelo Exemplo
14, que T(A) é aberto. Porém, sendo T bijetiva, tem-se T(A) = T(R" — F) =
T(R™) — T(F) = R* — T(F). Assim, R™ — T(F) é aberto e, portanto, T(F) é
fechado.

2.1. Aderéncia — Fronteira — Pontos de Acumulacgao. Introduziremos
agora alguns conceitos topoldgicos que, dentre outros beneficios, nos permitirao
caracterizar os conjuntos fechados de forma independente do conceito de conjunto
aberto.

DEFINIGAO 8 (ADERENCIA - FECHO). Um ponto a € R™ ¢é dito aderente a um
conjunto X C R" se existe uma sequéncia de pontos de X que converge para a.
O fecho de X, denotado por X, é o conjunto formado por todos os pontos de R™
que sao aderentes a X.

Sejam X C R" e a € X. Tomando-se a sequéncia constante xy = a, vemos
que a € X. Logo, X C X para todo X C R™. Além disso, segue-se diretamente

da definig¢ao de fecho que _
XCcY = XcY.

EXEMPLO 18 (FECHO DE BOLAS E ESFERAS). O fecho de qualquer bola aberta
de R™ é a bola fechada que tem mesmo centro e raio. Para verificarmos isto,
consideremos uma bola aberta B(a,r) de R™ e tomemos z € S[a,r]. A sequéncia
zp = (1—=1/k)(z —a) + a, k €N, claramente, converge para z. Além disso, para
todo k € N, tem-se

1 1
lzk —all = (1_k) |z —al = (1—k)r<r,

isto é, x € B(a,r). Logo, « € B(a,r), donde Sla,r] C B(a,r). Uma vez que
B(a,r) C B(a,r), tem-se, entao,

Bla,r] = B(a,r) U S[a,r] C B(a,r).
Por outro lado, dado y € R™ — Bla,r], é ficil ver que a bola com centro em y
eraio € = (|ly —al| —r)/2 ¢é disjunta de B(a,r). Sendo assim, nenhuma sequéncia
de pontos de B(a,r) pode convergir para y, donde se infere que y ¢ B(a,r) e,

portanto, que B(a,r) = Bla,r].
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De forma andloga, verifica-se que toda bola fechada ou esfera coincide com seu
fecho. Assim, dados a € R™ e r > 0, valem as igualdades
i B(CL,T) - B[a,r] - B[aar];
e S(a,r)=S(a,r).
PROPOSIGAO 12 (PROPRIEDADES DO FECHO). Para todo conjunto X C R™, sdo
verdadeiras as sequintes afirmacoes:

i) a € X se, e somente se, B(a,r)NX # () ¥r > 0;
i) X = R" — int (R" — X);
i) X = X.

DEMONSTRAGAO. (i) Dados a € X e r > 0, tem-se que toda bola aberta
B(a,r) contém pelo menos um elemento de X, uma vez que existe uma sequéncia
de elementos deste conjunto que converge para a. Reciprocamente, se a € R™ é
tal que toda bola aberta de R™ com centro em a intersecta X C R”™, entao, para
cada k € N, existe z, € X, tal que z, € B(a,1/k). Logo, ||z —al < 1/k ¥k € N,

donde zj — a e, portanto, a € X.

(ii) Pelo item (i), temos que a € X se, e somente se, para todo 7 > 0, B(a,r)
intersecta X. Esta ultima condigao, entretanto, equivale a de que a nao pertence
ao interior de R™ — X isto é, a de que a € R™ — int (R"™ — X).

(iii) Dados a € Xer> 0, por (i), temos que existe = € B(a,r) N
Como B(a,r) é aberto, existe também rq > 0, tal que B(x,r9) C B(a,r). Por
novamente por (i), B(x,@) NX # 0, pois x € X. Logo, B(a,r)NX # 0

portanto, a € X, isto é, X = X.

s B

)

O

EXEMPLO 19 (FECHO DO COMPLEMENTAR DE BOLAS E ESFERAS). Segue-se da
Proposigao 12-(ii) e das consideragoes dos exemplos 10 e 11 que:

e R® — Bla,r] = R™ —int (Ba,r]) = R™ — B(a,r);
e R* — B(a,r) =R" —int (B(a,r)) = R™ — B(a,r);
e R” — S[a,r] = R"™ — int (S[a,r]) = R™.

EXEMPLO 20 (FECHO DO COMPLEMENTAR DE Q" E DE (R —Q)"). Infere-se dos
resultados do Exemplo 13 e da Proposigao 12-(ii) que:

e R" — Q" =R" —intQ" = R";
e R" —(R—Q)" =R" —int (R — Q)" = R".
Diz-se que um conjunto X C R™ é denso em R" quando X = R"™.

Como se sabe, Q e R—Q sao, ambos, densos em R. Deste fato e do resultado
da Proposicao 5 do Capitulo 1, conclui-se facilmente que

T-F-Or =R,
isto é, Q" e (R — Q)™ sdo, ambos, densos em R"™ (compare com o Exercicio 16
do Capitulo 1). Além disso, pelo Exemplo 20, os complementares desses conjuntos
em R"™ sao, igualmente, densos em R™.

Na proposicao seguinte, obtemos a preterida caracterizacao dos conjuntos fe-
chados de R”.
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TEOREMA 6. Um subconjunto de R™ € fechado se, e somente se, contém todos
0s seus pontos aderentes, isto €,

F CR" € fechado < F =F.

DEMONSTRAGAO. Dado F C R™ facamos A = R™ — F. Pela Proposigao 12-
(ii), tem-se F = R"™ —int A, donde se infere que A = int A, isto é, A é aberto, se,
e somente se, F' = F. Porém, por definicdo, a condicdo de A ser aberto equivale
a de I ser fechado. [l

Segue-se da Proposigao 12-(iii) e do Teorema 6 que o fecho de todo subconjunto
de R™ é fechado.

DEFINIGAO 9 (FRONTEIRA). A fronteira (ou bordo) de um conjunto X C R™
é o conjunto 90X = X NR" — X.

E imediato que, para todo conjunto X C R", 90X = 9(R" — X) e que 90X
é fechado. Também, segue-se da Proposigao 12-(i) que a € R™ é um ponto da
fronteira de X se, e somente se, toda bola aberta de R™ centrada em a contém
pontos de X e de R™ — X (Fig. 5), isto é,

a€dX & Bla,)NX #£0 e Bla,e)N(R"—X)#£0 Ve > 0.

Dai, conclui-se facilmente que A C R™ ¢é aberto se, e somente se, ANIJA =0 e
também que, para todo X C R", tem-se

R" =int X Uint (R" — X) UO0X (unido disjunta).

FiGura 5

Considerando-se a densidade de Q" e (R—Q)" em R™, bem como a dos seus
respectivos complementares em R”™, obtém-se:

e 0Q" =Q"NR" — Q" = R";
e IR-Q)"=(R-Q"NR" — (R—-Q)" =R".

EXEMPLO 21 (FRONTEIRAS DE BOLAS E ESFERAS). Combinando-se os resulta-
dos dos exemplos 18 e 19 , tem-se, para quaisquer a € R"™ e r > 0, que:

e 0B(a,r) = B(a,r)NR"® — B(a,r) = Bla,r] N (R™ — B(a,r)) = S[a,r];
e JB[a,r] = Bla,r] NR" — Bla,r| = Bla,r] N (R™ — B(a,r)) = Sla,];
e J0S[a,r] = S[a,r] NR™ — S[a,r] = S[a,r] NR"™ = S[a,r].
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Abordaremos agora um outro conceito relacionado com o de aderéncia, o de
ponto de acumulagao, que, dentre outras caracteristicas, é essencial para que se
introduza apropriadamente o conceito de limite de aplicacoes.

DEFINIGAO 10 (PONTO DE ACUMULACAO). Dado X C R™, um ponto a € R™ é
dito um ponto de acumulagcio de X se a € X — {a}, isto é, se existe uma sequéncia
(zx) em R”, tal que:

ez, € X —{a}Vk eN;
® T — Q.

Denota-se o conjunto dos pontos de acumulacdo de um conjunto X por X’.
Note que um conjunto X nao estd necessariamente contido em X', que pode,
inclusive, ser vazio. Este é o caso de qualquer subconjunto finito de R™, por
exemplo. Observe também que X’ C X para todo X C R™.

Mais geralmente, vale, para todo X C R”, a igualdade X = X U X', a qual é
de verificacdo imediata.

E facil ver também que, em R", o conjunto dos pontos de acumulagao de
qualquer bola ou esfera coincide com o seu respectivo fecho. O mesmo vale para o
complementar, em R™, de qualquer um destes conjuntos.

No Exercicio 20 do Capitulo 1, verificamos que toda matriz A de M(n) é
limite de uma sequéncia de matrizes invertiveis de M(n) e distintas de A, isto é,
I(n) = M(n).

Em R, consideram-se também as nogoes de ponto de acumulagao a direita, bem
como a esquerda, isto é, dado a € X C R, diz-se que a é ponto de acumulagdo a
direita de X se existe uma sequéncia (zy) em X, tal que zx > a e xp — a. De
forma andloga, define-se ponto de acumulagdo a esquerda.

Quando a € X — X', dizemos que a é um ponto isolado de X. Se todos
os pontos de X sao isolados, dizemos que X ¢é um conjunto discreto. Exemplos
triviais de conjuntos discretos sdo Z" e os subconjuntos finitos de R™.

PROPOSIGAO 13. Um ponto de R™ ¢ ponto de acumulagdo de um conjunto
X CR” se, e somente se, toda vizinhanga deste ponto contém uma infinidade de
elementos de X.

DEMONSTRAGAO. Sejam X C R™ e a € X’'. Entdo, existe uma sequéncia
(x) em X —{a}, tal que z; — a. Dada, entdo, uma vizinhanga V de a, a partir
de um certo ko, todos os termos de (zj) estdo em V. Além disso, o conjunto
{r € X; x = xy, para algum k > ko} é infinito. Caso contrario, a partir de um
certo indice k1 > kg, todos os xj seriam iguais a a, o que constitui, claramente,
uma contradigao.

Reciprocamente, se toda vizinhanga de a contém uma infinidade de pontos de
X, temos que a € X', pois, assim sendo, para cada k € N, podemos escolher um
xp € X satisfazendo xy € B(a,1/k) e xy # a, donde se terd a € X — {a}. O

TEOREMA 7 (Weierstrass). Todo subconjunto infinito e limitado de R™ possui
um ponto de acumulagdo.

DEMONSTRAGAO. Seja X C R™ infinito e limitado. Desta forma, existe uma
sequéncia (zx) em X, tal que zy # x; Vk,l € N (caso contrario X seria finito).
Além disso, como X ¢ limitado, a sequéncia (zj) é limitada. Segue-se do Teorema
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de Bolzano-Weierstrass que (xj) possui uma subsequéncia (zx)ren, que converge
para um ponto a € R™. Note que a pode ser igual a, no maximo, um termo da
subsequéncia (xg)ken, - Neste caso, nés podemos simplesmente exclui-lo e concluir
que a € X'. O

3. Topologia Relativa

A estrutura vetorial do espaco R™, como se sabe, é herdada por apenas al-
guns de seus subconjuntos, ditos subespacos vetoriais. Veremos agora que, nesse
sentido, a estrutura topolégica de R™ é menos rigida, isto é, ela permite que qual-
quer um de seus subconjuntos seja um subespaco topoldgico. Este fato é relevante
por, pelo menos, dois motivos. Primeiro, o importante conceito de conexidade de
conjuntos, que veremos na Secao 5, pressupoe que estes tenham uma estrutura de
espago topoldgico. Segundo, até o ponto em que estejam envolvidas apenas questoes
topoldgicas, podemos considerar aplicagoes definidas, e tomando valores, em quais-
quer subconjuntos de R™. Isto serd especialmente ttil no estudo das aplicagoes
continuas.

DEFINIGAO 11 (ABERTO RELATIVO - VIZINHANCA RELATIVA). Sejam X um sub-
conjunto de R™ e A C X. Diz-se que A é aberto em X, ou aberto relativamente a
X, quando existe um aberto U de R"™, tal que A=UNX. Um conjunto V C X
é dito uma vizinhanca de a € V em X seexiste ACV, talque a€ A e A é
aberto em X (Fig. 6).

FiGura 6

Verifica-se facilmente que a familia dos abertos relativos de um subconjunto
X de R™ define neste uma topologia, dita relativa & de R™ (vide Exercicio 13).
Grosso modo, podemos dizer que a topologia relativa de X C R™ é a restricao da
topologia de R" ao conjunto X.

E imediato que um subconjunto de R™ é aberto se, e somente se, é aberto
relativamente a R™. Também, se A é um abertode R™ e A C X, entao A = ANX,
donde A é aberto em X. Mais geralmente, tem-se

AXCYCR" e A abertoemY = ANX abertoem X.

Com efeito, sendo A aberto em Y, existe U C R", aberto, tal que A =UNY.
Logo, ANX =UNY)NX=UN{YNX)=UNX, donde ANX é aberto em
X.
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EXEMPLO 22. Sejam X =[0,2) e A=0,1). Uma vez que int A = (0,1) # A,
tem-se que A nao é um aberto de R. No entanto, tomando-se o aberto U = (—1,1)
de R, tem-se A =UNJX, isto é, A é aberto em X.

ExeEMPLO 23. Os conjuntos
Ay ={z e S"; (z,eny1) >0} e As={xeS"; (z,e,41) <0}

cumprem as igualdades A; = Uy NS? e Ay = Uy N S?, em que Uy e Uy de-
notam, respectivamente, os semi-espacos abertos {z € R"™ (z,e,,1) > 0} e
{x e R"1; (z,e,41) < 0}. Logo, A; e Ay sdo, ambos, abertos em S2. Note que
A e Ay, como subconjuntos de R?, tém interior vazio. Em particular, nenhum
deles é um aberto de R3.

EXEMPLO 24. Considere o plano X = {(x1,72,23) € R% 23 = 0} C R3 e
A={(r1,22,0) € X; 22 + 23 < 1} C X. Temos que A = B(0,1)N X C R3. Logo,
A é aberto em X. Como no exemplo anterior, o interior de A é vazio e, portanto,
A néo é aberto em R3 (Fig. 7).

B(0,1)

FiGura 7

A proposicao seguinte caracteriza os abertos relativos por meio de bolas.

PROPOSIGAO 14. Um subconjunto A de X C R™ € aberto em X se, e somente
se, para todo a € A, existe r > 0, tal que

B(a,r) N X C A.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que A seja aberto em X. Entao, existe um
aberto U de R™, tal que A =U N X. Agora, dado a € A, tem-se a € U. Assim,
existe r > 0, tal que B(a,r) C U, pois U é aberto. Logo,

B(a,r)NX CcUNX =A.
Reciprocamente, suponhamos que, para cada a € A, exista r, > 0, tal que

B(a,r,) N X C A. Uma vez que a unido arbitraria de abertos é aberta, temos que
U = Ugeca B(a,ry) é um aberto de R™. Além disso,

UNnX = (U B(a,ra)> NX = J Bla,ra) NX) = 4,

a€cA acA
donde se infere que A é aberto em X. O
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COROLARIO 1. Seja X C R™. Entdo, VC X é uma vizinhanga de a € V em
X se, e somente se, existe v > 0, tal que B(a,7)NX C V.

Introduziremos agora os conjuntos fechados de subconjuntos de R™ com res-
peito a topologia relativa e, em seguida, veremos como caracterizi-los através de
seus respectivos fechos.

DEFINIGAO 12 (FECHADO RELATIVO). Um conjunto F C X C R™ ¢ dito fe-
chado em X, ou fechado relativamente a X, se seu complementar em X é aberto
relativamente a X.

Segue-se das consideragoes do Exemplo 23 que os hemisférios
Fi={xecS5%(x,e3) >0} e Fy={xeS?(xes3) <0}
sdo fechados em S2.

PROPOSIGAO 15. Um subconjunto F de X C R™ ¢ fechado em X se, e
somente se, contém todos os seus pontos aderentes que estao em X, isto €,

F ¢é fechado em X & F=FnX.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que F seja fechado em X. Entdo, X — F é
aberto em X. Logo, existe U C R", aberto, tal que X — F = U N X. Dai, temos
que F CR* —U. Como R"® —U é fechado em R",temos F C R* —U =R" — U,
donde FNX Cc (R" -U)NX = X —U = F. Além disso, as inclusdes F C F e
FCX nosdao FC FNX. Logo, F=FnNX.

Suponhamos agora que F = FNX se campra. Neste caso, X —F = X — F =
(R"—F)NX, donde X —F éabertoem X, pois F' é fechado e, consequentemente,

R™ — F' é aberto. Logo, F' é fechado em X. [l

Dados F' C X C R", segue-se da Proposigao 15 que se F' ¢ fechado, entao F
é fechado em X, pois, nestas condigoes, tem-se FF= FNX =FNX.

ExeEmPLO 25. O intervalo (1,2] é fechado em (1, 3], pois

(1,2]N(1,3] = [1,2] N (1,3] = (1,2].

Note que (1,2] nao é fechado em R.

4. Compacidade

Introduziremos agora o importante conceito topolégico de compacidade de con-
juntos. Veremos, entao, que um conjunto compacto de R™ pode ser caracterizado
de diversas maneiras, e constataremos, nos capitulos posteriores, que as aplicagoes
(continuas ou diferencidveis) cujos dominios sdo conjuntos compactos de R™ tém
propriedades especiais.

Dado um conjunto X C R™, uma familia &/ = {Ax}rea de subconjuntos de
R™ ¢ dita uma cobertura de X se X C |JAx. Uma subcobertura de o/ é uma
subfamilia {Ax}xen,, Ao C A, tal que X C U)\GAO Ay

Uma cobertura o/ = {Ax}rea € dita aberta se cada Ay é aberto e finita se A
é um conjunto finito.
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DEFINIGAO 13 (CONJUNTO COMPACTO). Diz-se que um conjunto X C R™ é
compacto quando toda cobertura aberta & = {Ay}aea de X admite uma subco-
bertura finita, isto é, quando existem Aq,...,A; € A, tais que

X C Ay, U---UAy,.

E imediato que qualquer subconjunto finito de R™ é compacto.

Dados a € R" e r > 0, fagamos, para cada k € N, Ay = B(a,7 — 17)-
Claramente, @/ = {Ay}ren é uma cobertura aberta de B(a,r), tal que, para
cada k € N, Ay C Axi1 C Bla,r). Segue-se dai que esta cobertura nao admite
subcobertura finita. Com efeito, dada qualquer quantidade finita de abertos de
&/, dentre eles, existird um Ay que conterd todos os outros. Porém, para nenhum
k € N, B(a,r) estd contida em Ay . Logo, nenhuma bola aberta de R™ é um
conjunto compacto.

Seja X C R™ um subconjunto ilimitado de R™. A familia Z = {B(0,%)}ren
constitui uma cobertura aberta de R™, em particular, de X. Uma vez que, para
todo k € N, B(0,k) C B(0,k+ 1), conclui-se dai, como no exemplo do pardgrafo
anterior, que % nao admite subcobertura finita, pois nenhuma bola de R™ contém
X. Deste argumento, segue-se o resultado seguinte.

PROPOSIGAO 16. Todo conjunto compacto de R™ é, necessariamente, limitado.

EXEMPLO 26. Seja (zr) uma sequéncia convergente em R™ cujo limite é
a € R". Entao, K = {z}; k¥ € N} U{a} C R" é um subconjunto compacto de
R™. De fato, dada uma cobertura aberta de K, o = {A)}.ea, existe g € A, tal
que a € A, . Entao, sendo a o limite de (xy), existe kg € N, tal que z) € Ay,
para todo k > ko. Além disso, para cada i =1,...,ky — 1, existe um aberto Aj,
de &/ que contém w;. Desta forma, K C A\, UAy, U---UAy, .

EXEMPLO 27. Todo isomorfismo linear T € L(R™) leva compactos de R™ em
compactos de R™. Com efeito, dados um compacto K C R™ e uma cobertura aberta
O = {Ox}rea de T(K) C R™, temos, para cada A € A, que Ay =T1(0,) é um
aberto de R™, pois T~ é uma aplicagdo aberta (vide Exemplo 14). Uma vez que
T(K) C Oy, tem-se, entao,

K=T"YT(K)) c T (U oA) =T 0 =JA,

isto é, & = {Axr}rca é uma cobertura aberta de K. Sendo este compacto, tem-se
que &/ admite uma subcobertura finita, donde existem A1,...,A; € A, tais que
K C Ay, U---UA,, . Desta forma,

T(K)CT(AyxU---UAy,)=T(Ax,)U---UT(Ay,) =0\, U---UOy, .
Segue-se que ¢ admite uma subcobertura finita e, portanto, que T'(K) é compacto.

Um subconjunto de R™ que é dado pelo produto cartesiano de n intervalos
fechados de R é chamado de paralelepipedo.

Dado um paralelepipedo K = [a1,b1] X -+ X [ap, b,] C R™, temos que
K={(z1,...,2p) ER"; a; <a; <b; Vi=1,...,n}.

Logo, fazendo-se
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tem-se, para quaisquer x = (Z1,...,%n), ¥y = (y1,-.-,Yn) € K, que

n n

[z —yll = Z(Iz —4i)* < Z(ai —bi)*= p.

i=1 i=1
Chamaremos p a diagonal de K.

PROPOSIGAO 17. Todo paralelepipedo de R™ ¢é compacto.

DEMONSTRAGAO. Sejam K = [aj,bi] XX [an, b,] um paralelepipedo em R™
e p a sua diagonal. Suponhamos, por absurdo, que K nao seja compacto. Entao,
existe uma cobertura aberta de K, & = {Ax}reca , que ndo admite subcobertura
finita.

Consideremos, para cada ¢ = 1,...,n, o ponto ¢; = (a; + b;)/2 e observe-
mos que este decompde o intervalo [a;,b;] em dois intervalos fechados de igual
comprimento. Desta forma, os 2" paralelepipedos

[alaﬁl] X oo X [aruﬁnL [aiaﬁi] = [aiyci] ou [ai7ﬁi] = [C“bi], 1= 17"'”7

decompoem K. Note que cada um deles tem diagonal igual a p/2, pois

n n

p
Z(ai - Bi)? = Z(ai —b;)2/4= 3

i=1 =1

Além disso, pelo menos um desses paralelepipedos, que denotaremos por Kj, nao
pode ser coberto por um nimero finito de abertos de &7, caso contrario, poderiamos
extrair de &/ uma subcobertura finita de K.

K,

RN K>

FiGura 8

Repetindo-se este processo de decomposi¢ao indefinidamente, obtém-se uma
sequéncia decrescente de paralelepipedos (Fig. 8),

K=KyDKiDKyD---DKpD---,
tais que, para todo k € N,

i) o paralelepipedo K} nao pode ser coberto por um nimero finito de aber-
tos de &7

ii) a diagonal de K}, éigual a p/2F (= |z —vy| < p/2F Va,y € K}).
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Tomemos agora uma sequéncia (zx) em K, tal que xp € Ky Vk € N. Eviden-
temente, K ¢é limitado. Logo, (zx) ¢ limitada. Entao, aplicando-se o Teorema de
Bolzano-Weierstrass e passando-se a uma subsequéncia, se necessario, podemos su-
por que zp — a € R”. Porém, K é dado por um produto cartesiano de conjuntos
fechados, o que implica que K é fechado (vide Exercicio 8) e, consequentemente,
que a € K.

Observemos que, para todo ko € N, a subsequéncia (zj)r>k, ¢ uma sequéncia
em K}, que converge para a. Assim, a € Ky, = K, Vko €N, isto é, a € (K.

Agora, basta vermos que a € A, para algum A € A. Logo, existe
r > 0, tal que B(a,r) C Ay. Tomando-se, entao, k € N satisfazendo p/2’~c <r,
temos, por (ii), que ||z —a|] < r Va € Kj (pois a € K Vk € N). Segue-se que
K C B(a,r) C Ay, o que contradiz (i) e prova que K é compacto. O

PROPOSIGAO 18. Todo subconjunto fechado de um conjunto compacto é com-
pacto.

DEMONSTRAGAO. Sejam K C R™ um conjunto compacto e F' C K fechado
em R". Entdo, R™ — F ¢é aberto. Assim, dada uma cobertura aberta de F,
of = {Ax}ren, temos que os abertos de &7, juntamente com R™ — F, consti-
tuem uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, desta cobertura podemos

extrair uma subcobertura finita, Ay, ,..., Ay,, R* —F, que, consequentemente, co-
brird F. Porém, R"—F é disjunto de F. Logo, {Ax,,-..,Ax,} é umasubcobertura
finita de 7, donde se infere que F' é compacto. O

Decorre do fato de R™ ser um espago vetorial de dimensao finita e de es-
tarmos considerando no mesmo uma topologia proveniente de uma métrica, que
os conjuntos compactos deste espaco admitem uma simples caracterizagao. Mais
precisamente, provaremos que a condi¢ao de ser compacto é equivalente a de ser
fechado e limitado. Note que “ser limitado” é uma condi¢ao métrica.

Os exemplos dados acima nos sugerem, de certa maneira, essa caracterizagao
dos compactos. As bolas abertas, que nao sdo compactas, sao limitadas, porém
nao sao fechadas. O espago R™, que tampouco é compacto, é fechado mas nao é
limitado. Por outro lado, os paralelepipedos de R™, que provamos serem compac-
tos, sdo todos fechados e limitados (note que este fato foi fundamental na prova da
compacidade desses conjuntos).

TEOREMA DE HEINE-BOREL. Um subconjunto de R™ ¢é compacto se, e somente
se, € fechado e limitado.

DEMONSTRAGAO. Seja K C R™ compacto. Pela Proposi¢ao 16, K ¢é limi-
tado. Provemos, entao, que R"™ — K ¢é aberto e, consequentemente, que K é
fechado. Para isto, tomemos a € R™ — K e, para cada x € K, consideremos
a bola aberta B(z,r;), com centro em z e raio r, = |z — al|/2. A familia
# = {B(z,r;); x € K}, claramente, constitui uma cobertura aberta de K,
donde existem Bg,,...,B,;, € %, tais que K C By, U---U B, . Observando-
se que, para todo z € K, B(z,r;) N B(a,7;) = (), e tomando-se € > 0, tal que
€ < min{ry,,...,rs,}, conclui-se facilmente que B(a,¢) é disjunta de K, isto é,
B(a,e) C R" — K. Logo, R™ — K é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que K C R™ seja fechado e limitado. Desta
dltima propriedade, segue-se que existe um paralelepipedo que contém K. Como
K ¢é fechado, pelas proposigoes 17 e 18, K ¢é compacto. g
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Segue-se do Teorema de Heine-Borel que todas as bolas fechadas, anéis fechados
e esferas de R™ sao conjuntos compactos. Ja a intersecao de qualquer bola de R™
com Q", embora seja um conjunto limitado, ndo é compacto por nao ser fechado.
Pelo mesmo motivo, uma bola fechada menos um ndmero finito de pontos nao é
compacta.

A demonstracao da Proposigdo 17 nos sugere o teorema abaixo, que generaliza
aquele da reta real conhecido como o Teorema dos Intervalos Encaixados.

TEOREMA DOS COMPACTOS ENCAIXADOS (CANTOR). Seja
K DKy D - DKkDKk+1D

uma familia enumerdvel e decrescente de compactos nao-vazios de R™. Entdo,

existe a € R™, tal que a € Ky, para todo k € N, isto é, a intersecio (Kj €
Nnao-vazia.

DEMONSTRAGAO. Seja (xr) uma sequéncia em R™, tal que xp € K para
todo k € N. Em particular, (z)) é uma sequéncia no compacto K;. Pelo Teorema
de Heine-Borel, K7 é fechado e limitado. Usando-se, entdao, o Teorema de Bolzano-
Weierstrass e passando-se a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que
xr — a € K1 . Afirmamos que a € K paratodo k € N. Com efeito, dado kg € N,
a subsequéncia (zp)r>k, ¢ uma sequéncia em Ky, que converge para a. Logo,
a € Ky, = K, . Como kg é arbitrario, tem-se a € [ K. O

No Teorema do Compactos Encaixados, a hipétese de compacidade da familia
(Kk)ken nao pode ser substituida pela de ser limitada ou fechada. Tome-se, por
exemplo, a familia {Bj}ren, em que By = B[0,1/k] — {0}. Vé-se facilmente que
By DBy D+ D Bg D Bgy1 D+ e quecada By é limitado (e ndo-compacto).
No entanto, (B = 0. Igualmente, a familia de fechados e ilimitados {F}}ren,
em que Fy = [k,+00) CR, satisfaz F1 DF, DD F,D--- e (Fr =0.

Vejamos agora que, como consequéncia do Teorema de Bolzano-Weierstrass e
do Teorema de Heine-Borel, os compactos de R™ podem ser caracterizados por
meio de sequéncias, conforme a defini¢do e o teorema que se seguem.

DEFINIGAO 14 (COMPACIDADE SEQUENCIAL). Diz-se que um conjunto K C R"
é sequencialmente compacto quando toda sequéncia em K possui uma subsequéncia
que converge para um elemento de K.

TEOREMA 8. Um subconjunto de R™ ¢é compacto se, e somente se, € sequen-
ctalmente compacto.

DEMONSTRAGAO. Suponha que K C R™ seja compacto. Entdo, K é limitado
e, portanto, toda sequéncia de pontos de K ¢é limitada. Logo, pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia em K possui uma subsequéncia convergente.
Além disso, o limite de uma tal subsequéncia tem que pertencer a K, uma vez
que, pelo Teorema de Heine-Borel, este é fechado. Logo, K é sequencialmente
compacto.

Reciprocamente, se K C R” ¢é sequencialmente compacto, entao K ¢é limi-
tado. Caso contrario, para cada k € N, poderiamos escolher = € K, tal que
x|l > k. A sequéncia (zx) nao teria, desta forma, subsequéncias limitadas e,
portanto, nenhuma delas seria convergente, o que vai de encontro a hipétese. Além
disso, K = K, pois se existisse a € K — K, existiria uma sequéncia de elementos de
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K convergindo para um elemento nao pertencente a K, o que também contraria
a hipotese. Desta forma, K ¢ fechado e limitado. Segue-se, entao, do Teorema de
Heine-Borel, que K é compacto. ([l

Uma vez que o conceito de compacidade em R™ envolve apenas as nogoes de co-
bertura e conjunto aberto, ele pode ser introduzido, de forma andloga, em qualquer
espaco topoldgico, em particular, em espagos vetoriais normados munidos das topo-
logias determinadas por suas respectivas normas. No caso de estes terem dimensao
finita, generalizam-se, neste contexto, o Teorema de Heine-Borel e o Teorema 8.
Vejamos, sucintamente, como isto se da.

Sejam (V, ]| ||) um espago vetorial normado de dimensdo n e T : V — R"
um isomorfismo linear. Aplicando-se a T' os argumentos dos exemplos 14, 17 e
27, conclui-se facilmente que as aplicacoes T e T~! sdo, ambas, abertas e fecha-
das, bem como levam compactos em compactos. Além disso, segue-se diretamente
das propriedades da norma espectral que estas aplicacoes levam conjuntos limita-
dos em conjuntos limitados. Assim, dado K C V, tem-se que K é compacto <
T(K) é compacto < T(K) é fechado e limitado & K = T~ YT(K)) é fechado
e limitado, donde vale, em V, o Teorema de Heine-Borel. Como consequéncia, po-
demos substituir, no enunciado e na demonstragao do Teorema 8, o espago R™ por
V. Vale, portanto, o resultado seguinte.

TEOREMA 9. Seja V um espaco vetorial normado de dimensao finita munido
da topologia proveniente de sua norma. Entdo, as sequintes afirmacoes a respeito
de um subconjunto K de V sdo equivalentes:

e K ¢ compacto;
o K € fechado e limitado;
e K ¢ sequencialmente compacto.

Pelo Exercicio 18 do Capitulo 1, o conjunto O(R™), formado pelos operadores
ortogonais de L(R™), é sequencialmente compacto. Logo, O(R™) € compacto.
Por outro lado, o conjunto dos operadores auto-adjuntos de L(R™), por ser um
espago vetorial, é fechado (vide Exercicio 5), porém, é ilimitado e, portanto, ndo é
compacto.

Convém observar que se V é um espago vetorial normado arbitrario, nao neces-
sariamente de dimens&o finita, tomando-se neste a topologia proveniente da norma,
valem as implicagoes (com demonstragdes andlogas aquelas em que V = R™):

i) K CV compacto = K fechado e limitado.

ii) K CV compacto = K sequencialmente compacto.

Vale, em qualquer espago métrico, em particular em V, a reciproca de (ii).
No entanto, em geral, a reciproca de (i) nao se cumpre. Hé, por exemplo, espagos
vetoriais normados (de dimensdo infinita) em que as esferas, que sdo conjuntos
fechados e limitados, ndo sdo compactas, conforme o exemplo que se segue.

EXEMPLO 28 (ESFERAS NAO-COMPACTAS). Considere o espago vetorial V for-
mado pelas sequéncias de nimeros reais em que todos os termos, exceto um ntimero
finito deles, sdo iguais a zero. Dado um elemento v = (z;);eny de V, a fungao
[lv]] = max{|z;|;i € N} define uma norma neste espago (verifique!). Seja S a esfera
de V com centro na origem e raio 1. Para cada k& € N, denote por v, a sequéncia
de nimeros reais em que o k-ésimo termo é igual a 1 e todos os demais sao iguais
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a zero. Entdo, (vg) é uma sequéncia em S que satisfaz ||vy — || =1 Vk A1 e N.
Logo, subsequéncia alguma de (vg) é de Cauchy, o que implica que (vg) nao tem
subsequéncias convergentes. Desta forma, S néo é compacto, pois nao é sequenci-
almente compacto.

Dado um conjunto X C R", consideremo-lo como um espago topolégico mu-
nido da topologia relativa a de R™. Conforme discutimos na Secao 3, os abertos
e fechados de X sao relativos, no sentido de que um subconjunto de X pode ser
aberto (ou fechado) relativamente a X, mesmo que nao seja um aberto (ou fechado)
de R™. Vejamos agora que o mesmo nao ocorre com subconjuntos compactos de
X — os quais, por definicao, sao aqueles que admitem uma subcobertura finita de
toda cobertura dos mesmos por abertos relativos de X —, isto é,

K C X é compactoem X <« K é compacto em R".

Com efeito, seja &/ = {Ax}rea uma cobertura aberta de K. Uma vez que,
para cada A € A, AyN X é aberto em X e K C X, temos que a familia
{A\NX}rea constitui uma cobertura aberta de K com respeito a topologia relativa
de X. Assim, se K for compacto em X, teremos A1,...,\; € A, tais que

KC(A)\lﬂX)U"'U(A)\iﬂX)CAAIU---UA)\“

donde K sera compacto em R™.

Reciprocamente, suponhamos que K seja compacto em R" e tomemos uma
cobertura aberta de K em X, € = {Ox}xea. Neste caso, para cada A € A,
tem-se Oy = Ay N X, em que A, é um conjunto aberto de R™. Desta forma,

KclJor=JAnXx)cJAx,

isto é, a familia {A)}rca é uma cobertura aberta de K. Sendo este compacto,
existem Ap,...,A; € A, tais que K C Ay, U---UA,, . Logo,

K C (A)\l U'”UA,\?,,)FWAX:(A>\1 ﬂX)U'-'U(A)\iﬂX)ZO)\lU”-UO)\“
donde se infere que K é compacto em X.

Segue-se destas consideracoes que, em R™, a nocao de compacidade é absoluta,
0 que nos permite chamar seus subconjuntos compactos de espagos (topoldgicos)
compactos.

5. Conexidade

No estudo da diferenciabilidade das funcoes reais de uma variavel, verifica-
se que toda funcao diferencidvel definida num intervalo aberto cuja derivada se
anula em todos os pontos é constante. Esta afirmacdo nao permanece vélida se
dela suprimirmos a palavra “intervalo”. Se considerarmos, por exemplo, a fungao
f:R—{0} = R, tal que f(x) =1 paratodo z >0 e f(z) = —1 para todo z <0,
vemos que f tem, certamente, derivada nula em todos os pontos do seu dominio,
que é um subconjunto aberto de R. No entanto, f néo é constante. A patologia
deste exemplo reside no fato de R — {0} ndo possuir uma propriedade topoldgica
que, em R, s6 os intervalos tém, chamada conexidade, sobre a qual passaremos a
discutir.

DEFINIGAO 15 (c1sAo). Uma cisdo de um conjunto X C R"™ é uma decom-
posicao do mesmo em dois conjuntos disjuntos que sao, ambos, abertos em X, isto
é, tem-se A, B C X C R", tais que:
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e X =AUB;
e ANB =1
e A ¢ B sao abertos em X.

Todo conjunto X C R™ admite uma cisdo. Basta fazer X = X U (. Esta ¢
chamada de cisao trivial.

A decomposigdo R — {0} = (—00,0) U (0, +00) é uma cisdo de R — {0}, pois
(—00,0) e (0,+00) sdo, ambos, abertos em R — {0} (por serem abertos em R).

Seja X = {a,b} C R™, em que a # b. Se considerarmos uma bola
aberta B(a,r), disjunta de {b}, teremos {a} = B(a,r) N X. Logo {a} é aberto
em X. Analogamente, {b} é aberto em X. Segue-se que X = {a} U {b} é uma
cisao de X.

Com um argumento anédlogo ao do pardgrafo anterior, mostra-se que se X C R"
é discreto e possui mais de um elemento, entao toda decomposicao de X determi-
nada por dois conjuntos disjuntos e nao-vazios é uma cisao.

Note que se A e B sao disjuntose X = AUB, entao A=X—-Be B=X—A.
Logo, A e B sao abertos em X se, e somente se, sao fechados em X, isto é, na
definicao de cisao, pode-se trocar “abertos” por “fechados”.

z

PRrROPOSIGAO 19. Uma decomposicao X = AU B de um conjunto X C R™ ¢
uma cisdo se, e somente se, nao hd pontos de aderéncia de A em B ou pontos de
aderéncia de B em A, isto ¢,

X =AUDB é uma cisio & ANB=BNA=04.

DEMONSTRAGAO. Se X = AU B é uma cisdo, entdo A e B sao fechados em
X. Dai e da Proposigao 15, segue-se que A =ANX e B=BNX. Além disso,
A e B sao subconjuntos disjuntos de X, donde

ANB=(ANX)NB=AN(XNB)=ANB=.

De modo anélogo, verifica-se que BN A = 0.
Reciprocamente, suponhamos que se tenha AN B = BN A = (. Entao,

ANX=AN(AUB)=(ANA)UANB)=A

e, igualmente, BN X = B, donde se infere, novamente pela Proposicdo 15, que A
e B s@o, ambos, fechados em X. Logo, X = AU B é uma cisdo. ([

DEFINIGAO 16 (CONEXIDADE). Um conjunto X C R™ é dito conezo se a tnica
cis@o que ele admite é a trivial. Caso contrario, ele é dito desconexo.

Segue-se das consideragbes acima que R — {0} é desconexo, assim como o é
qualquer conjunto discreto de R™ com mais de um elemento. Em particular, toda
esfera de R é desconexa. Para todo a € R™, o conjunto X = {a} é conexo, o que
decorre do fato de este ter apenas dois subconjuntos, o préprio X e o conjunto
vazio.

Convém observar que se A C X é um subconjunto préprio e ndo-vazio que
é aberto e fechado em X, entdo a decomposigdo X = AU (X — A) é uma cisdo
nao-trivial de X. Logo, vale o resultado seguinte.

PROPOSIGAO 20. Um conjunto X C R™ € conezo se, e somente se, 0s inicos
subconjuntos de X que sao abertos e fechados em X sdao o proprio X e o conjunto
Vaz10.
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Dados a,b € R™, o segmento de reta (fechado) determinado por a e b é, por
definicao™, o conjunto
[a,b] = {zx eR™"; 2 =(1—¢t)a+1tb, t €0,1]}.

Diz-se que um conjunto X C R™ é convero quando, para quaisquer a,b € X,
tem-se [a,b] C X (Fig. 9).

Convexo N&o-convexo
FiGura 9

O espaco R"™ €, obviamente, convexo. Toda bola de R™ é também convexa. De
fato, seja B uma bola (aberta ou fechada) de R™ com centro em ¢ e raio r > 0.
Tomando-se a,b € B, z; = (1 —t)a+tb € [a,b] e escrevendo-se ¢ = (1 —t)c+ te,
tem-se xy —c = (1 —1t)(a —c) 4+ t(b—¢). Desta forma,

ler —el <A =t)fla—ell +t]b—c| <A =t)r+ir=r,

sendo que, no caso de B ser uma bola aberta, a ultima desigualdade é estrita.
Logo, x: € B, isto é, [a,b] C B, donde B é convexa(¥).

Dada uma bola B de R2, aberta ou fechada, verifica-se, igualmente, que o
cilindro sélido C = B x R C R3 ¢ convexo. E facil ver também que qualquer
paralelepipedo, subespaco vetorial ou semi-espaco de R™ é um conjunto convexo.

PROPOSICAO 21. Todo conjunto convexo de R™ é conexo.

DEMONSTRAGAO. Tomemos um conjunto convexo X C R™ e suponhamos,
por absurdo, que X = AU B seja uma cisao nao-trivial do mesmo. Dados, entao,
a € A e be B, escrevamos, para cada t € [0,1], ;= (1 —t)a+1tb € [a,b].

Consideremos o conjunto Q = {t € [0,1]; z; € A} e observemos que Q # 0,
pois a = xg € A, isto é, 0 € . Como 2 é limitado, existe s = sup{ e, em
particular, uma sequéncia (fx) em €, tal que ¢, < s e tx — s. Uma vez que
0 é subconjunto de [0,1] e este é fechado, tem-se s € [0,1]. Assim, (%, )ken
é uma sequéncia em A que, pelas propriedades operatérias das sequéncias (vide
Proposigao 6 — Capitulo 1), converge para xz, € [a,b] (Fig. 10). Logo, =5 € A e,
entao, pela Proposigao 19, z; ¢ B. Em particular, s < 1.

Agora, pela defini¢do de supremo, para todo t € (s,1], tem-se x; ¢ A, isto é,
x; € B. Tomando-se, desta forma, uma sequéncia (¢;) em (s, 1] convergindo para

s (t; = s+ =2, por exemplo), teremos x;, — , , isto é, x5 € B. Novamente pela

%

(iV)No caso n = 1, isto é, quando a,b € R, tem-se que o segmento [a,b] coincide com o
intervalo fechado [a,b] se a < b, e com o intervalo fechado [b,a] se b < a.

MUm argumento inteiramente andlogo mostra que qualquer bola de um espaco vetorial
normado é convexa. Em particular, as bolas de R™ relativas a quaisquer normas sao convexas.
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Proposigao 19, x5 ¢ A. Assim, z, ¢ AUB = X, isto é, [a,b] ¢ X, o que contradiz
o fato de X ser convexo. [l

FIGUuRrA 10 Ficura 11

Como coroldrio da demonstracao da Proposi¢ao 21, obtemos o resultado se-
guinte.

PROPOSICAO 22. Toda esfera de R*"1 ¢é um conjunto conezxo.

DEMONSTRAGAO. Tomemos uma esfera S = S[e,r] C R"*! e suponhamos que
S = AU B seja uma cisdo nao-trivial de S. Como S néo é uma esfera de R, pelo
menos um dos conjuntos, A ou B, contém mais de um ponto. Assim, podemos
escolher a € A e b € B, de tal modo que os pontos a, b e ¢ nao sejam colineares,
bastando, para tanto, escolhé-los de tal modo que ¢ # (a +b)/2 (Fig. 11).
Desta forma, podemos definir o conjunto
[%Hs=={y65;y==r

EC L e M}_
|z —cll
Fazendo-se, para cada ¢ € [0, 1],

Ty —C

ytzrm‘f'c, xt:(l—t)a+tb,

tem-se y; € [a,b]s Vt € [0,1]. Sendo assim, considerando-se o conjunto
Q={te0,1]; y: € A},
podemos proceder como na demonstragdo da Proposi¢do 21 (substituindo-se, no

argumento, o conjunto [a,b] por [a,b]s) e concluir, desta forma, que a esfera S é
conexa. 0

Provemos agora uma das afirmacgoes feitas no inicio desta segao.

PROPOSIGAO 23 (CONEXOS DE R). Um subconjunto ndo-vazio de R € conexo
se, e somente se, € um intervalo.

DEMONSTRAGAO. Todo intervalo de R é, obviamente, um conjunto convexo,
portanto, conexo.

Reciprocamente, suponhamos que X C R seja conexo e nao-vazio. Se X
contém apenas um ponto, entdo X é um intervalo (degenerado). Caso contrério,
sejam a,b € X, tais que a < b. Entao, dado ¢ entre a e b, devemos ter ¢ € X.
De fato, se nao fosse assim, fazendo-se A = X N (—o0,¢) e B = X N (¢, +00),
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a decomposicdo X = AU B seria uma cisdo ndo-trivial de X, pois A e B séo,
ambos, abertos nao-vazios de X (note que a € A e b € B). Logo, X é um
intervalo. ([l

EXEMPLO 29. Todo isomorfismo linear T € L(R™) leva conexos de R™ em
conezos de R"™. De fato, seja X C R™ um conjunto conexo ¢ T(X) = AU B
uma cisao de T(X). Neste caso, temos que A = U NT(X), em que U C R™ é
aberto, e, entdo, T~ (A) =T-Y(UNT(X)) =T"Y(U)NT~YT(X))=T"Y(U)NX,
donde T—1(A) é aberto em X, pois (vide Exemplo 14) T-1(U) é aberto em R™.
Analogamente, T-!(B) C X é aberto em X. Além disso,

X=T"YT(X))=T"*(AuB)=T"Y(A)uT *B)

e T A NTYB) = T' (AN B) = T7Y(0) = 0, isto é, a decomposicio
X = T7Y(A) U T }(B) ¢ uma cisio de X. Sendo este conexo, devemos ter
T A) =0 ou T7Y(B) =0, oquenos d& A = ou B = (). Logo, T(X) ¢
COnexo

PROPOSICAO 24. A unido de uma familia arbitrdria de conjuntos conexos de
R™ que tém um ponto em comum € um conjunto conexo.

DEMONSTRAGAO. Seja {Xx}aea uma familia de conexos de R”, tal que
a € X\ VA € A. Ponha X = |JX, e considere uma cisaio X = AU B. Como
a € X, tem-se a € A ou a € B. Suponhamos entao, sem perda de generali-
dade, que a € A. Uma vez que A e B sido abertos em X e, para todo A € A,
X, C X, temos que ANX, e BN X, sao abertos em X, , donde, para todo
AeA Xy=(ANnX))U(BNX,) éuma cisdo de X, . Sendo cada X, conexo,
devemos ter AN X, =0 ou BNX, =0. Porém, a € X, para todo A, o que nos
dd BNX)=10. Logo, B=BnNX=BnJX)\=UX\NB) =0, donde X §é
conexo. ([l

Note que a interse¢ao de conexos nao €, necessariamente, conexa. Tome, por
exemplo, uma esfera e uma reta que passa pelo seu centro.

EXEMPLO 30 (CONEXIDADE DA BOLA MENOS UM PONTO). Seja B uma bola de
R™, aberta ou fechada, centrada na origem. Como aplicacao da Proposigao 24,
provemos que o conjunto X = B — {0} é um conexo de R™ quando n > 1. Por
simplicidade de notacao, consideremos o caso n = 2. Claramente, os conjuntos

o Q1 = {(z1,22) € R* 21,22 > 0} — {(0,0)};

o Q2 = {(x1,22) € R* 21 < 0,22 >0} — {(0,0)};
sao, ambos, convexos. E f4cil ver também que a intersecao de convexos é convexa.
Desta forma, os conjuntos C7; = Q1N B e Cs = Q2 N B sao convexos e, portanto,
conexos (Fig. 12). Como C1NCs é, obviamente, ndo-vazio, segue-se da Proposi¢ao
24 que X1 = C1UCy = {(x1,22) € X; x5 > 0} é conexo. Analogamente, o conjunto
Xo ={(x1,22) € X; 22 <0} é conexo. Uma vez que

X=XjUXs e XiNnX;= {(!,Cl,mg) € X; xo :0} 75(2),

infere-se da Proposicao 24 que X é conexo.
EXEMPLO 31 (UNIAO DISJUNTA E CONEXA). Sejam p = (1,0) € R? e (x}) uma

sequéncia em S — {p} C R2, tais que zp — p. Uma tal sequéncia existe, pois
nenhum ponto de S* ¢é isolado (vide Exercicio 12). Para cada k € N, considere
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FIGURA 12 FiGura 13

o segmento Xj = [0,zx] C R? (Fig. 13). Cada Xj ¢é conexo e (X = {0}.
Logo, pela Proposicao 24, X = |J Xy é conexo. Consideremos, agora, o conjunto
C = X U{p} C R? e provemos que, contrariamente & nossa intuigao, C' é conexo.
Para isto, observemos inicialmente que a uniao que define C, apesar de ser disjunta,
nao é uma cisdo, pois xp — p, isto é, p € X. Desta forma, uma cisdo de C &,
necessariamente, da forma C' = (AU{p})UB, emque A, BC X, A#( e AU{p}
e B sao disjuntos e abertos em C. Em particular, tem-se X = AUB ¢ ANB = ().
Agora, uma vez que X C C, A= (AU{p})NX e B=BNX, temos que A e
B sao, ambos, abertos em X. Sendo este ltimo conexo, isto implica que B = e
A= X, donde C é conexo (compare com o resultado do Exercicio 22).

DEFINIGAO 17 (COMPONENTE CONEXA). Dado um conjunto X C R™, a com-
ponente conera de um elemento z € X, a qual denotamos por C,, é a uniao de
todos os subconjuntos de X que sao conexos e contém z.

Infere-se da Proposicao 24 que, para quaisquer X C R™ e z € X, o conjunto
C, é conexo. Além disso, é imediato da definicao que C, é o maior subconjunto
conexo de X que contém x, isto é, se C' é um subconjunto conexo de X e z € C,
entao C' C C,, . Dai, segue-se que X se exprime como uma uniao disjunta de suas
componentes conexas, isto é,

X=JC e CnC#0 = C.=C,.
reX

De fato, se y € Cy, entao C, C Cy, donde x € Cy e, portanto, C, C C, , ou
seja, Cp = Cy. Assim, duas componentes conexas de X sao disjuntas ou iguais.

Se X ¢ conexo, entio Cp = X Vo € X. E fdcil ver também que R — {0}
tem duas componentes conexas, C_; = (—00,0) que é a componente conexa de
qualquer real negativo, e C; = (0,400), que é a componente conexa de qualquer
real positivo. Observe ainda que se X é um conjunto discreto, C, = {z}Vz € X.

Aplicaremos agora a no¢ao de componente conexa para caracterizar os conjun-
tos abertos de R, conforme a proposicao seguinte.

PROPOSIGAO 25 (CARACTERIZAGAO DOS ABERTOS DE R). Todo conjunto aberto
e nao-vazio de R se exprime como uma unido disjunta, finita ou enumerdvel, de
intervalos abertos.
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DEMONSTRAGAO. Seja A C R um conjunto aberto e ndo-vazio. Uma vez que
0s lunicos subconjuntos conexos e nao-vazios de R sao os intervalos, cada com-
ponente conexa de A é um intervalo I,, = € A. Ademais, cada intervalo I, é
aberto, pois se tivéssemos um extremo a de I, no conjunto A, existiria um inter-
valo aberto J contendo a e contido em A. Neste caso, I, U.J seria um intervalo
contendo I, propriamente e contido em A, o que vai de encontro ao fato de I,
ser uma componente conexa de A.

Assim, o conjunto das componentes conexas de A, A = {I,; x € A}, constitui-
se de intervalos abertos e disjuntos que decompoem A. Resta-nos, entao, mostrar
que A é finito ou enumeravel. Para tanto, basta observarmos que, devido a den-
sidade de Q em R, para cada = € A, existe um racional ¢, no intervalo I,. A
associacao I, +— ¢, define, claramente, uma aplicacdo bijetiva de A num subcon-
junto de @Q, donde se infere que A é, de fato, finito ou enumeravel. O

Em conclusao, gostariamos de salientar que em R, assim como a compacidade,
a conexidade é um conceito absoluto, nao relativo. Isto segue-se do fato de, na
definicao de conjunto conexo, fazer-se referéncia apenas a topologia do mesmo e
nao a de R™. Por esta razao, os subconjuntos conexos de R™ podem ser chamados
de espagos (topoldgicos) conezos.

6. Espacos Topolégicos

Relembremos que um espacgo topoldgico é um par (X,7), em que X é um
conjunto e 7 é uma familia de subconjuntos de X, chamados de abertos, que
satisfazem as condigOes seguintes:

i) O conjunto X e o conjunto vazio sdo elementos de T;
ii) a interse¢do de uma subfamilia finita de 7 é um elemento de 7;

iii) a unido de uma subfamilia qualquer de 7 é um elemento de 7.
A familia 7 é dita, entdo, uma topologia em X.

Relembremos ainda que, a exemplo de R™ (munido de uma métrica), em todo
espago métrico (M, d) existe uma topologia natural, 74, determinada pela métrica
d. Neste caso, (M,74) é dito um espago topolégico metrizdvel e a topologia 74
é dita proveniente de d. Ha, no entanto, inimeros espagos topolégicos que nao
sdo metrizdveis, isto é, espagos topoldgicos (X,7) em que a topologia 7 nao é
proveniente de métrica alguma de X (vide Exercicio 28). Este fato estd ligado &
nocao de espaco de Hausdorff.

Um espago topoldgico (X, 1) é dito de Hausdorff se, para quaisquer dois pontos
distintos de X, a e b, existem abertos disjuntos, A, Ay € 7, tais que a € A; e
be Ay.

Todo espaco topolégico metrizavel (M,74) é de Hausdorff, pois, dados
a,b € M, tomando-se r = d(a,b)/2, tem-se que os abertos A; = B(a,r) 3> a
e Ay = B(b,r) 3 b sdo, claramente, disjuntos. Assim, uma condigdo necesséria
(mas nao suficiente) para um espago topoldgico ser metrizével é a de que ele seja
de Hausdorff.

Chama-se, entao, Topologia a teoria que estuda os espagos topolégicos. Um
dos aspectos de grande relevancia da Topologia é o de que os espagos topoldgicos
constituem os ambientes gerais em que se pode tratar a questao de convergéncia
de sequéncias, isto é, esse conceito se estende (conforme sugerido pelo contetido da
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Proposigao 11) dos espagos métricos para os espagos topoldgicos. Mais especifica-
mente, diz-se que uma sequéncia (zy)reny num espago topoldgico (X, 7) converge
para a € X se cumpre a seguinte condigao:

Para toda vizinhanga V de a, existe kg € N, tal que k > kg =z € V.

Por wvizinhanca de a € X, entenda-se um conjunto V' C X que contém um
aberto A 3 a de 7. Neste caso, diz-se que a é um ponto interior a V e denota-se
o conjunto dos pontos interiores de V' C X por int V.

Uma vez que, intuitivamente, convergir significa “estar cada vez mais préximo”,
uma topologia num conjunto X pode ser vista como uma abstragao do conceito
de proximidade. Deve-se observar, entretanto, que essa “proximidade abstrata” é
pontual, isto é, ela diz respeito a certos pontos de X estarem “préximos” de um
outro, o qual foi predeterminado. J4 a nogao de proximidade, entre si, dos pontos
de uma sequéncia, nao se caracteriza topologicamente, isto é, ela nao se estende
dos espagos métricos aos espagos topoldgicos (vide Exercicio 29). Em suma, o con-
ceito de convergéncia — o mais fundamental da Anélise — é métrico e topoldgico,
enquanto o de sequéncia de Cauchy é métrico e nao-topoldgico.

Do ponto de vista da Anélise em R"™, deve-se notar que a complexidade das
fungoes de mais de uma varidvel, comparadas aquelas de uma tnica, reside no fato
de a topologia usual de R™, isto é, aquela proveniente da métrica euclidiana, ser
mais rica que a de R quando n > 1. Sejamos mais claros quanto a isto.

Conforme constatamos na Proposigao 25, os tinicos abertos (da topologia usual)
de R sao aqueles dados por uma uniao finita ou enumeravel de bolas abertas —
intervalos abertos, no caso —, duas a duas disjuntas. Os abertos de R", n > 1,
todavia, nao admitem essa caracterizagao. Para vermos isto, basta considerarmos
uma bola aberta qualquer de R?, por exemplo. Deformando-a convenientemente,
obtemos facilmente um aberto deste espago que nao é uma bola aberta ou uma
unido disjunta, finita ou enumerdvel, destas (Fig. 14). Note que uma deformagao
qualquer de uma bola de R produz nada mais que uma outra bola.
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Outra maneira de se obter abertos de R™ a partir de bolas abertas, consiste
em remover destas uma quantidade finita de pontos. Neste caso, quando n > 1,
obtém-se um aberto que, claramente, nao é uma bola aberta ou uma uniao disjunta,
finita ou enumeravel, de bolas abertas. No entanto, quando n = 1, obtém-se dai
uma uniao disjunta de uma quantidade finita de bolas abertas.

Desta forma, podemos dizer que quando n > 1, ha na topologia usual de R"
uma diversidade de abertos que nao hé na de R.

No que concerne a classificagao dos espagos topoldgicos, esta é feita, como es-
perado, via bijegoes entre estes que preservam as suas devidas estruturas. Para
tanto, estas bijecoes devem ser aplicacoes abertas cujas inversas sao também aber-
tas. Mais precisamente, diz-se que dois espagos topoldgicos (Xi1,71) e (X2, 72)
sdo homeomorfos quando existe um homeomorfismo entre os mesmos, isto é, uma
bijecao ¢ : X7 — X5, tal que, para quaisquer abertos A; € 7y, As € 1o, tem-se
(p(Al) €Ty € (p_l(Ag) €T

E imediato que sao homeomorfismos:
e A aplicagao identidade de um espaco topolégico;
e a inversa de um homeomorfismo;
e a composta de homeomorfismos;

donde se conclui que “ser homeomorfo a” é uma relacdo de equivaléncia na classe
dos espagos topoldgicos.

As nogoes de conjunto fechado, topologia relativa, conjunto compacto e con-
junto conexo introduzem-se em espagos topoldgicos de forma andloga a que fizemos
em R". Um subconjunto de um espago topoldgico (X,7) munido da topologia
relativa a 7 é dito um subespago topoldgico de X. Verifica-se, entdo, que, como
em R", compacidade e conexidade sao conceitos absolutos, isto é, sao intrinsecos
aos subespacos e nao relativos aos espagos que os contém. Assim, dizemos que um
espago topoldgico (X,7) é compacto se toda cobertura (que, neste caso, é uma
decomposigdo) de X por abertos de 7 admite uma subcobertura finita, e conezo
se a Unica cisdo (por meio de abertos de 7) que admite é a trivial.

Pelas consideragoes do Exemplo 14, tem-se que todo isomorfismo linear de R™
em si mesmo é um homeomorfismo. Além disso, com os mesmos argumentos dos
exemplos 27 e 29, em que se prova que tais isomorfismos levam compactos em
compactos e conexos em conexos, obtém-se o resultado seguinte.

TEOREMA 10. Sejam X e Y espagos topoldgicos homeomorfos. Entao,
e X ¢ compacto se, e somente se, Y € compacto.

e X ¢ conexo se, e somente se, Y € conexo.

O Teorema 10 estabelece, entdo, a invariancia das propriedades de compacidade
e conexidade por homeomorfismos, constituindo-se, desta forma, num instrumento
para distinguir espacos topoldgicos. Dele se infere, por exemplo, que o espagco R"
nao é homeomorfo a uma esfera, uma vez que esta é compacta e R™ nao é compacto.
Um argumento semelhante mostra também que uma bola aberta de R? nio é
homeomorfa a um intervalo aberto de R. De fato, se houvesse um homeomorfismo
¢ : B(xg,7) CR? — (a,b) C R, entdo ¢ : B(xg,7) — {zo} — (a,b) — {¢(z0)} seria
também um homeomorfismo (vide Exercicio 30). Isto, porém, contradiz o Teorema
10, pois B(zg,r) —{zo} é conexo (vide Exemplo 30) e (a,b) —{p(zo)} é desconexo.
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FiGura 15

A intuicdo geométrica nos diz que, em R", abertos relativos de curvas ou su-
perficies sdo invariantes por deformagoes (Fig. 15). Sendo assim, enquanto espagos
topoldgicos, duas curvas ou superficies de R™ que sao obtidas uma da outra através
de uma deformacao sdo homeomorfas, como, por exemplo, uma reta e uma parabola
de R? ou uma esfera e um elipsoide de R? (vide Exercicio 30). Conforme men-
cionamos a introducao deste capitulo, este fato remete as origens da Topologia e
justifica a sua designagao de geometria da folha de borracha.

7. Topologia < Algebra (%)

A fim de ilustrar a riqueza e generalidade da Topologia, bem como da Algebra,
faremos um interessante intercambio entre estas teorias apresentando uma demons-
tragao topoldgica de um teorema algébrico e uma demonstracao algébrica de um
teorema topoldgico.

7.1. Topologia e a Infinitude dos Nimeros Primos. Iniciemos, pois, exi-
bindo uma bela demonstragao da infinitude dos niimeros primos usando argumentos
topolégicos. Ela é devida ao matemético israelense Harry Furstenberg (1935— ),
que a publicou em 1955 (vide [10]).

Designemos por P C N o conjunto dos ntimeros primos, isto €, aqueles que
possuem dois, e somente dois, divisores em N.

TEOREMA 11. P € um conjunto infinito.

DEMONSTRAGAO. Dados a € Z e r € N, defina
Bla,r)={z€Z;z=a+kr, keZ}

e note que, para quaisquer a € Z e r,s € N, B(a,sr) C B(a,r).

Diremos, entdo, que um conjunto A C Z é aberto se, para todo a € A, existe
r € N, tal que B(a,r) C A. Vejamos que, com esta defini¢io, o conjunto 7,
formado pelos abertos de Z, definem neste uma topologia.

Com efeito, é imediato que Z e o conjunto vazio (por vacuidade) sdo abertos.
Segue-se também diretamente da definicao que a unido arbitraria de conjuntos
abertos é aberta. Agora, se Ay, Ay s@o abertos nao-disjuntos e a € A; N As, entao



70 2. O ESPACO TOPOLOGICO R"

existem ri,7m9 € N, tais que B(a,r1) C A1 e B(a,r2) C Ay. Logo, B(a,r172) C
A1 N Ay, implicando que A; N As é aberto. Por inducéo, conclui-se facilmente que
a intersecao finita de abertos é aberta, donde 7 é uma topologia em Z.
Destaquemos duas propriedades especiais desta topologia. Primeiro, cada con-
junto aberto e nao-vazio é infinito, pois contém algum conjunto B(a, ), que, por
sua vez, é infinito. Segundo, para quaisquer a € Z e r € N, B(a,r) é, eviden-
temente, aberto. Porém, é também fechado. Para vermos isto, basta notarmos

ue
q r—1

Z — B(a,r) = U B(a+1,71).
i=1
Assim, o complementar de B(a,r) em Z é aberto (pois é dado por uma unido de
abertos). Logo, B(a,r) é fechado.
Agora, exceto 1 e —1, cada inteiro a admite um divisor primo p, isto é,
a € B(0,p) para algum primo p € P. Desta forma, podemos escrever

Z-{-1,1} = | J B(0,p),
peP
donde se infere que P deve ser infinito. Caso contririo, o conjunto Z — {—1,1}
seria fechado (por ser uma unido finita de fechados) e {—1,1} seria, entdo, aberto.
Isto, porém, contradiria o fato de os abertos de 7 serem todos infinitos. O

7.2. O Teorema do Fecho-Complemento de Kuratowski. Dado um es-
pago topolégico (X, 7), designemos por M o conjunto formado por todos os ope-
radores (fungoes) f: P(X) — P(X), em que P(X) é o conjunto das partes de X,
isto é, aquele formado por todos os subconjuntos de X.

O curioso resultado que apresentaremos a seguir, estabelecido em 1922 pelo
matematico polonés Kazimierz Kuratowski (1896-1980) (vide [16]), envolve espe-
cialmente dois desses operadores, o complemento e o fecho, dados respectivamente
por

A= X—-A e A=A, AcP(X).

TEOREMA DO FECHO-COMPLEMENTO (KURATOWSKI). Sejam (X,7) um es-
pago topoldgico e A C X um subconjunto arbitrdrio de X. Entdo, aplicando-se a
A sucessoes aleatdrias de fechos e complementos, € possivel obter no mdzrimo 14
subconjuntos de X que sejam distintos entre si. Além disso, existem um espaco to-
poldgico X e um subconjunto A deste, em que o limite mdximo de 14 subconjuntos
distintos € atingido.

Para uma devida demonstragdo do Teorema do Fecho-Complemento e conse-
quente clarificacdo do misterioso nimero 14 que aparece em seu enunciado, faz-se
natural uma abordagem algébrica. Isto se dd a partir da observagao de que o
par (M,o), em que o denota a composicdo em M, compde um monoide") cujo
elemento neutro é o operador identidade de P(X), o qual denotaremos por e.

Mais especificamente, dados f,g € M, definindo-se o produto fg= foge M,
tem-se, para quaisquer f,g,h € M,

(M)Um monoide é uma estrutura algébrica que consiste de um conjunto ndo-vazio e uma
operacdo bindria associativa, neste definida, que possui um elemento neutro. Deve-se observar que
a estrutura de monoide é mais fraca que a de grupo, pois prescinde da propriedade de existéncia
do elemento inverso.
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e (fg)h = f(gh) (associatividade);
e fe=ef = f (existéncia de elemento neutro).

Neste contexto, adotam-se as notacdes f¥, para a composta fo fo---o f
(k vezes), e fO =e.
Denotemos por a e b, respectivamente, os operadores complemento e fecho,
isto é, dado A C X, tem-se
a(lA) =X - A e b(A) = A4,
e observemos que estes tém as seguintes propriedades:
i) a? = ¢;
i) b2 =;
iii) ¢ = aba;
em que i é o operador interior: A~ int A, AC X.

As propriedades (i) e (ii) sdo evidentes. Quanto a (iii), basta observarmos
que (vide Proposigao 12-(ii)) i(A) = X — X — A = a(X — A) = a(b(a(A)), donde
1 = aba.

E imediato que o conjunto K C M, de todos os produtos cujos fatores sdo a ou
b, é também um monoide (dito, de Kuratowski), pois a®> = e € K. A demonstragio
do Teorema do Fecho-Complemento reduz-se, desta forma, a mostrar que K possui,
precisamente, 14 elementos.

Com isto em mente, definimos uma relagdo de ordem parcial em K da seguinte
forma: Dadas f,g € K, dizemos que f < g se, para todo A C X, f(A) C g(A).
Tem-se, por exemplo, que i < e < b, pois, para todo A C X,

i(A)=int AC A=e(A) C A=>b(A).
Dados f,g € K, verificam-se, entao, as seguintes propriedades:
iv) f<g e g<f = f=g;
v) f<g = bf <bg;
vi) f<g = ag<af.
DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DO FECHO-COMPLEMENTO. Adotemos a no-

tagdo introduzida acima e observemos que, pelas propriedades (i) e (ii), todo ele-
mento de K se exprime de uma das seguintes formas:

(13) e, a, b, (ab)*, (ba)*, (ab)*a, (ba)",
em que k € N.

Suponhamos, entdo, que valha a igualdade
(14) bab = (ba)>b.
Multiplicando-se ambos os seus membros("'") por a & esquerda ou & direita, obtém-
se, em cada caso, as respectivas igualdades
(ab)?® = (ab)* e (ba)? = (ba)*.

(Vii)Aqui, estamos usando a seguinte propriedade: f,g € M e f=g = hf =hg e fh=
ghVh € M.
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Dai, segue-se que existem 3, e somente 3, elementos distintos de K que se escrevem
como (ab)¥, quais sejam, ab, (ab)?> e (ab)®. Analogamente, existem apenas trés
elementos distintos de K que se escrevem como (ba)* e o mesmo ocorre com os
produtos da forma (ab)*a. Finalmente, devido & igualdade (14), os produtos da
forma (ba)*b produzem apenas dois elementos distintos de K, bab e (ba)2b.

Considerando-se, desta forma, a lista (13), vé-se que, uma vez verificada a
igualdade (14), pode-se concluir que K tem 14 elementos. Especificamente,

K = {e,a,b,ab, (ab)?, (ab)?, ba, (ba)?, (ba)?, aba, (ab)*a, (ab)>a, bab, (ba)?b}.

Provemos, entdo, a validez de (14). Para tanto, observemos que, pela proprie-
dade (iii), acima, tem-se
(ab)® = (aba)(bab) = i(bab),

donde (ab)? < bab, ji que i < e. Agora, partindo-se da desigualdade i < b, obtém-
se, de (ii) e (v), ib < b> = b. Daf e de (vi), tem-se ba < iba. Desta desigualdade e
de (v), obtém-se, finalmente, bab < i(bab) = (ab)3. Portanto, pela propriedade (iv),
vale a igualdade (ab)® = bab, da qual se obtém (14) por multiplicacdo & esquerda
por b.

Para concluirmos a demonstrac¢ao, tomemos como espago topoldgico (X, 7) o
conjunto dos numeros reais R munido de sua topologia usual e consideremos o

conjunto A=(0,1)U(1,2)u{3tu(@Q@n[4,5]) CR.

Aplicando-se a A cada um dos 14 operadores do monoide de Kuratowski K,
obtém-se 14 conjuntos distintos entre si, conforme ilustrado na Tabela 1.

OPERADOR f CONJUNTO f(A)
e (0,1)U(1,2)u{3tU(Q@n[4,5])
a (=00, 0] U{1} U[2,3)U(3,4) U((R—Q)N[4,5]) U (5, +c0)
b [0,1]U[L,2] U{3}U4,5]
ab (—00,0) U (2,3) U (3,4) U(5,+00)
(ab)? (0,2) U (4,5)
(ab)3 (—00,0) U (2,4) U (5, +00)
ba (—00,0] U {1} U[2,4+00)
(ba)? [0,2]
(ba)? (—00,0] U [2, +0)
aba (0,1)U (1,2)
(ab)?a (—00,0) U (2, +00)
(ab)®a (0,2)
bab (—00,0] U [2,4] U [5,400)
(ba)?b [0,2] U [4, 5]




10.

8. EXERCICIOS 73

8. Exercicios

Secoes 1 e 2

Mostre que, para todo X C R", int X é aberto e contém qualquer aberto que
esteja contido em X.
Dados subconjuntos X,Y de R", verifique as seguintes relagoes:

i) int(XNY)=int X N intY;

i) int(XUY)Dint X U intY;

iii) XUY = X UY;

iv) XNY cXnY.
Exiba exemplos em que as inclusoes dos itens (ii) e (iv) nao se reduzam a igual-
dades.

Mostre que A C R™ é aberto se, e somente se, ANX C ANX para todo
X CR"™.

Sejam F C R™ um conjunto fechado e r > 0. Prove que
X ={z eR" ||z —a|| =r para algum a € F}
é um subconjunto fechado de R".

Prove que todo subespaco vetorial proprio de R™ é fechado e tem interior vazio.

Dada T € L(R™,R™), mostre que:
i) Para todo aberto A de R™, T—1(A) é um aberto de R™;
ii) para todo fechado F de R™, T~!(F) é um fechado de R".

Prove que:
i) Toda aplicagdo linear injetiva T : R™ — R**™ ¢ fechada;
ii) toda aplicagao linear sobrejetiva T : R**™ — R™ ¢ aberta.
Sejam X e Y subconjuntos de R™ e R™, respectivamente. Considere o resul-

tado do Exercicio 6 e mostre que:

i) X xY é um subconjunto aberto de R™ x R™ se, e somente se, X e Y sédo
abertos;

ii) X xY é um subconjunto fechado de R™ x R™ se, e somente se, X e Y
sao fechados.
Prove que cada um dos seguintes conjuntos:
i) Ay ={T € L(R",R™); T ¢ injetiva};
ii) Ay ={T € LR™,R™); T ¢é sobrejetiva};
¢ um aberto de L(R™,R™).

Mostre que a fronteira de todo aberto de R™ tem interior vazio.
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Seja a um ponto isolado de um conjunto fechado F C R™. Suponha que F'—{a}
é nao-vazio e prove que existe r > 0, tal que

i) B(a,r)NF = {a};
ii) Sla,r]NF # 0.

Mostre, através de um contra-exemplo, que a hipdtese de F' ser fechado é ne-
cessaria.

Prove que nenhum ponto de S™ C R**+! ¢ isolado.
Secgao 3

Mostre que a familia dos abertos relativos de um conjunto X C R™ define uma
topologia em X.

Prove que todo conjunto X C Z™ é aberto e fechado relativamente a Z".

Dados um subconjunto X de R™ e F' C X, mostre que F' é fechado em X se,
e somente se, existe um fechado G C R™, tal que FF =GN X.

Secao 4

[eN

Sejam X C R™ e Y C R™. Considere o Exercicio 8 e prove que X X Y
compacto se, e somente se, X e Y sao compactos.

Mostre que a fronteira de todo conjunto limitado de R™ é compacta.

[N

Sejam T € L(R™, R™) e K C R™ um conjunto compacto. Mostre que T(K)
compacto.

Seja X um subconjunto de R"™, tal que, para todo compacto K C R*, X NK
é compacto. Prove que X ¢é fechado.

Seja K C R™ compacto e & = {A)}rea uma cobertura aberta de K. Mostre
que existe € > 0 (dito um ndmero de Lebesque de o), tal que, para todo = € K,
B(z,€) C Ay para algum X € A.

Use o Teorema dos Compactos Encaixados para provar o Teorema de Baire: A
interse¢ao de uma familia enumeréavel de abertos densos de R™ é densa em R".
Conclua que a unido de uma familia enumerével de subconjuntos fechados e de
interior vazio de R™ tem interior vazio.

Secao 5
Suponha que X C R” seja conexo e que X C Y C X. Prove que Y é conexo.
Conclua, entao, que:

i) O fecho de um conjunto conexo é conexo;

ii) as componentes conexas de um subconjunto X de R™ sao fechadas em X.

Prove que o conjunto formado pelas matrizes invertiveis de ordem n, I(n), é
desconexo.
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Seja X C R", tal que X # (). Mostre que 0X = se, e somente se, X = R",

Sejam X,Y C R™ conjuntos conexos. Prove que se 0X C Y, entao X UY §é
conexo.

Seja {Xj}ren uma familia enumerdvel de conjuntos conexos de R™, tal que,
para todo k € N, Xy N Xpy1 # 0. Prove que X =J Xy é conexo.

Prove o Teorema da Alfdndega: Seja C' C R™ um conjunto conexo e X C R”
um conjunto arbitrario. Se C contém pontos de X e de R™ — X, entao C
contém algum ponto da fronteira de X.

Secao 6

Seja 7 afamilia de subconjuntos de R™ formada pelo conjunto vazio e pelos com-
plementares dos subconjuntos finitos de R™. Mostre que 7 define em R™ uma
topologia, dita do complementar finito, e que (R™,7) é um espago topoldgico
nao-metrizavel por nao ser de Hausdorff. Mostre também que, em (R™,7), todo
subespago (topoldgico) é compacto e todo subespago infinito é conexo.

Sejam Ry o conjunto dos niimeros reais positivos, d a métrica euclidiana de R
e d' a métrica de Ry definida por d'(z,y) = d(1/z,1/y) (vide Exercicio 23 —
Capitulo 1). Prove que a topologia de Ry proveniente de d coincide com aquela
proveniente de d’. Em seguida, prove que a sequéncia (1/k)reny é de Cauchy
em (R4 ,d), porém nao é de Cauchy em (Ry ,d’).

Sejam X um subconjunto de R™ e ¢ : R®™ — R™ um homeomorfismo. Prove que
olx : X = ¢(X) é um homeomorfismo. Conclua, entdo, que sao homeomorfos
os seguintes subconjuntos de R3 (Fig. 16):

i) Aesfera S={(z,y,2) e R} 22 +¢y> + 22 =1};
ii) o elipsoide E = {(z,y,2) € R3; ax?® + by? + c2®> =1, a,b,c > 0}.

S
E

FIGura 16






CAPITULO 3
Aplicagoes Continuas

Do ponto de vista geométrico, o conjunto dos nimeros reais, R, é o continuum
formado pelos pontos de uma reta. Desta forma, ao considerarmos uma funcao
f, de varidvel real x e que toma valores em R, é natural nos perguntarmos se,
quando x varia ao longo do continuum, isto é, passa de um ponto a outro sem
“pular” nenhum, o mesmo acontece com f(x). No caso afirmativo, a funcao f é
dita continua.

Mais precisamente, a continuidade de uma funcdo f : R — R exprime-se
através da propriedade — para todo a € R, pode-se ter f(z) arbitrariamente
préximo de f(a), desde que se tome z suficientemente préximo de a.

Em seu Cours d’analyse, publicado em 1821, o matemdtico francés Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) estabeleceu pardmetros de organizagdo e conceituagao
em Anadlise, os quais culminaram numa abordagem — proposta por Karl Wei-
erstrass (1815-1897) — denominada aritmetiza¢do da Andlise, segundo a qual, a
fundamentagao desta teoria reduz-se a fundamentagao dos nimeros reais. Como
consequéncia, introduziram-se os célebres € e §, que, dito de forma simples, tradu-
zem matematicamente as expressoes “arbitrariamente préximo” e “suficientemente
préximo” do paragrafo anterior.

Sob esta 6tica, introduziremos neste capitulo os conceitos de continuidade e
limite de aplicagoes entre espacos euclidianos. Constataremos, entao, que estes
conceitos sao topoldgicos, fato que concede as aplicagoes continuas, em Topologia,
o mesmo status das aplicagoes lineares em Algebra Linear, isto é, pode-se dizer que
a Topologia é o estudo dos espagos topoldgicos e das aplicagoes continuas entre os
mesmos. Neste contexto, veremos que as propriedades topoldgicas de compacidade
e conexidade sao preservadas por aplicagoes continuas e que homeomorfismos sao
bije¢bes continuas cujas inversas sdo também continuas. Concluiremos, entao, fa-
zendo uma breve apresentacao do Teorema de Borsuk-Ulam, o qual constitui um
belo resultado da Topologia envolvendo o conceito de continuidade.

1. Continuidade em R"

Dados conjuntos X C R" e Y C R", diz-se que uma aplicagao f: X — Y ¢é
continua no ponto a € X se, para todo € > 0, existe d > 0, tal que

(15) reX e le—a| <5 = [f@)-fa)l <e.

Diz-se que f é continua quando é continua em cada um dos pontos de X.
Note que a implicacao (15) é equivalente a cada uma das seguintes afirmagoes

(Fig. 1):
e x€B(a,0)NX = f(x)e€ B(f(a),e)NY;
e f(B(a,0)NnX) C B(f(a),e)NnY.

7



78 3. APLICACOES CONTINUAS

Ficura 1

Dado X C R", verifica-se facilmente que s@o continuas:
e A aplicagio identidade de X;
e qualquer aplicagdo constante f: X — Y C R™;

e a restricdo, a um subconjunto de X, de qualquer aplicagao continua
f: X—=>YCR™

EXEMPLO 32. Se a € X C R™ é um ponto isolado de X, entdo qualquer
aplicagao f: X — Y C R™ é continua em a. Com efeito, sendo a isolado, existe
6 >0, tal que B(a,0) N X = {a}. Logo, para todo € > 0,

f(B(a,6) N X) = f({a}) = {f(a)} C B(f(a),e)NY,
donde f é continua em a. Em particular, se X for discreto, toda aplicacdo
f: X — R™ é continua.

Observemos que o conceito de continuidade em R"™, conforme introduzido,
estende-se facilmente aos espagos métricos, em particular, aos espacos vetoriais
normados. Também é facil ver que a continuidade de uma aplicagao entre espacos
vetoriais normados nao é afetada quando se substituem suas normas por outras que
lhes sejam respectivamente equivalentes.

EXEMPLO 33 (NorMAs). Toda norma || || definida num espago vetorial V é
uma fungdo continua. De fato, fazendo-se f(x) = ||z||, = € V, tem-se, para todo
a eV, |f(x) = fla) = |||z = llall| £ |l — a||. Logo, dado € > 0, fazendo-se

0 =€, obtém-se ||z —a| <0 =|f(z)— f(a)|] <e¢, isto é, f é continua.

EXEMPLO 34 (APLICAQOES LINEARES). Dados a € R™ e T € L(R",R™),
T # 0, tem-se, para todo z € R", |[Tz — Tal = ||[T(x —a)|] < |T||lz — al.
Assim, dado € > 0, tomando-se 0 = ¢/||T||, para todo x € R™ satisfazendo
|z — al| <6, tem-se | Tx —Tall <e. Logo, T é continua.

Uma aplicagdo f: X C R" - Y C R™ que nao é continua em a € X é dita
descontinua neste ponto.

Assim, uma funcao f: X CR™ - Y C R™ é descontinua em a se

Vo >0,3e>0,2 € X, taisque ||z —al <d e [[f(z)— fla)|| >
ExempPLO 35. A funcao f:R™ — R, definida por
1

1 se x =0,

se x#0
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nao é continua em z = 0. Com efeito, dado = € R™ satisfazendo 0 < ||z|| < 1/2,
temos que ﬁ > 2. Logo,

1 1
If(x)—f(O)I—‘kU”—l‘>$”—1>1-

Desta forma, tomando-se € = 1, para todo § > 0, existe um = € R", tal
que ||z < 0 e |f(x) — f(0)] > e Basta tomar z € R™ — {0} satisfazendo
lz]| < min{d,1/2}.

TEOREMA 12 (CARACTERIZAGAO TOPOLOGICA DA CONTINUIDADE). Uma apli-
cagao f : X CR" - Y C R™ € continua em a € X se, e somente se, para
toda vizinhanga V de f(a) em Y, f~Y(V) é uma vizinhanca de a em X. Em

particular, f € continua se, e somente se, para todo aberto U de Y, f~Y(U) ¢
aberto em X.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que [ seja continua em a € X. Dada uma
vizinhanga V de f(a) em Y, temos que existe ¢ > 0, tal que B(f(a),e)NY CV
(Coroldrio 1 — Capitulo 2) e, pela continuidade de f em a, para este e, existe
§ >0, tal que f(B(a,6)NX)C B(f(a),e)NY C V. Logo, B(a,0)NX C f~YV),
donde f~}(V) é uma vizinhanga de a em X.

Reciprocamente, suponhamos que, para toda vizinhanga V de f(a) em Y,
f71(V) seja uma vizinhanga de a em X. Neste caso, dado € > 0, fazendo-se
V = B(f(a),e) NY, temos que f~1(B(f(a),e)NY) é uma vizinhanga de a em
X. Desta forma, existe § > 0, tal que B(a,8) N X C f~Y(B(f(a),e)NY), isto é,
f(B(a,0) N X) C B(f(a),e)NY. Logo, f ¢ continua em a.

Observemos agora que todo conjunto U C Y, aberto em Y, é uma vizinhanga
de cada um de seus pontos. Logo, pelo estabelecido, f : X — Y serd continua
se, e somente se, para cada tal U, o conjunto f~1(U), quando nao-vazio, for uma
vizinhanga, em X, de todos os seus pontos, isto é, se, e somente se, f~1(U) for
aberto em X. Isto prova a ultima asser¢ao do enunciado do teorema e conclui a
sua demonstragao. (I

O Teorema 12 sugere a definicao de aplicacao continua entre espacos topoldgi-
cos, isto é, dados espagos topoldgicos X, Y, diz-se que uma aplicacdo f: X — Y
é continua num ponto a € X se, para toda vizinhanca V de f(a) em Y, f~1(V)
é uma vizinhanga de a em X.

OBSERVACQAO 11. No enunciado do Teorema 12, pode-se substituir “aberto”
por “fechado”, isto é, pode-se afirmar que: f: X C R* - Y C R™ ¢ continua
se, e somente se, para todo fechado F de Y, f~Y(F) € fechado em X . Para
provarmos isto, basta notarmos que, pelo Teorema 12, f é continua se, e somente
se, para todo subconjunto fechado F de Y, f~1(Y — F) C X é aberto em X.
Porém, f~Y(Y —F) = f~Y(Y) - fY(F) = X — fYF), isto é, f7H(Y —F) ¢
aberto em X se, e somente se, f~1(F) é fechado em X.

Segue-se das consideragoes do Exemplo 33 e da Observagao 11 que toda esfera
S de um espago vetorial normado (V, || ||), de raio r > 0 e com centro na origem,

é fechada. De fato, a funcdo f(x) = ||z||, z € V, é continua e {r} C R é fechado.
Logo, S = f~1({r}) é fechado em V.

Dados a € R e uma funcao continua, f:X C R™ — R, facamos
Up={z€X; f(zx)>a}, Uo={zeX; f(zx)<a} e F={x€X; f(z)=a}.
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Uma vez que Uy = f~(a,+0), Uy = f~(—o00,a) e F = f~({a}), segue-
se do Teorema 12 que, relativamente a X, U; e U, sao abertos, enquanto F é
fechado.

Conforme vimos assinalando neste capitulo e no anterior, convergéncia e conti-
nuidade sao conceitos essenciais da Topologia. E legitimo, portanto, indagarmos se
h&d uma relag@o entre os mesmos e, no caso afirmativo, como ela se dé. A proposicao
seguinte elucida esta questao.

PROPOSIGAO 26 (CONTINUIDADE E CONVERGENCIA). Dados conjuntos X C R™
e Y C R™, uma aplicacio f: X — Y € continua em a € X se, e somente se,
para toda sequéncia (xg)ken em X satisfazendo xi — a, tem-se f(xp) — f(a).

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que [ seja continua em a. Entdo, pelo Teo-
rema 12, dada uma vizinhanga V de f(a) em Y, f~1(V) é uma vizinhanca de
a em X. Assim, pela Proposi¢ao 11 do Capitulo 2, se (xy) é uma sequéncia em
X que converge para a, existe kg € N, tal que xp € f~1(V) para todo k > ko,
o que implica f(xx) € V para todo k > ko. Logo, ainda pela Proposicao 11 do
Capitulo 2, f(zx) — f(a).

Suponhamos agora, por contraposicao, que f nao seja continua em a. Neste
caso, existe uma vizinhanca V de f(a) em Y, tal que f~(V) nao é uma vizi-
nhanga de a em X. Entdo, para todo k € N, existe z; € B(a,1/k) N X, tal que
xr & f~H(V). Logo, = — a e, para todo k € N, f(zx) ¢ V, donde (f(xx)) nao
converge para f(a). |

OBSERVAQAO 12. Pelas consideragoes do segundo pardgrafo da demonstracao
acima, segue-se que f : X — Y sera continua em a € X, desde que, para toda
sequéncia (x) em X convergindo para a, exista uma subsequéncia de (f(xr)) que
convirja para f(a). Com efeito, a sequéncia (f(x)), obtida a partir da hipétese
de f n&o ser continua em a, nao possui subsequéncias que convirjam para f(a).

EXEMPLO 36 (APLICACOES n-LINEARES). Segue-se da Proposigdo 9 do Capitulo
1 e da Proposigao 26, acima, que toda aplicacao n-linear entre espacos vetoriais de
dimensao finita é continua. Em particular sao continuas as seguintes aplicagoes:

e o produto escalar de R™, (,):R" x R® —» R;
e a multiplicagdo de matrizes, f(X,Y)= XY, X € M(m,n), Y € M(n,p);
e 0 determinante det : R" x --- x R" — R.
O resultado a seguir nos diz que as operagoes elementares de fungoes preser-
vam continuidade, isto é, somas e produtos de aplicacoes continuas resultam em

aplicacoes continuas. A demonstracao é imediata a partir dos resultados da Pro-
posicao 26 e da Proposicao 6 do Capitulo 1.

PROPOSIGAO 27 (PROPRIEDADES OPERATORIAS). Sejam f,g : X C R — R™
aplicagoes continuas e X\ : X — R uma fun¢do continua. Entao, sGo continuas as
aplicagoes:

) (f+9): X = R™, em que (f +g)(z) = f(z) + g(z);
i) (Af): X = R™, em que (\f)(z ) = Maz) f(x);
i) (3): X =R, em que (l)(x)z e Mz)#0Ve € X.

I
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OBSERVAGAO 13. O resultado do item (iii) da proposi¢do acima é uma con-
sequéncia do fato, de ficil constatacao, de que se (zj) é uma sequéncia de termos
nao-nulos em R que converge para um real a # 0, entao 1/x; — 1/a.

Dado X C R", denotemos por F(X,R™) o conjunto formado por todas as
aplicagdes f : X — R™. Analogamente a L(R™,R™), F(X,R™) é um espago
vetorial quando se consideram ai as operagoes usuais de soma de fungoes e produto
de escalar por funcdo. Segue-se, entdo, dos itens (i) e (ii) da Proposi¢ao 27, que

© conjunto C(X,R") = {f: X — R™; f é continua}
¢é um subespaco vetorial de F(X,R™).

Consideremos uma aplicagao f : X C R®" - Y C R™ € F(X,Y). Temos,
entdo, que a cada x € X estd associado um tnico y = (y1,...,Ym) €Y. As m
fungoes f; : X — R, definidas por f;(z) = y;, sdo chamadas de coordenadas de f.
Desta forma, tem-se

f(x) = (fl(x)w'wfm(m))y r e X.

O resultado abaixo segue-se diretamente da Proposicao 26 e da Proposigao 5
do Capitulo 1.

PROPOSIGAO 28 (CONTINUIDADE DAS COORDENADAS DE UMA APLICACAO). Uma
aplicagao f: X CR" - Y CR™ ¢ continua em a € X se, e somente se, cada
uma de suas coordenadas € continua em a.

Analogamente, dados espagos vetoriais normados V, Wy ,..., W,,, cada apli-
cagdo f: X CV = Wy x --- x W, determina m aplicagées f; : X — W;,
i=1,...,m, em que f(z)=(y1,...,Ym) se, e somente se, f;(x) =y;. Como se

pode verificar facilmente, vale, neste contexto, o mesmo resultado da Proposicao
28, isto é, f é continua em a € X se, e somente se, cada uma de suas coordenadas,
fi, € continua em a.

EXEMPLO 37 (APLICAGOES COM COORDENADAS POLINOMIAIS). Decorre das pro-
posigoes 27 e 28 que é continua toda aplicagao f : R™ — R™ cujas coordenadas

sao polinémios. Para vermos isto, basta observarmos que, para cada k =1,...,n,
a projecao ortogonal Py(x1,...,x,) = 2, por ser linear, é continua. Ora, sendo
cada coordenada f; de f um polindmio, temos, para cada i = 1,...,m, que f;

é dada por uma soma de produtos de fungoes do tipo pr(Px)?, em que g € R e
q € NU{0}. Uma vez que somas e produtos de fungdes continuas sdo continuas,
temos que cada coordenada de f é continua, o que implica, pela Proposigao 28,
que f é continua.

Por exemplo, a aplicacdo f:R2 — R3, definida por
fz1,x2) = (z120, 227 — 1,235 — 521),
é tal que
fi=PP, fo=2(P)"=(P)" e fs=(P)°-5P.

Consideremos agora as funcoes f,g:R? — R, definidas por
ﬂiﬁyz se (z,y) #0 i se (z,y) #0
fla,y) = e glz,y) =
0 se (z,y)=0 0 se (x,y)=0.
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Em R? - {(0,0)}, f e g sao dadas por quocientes de polindmios. Logo, ambas
estas funcdes sdo continuas em R? —{(0,0)}. Verifiquemos agora que f é continua
em (0,0), enquanto g é descontinua neste ponto. Com efeito, dado € > 0, temos,
para todo (z,y) € R? — (0,0) satisfazendo ||(z,y)| < €, que

xzy

x2+y2

2

- x2+y2‘y| S ‘y| S ”(xay)” <k¢,

|f(z,y) — £(0,0)] =

donde f é continua em (0,0).

Por outro lado, tomando-se a sequéncia z; = (1/k,1/k) em R? temos que
z — (0,0). Porém,
LYk o 1/k2 1

2k) = = = -
) = o = o = 2
Assim, ¢g(zr) — 1/2 # ¢(0,0). Segue-se, entdo, da Proposigdo 26, que g nao é
continua em (0, 0).
Vejamos agora que a composicao de aplicagoes preserva continuidade, conforme
a proposicao a seguir.

PROPOSIGAO 29 (CONTINUIDADE E COMPOSICAO). Suponha que as aplicagoes
i XCR*" Y CR™ e g:Y — Z CRP sejam tais que f € continua em a € X

e g € continua em b= f(a) € Y. Entdo, a aplicagao composta go f : X — RP €
continua em a. Em particular, a composta de aplicagoes continuas é continua.

DEMONSTRAGAO. Sejam (zj) uma sequéncia em X que converge para a e
(yr) asequéncia em Y, tal que y, = f(x). Como f é continua em a, temos que
yr = f(zr) = f(a) = b. Agora, pela continuidade de g em b, ¢(yx) — g(b), isto
é, (go f)(xx) = (go f)(a). Logo, go f é continua em a. O

Sejam f,g : X C R® — Y C R™ aplicagoes continuas em a € X. Entao, a
aplicagdo = — (f(x),g(z)), x € X, é continua em a, pois suas coordenadas o sao.
Compondo-a com o produto interno de R™, que é continuo, obtemos a aplicagao
x— (f(x),g(x)) que, entdo, pela Proposicao 29, é continua em a.

ExemMpPLO 38. Consideremos a aplicacao

f: Mmn) — M(n)
X = XX*
Entdo, f =1 oy, em que

w: M) — M(n)x M(n) ¥: M(n)xM(n) — M(n)
X = (X,X™) (X,Y) —  XY.

As coordenadas de ¢ sdo a aplicagdo identidade de M(n), X — X, e a aplicagao
X — X*. Ambas sao lineares e, portanto, continuas. Logo, ¢ é continua. O mesmo
vale para a aplicacao 1, pois esta é bilinear. Segue-se, entao, da Proposig¢ao 29,
que f é continua.

Deste exemplo, conclui-se imediatamente que o conjunto O(n), das matrizes
ortogonais de M(n), é fechado em M(n) (fato ja provado no Capitulo 2). Com
efeito, O(n) = f~1({I}), em que I denota a matriz identidade de M(n).
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2. Continuidade Uniforme

O conceito de continuidade uniforme, que introduziremos a seguir, surge na-
turalmente a partir da observacao de que, na defini¢ao de continuidade de uma
aplicacao f num ponto a de seu dominio, o J que existe para cada e dado,
em geral, depende nao s6 de €, mas também do ponto a, conforme ilustrado no
exemplo seguinte.

Consideremos a fungio f : R™ — R, definida por f(x) = ||z||?, e provemos,
usando a defini¢ao, que f é continua em todo ponto a € R™. Para isto, observemos
inicialmente que, dado x € R", tem-se

[f(@) = f@)] = [ll=* = llali*] = [z = llal | (]l + lall) < llz = all (l]l + lal])-
Fazendo-se ||z|| = ||x — a + a]| e usando-se a desigualdade triangular, obtém-se
(16) [f (@) = fla)] < [lz = all ([l — all + 2a])-

Agora, dado € > 0, procuremos encontrar um § > 0, tal que [z —al < §
implique |f(x) — f(a)| < e. Para tanto, pela desigualdade (16), é suficiente que &
seja positivo e satisfaca §(d + 2[ja]|) < e, isto é,

(17) 62 +2||alld — e < 0.

Basta, entdo, tomarmos 6 = /€ + ||a]|2 — ||la|| (veja que a desigualdade (17) é uma
inequagao quadratica de varidvel ¢).

Notemos que, neste exemplo, o d encontrado depende, de fato, do ponto a e de
€. Isto contrasta com o comportamento da fungao norma, considerada no Exemplo
33. L4, dados a e €, o § encontrado depende apenas de €, ndo de a. Neste caso,
que ¢ especial, diz-se que esta funcao é uniformemente continua.

DEFINIGAO 18 (CONTINUIDADE UNIFORME). Dados conjuntos X C R" e
Y C R™, diz-se que uma aplicacao f: X — Y é uniformemente continua quando,
para todo € > 0, existe § > 0, tal que

ryeX e |lz—yll<d = |[f(z)-fl<e

Na definicao seguinte, introduziremos uma ampla classe de aplicagoes unifor-
memente continuas, a qual inclui as aplicagoes lineares.

DEFINIGAO 19 (APLICAQOES LIPSCHITZIANAS). Diz-se que uma aplicagio
f: X CR™ - Y C R™ & lipschitziana quando existe A > 0 (dito uma cons-
tante de Lipschitz de f), tal que, para quaisquer x,y € X, tem-se

1f (@) = F) < Allz = yll.

Toda aplicagdo lipschitziana f : X C R"™ — Y C R™ ¢ uniformemente
continua, pois, dado € > 0, tomando-se § = €/A\, em que A é uma constante
de Lipschitz de f, tem-se

ryeX e lle—yl <o = If@) - FWl < Mz—yl| < A = e
Exemplos simples de aplicagoes lipschitzianas sao as translagoes em R"™, isto
é, as aplicagbes [ :R™ — R", tais que f(z) =z +a, a € R™.

Uma aplicacao lipschitziana com uma constante de Lipschitz A < 1 (respecti-
vamente, A > 1) é dita uma contragdo (respectivamente, dilatac¢do).
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EXEMPLO 39. Para todo r > 0, a fungao

f(x) = Vlzll, »eR"—=B(0,r),
é lipschitziana e, portanto, uniformemente continua. Com efeito, para quaisquer
z,y € R" — B(0,r), tem-se

Izl = llyll] 1
18 x) — = x|l — = x—ull.
(18) Lf(@) = f)l = VIl = VIyll | RV < 2\/7:” yll

EXEMPLO 40 (FUNGAO DISTANCIA A UM CONJUNTO). Define-se a distdncia de
um ponto z € R™ a um conjunto A C R", d(z, A), por

(19) d(z, A) = inf{||z — a|; a € A}.
Tomando-se uma sequéncia (ag), em A, satisfazendo

[ = ag|| — d(z, A),

e levando-se em conta que |jag|| < |lax —z||+]| =]/, concluimos que (ay) ¢é limitada e
possui, desta forma, uma subsequéncia convergente, (ag,). Logo, pela continuidade
da norma,

(e, 4) = lim o — gl = Im [}z — ag,| = o

em que a = lim ay, € A.
1—> 00
Destas consideragoes, segue-se que se F' C R™ é um conjunto fechado, entao:
e Para todo = € R", existe a € F, tal que d(z, F) = ||z — al|;
e d(x,F) =0 se, e somente se, x € F.

Dados, entdao, z,y € R"™, para quaisquer pontos a,b € F satisfazendo
d(z, F) = |lz—all e d(y, F) = [ly—=bl, tem-se [[z—al < [[z=b[| e [[y—b] < [ly—all.
Logo,
—llz =yl < llz —all = lly — all < [lo —all = [ly = bl| < llz—bll = lly — bl < [z —yl,
isto é,

|d(z, F) = d(y, F)| = ||z — all = lly = bl | < [l = yl|-
Desta forma, a funcdo distancia ao conjunto fechado F C R",
drp: R" — R
x +— dx,F),

é lipschtziana. Em particular, dp é uniformemente continua.

Note que, se V C R™ é um subespago vetorial de R™, pela desigualdade (5)

do Capitulo 1, tem-se
dy(z) = ||z — Py(z)]| Vo € R™.

E imediato que toda aplicacao uniformemente continua é continua. Nao vale,
entretanto, a reciproca, isto é, existem aplicagbes continuas que nao sao uniforme-
mente continuas. Um exemplo é a fungdo que consideramos no inicio desta se¢éo,
f(@) = ||lz]1*, = €R™

Quando discutimos a continuidade desta funcao num ponto a € R™, o § obtido
para cada ¢ dado dependia de a e e. No entanto, isto nao prova que f nao é
uniformemente continua pois, naquele argumento, nada garante que nao haja um
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outro 0 > 0 que satisfaca as condigdes da definigdo de continuidade e que dependa
apenas de e.

Para provarmos que f(x) = ||z||?> ndo é uniformemente continua, devemos obter
um € > 0, tal que, para todo § > 0, existam z,y € R" satisfazendo |z —y|| <
e [If(@) = fll = e

Tomemos € = 2. Dado, entdo, ¢ > 0, consideremos A > 0, tal que 1/X < 6.
Fazendo-se © = Au, em que u € R™ é um vetor unitario, e y = x4+ ju = (A+1/A)u,

tem-se ||z —yl| = § < 4. Além disso,

2
@) = 1) = el = ] = (A+5) =2 =245 > 2= 6

donde se infere que f nao é uniformemente continua.

Analogamente a continuidade, a continuidade uniforme pode ser caracterizada
por meio de convergéncia de sequéncias, conforme a proposicao seguinte.

PROPOSIGAO 30 (CONTINUIDADE UNIFORME E CONVERGENCIA). Dados conjun-
tos X CR™ e Y C R™, uma aplicagio f: X — Y € uniformemente continua se,
e somente se, dadas sequéncias (x) e (yr) em X satisfazendo ||z — yi| — 0,

tem-se || f(xx) — fyr)l = 0.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que f seja uniformemente continua e tome-
mos sequéncias (zr) e (yr) em X, tais que ||zx — yx|| — 0. Da continuidade
uniforme de f, segue-se que, dado € > 0, existe § > 0, tal que ||xp — yi| < § =
If(zr) = flyr)|| < e. Porém, para este §, existe kg € N, tal que k > ky =
lzx — ye|| < 6, pois ||xx — yi|| = 0. Logo, k > ko = ||f(zr) — f(yr)|| <€, donde
1 (@x) — (i) | — 0.

Suponhamos agora, por contraposicao, que f nao seja uniformemente continua.
Entao, existe € > 0, tal que, para todo k € N, existem xy,yrx € X satisfa-
zendo ||z — yill < ¢ e [[f(zx) — f(yw)| = €. Neste caso, ||z — yl| — 0 e

O

Il f(xx) — f(yx)|| ndo converge para 0.

COROLARIO 2. Toda aplicagdo uniformemente continua leva sequéncias de
Cauchy em sequéncias de Cauchy.

DEMONSTRAGAO. Sejam f : X C R® — Y C R™ uma aplicacdo unifor-
memente continua e (xp) uma sequéncia de Cauchy em X. Entdo, para todo
p € N, ||zptp — k]| = 0, donde, pela continuidade uniforme de f, se obtém

1f (@k+p) — flax) = 0, isto é, (f(zx)) é de Cauchy. O

EXEMPLO 41 (PROJEGAO RADIAL). Consideremos a aplicagdo projec¢ao radial
de R™ — {0} sobre a esfera unitéria S,
T

]

E facil ver que f é continua. Agora, tomando-se vetores distintos u,v € S™~ 1,
temos que as sequéncias xrp = %u e Y = %v, em R™, sao tais que

fl@) = —, zeR"—{0}.

T —yp=(u—v) =0 e f(zg)— flys) =u—v#0.

| =
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Logo, pela Proposicdo 30, f ndo é uniformemente continua. Além disso,
fazendo-se zr = ((—1)*/k)u, tem-se f(zx) = (—1)*u. Claramente, (2;) é con-
vergente e (f(zr)) € divergente. Em particular, (z) é de Cauchy e (f(z;)) néo o
é. Isto mostra que, no Corolédrio 2, a hipétese de continuidade uniforme nao pode
ser substituida pela de continuidade.

Por outro lado, para todo r >0 e =,y € R" — B(0,r), tem-se

- S S T D _
1f(x) = FW)ll el il = Tl Hiyllz = llzlly |
1
= m\l (gl = llzl)z + lzll(z = y)
1
< —(|lz— _
< ”xH”y”(Hx yll Nzl + Nzl e = yl)

2z —yll < 2z -yl
= rllz—yll < 2rfz —yl|,
ol

donde flgrn_p(o, ¢ lipschtziana e, portanto, uniformemente continua.

Todas as aplicagOes uniformemente continuas que exibimos sao lipschtzianas,
o que pode causar a falsa impressao de que continuidade uniforme é uma condigao
equivalente a de ser lipschtziana. A fim de evitar este mal-entendido, na Segao 4,
daremos um exemplo de uma fung¢ao uniformemente continua e nao-lipschtziana.

Seguem-se diretamente da Proposi¢do 30 e das propriedades das sequéncias
convergentes os dois resultados abaixo, cujas demonstragoes deixamos a cargo do
leitor.

PROPOSIGAO 31. A composta de aplicagoes uniformemente continuas € unifor-
memente continua.

PROPOSIGAO 32. Uma aplicagdo € uniformemente continua se, e somente se,
suas coordenadas o sdo.

Convém observar que o conceito de continuidade é local, isto é, ele é considerado
num ponto, enquanto o conceito de continuidade uniforme é global, pois diz respeito
ao comportamento da fun¢do como um todo. Nao faz sentido, portanto, falar-se da
continuidade uniforme de uma func¢ao num ponto de seu dominio.

Vale também mencionar que a nogao de continuidade uniforme, conforme in-
troduzida, estende-se facilmente aos espagos métricos. Para isto, basta substi-
tuir, na conceituagao, a norma pela métrica. No entanto, ela nao se estende
dos espagos métricos aos espagos topoldgicos, pois existem espagos métricos dis-
tintos, (M,d) e (M,d'), cujas métricas determinam a mesma topologia em M,
bem como aplicagdes f : (M,d) — (M,d), g : (M,d) — (M,d), tais que
fl@) = g(z)Vz € M, f néo é uniformemente continua e g ¢ uniformemente
continua. Com efeito, conforme constatamos no Exercicio 29 do Capitulo 2, a
topologia de R, proveniente da métrica d'(x,y) = d(1/z,1/y) coincide com a
topologia proveniente da métrica euclidiana d. Porém, como se verifica facilmente,
a fungao f: (R4, d) — (Ry, d), f(z)=1/z, nao é uniformemente continua, en-
quanto a funcdo ¢g: (Ry, d') = (Ry, d), g(z) = 1/x, é uma isometria e, portanto,
¢é uniformemente continua.
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3. Homeomorfismos

Relembremos que, conforme discutido na Secdo 6 do capitulo anterior, as
aplicagoes que preservam a estrutura de espago topoldgico sao chamadas de homeo-
morfismos. Mais precisamente, uma aplicagao bijetiva entre espagos topolégicos X
eY, f:X =Y, éditaum homeomorfismo quando ambas, f e f~!, sdo abertas.

Segue-se, entao, do Teorema 12, o resultado seguinte.

TEOREMA 13. Dados X C R™ e Y C R™, uma bijecio f: X =Y € um
homeomorfismo se, e somente se, f e f~' sdo continuas.

Este teorema, dentre outras caracteristicas, nos permite provar que sao home-
omorfos muitos conjuntos que, por intuicdo geométrica, ja os sabemos serem. Isto
serd ilustrado nos exemplos a seguir.

EXEMPLO 42 (BoLAS). Sejam By a bola unitdria de R™ com centro na origem
e B = B(a,r) uma bola aberta qualquer de R™. A aplicagao

f: By — B
r = rr+a

é, claramente, bijetiva e continua. Sua inversa, f~' : B — By, é dada por
f7'(y) = L(y — a), donde se vé que f~! é continua. Logo, f é um um ho-
meomorfismo.

Note que, geometricamente, a funcao f corresponde a uma translacao que leva
a origem ao ponto a, seguida de uma dilatacdo (no caso de ser r > 1) ou contragao
(no caso de ser r < 1).

Observe também que, pela transitividade da relagao de homeomorfismo, pode-
mos concluir dai que duas bolas abertas quaisquer de R™ sdo homeomorfas. Um
argumento andlogo prova que vale o mesmo para duas bolas, ambas, fechadas.

EXEMPLO 43 (BOLAS ABERTAS E R"). Consideremos novamente a bola aberta

unitdria de R™ com centro na origem, By = B(0, 1), e verifiquemos que a aplicagao
f : By — R™

x —

1|l

é um homeomorfismo entre By e R"™ (geometricamente, f consiste numa de-
formagdo da bola aberta By em R™ ao longo dos seus raios). Para isto, tome-
mos y € R™ e provemos que a equagao (vetorial) f(z) = y admite uma tnica
solugdo x € By, o que implicard a bijetividade de f. Devemos, entao, determinar
x € By, tal que x/(1 — ||z||) = y. Dai, deve-se ter ||z|| = |ly|[(1 — ||z]|), donde
el = lyll/(1+ [ly]), resultando em 1~ [z = 1/(1+ [lyl)- Logo, = = y/(1+ I}
é a solucao procurada. Desta forma, f é invertivel e

—1 Yy n
=2 _ yeR™

Uma vez que f e f~! sdo, claramente, continuas, temos que f é um homeo-
morfismo. Segue-se dai e do exemplo anterior que qualquer bola aberta de R™ é
homeomorfa a R™.

EXEMPLO 44 (BOLAS E CUBOS). Seja B,..[0,1] C R™ a bola fechada de R"
com respeito & norma do maximo, de raio 1 e com centro na origem, isto €,

Braxl0,1] = {2 € R™; ||&]|max < 1}
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Note que B,,.«[0,1] nada mais é que o cubo n-dimensional, obtido pelo produto
cartesiano de n cépias do intervalo [—1,1].
Consideremos, entao, a aplicagao

f : B[07 ]'] — Bmax [07 1]
x = Ax)z,
em que A: B[0,1] — R é tal que

lz|l/[|][max @ #0

0 x=0.
Assim, temos que

(20) 1f (@) ax = M) ||

donde ||f(z)]|max <1 se, e somente se, ||z|| <1, isto é, f estd bem definida.

f(z2)
o)
f(z1)
0

FI1GUrA 2

max = ||,

E evidente que f é continua em B[0,1]—{0}. Além disso, para toda sequéncia
(xx) em BJ0,1] satisfazendo z; — 0, por (20), tem-se f(z) — 0, donde se conclui
que f é continua, também, em z = 0.

Procedendo-se como no exemplo anterior, conclui-se facilmente que f é bijetiva

» (Leflmes)y oy £ 0
=)=
0 y=0,
donde f~! é continua. Logo, f é um homeomorfismo.

Observe que, denotando-se a bola aberta unitdria e a esfera unitaria de R”
com respeito a norma do méximo, ambas com centro na origem, respectivamente
por B,..(0,1) e S,..[0,1], tem-se

o f(B(0,1)) = Byux(0,1);
e f(S[0,1]) = S.ax]0,1].
Logo, as restrigoes
f‘S’[O,l] : S[O, 1] — Smax[O, 1] e f|B(O,1) : B(O, 1) — Bmax(O, 1)

estdo bem definidas e sdo homeomorfismos (Fig. 2).
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EXEMPLO 45 (GRAFICOS DE APLICAGOES CONTINUAS E SEUS DOMINIOS). Dada
uma aplicagao f: X C R®” — Y C R™, relembremos que seu grdfico é o conjunto
graf(f) = {(z, f(z)); z € X} CX xY CR" x R™.

Vejamos que, quando f é continua, o grafico de f é homeomorfo a X. De fato,
a aplicacdo ¢ : X — graf(f) C R” x R™, dada por ¢(x) = (z, f(z)), é continua,
pois suas coordenadas o sdo, e bijetiva. Uma vez que ¢! = Plgrat(f), em que
P :R"xR™ — R" é a projecao ortogonal de R™ x R™ sobre R", e P é continua,
por ser linear, temos que ¢! é continua. Logo, ¢ é um homeomorfismo.

Em particular, o paraboloide de revolugdo, grafico da fungao

flzy) = 2>+ 97, (z,y) €R?,

é homeomorfo a R? (Fig. 3).

FiGura 3

EXEMPLO 46 (PROJEGAO ESTEREOGRAFICA). Consideremos a decomposi¢ao
Rt = R" xR e denotemos um ponto p € R**! por p = (x,5), em que x € R" e
s € R. Tomemos a esfera unitaria S” de R™*! juntamente com seu “polo-norte”,
po = (0,1), e identifiquemos o subespago V = R" x {0} = {(z,s) € R"}; s = 0}
com R"™. A projecio estereogrifica é a aplicagdo f : S™ — {pg} — R, definida
geometricamente da seguinte forma: Dado p € S™ — {po}, f(p) é o ponto de in-
tersegao entre a reta ¢, determinada por p e po, e V (Fig. 4). Provemos, entdo,
que f é um homeomorfismo.

Com este fim, facamos p = (x,s) e observemos que um ponto ¢ € R"!
pertence a reta £ se, e somente se, ¢ = (p —po)t +po para algum t € R, isto é, se,
e somente se, ¢ = (tz,t(s — 1) + 1). Para que ¢ pertenga também & V, devemos
ter t(s—1)+1=0, isto é, t =1/(1 — s). Logo,

T

fla,s) = (1_50) (z,5) € S™.

Dado (a,0) € V, verifiquemos que a equagdo f(z,s) = (a,0) admite uma tnica
solucdo, provando, desta forma, que f é bijetiva (o que, geometricamente, é evi-

dente). Ora, um ponto (z,s) ¢ solugdo se, e s6 se, 1% =a ¢ [[z|> +s* = 1.




90 3. APLICACOES CONTINUAS

Tomando-se a norma ao quadrado em ambos os membros da primeira equagao e
combinando-se com a segunda, obtém-se facilmente s = (||a|> — 1)/(||a]|* + 1) e,
consequentemente, x = Haﬁigﬂ Logo, f é bijetiva e

; 2 faf? -1
1 n
a,0) = , , a € R".
/e 0) <I|a|2+1 lall>+1

Comoseveé, f e f~! sdo continuas, pois suas coordenadas sdo continuas, donde
f é um homeomorfismo. Em particular, S™ — {py} é conexo e ndo-compacto.

Po

Ficura 4

EXEMPLO 47 (INVERSOES). Dados a € R™ e r > 0, a inversio de R™ — {a}
com respeito a esfera Sla,r] C R™ é a aplicagao

f: R*—{a} — R™ — {a}

2 x—a
X — T3 a.
To—al? +

E imediato que f é continua. Além disso, um célculo direto mostra que f é
uma involugdo, isto é, f o f é a aplicacao identidade de R™ — {a}. Dali, segue-se
que f é bijetivae f~! = f, donde f é um homeomorfismo. Observe ainda que a
aplicacao f tem as seguintes propriedades:

® flsa, : Sla,r] = Sla,r] é a aplicacdo identidade de S[a,r];
e f(B(a,r) —{a}) =R" — Bla,r] e f(R" — Bla,r]) = B(a,r) — {a}.

Em particular, R™ — Bla,r] e B(a,r)—{a} sdo homeomorfos, donde R"™ — Bla,r]
é conexo (vide Exemplo 30 — Capitulo 2).

3.1. Homeomorfismos e Pontos Fixos. Um dos célebres resultados rela-
cionados ao conceito de homeomorfismo é o Teorema da Invaridncia do Dominio,
devido ao matematico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966). Ele
atesta que, se U C R™ é aberto e f:U — R™ é injetiva e continua, entdo f(U) é
um aberto de R™ e f: U — f(U) é um homeomorfismo. O coroldrio classico do
Teorema da Invariancia do Dominio estabelece que R™ é homeomorfo a R™ se, e
somente se, m = n.

Na demonstragao do Teorema da Invariancia do Dominio, Brouwer faz uso de
um outro dos seus importantes resultados, o Teorema do Ponto Fixo, segundo o
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qual, toda aplica¢do continua f : B[0,1] C R™ — B[0,1] possui, pelo menos, um
ponto fizo, isto é, um ponto = € B[0, 1], tal que f(x) = z.

As demonstragoes destes teoremas requerem conceitos e resultados da Topologia
Algébrica que estao muito além dos nossos propoésitos aqui. No entanto, provare-
mos um caso particular do Teorema da Invariancia do Dominio, dito Teorema da
Perturbacio da Identidade”), em cuja demonstracio usaremos um caso particular
do Teorema do Ponto Fixo (Lema 1, abaixo).

Deve-se observar que, no Teorema do Ponto Fixo, é necessario que a funcao
em questdo esteja definida e tome valores num (mesmo) conjunto fechado. Na
verdade, para todo n € R", existem nao apenas aplicagoes continuas, mas também
homeomorfismos f: B(0,1) C R™ — B(0,1) sem pontos fixos (vide Exercicio 16).

LEMA 1 (TEOREMA DO PONTO FIXO PARA CONTRAGOES). Sejam K CR™ com-
pacto e ¢ : K — K wuma contracao. Entdao, @ possui um unico ponto fixo.

DEMONSTRAGAO. Sejam A < 1 uma constante de Lipschitz de ¢ e f a funcao
fr K — R
z = le(r) -zl
Claramente, f é continua. Além disso, para todo = € K, tem-se
(21) fle(@) = llele(x)) — (@)l < Alp(z) — zl| = Af ().
Dai, escrevendo-se p = inf{f(x); z € K}, obtém-se, para todo = € K,
0<p< flo(@) < Af(x),

isto é, pu/A < f(x). Logo, devemos ter p/A < p, o que nos d4 p = 0, j& que
0< A<

Existe, entdo, uma sequéncia em K, (zy), tal que f(xzy) — 0. Da com-
pacidade de K, segue-se que existe uma subsequéncia (zy,), de (zx), tal que
xr, — a € K. Sendo f continua, tem-se

f(a) = f(limxy,) = lim f(zg,) =0,

isto é, a = p(a) é um ponto fixo de ¢.
Finalmente, suponhamos que b seja um ponto fixo de ¢. Neste caso,

lla = bl = [le(a) = ®)]| < Alla = b,
donde (1 — MA)|la —b]] <0 e, portanto, a = b. 0

TEOREMA DA PERTURBAGAO DA IDENTIDADE. Sejam U C R™ wum aberto e
¢ : U — R™ uma contragao. Entdo, a aplicacio f: U — f(U) C R", dada por
f(z) =z + ¢(x), € um homeomorfismo e f(U) € aberto em R™.

DEMONSTRAGAO. Seja A < 1 uma constante de Lipschitz de . Dados, entéo,
2,y € U, tem=se || f(x) — f@)| = (& —y) — (¢(y) — p(2))]. Logo,

(@) = FWI = llz = yll = lle(@) = e = [l = yll = Az =yl = (1 = Az =yl

()Este teorema serd crucial na demonstragdo de um dos resultados mais importantes que
estabeleceremos, a saber, o Teorema da Fungao Inversa.
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Desta forma, f(x) = f(y) implica || —y|| =0, donde f é injetiva. Além disso,
fazendo-se x = f~1(a) e y = f~1(b), a,b€ f(U), tem-se

177 @) - S0 <

Logo, f~! é lipschitziana e, portanto, (uniformemente) continua, donde f é
um homeomorfismo de U sobre f(U).

Resta-nos, pois, mostrar que f(U) é aberto em R™.

Para tanto, consideremos xg € U e § > 0, tais que a bola fechada Blxg, d] es-
teja contida em U. Provaremos que a bola aberta B(f(zg),€), em que
e = (1 —\)J, estd contida em f(U), provando, desta forma, que f(U) é aberto.

E suficiente, pois, mostrar que, dado a € B(f(xg),€), existe x € Blxo,?]
satisfazendo f(z) = a. Para isto, consideremos a aplicacdo

¥: Blzxg,d] — R™
x = x— f(z)+a

la = bl|.

e observemos que = € Blzg, ] é ponto fixo de 1 se, e somente se, f(x) =a, o que
reduz a nossa tarefa a encontrar um ponto fixo de .

Notando-se que, para todo = € Blzg,d], ¥(z) = a— ¢(z), conclui-se que @) é
uma contracdo, pois ¢ o é. Além disso, dado z € B[xg, ], tem-se

[¥(x) — xol = [la = ¢(x) — 20|l = [la = f(0) + ¢(x0) — p(2)]-
Desta forma,
) — o] < lla — F@o)ll + l(z0) — w(@)]| < €+ Alwo — | < (1= )6+ A5 =4,

isto é, ¥(B[xzo,d]) C Blxo,d]. Uma vez que a bola B[xzg,d] é compacta, segue-se
do Lema 1 que 9 possui um (tinico) ponto fixo, como desejdvamos mostrar. ([

4. Continuidade e Compacidade

Estudaremos, nesta se¢ao, o comportamento das aplicacoes continuas definidas
em conjuntos compactos e constataremos que estas tém propriedades especiais.

TEOREMA 14. A imagem de um conjunto compacto por uma aplica¢do continua
€ um conjunto compacto.

DEMONSTRAGAO. Consideremos um conjunto compacto K C R™ e uma a-
plica¢do continua f : K — R™. Dada uma cobertura aberta &/ = {A)}xea, de
f(K), tem-se, pelo Teorema 12, que f~1(A)) é aberto em K qualquer que seja
A € A. Desta forma, a familia {f~*(A))}rea constitui uma cobertura aberta de
K (). Sendo este compacto, temos que existem indices Ap,...,\; € A, tais que
K C f71(A))U---U f1(Ay,). Dai, tem-se

f(K)Cf(f_l(A)\l)U"'Uf_l(AM))CA)\lU"'UA&W
donde f(K) é compacto. O

Como consequéncia do Teorema 14, temos o seguinte resultado cldssico da
Topologia.

(iDNote que os abertos desta cobertura sdo relativos. No entanto, conforme vimos no capitulo
anterior, a compacidade de K independe do fato de usarmos a topologia de R™ ou a topologia
relativa de K.
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TEOREMA DE WEIERSTRASS. Toda func¢ao continua definida num compacto €
limitada e atinge seus valores minimo e mdximo, isto €, se K C R™ é compacto e
f: K — R € continua, entdo existem a,b € K, tais que

fla) < f(z) < fB)Vr e K

DEMONSTRAGAO. Temos, pelo teorema anterior, que f(K) é compacto e, por-
tanto, fechado e limitado. Dai, segue-se que f é limitada. Sejam A e p o infimo e
o supremo de f(K), respectivamente. Entao, existem sequéncias (zg), (yx), em
K, tais que f(xx) = X e f(yx) = pu. Uma vez que K é compacto, passando-se
a subsequéncias, se necessario, podemos supor que xy — a € K e yp — b € K,
donde f(xg) — f(a) e f(yx) — f(b), pois f é continua. Logo, A = f(a) e
= f(b). O

PROPOSIGAO 33. Toda bijecao continua definida num compacto € um homeo-
morfismo.

DEMONSTRAGAO. Sejam K C R™ compacto e f: K — f(K) C R™ uma
bijecao continua. Pelo Teorema 13, a aplicagao f, sendo bijetiva e continua, é um
homeomorfismo se, e somente se, f~! é continua. Uma vez que a inversa de f~!
é a propria f, basta provarmos que f é uma aplicacao aberta.

Tomemos, entdo, A C K aberto em K. Assim, K — A é fechado em K.
Porém, K é fechado em R™. Logo, K — A é fechado, também, em R™. Segue-
se que K — A, por ser um subconjunto fechado de um compacto, é compacto.
Agora, pelo Teorema 14, f(K — A) é compacto, portanto, fechado. No entanto, a
bijetividade de f nos dd f(K — A) = f(K)— f(A). Logo, f(K)— f(A) é fechado
em R" e, portanto, em f(K). Desta forma, f(A) é aberto em f(K), donde se
conclui que f é aberta. O

Nesta proposicao, a hipdtese de compacidade é essencial. De fato, a aplicacao
f: [0,27) — S'CR?
t —  (cost,sent)
é bijetiva e continua. Entretanto, f~!' nfo é continua, pois S! é compacto e
f~1(SY) =[0,27) nao é compacto. Logo, f nao é um homeomorfismo.

PROPOSIGAO 34. Toda aplicagdo continua definida num conjunto compacto €
uniformemente continua.

DEMONSTRAGAO. Consideremos uma aplicagao continua f : K — R™, em que
K C R™ é compacto, e fixemos € > 0. Entdo, para todo p € K, existe (p) > 0,
tal que

(22) reK e |r—pll<dilp) = [If(z)-f) <e

Claramente, a familia {B(p,d(p)/2)}pex constitui uma cobertura aberta de
K. Logo, existem p1,...,p; € K, tais que

(23) K C B(p1,6(p1)/2) U - U B(pi, 6(pi)/2).

Seja ¢ = min{d(p1)/2,...,0(p;)/2}. Tomando-se z,y € K satisfazendo
|z —y|| <9, tem-se, por (23), que = € B(p;j,d(p;)/2) para algum j € {1,...,i}.
Em particular, ||z —p;| < d(p;)/2. Além disso,

ly —pill < lly =2+ |lz—pill < d+6(p;)/2 < 0(p;)
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Dai e de (22) segue-se que
1 (@) = FWIl < 1f (@) = Fp)ll + 11f (pi) = F)Il < 2e.

Logo, f ¢é uniformemente continua. O

EXEMPLO 48 (FUNGAO NAO-LIPSCHTZIANA E UNIFORMEMENTE CONTINUA). Con-
sideremos a fungao f:R"™ — R, definida por

f@) =1zl

e provemos que f nao é lipschtziana, porém, é uniformemente continua.
Para tanto, consideremos as sequéncias = = %u e Yy = ﬁu, em que
u € 8”1, Temos, entdo,

() = f)l _ |xk||—\/||yk||:2<1_\/§> Vi

2k — Yl lzr =yl 2
donde se infere que a fungao (z,y) — %, x # y, é ilimitada e, portanto,

que f nao é lipschtziana.

Por outro lado, escrevendo-se K = B[0,1] e F = R"™ — B(0,1), temos, pela
Proposigao 34, que f|x ¢é uniformemente continua, pois K é compacto. Além
disso, conforme discutimos no Exemplo 39, a restrigdo f|r, igualmente, é unifor-
memente continua. Logo, dado € > 0, existem &g, d; > 0, tais que

rye K e |r—yll<d ou myecFelz—y|<d = [flx)-[fyl<e

Facamos, entdo, 6 = min{d,d2} e tomemos z,y € R™, tais que |z — y|| < 4.
Se z,y € K ou z,y € F, é imediato que |f(z) — f(y)| < e. Caso contrério, o
segmento [z,y] terd um extremo em K e o outro em F e intersectard a esfera
S"~1 = KN F num tnico ponto a. Uma vez que ||z —a| e |y — a|| sdo, ambos,
menores que ||z —y| < J, tem-se

[f(@) = f(y)l <[f(2) = fla)] +[f(a) = Fy)] < 2

donde f é uniformemente continua.

5. Continuidade e Conexidade

Em analogia a secao anterior, veremos agora como se comportam as fungoes
continuas definidas em conjuntos conexos.

TEOREMA 15. A imagem de um conjunto conexo por uma aplica¢do continua
¢ um conjunto conezxo.

DEMONSTRAGAO. Consideremos um conexo X C R™ e f: X — f(X) C R™
uma aplicagdo continua. Dada uma cisdo f(X) = AU B, temos que A e B sdo
abertos disjuntos de f(X). Isto implica que f~!(A4) e f~!(B) sdo disjuntos e,
sendo f continua, abertos em X. Além disso,

X=[T1f(X))=fTHAUB) = [ (AU fI(B).

Uma vez que X ¢é conexo, devemos ter, entdo, f~1(A) = 0 ou f~1(B) = 0,
implicando que A ou B é vazio e, portanto, que f(X) é conexo. (I

A invaridncia da conexidade por aplicacoes continuas implica no resultado se-
guinte, que, como o Teorema de Weierstrass, constitui um classico da Topologia.
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TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO. Sejam X C R™ coneroe f:X — R
uma fungao continua. Se x1,x9 € X sao tais que f(x1) < f(x2), entdo, para todo
c € R satisfazendo f(x1) < c < f(xg), existe x € X, tal que f(x)=c.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 15, f(X) C R é conexo. Logo, é um intervalo
(Proposigao 23 - Capitulo 2). Desta forma, dados z1,22 € X, a funcdo f assume
todos os valores entre f(z1) e f(x3). O

EXEMPLO 49 (TEOREMA DE BORSUK-ULAM EM DIMENSAO 1). Dados n € N e
uma fungao continua f : S” — R”, existe pelo menos um xy € S™, tal que
f(zo) = f(—x0). Em particular, S™ ndo é homeomorfo a subconjunto algum de
R™. Este resultado é conhecido como Teorema de Borsuk-Ulam, sobre o qual dis-
cutiremos na Segdao 7. No caso em que n = 1, no entanto, ele é uma mera con-
sequéncia do Teorema do Valor Intermediario. Com efeito, considerando-se a fungao
o(z) = f(z)— f(—x), z € S, vemos que ¢(z) = —p(—xz). Desta forma, ¢ éiden-
ticamente nula (implicando f(z) = f(—z)Vz € S!) ou existe z € S*, tal que ¢(z)
e p(—x) tém sinais contrarios. Neste tltimo caso, uma vez que S é conexo, po-
demos aplicar o Teorema do Valor Intermedidrio e concluir que existe zo € S*
satisfazendo ¢(z¢) =0, o que nos dé f(zo) = f(—xo).

EXEMPLO 50 (CONEXIDADE DE s™). Vimos, no capitulo anterior, que, para todo
n € N, a esfera unitaria S C R*! ¢ conexa. Podemos provar isso, igualmente,
considerando-se a projegao radial f : B(0,1) — {0} ¢ R**! — S" dada por
f(z) = z/||z||. Com efeito, f ¢, claramente, continua e sobrejetiva. Além disso, o
conjunto B(0,1) — {0} é conexo (Exemplo 30 — Capitulo 2). Logo, pelo Teorema
15, a esfera S™ é conexa.

PROPOSIGAO 35 (PRODUTO CARTESIANO DE CONEXO0S). Sejam X e Y subcon-
juntos de R™ e R™, respectivamente. Entdo, X xY C R™ x R™ € conezxo se, e
somente se, X e Y sao conexos.

DEMONSTRAGAO. As projecoes

XxY = X XxY = Y

(z,y) = =z ¢ (,y) = y
s@o continuas, por serem (restri¢oes de) aplicagoes lineares. Assim, se X x Y for
conexo, pelo Teorema 15, X e Y sao conexos.

Reciprocamente, suponhamos que X e Y sejam conexos e consideremos uma
cisito X XY = AU B. Suponhamos ainda que A # ) e tomemos (xo,yo) € A.
Claramente, os subconjuntos X x {yo} e {xo} xY de R™ xR™ sdo homeomorfos a
X e Y, respectivamente (basta considerar as aplicagoes (z,y0) — z e (zg,y) — y).
Logo, sao conexos. Além disso, os conjuntos (X x{yo} )NA e (X x{yo})NB séo
disjuntos e abertos em X x {yo} pois A e B sao disjuntos e abertos em X XY
e X x{yo} C X xY. Segue-se que a igualdade

Xy = (X x{yo}) N A) U ((X x{yo}) N B)

define uma cisdo de X x{yo}. Uma vez que (X x{yo})NA é ndo-vazio e X x{yo}
é conexo, devemos ter (X x {yo})N B =10, isto é, X x {yo} C A.

Suponhamos agora, por absurdo, que B # ) e tomemos (x1,y;) € B. Um pro-
cedimento analogo ao do paragrafo anterior nos levaria a concluir que
{1} x Y C B. Sendo assim, terfamos (z1,y0) € AN B, contradizendo o fato
de A e B serem disjuntos. Desta forma, B =), donde X x Y é conexo. ([l
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ExEMPLO 51. Consideremos o cilindro circular reto
C = {(r,y,2) e R® 2? +y? =1} C R%.

Tomando-se a decomposicio R3 = R2x R, vé-se facilmente que C = S* x R. Logo,
pela Proposicao 35, C é conexo.

5.1. Conexidade por Caminhos. Dado X C R", chama-se curva (ou ca-
minho) em X a toda aplicacdo continua «: I C R — X, em que I C R é um
intervalo de R. O tra¢o de uma curva « é o seu conjunto-imagem, «(I) C X, e,
no caso em que I = [0,1], «(0),a(1) € X sdo chamados de extremos de « e ditos,
também, o ponto inicial e o ponto final de «, respectivamente.

As aplicagdes a, 3 : [0,1] — R?, por exemplo, dadas por

at) =1 -tz +ty, 2,y €R? e B(t) = (cos2nt,sen 27t),

sdo curvas em R2 que tém como tragos, respectivamente, o segmento fechado [x, y]
e a esfera S'.

Cabe-nos advertir que, a despeito destes (e tantos outros) exemplos e con-
trariamente a intuicao, o traco de uma curva, nao necessariamente, ¢ um objeto
unidimensional. Mais precisamente, existem curvas « : [0,1] — R? cujo trago
é o quadrado [0,1] x [0,1] C R?. Elas sio chamadas de curvas de Peano, em
consideragdo ao matemadtico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) que, em 1890,
surpreendeu a comunidade matematica ao exibir o primeiro exemplo de uma tal
curva.

DEFINIGAO 20 (CONEXIDADE POR CAMINHOS). Diz-se que um conjunto X C R"
é conezo por caminhos se, para quaisquer x,y € X, existe uma curva « : [0,1] = X
tal que «(0) = 2 e «(l) = y. Neste caso, diz-se que a curva a (ou o seu trago)
liga o ponto x ao ponto y.

Todo conjunto convexo X C R"™ é, claramente, conexo por caminhos. Em
particular, o espagco R™, suas bolas, semi-espacos e paralelepipedos sao conexos
por caminhos.

Sejam X C R™ e o,8 : [0,1] = X curvas em X, tais que «(1) = £(0).
Fazendo-se «(0) =z e [(1) =y, tem-se que a aplicagdo ~: [0,1] — X, dada por

a(2t) se te€[0,1/2]

V() =
B2t —1) se te[l/2,1],

é, claramente, continua e satisfaz v(0) = z, v(1) = y. Logo, 7 é uma curva que
liga = a y, a qual é denotada por aV [ e dita a justaposicdo de a e .

Destas consideragoes, segue-se facilmente que, para todo n > 2, R™ — {0}
é conexo por caminhos. Com efeito, dados z,y € R™ — {0}, se o segmento
[z,y] ndo intersecta a origem, entdo ele liga = a y. Caso contrdrio, tomamos
z € R", tal que z e x—y sejam linearmente independentes e justapomos as curvas
correspondentes aos segmentos [x,z] e [z,y]. O mesmo argumento se aplica aos
conjuntos B[0,1] — {0} C R™ e B(0,1) — {0} C R™ quando n > 2.

EXEMPLO 52. Para todo n € N, a esfera S™ C R"™! ¢ conexa por caminhos.
De fato, dados z,y € S™, se x # —y, entdo, para todo ¢ € [0,1], (1—t)xz+ty # 0,

donde a: [0,1] — Sn
_(I—t)ztty
A [T



5. CONTINUIDADE E CONEXIDADE 97

é uma curva em S™ (dada pela composta da projecao radial = — z/||z|| com a
curva t — (1 —t)x +ty) que liga = a y. Agora, se x = —y, tomamos z € S™, tal
que z # +x. Neste caso, existem curvas «, 3 : [0,1] — S™, tais que « liga z a z
e [ liga z a y, donde a justaposicao oV 3 liga = a y.

PROPOSIGAO 36. Todo conjunto conexo por caminhos é conexo.

DEMONSTRAGAO. Sejam X C R™ conexo por caminhos e a € X. Entao,
para todo z € X, existe um caminho «, : [0,1] — X ligando a a x. Sendo
[0,1] conexo e ay continua, temos que a,([0,1]) é conexo. No entanto, para todo
x € X, ac€ a,([0,1]) e, obviamente,

x = | aul0,1]).

zeX

Logo, X é conexo, por ser a uniao de conexos com um ponto em comum. (I

Nao vale, entretanto, a reciproca desta proposicao, conforme ilustrado no exem-
plo seguinte.

EXEMPLO 53 (UM CONEXO QUE NAO E CONEXO POR CAMINHOS). Consideremos
o ponto p = (1,0) € R? e uma sequéncia (x;) em S!'—{p} C R2, tal que z — p.
Conforme constatamos no Exemplo 31 do Capitulo 2, fazendo-se X = |J Xy, em
que Xj = [0,2%] C R?, tem-se que C = X U {p} C R? é conexo. Verifiquemos,
entao, que C' nao é conexo por caminhos. Com este intuito, consideremos a fungao
(continua)

f: c={0} — R
x = (P

e observemos que f(z) = 1 se, e somente se, z = p. Supondo-se, sem perda de
generalidade, que os termos da sequéncia (z) sdo distintos entre si, tem-se que
cada vetor de X — {0} estd em um, e somente um, dos segmentos [0, zx]. Logo,

f(c—={o0}) =11, f(x1),..., f(xg),...}, donde f(C —{0}) é enumerdvel.

Tomemos uma curva « : [0,1] — C com ponto inicial p e consideremos o
conjunto

Q= {t€[0,1); at) = p}.

Uma vez que 0 € Q e a é continua, temos que ) é nao-vazio e fechado em
[0, 1].

Agora, dados ty € Q e uma bola aberta B = B(a(ty),r) C R* — {0}, pela
continuidade de «, o conjunto A = a (BN C) é um aberto de [0,1] que
contém to. Em particular, existe um intervalo I C [0,1], aberto em [0, 1], tal que
to € I C A. Sendo I um conjunto conexo e f o« uma aplicacdo continua, temos
que f(a(I)) é um subconjunto conexo de R e, portanto, um intervalo. No en-
tanto, f(«a(I)) é enumerdvel, donde se conclui que este intervalo é degenerado, isto
é, foalr é constante e igual a f(a(tp)) = 1. Dai, infere-se que a(t) = pVt € I,
pois f(xz) =1 se, e somente se, © = p. Logo, I C €, isto é, Q é aberto em [0, 1].

Segue-se destas consideragoes e da conexidade de [0,1] que © = [0,1]. Sendo
assim, toda curva em C' com ponto inicial p é constante, donde se conclui que C
nao é conexo por caminhos.

Sejam X C R™ um conjunto conexo por caminhos e f : X — f(X) Cc R™
uma aplicagdo continua. Dados z,y € X e uma curva « : [0,1] — X ligando z
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a y, temos que 8 = foa:[0,1] — f(X) é continua, pois é uma composta de
aplicagoes continuas. Além disso, B(0) = f(z) e B(1) = f(y), donde S é uma
curva em f(X) que liga f(z) a f(y). Logo, vale o resultado seguinte.

PROPOSIGAO 37. A imagem de um conjunto conexo por caminhos por uma
aplicagao continua € um conjunto conexo por caminhos.

Segue-se da Proposigao 37 que S™—{—p,p}, em que p é o polo-norte de S™, é
conexo por caminhos. De fato, vimos no Exemplo 46 que a projecao estereografica
de S™ —{p} sobre R™, f:8"—{p} — R™, é um homeomorfismo. Em particular,
f~! é continua. Porém, S™ — {—p,p} = f~1(R™ — {0}), donde S™ — {—p,p} é
conexo por caminhos, pois R" — {0} o é.

No exemplo a seguir, usaremos a nocao de conexidade por caminhos e o Teorema
do Valor Intermediério para provar que R™ —{0} e R™ nao sdo homeomorfos. Para
tanto, adaptaremos uma engenhosa ideia de Tiago Ribeiro (vide [27]).

EXEMPLO 54 (R" — {0} NAO E HOMEOMORFO A B"). E imediato que R — {0}
e R ndo sdo homeomorfos, pois R é conexo e R — {0} é desconexo. Tome-
mos, entdo, n > 2 e suponhamos, por absurdo, que exista um homeomorfismo
f: R" — {0} — R". Consideremos os conjuntos A = {x € R"; 0 < |lz| < 1}
e B ={z € R"% |z|| > 1} e verifiquemos que suas imagens por f sdo con-
juntos ilimitados de R™. Com efeito, dada uma sequéncia (xy) em A, tal que
xr — 0, temos que a sequéncia (f(zx)) ¢é ilimitada. Caso contrdrio, para alguma
subsequéncia (f(zx,)) de (f(xzx)), terfamos f(xx,) — b € R™. Pela continui-
dade de f~!, terfamos entdo, 0 = limzy, = f~1(b), o que é absurdo, ji que
fY(R") = R" — {0}. Logo, f(A) é ilimitado.

gn1 7(0)
ot
(to) o B0, 7]

P T B N

&/

Tomando-se agora uma sequéncia (yx) em B, tal que, para todo k € N, tenha-
se ||ykl| > k, concluimos, de forma andloga, que (f(yx)) ¢é ilimitada, donde f(B)
é ilimitado.

Por outro lado, uma vez que S™~! é compacto e f é continua, temos que
f(S™~1) é compacto e, em particular, limitado. Logo, existe r > 0, tal que
f(S™ 1) C B[0,r] e, como f(A) e f(B) sao ilimitados, existem a € A e b € B,
tais que f(a), f(b) € R™ — B0, r].

G

F1GUrA b
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Observemos agora que R™ — B[0,r] é conexo por caminhos, pois é homeomorfo
ao conjunto B(0,r)—{0} (vide Exemplo 47), que, conforme constatamos, é conexo
por caminhos. Logo, existe uma curva S : [0,1] — R™—BJ0,r], tal que 5(0) = f(a)
e B(1) = f(b). Sendo f um homeomorfismo, a aplicacdo « : [0,1] — R™ — {0},
a(t) = (f~ o B)(t), é uma curva em R" — {0}, tal que a(0) = a e «a(l) = b.
Logo, a fungao A : [0,1] — R, dada por A(t) = ||a(t)]|, é continua. Além disso,
A0) = Jla]] < 1 e A(1) = ||b|| > 1. Desta forma, pelo Teorema do Valor In-
termedidrio, existe to € (0,1), tal que A(tp) = 1, donde a(ty) € S"~!. Logo,
B(to) = f(alto)) € f(S™~1) C B0,r], o que contradiz o fato de B ser uma curva
em R™— B[0,r]. Segue-se, portanto, desta contradi¢ao, que um tal homeomorfismo
f nao existe.

6. Limites

Introduziremos agora o conceito mais essencial da Anélise, o de limite de
aplicagoes, que generaliza o de limite de sequéncias e relaciona-se intimamente com
a nocao de continuidade. Veremos, entao, nos capitulos posteriores, que muitas
propriedades e conceitos importantes acerca de aplicagoes, como a derivada, sao
estabelecidos a partir desta nogao geral de limite.

DEFINIGAO 21 (LiMITE). Sejam f : X C R™ — Y C R™ uma aplicagio e
a € R™ um ponto de acumulagdo de X. Diz-se que b € R™ é limite de f quando
x tende para a, e escreve-se
lim f(z) = b,
r—a
se, para todo € > 0, existe § > 0, tal que
re€X e 0<|lz—all<d = ||f(z)—b] <e

Verifica-se facilmente, como no caso das sequéncias, que um limite de uma
aplicacao, quando existe, é tnico.

As definigoes de continuidade de f num ponto a e de limite de f quando
x tende para a, apesar de semelhantes, guardam diferengas cruciais. De fato,
na definicao acima, o ponto a deve ser um ponto de acumulagao de X, porém,
nao necessariamente um ponto de X, enquanto na definicao de continuidade, o
ponto a deve pertencer a X mas nao necessariamente ser um ponto de acumulagao
de X. Assim, o limite de f num ponto a, quando existe, nos permite avaliar o
comportamento de f numa vizinhanga de a, mesmo que f nao esteja definida em
a. Neste fato residem a importancia e efetividade do conceito de limite.

Como reflexo da relacao entre os conceitos de limite e continuidade, tem-se o
resultado seguinte, cuja verificagdo é imediata.

PROPOSIGAO 38 (LIMITE E CONTINUIDADE). Sejam X C R", Y C R™ e
a€ XNX'. Entio, f: X —Y € continua em a se, e somente se,

lim f(z) = f(a).

T—ra

Observemos que a € R™ é ponto de acumulagao de X C R™ se, e somente se,
0 é ponto de acumulagdo do conjunto {h € R"; a + h € X}. Fazendo-se, entdo,
x = a+ h, as equivaléncias de cada uma das colunas do diagrama
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O<|lz—al<é = If(z)—=b| <e

0 0
0< Al <3d = |lf(a+h)—b|<e

sao, evidentemente, verdadeiras. Logo, a implicagao da primeira linha é equivalente
a da segunda, isto é,
lim f(z) =b < lim f(a+h)="0.
h—0

T—ra

E pertinente mencionarmos também que a desigualdade || f(z)| — ||| <
[If(2) = bl nos dd
lim f(z) =b = lm /)] = [b]-

r—ra
Além disso, como no caso das sequéncias, verifica-se facilmente que vale a
reciproca quando b = 0, isto é,
lim f(z) =0 < lim || f(z)| =0.
r—ra

r—a

DEFINIGAO 22 (LIMITES LATERAIS). Sejam X um subconjunto de R e ¢ um
ponto de acumulagao a direita de X. Dada uma funcao f: X — R™, diz-se que
b € R™ é limite a direita de f quando z tende a a, e escreve-se

lim f(z) =",

r—a+

quando, para todo € > 0, existe § > 0, tal que
r€X e a<z<a+d = ||f(z)-b] <e

Quando a é ponto de acumulagao a esquerda de X, introduz-se de forma
analoga a nogao de limite a esquerda de f quando z tende a a.

As seguintes propriedades dos limites laterais sao facilmente verificadas:

i) Um limite lateral de uma aplicacdo, & direita ou & esquerda, quando existe,
é Unico;

ii) um ponto b € R™ ¢ limite & direita (respectivamente, a esquerda) de
f: X CR = R™ quando x tende a a € X! (respectivamente,
a € X' ) se, e somente se, para toda sequéncia z; em X, tal que z; > a
(respectivamente, = < a) e T — a, se tenha f(xg) — b;

iii) se a é ponto de acumulacao a direita e & esquerda de X C R, entdo o
limite de f: X — R™ quando z tende a a existe e é igual a b € R™ se,
e somente se, ambos os limites laterais de f quando x tende a a existem
e sao iguais a b.
Vejamos agora alguns resultados sobre limites de fungbes que envolvem as
relagoes de ordem em R.

PROPOSIGAO 39 (TEOREMA DO CONFRONTO). Sejam a € R™ wum ponto de acu-
mulagao de X CR™ e f,g,h: X — R funcoes, tais que:

i) f(z) < h(z) < g(x) ¥z € X;
ii) ;gr}lf(x) = ;gr}lg(x) =XeR.
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Entao, lim h(z) existe e € igual a A.
T—ra

DEMONSTRAGAO. Dado e > 0, segue-se da hipdtese (ii) que existem 6; > 0 e
0o > 0, tais que:
ezcX e O<|lz—a]| < = —e< flx)—A<e;
ezeX e 0<|z—a|]<d2 = —e<gx)—A<e

Desta forma, para todo x € X satisfazendo 0 < ||[z—a|| < § = min{d;,d2}, vale
—e < f(z)—A < h(z)—X < g(z)—A < ¢, donde se conclui que lim A(x) =A. O
r—ra

PROPOSIGAO 40 (PERMANENCIA DA DESIGUALDADE). Sejam X C R", a € R
um ponto de acumulagcao de X e f,g: X — R fungdes, tais que
lim f(z) =X\ e lim g(x) = Az
r—ra Tr—a
Entao, se f(x) < g(z) para todo x € X, tem-se Ay < Ag.
DEMONSTRAGAO. Suponhamos, por contraposi¢ao, que A1 > A2 e tomemos

e >0, tal que 0 < e < (A1 —A2)/2 (isto é, A1 —e > Ay +¢). Pela hipétese, existem
61 >0 e 3 > 0, tais que:

ezeX e 0<|z—a|]|<dh = M —e< f(x) <A +¢€;
ezeX e 0<|z—a|]<d2 = A—e<g(x) <A +e.
Desta forma, tomando-se 6 = min{d1,d2} e = € X N B(a,d), tem-se
flx) > M —€e> A+e > g(a),
donde se conclui o desejado. O

A proposicao a seguir relaciona os conceitos de limite de aplicacoes e sequéncias.
Sua demonstragao é andloga a da Proposicao 26 e a deixamos a cargo do leitor.

PROPOSIGAO 41 (LIMITE E CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS). Sejam X um sub-
conjunto de R™ e f: X — R™ uma aplicacdo. Se a € R™ € um ponto de acu-
mulagdo de X, entdo lim,_,, f(x) =b se, e somente se, para toda sequéncia (xy)
em X —{a} satisfazendo x — a, tem-se f(xy) — b.

OBSERVAGAO 14. No tocante & proposi¢do acima, cabe aqui um comentédrio
andlogo aquele feito na Observagao 12, isto é, para que se tenha lim,_,, f(z) =b é
suficiente que, para toda sequéncia () em X —{a} satisfazendo z; — a, exista
uma subsequéncia convergente de (f(zy)) cujo limite seja b.

Combinando-se os resultados da Proposigao 41 e da Proposicao 6 do Capitulo
1, obtemos facilmente o resultado seguinte.

PROPOSIGAO 42 (PROPRIEDADES OPERATORIAS). Consideremos aplicagoes
frg: X CR" - R™ e uma fungio A : X — R. Suponhamos que a € X' e
que existam os limites

lim f(z), limg(z) e lim A(x).

r—a T—a T—ra

FEntao, existem os limites
liin (f+9)(z), ligl Af)(x) e hl}n(l/)\)(m) (supondo-se A(x) # 0Vz € X).

Além disso, tem-se
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o lim(A)(@) = lim A(z) lim /(a);
o ;gr}l(l/)\)(x) = 1/311_1){11 Az) (supondo-se J}l_rg Az) #0).

o lim(f + g)(x) = lim f(z) + lim g(x)

Segue-se da Proposigao 41 e da Proposi¢ao 5 do Capitulo 1 que o limite de uma
aplicacao existe se, e somente se, existe o limite correspondente de cada uma de
suas fungoes-coordenada, conforme a proposigao abaixo.

PROPOSIGAO 43 (LIMITE DAS COORDENADAS DE UMA APLICAGAO). Considere u-
ma aplicacio f: X CR*" —Y CR™ e a € X'. Entdo,

lim f(z) =b=(b1,...,bp) < lim fi(x)=0b; Vie{l,...,m},
T—a T—a
em que f1,..., fm SGo as coordenadas de f.

Para futura referéncia, verificaremos na proposigao seguinte uma propriedade
que envolve limites de aplicagoes que tomam valores em L(R™ R™).

PROPOSIGAO 44. Considere uma aplicagio ® : X C R™ — L(R™,R™). Dado
a € X', suponha que existe T € L(R™,R™), tal que

lim &(x)v — Tv Yv € R™
T—ra

Entao, lim ®(z) =T.
Tr—ra
DEMONSTRAGAO. Seja (zp) uma sequéncia em X — {a}, tal que zp — a.
Segue-se da hipétese e da Proposigao 41 que a sequéncia (®(x)) converge pontu-
almente para T. Logo, pela Proposigdo 5 do Capitulo 1, ®(x) — T. Dafi e, uma
vez mais, da Proposicao 41, conclui-se que il_)ma ®(x) =T, como desejado. ([l

Tomemos o conjunto das transformacoes lineares invertiveis de R™, I(R"), e
provemos, usando limites, que a aplicagao

v: I(R") — I(R™)
T +— T!
é continua.
Antes, porém, observemos que se f : X C R® — R™ ¢ limitada por uma
constante >0 e A: X — R é tal que, para a € X', lim,_,, A(z) = 0, entdo

(24) lim (Af)(2) = lim A(x) f(2) = 0,

mesmo que o limite de f quando z tende para a nao exista. De fato, pela hipdtese,
dado € > 0, existe § > 0, tal que |A(z)| < € para todo x € X satisfazendo
|l — a|| <. Logo, para estes valores de x, tem-se

[A@)f (@) = A f (@) < pe,
o que implica (24).

Retomemos agora a aplicacao ¢. No Exemplo 16 do Capitulo 2, vimos que,
dada uma transformagdo T € I(R™), existe uma constante p > 0, tal que, para
toda H € L(R™) satisfazendo ||H| < p, tem-se ||(T'+ H)x| > pllz|| Vz € R™. Dai
segue-se que T+ H é invertivel e (vide Exercicio 14 — Capitulo 1)

S
(25) (T+H)"| < p



7. O TEOREMA DE BORSUK-ULAM 103

Além disso, para toda tal H, tem-se

(26) (T+H)'-T'=(T+H) '(I-(T+HT"')=—(T+H) 'HT™',
em que I é a aplicagao identidade de R™. Logo,

@27) (T +H) =) = (T +H)"" =T < (T +H) | IH] T
Porém, por (25), (T + H)™! é limitada. Desta forma,

(T + H)HH| T = 0.

lim ||
H=0
Segue-se, entdo, de (27) e da Proposigao 39, que fllimo le(T+ H)—o(T)|]] =0, o
—

que nos da
lim (T + H) = o(T),
H=0

provando que ¢ é continua.

Note que, igualmente, a inversao de matrizes é uma aplicacao continua.

7. O Teorema de Borsuk-Ulam (x)

Em conclusao ao capitulo, dedicamos esta segao a um consagrado teorema da
Topologia, o qual enunciamos.

TEOREMA DE BORSUK-ULAM. Dada uma aplicagdo continua f : S™ — R™,
existe x € S™, tal que f(x)= f(—x).

Esta bela propriedade da esfera foi conjecturada por Stanislaw Ulam (1909-
1984) no célebre Scottish Café, na cidade de Lvov, Ucrdnia (antes, Polonia), que,
entre 1930 e 1940, foi lugar de inimeras reunioes dos mais renomados mateméaticos
poloneses. Entre eles, encontrava-se Karol Borsuk (1905-1982), que, em 1933 (vide
[2]), provou a conjectura de Ulam e, desta forma, compartilhou com este o nome
do teorema.

Nao dispomos, lamentavelmente, dos instrumentos necessarios para fornecer
uma demonstragao do Teorema de Borsuk-Ulam, pois, para isto, salvo no caso
unidimensional (Exemplo 49), sdo necessérios invariantes topoldgicos mais sofisti-
cados que compacidade e conexidade. No entanto, podemos abordar um dos varios
aspectos importantes deste teorema, qual seja, a sua vasta aplicabilidade.

Com este intuito, demonstraremos inicialmente o Teorema de Lyusternik (1899—
1981) e Shnirelman (1905-1938), que estabelece, a partir do Teorema de Borsuk-
Ulam, uma interessante propriedade topoldgica da esfera. Em seguida, mostraremos
que o Teorema de Borsuk-Ulam implica o Teorema do Ponto Fixo, de Brouwer.

TEOREMA DE LYUSTERNIK-SHNIRELMAN. Se n+1 conjuntos fechados cobrem
S™. entdo pelo menos um deles contém um par de pontos antipodas™V.

DEMONSTRAGAO. Sejam Fy,...,F,+1 C S™ n+ 1 conjuntos fechados, tais
que FiU---UF,;+1 = S". Definamos, entao, a funcao
f: 8" - R™
x = (dz,F),...,dz, F,)).
Uma vez que, para cada i € {1,...,n}, a fungdo = — d(z, F;) é continua (vide

Exemplo 40), temos que f é continua. Podemos, desta forma, aplicar o Teorema

(i) pojs pontos z,y € S™ sao ditos antipodas se y = —x.
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de Borsuk-Ulam e concluir que existe = € S™, tal que f(z) = f(—=x), donde, para
todo i € {1,...,n}, d(z, F;) =d(—x, F;). Se « € F; para algum i # n+ 1, entdo,
0 =d(z, F;) = d(—=, F;), isto é, —x € F;, pois cada F; é fechado. Logo, se para
todo i € {1,...,n} x ndo pertence a F;, tem-se —x,2 € F, ;. Em todo caso, x
e —r estdao, ambos, num mesmo fechado Fj. O

Em consideracdo ao Teorema de Lyusternik-Shnirelman, convém mencionar
que toda esfera S™ pode ser coberta por n + 2 fechados de uma maneira tal que
nenhum deles contenha pontos antipodas. De fato, no caso n = 1, basta inscrever
um tridngulo equildrero em S' e considerar os trés fechados obtidos pelas projecoes
radiais, sobre S', de cada um dos lados deste tridngulo, conforme indicado na
Figura 6.

F3

FiGURA 6 FIiGURA 7

Este procedimento se generaliza facilmente inscrevendo-se em S™ um andlogo
(n 4+ 1)-dimensional do triangulo equildtero, o dito simplezo regular de dimensao

n+1,
n+2 n+2
AL = {weR"“; = tipi, » ti<lt 20},
i=1 i=1
em que pi,...,Ppt2 sS40 pontos de S™ convenientemente escolhidos, os quais sao
chamados de vértices de A™T!'. Note que o simplexo tridimensional, A3, é o
tetraedro regular (Fig. 7).

Segue-se da existéncia de uma tal cobertura de S™, nao somente que o niimero
n+1 no Teorema de Lyusternik-Shnirelman é justo, mas também que este teorema
é equivalente ao Teorema de Borsuk-Ulam! Com efeito, supondo-se, por contra-
posicao, que existe f :S™ — R™ continua, tal que, para todo x € S™, tenha-se
f(x) # f(—x), podemos definir uma aplicagao continua g : S™ — S"~1, tal que

g(z) = —g(—x)Va € S™, isto é, g leva antipodas em antipodas. Basta fazer
[f(@) = f(=2)]
Desta forma, tomando-se n+1 fechados Fi,..., F, 1 C S"! que cobrem S"~! e

tais que nenhum deles contenha um par de antipodas, tem-se, entao,
S =g Y (F1)U---Ug H(Fyy1) e nenhum dos fechados g~ (F;) contém um par
de antipodas, donde se conclui que o Teorema de Lyusternik-Shnirelman implica o
Teorema de Borsuk-Ulam.

Passemos ao Teorema do Ponto Fixo. A maneira usual de demonstra-lo consiste
em reduzi-lo ao fato de que S™~! nao é um retrato da bola B™ = B[0,1] C R™.
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Isto significa que ndo existe uma retracdo de B™ em S™~!, isto é, uma aplicacio
continua p: B" — S"~ ! tal que p(z) = zVz € S"L.

Observe que, geometricamente, é facil ver que nao se pode transformar continu-
amente a bola B™ na esfera S”~! mantendo-se esta tltima fixa. Usaremos, entéo,
o Teorema de Borsuk-Ulam para estabelecer este fato algebricamente, conforme o
lema seguinte.

LEMA 2. S™ 1 ndo é um retrato de B™.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, por absurdo, que exista uma retracio
p: B" — S"! ¢ consideremos a decomposicio R™*! = R" x R. Definamos,
entao, a funcao ¢ : S™ — R™, em que

_f plx) se t>0
cp(x,t){ x se t<O.

Uma vez que p, bem como a projecao (x,t) — x, sdo aplicagdes continuas, e a
restri¢do p|gn—1 é a aplicacdo identidade de S™~!, temos que ¢ é continua.
Considerando-se, entao, a igualdade

(28) <p(x,t) = <p(—$, _t)v ('T7t) e s,

temos que, para t = 0, ela equivale a p(z) = p(—x), z € S"!, a qual nunca
se cumpre, pois, qualquer que seja x € S"7! tem-se p(x) = x # —x = p(—x).
Agora, para t # 0, (28) nos dd p(z) = —x (se t > 0) ou p(—z) =z (se t <0).
Entretanto, nenhuma destas duas igualdades pode ocorrer, pois, qualquer que seja
o ponto (z,t) € S™ cuja coordenada ¢ é ndo-nula, tem-se ||z| < 1 = ||p(x)]|
(Fig. 8).

Logo, nao existe (z,t) € S™, tal que ¢(z,t) = p(—z,—t), o que contradiz o
Teorema de Borsuk-Ulam. Segue-se desta contradicao que a retragdo p nao existe
e, portanto, que S”~! nao é um retrato de B™, como desejidvamos provar. O

p(x)

FIiGURA 8 FIiGURA 9

TEOREMA DO PoNTO Fixo (BROUWER). Toda aplicagio continua
f: B™ — B™ possui um ponto fizo.
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DEMONSTRAGAO. Suponhamos, por absurdo, que f nao possua pontos fixos.
Neste caso, podemos definir a aplicacio p: B® — S"~! em que p(z) € S"~1 é tal
que z € [f(z), p(z)] (Fig. 9). Mostraremos que p, assim definida, é uma retracao,
o que ird de encontro ao Lema 2 e provara, desta forma, o teorema.

A fim de descrever a aplicagdo p algebricamente e, desta forma, concluir o
desejado, fagamos, para cada x € B", u = u(z) = (x— f(x))/|Jz— f(z)| . Devemos,
entdo, determinar um nimero real A = A(z) > 0, tal que

plx) =z +

seja um vetor de S™~!. Assim, devemos ter ||z +Aul|? =1, o que nos d4 a equacio
quadrética
22+ 2(z, uph — (1 ||z[|?) =0,

cuja Unica raiz nao-negativa é
A= (@ u)? +1 - ||z]2 - (z,u).

Claramente, A é uma funcao continua de x, donde p é uma retracao. (I

8. Exercicios
Secao 1

1. Sejam f,g: X C R® — R™ aplicagoes continuas no ponto a € X. Prove que se
f(a) # g(a), entdo existe uma bola aberta B = B(a,r) C R", tal que

re€XNB = f(x)#g(x).

2. Mostre que uma aplicacao f : R™ — R™ ¢é continua se, e somente se, para todo
conjunto Y C R™, tem-se 0f~1(Y) C f~1(9Y).

3. Dada uma aplicagdo continua f : R™ — R™, prove que, para todo X C R",
f(X) C f(X), e que esta inclusdo reduz-se a uma igualdade no caso em que f
é fechada.

4. Sejam F C R™ fechado e f: F — R uma aplicagdo continua. Mostre que f
leva subconjuntos limitados de F' em subconjuntos limitados de R™. Prove, exi-
bindo um contra-exemplo, que nao se conclui o mesmo removendo-se a hipdtese
de F' ser fechado.

5. Seja f: R™ — R™ uma aplicagao continua e sobrejetiva. Mostre que se X C R"
é denso em R", entao f(X) é denso em R™.

6. Prove que uma aplicacdo 7 : R™ — R™ ¢é linear se é continua e satisfaz
Tx+y) =T(x)+T(y) Vz,y € R™.
7. Seja B = B(0,1) a bola aberta unitdria de R™ com centro na origem. Suponha
que f: B — B seja uma aplicagao continua que satisfaz || f(z)|| < ||z|| qualquer

que seja € B — {0}. Dado z1 € B, considere a sequéncia (), em B, tal
que 21 = f(ag). Prove que limay = 0.

8. Suponha que f,g: X C R® — R sejam continuas. Prove que sao continuas as
fungdes p(x) = min{f(z), g(x)} e A(z) = max{f(x), g(2)}, z € X.
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Secao 2

Dadas fungoes limitadas e uniformemente continuas, f,g: X C R™ — R, prove
que fg é uniformemente continua. Prove, em seguida, que, para todo r > 0, a
funcao

X1...Tp

Tlyenn, Tp) = -
f( 1 ) n) (I%++SE%)7

, (z1,...,2n) € R" — B(0,7),

é uniformemente continua.

Use a funcéo distancia (a um conjunto) para mostrar o Teorema de Urysohn em
R™ : Dados dois subconjuntos de R™ fechados e disjuntos, F; e Fy, existe uma
fungdo continua f:R™ — [0,1], tal que f(x) =0Vx € F} e f(x) =1Vx € F,.

Seja U C R™ um subconjunto aberto, préprio e nao-vazio de R™. Mostre que
existe uma fungao f:R"™ — R, tal que f é descontinua em todos os pontos de
U e uniformemente continua e nao-constante em R™ — U.

Segao 3

Mostre que sao homeomorfos:

i) O cone C = {(x,y,2) € R? z = /22 + 32} e R?;
ii) R*"*t — {0} e o cilindro S™ x R C R"*2.

Sejam U C R"™ aberto e f : U — R™ um homeomorfismo uniformemente
continuo. Prove que U = R".

Sejam || |l[o e || |li duas normas em R™ e By, B; bolas com respeito a | ||
e || ||l1, respectivamente. Prove que se By e B; sdo ambas abertas ou ambas
fechadas, entao ela sao homeomorfas.

Diz-se que um conjunto X C R™ é topologicamente homogéneo se, para quais-
quer z,y € X, existe um homeomorfismo f: X — X, tal que f(x)=y. Prove
que sao topologicamente homogéneos:

i) O intervalo (—1,1) C R;

ii) a bola aberta unitdria Bpax(0,1) = {z € R™; ||2||max < 1}.
Conclua dai e do exercicio anterior que, para toda norma || ||, em R", qualquer
bola aberta com respeito a || ||, é topologicamente homogénea.
Prove que:

i) Existe um homeomorfismo A :(—1,1) C R — (—1,1) sem pontos fixos;

ii) existe um homeomorfismo f : Bpax(0,1) C R™ — Bpax(0,1) sem pontos
fixos.

Conclua dai e do Exercicio 14 que, para toda norma || |, em R"™ e toda bola
aberta By com respeito a || ||, existe um homeomorfismo f : By — By sem
pontos fixos.

Secgao 4
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17. Prove a reciproca do Teorema de Weierstrass: Se K C R™ é tal que, toda fungao
continua f: K — R é limitada, entao K ¢é compacto.

18. Sejam K C R™ compacto e f : K — R™ continua. Mostre que, para todo
€ >0, existe u > 0, tal que
1 (@) = FW)ll < pllz —yll + € Va,y € K.

19. Considere um conjunto compacto K C R". Prove que uma aplicagao
f: K — R™¢é continua se, e somente se, o grafico de f é compacto.
20. Sejam X C R™ e f: X — X uma isometria de X, isto é,
1f (@) = f@W) = llz =yl Va,y € X.
Dado z € X, prove que a sequéncia (r3), em que x3 = f*(z0) (V) satisfaz
Zk+1 — zk|| = d(2o, f(X)) VE, I € N.
Conclua que f é um homeomorfismo se X for compacto.
21. Uma aplicagao f: R™ — R™ é dita propria se é continua e, para todo compacto
K CcR™, f~Y(K) é compacto. Prove que:
i) Toda aplicagao prépria f:R™ — R™ é fechada;
ii) toda aplicagdo f:R™ — R™, continua, injetiva e fechada, é prépria.
Secao 5
22. Prove que o conjunto O(n), das matrizes ortogonais de ordem n, nao é conexo.
23. Prove que um conjunto X C R™ é conexo se, e somente se, toda fungao continua

f:X —{0,1} é constante. Demonstre, a partir deste fato, que:

i) Qualquer unido de uma familia de conexos de R™ com um ponto em comum
é conexa;

ii) o fecho de um subconjunto conexo de R™ é conexo.
24. Sejam f:R™ — R uma funcéo definida em R™ e graf(f) o seu grafico. Mostre
que uma, e somente uma, das implicagoes abaixo é verdadeira:
i) f continua = graf(f) conexo;

ii) graf(f) conexo = f continua.
25. Mostre que S' ndo é homeomorfo a S2.

26. Prove as seguintes afirmagoes:

i) X CR™ e Y C R™ sdo conexos por caminhos se, e somente se, X x Y é
conexo por caminhos;

i) se {Xx}aea € uma familia de subconjuntos de R™, todos conexos por
caminhos, tal que (X # 0, entdo |J X, é conexo por caminhos;

iii) todo subconjunto de R™ que é aberto e conexo é conexo por caminhos.

(iV)Aqui, f* denota a aplicacio obtida por k composicdes sucessivas da aplicacio f consigo
mesma.
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Secao 6
Dados X C R™ e a € X', suponha que as aplicagoes f : X — R" e
®: X - L(R",R™) cumpram

lim f(z) =x9 e lim ®(z)="T.

r—a Tr—a
Prove que lim ®(z)f(x) = Txo.
Tr—ra
Sejam f,g: X C R® — R fungoes, tais que
lim f(z) =X\ e limg(x)=As.
r—ra r—a
Prove que se A\; < Az, entao existe uma vizinhanca de a em X, V. tal que

fl@) < g(z) Vx € V —{a}.

Considere uma aplicacao f : X C R® — Y C R™ e suponha que, para todo
a € X' # (), existe o limite lim,_,, f(x). Mostre que se X ¢ limitado, entdao
f(X) é limitado.
Seja f: X C R"™ — R™ uma aplicagdo uniformemente continua. Prove que:
i) Para todo a € X', existe o limite lim f(z);
r—ra

ii) se X ¢é denso em R", entdo existe uma unica aplicacio continua
p:R" > R™ tal que f = ¢|x e, além disso, ¢ é uniformemente continua.






CAP{TULO 4
Aplicagoes Diferenciaveis

Iniciaremos, neste capitulo, o estudo de um dos conceitos mais importantes da
Anélise, o de derivada. No caso das funcgoes reais de uma varidvel real, como é
sabido, a derivada estd intimamente ligada & nogao geométrica de reta tangente e
também a de taxa de variagao entre grandezas.

Em virtude destas caracteristicas, a derivada incide em intimeras teorias ma-
teméticas, desempenhando, inclusive, um papel fundamental na modelagem de di-
versos fendmenos naturais, como o movimento dos planetas ou a desintegracao de
substancias radioativas.

Ainda no caso das fungdes de uma varidvel, a derivada admite uma outra in-
terpretagao, que parte da ideia de se considerar a reta tangente ao grafico de uma
funcao (diferencidvel) num determinado ponto, como o grafico de uma fungéo linear
que a aproxima numa vizinhanga deste ponto (vide Secao 1, abaixo). Valendo-se
disto, estende-se, de forma natural, o conceito de diferenciabilidade as aplicagoes
entre espacos euclidianos arbitrarios, isto é, uma tal aplicagao é diferenciavel num
ponto de seu dominio, quando existe uma determinada transformacao linear que
a aproxima numa vizinhanga deste ponto, a qual chama-se derivada da aplicagao
neste ponto.

Essencialmente, o conceito de derivada caracteriza-se pelo fato de permitir,
em muitos aspectos, deduzir o comportamento da aplicacao numa vizinhanca de
um ponto a partir das propriedades de uma transformacao linear — a derivada
da aplicacdo neste ponto —, as quais sao de fécil verificacdo. A riqueza e forga
deste conceito generalizado de derivada, dentre outros fatos, reflete-se na profusa
atividade cientifica de teorias como Geometria Diferencial, Equagoes Diferenciais e
suas correlatas.

Ao longo deste capitulo, apds sua defini¢ao, deduziremos algumas propriedades
elementares da derivada e introduziremos as nogoes de derivada parcial e derivada
de ordem superior. Estabeleceremos, em seguida, o resultado mais fundamental
ligado a derivada, a Regra da Cadeia, e introduziremos o conceito de difeomorfismo,
o qual estabelece uma relacao de equivaléncia entre os conjuntos abertos de R™.
A titulo de aplicacdo, encerraremos apresentando um dos teoremas fundamentais
da Analise Convexa, conhecido como Teorema de Motzkin. Reservamos, entao, ao
préximo capitulo, a apresentagao dos principais teoremas do calculo diferencial das
aplicacoes entre espagos euclidianos.
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1. Diferenciabilidade em R"

Relembremos que uma funcao f: I C R — R, definida num intervalo aberto
I, é dita diferencidvel num ponto = € I se existe o limite

h—0 h

o qual, no caso afirmativo, chamamos derivada de f em x e denotamos por f'(z).

Nesta definigao, a estrutura algébrica de R, qual seja, a de corpo, desempenha
um papel fundamental, visto que a expressao (29) envolve uma divisdo. Uma vez
que, em geral, a divisao de vetores nao estd definida, a fim de generalizar-se este
conceito de diferenciabilidade para aplicagoes definidas em R™, convém reinterpre-
tar a derivada em R a partir de sua estrutura vetorial.

Para isto, consideremos uma vizinhanga Vs = (r — d,z +6) C I, de = em I,
e a fungao

w(h‘) = f(x"i'h) - f(x)7 h e (_67 6)7

cujo comportamento, vale salientar, reflete aquele da fungao f em Vj @,
Dado a € R, definamos a fungao resto, r: (—4,6) = R, por

(30) r(h) = w(h) — ah,

a qual pode ser vista como uma medida do “erro” cometido quando se substitui a
funcdo w pela funcao linear h — ah.

Supondo-se f continua em z, tem-se limy_,o7(h) = 0. Neste caso, diz-se que
o resto T é um infinitésimo e que a fungao h +— ah é uma aprorimacdo de w em
(=6,0) (ou, equivalentemente, de f em V).

Assim, podemos dizer que, quando f é continua em =z, toda funcao linear
restrita a (—d,0) constitui uma aproximagéo de f em Vj. No entanto, quando f
é diferenciavel em z, a aproximacao linear definida pela derivada de f em =z, isto
é, a fungdo h — f'(x)h, define uma funcao resto r, tal que r(h) tende a zero mais
rapidamente que h, sendo, inclusive, a Unica aproximacao linear de f a ter esta
propriedade. Mais precisamente, tem-se a equivaléncia seguinte, a qual se obtém
facilmente dividindo-se ambos os membros de (30) por h e tomando-se o limite
com h tendendo a zero.

. r(h)
lim T

=0 <« f édiferencidvel em z e a = f'(z).
h—0

Quando uma funcao r cumpre o limite acima, diz-se dela que é um infinitésimo
de ordem superior a 1 (com respeito & varidvel h). Segue-se, portanto, desta equi-
valéncia, que, para que f seja diferencidvel em x, é necessario e suficiente que
exista uma aproximacao linear de f numa vizinhanca de x, a qual define uma
funcao resto que é um infinitésimo de ordem superior a 1 (Fig.1).

Observando-se ainda que

r(h)

. r(h) .
1 = 1 — =
fi =0 el =0

obtém-se destas consideragoes o resultado seguinte.

Hpor exemplo, se w tem limite nulo quando h tende a zero, entdo f é continua em z, se
w € nao-negativa, entao f|V5 assume um valor minimo em z, etc.
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TEOREMA 16 (DERIVADA COMO APROXIMAGAO LINEAR). Dado um intervalo a-
berto I C R, uma fungdo f : I — R ¢ diferencidvel em x € I se, e somente se,
existe uma fungao linear h — ah, a € R, tal que a funcdo r = r(h), definida pela
igualdade f(x + h) — f(x) = ah +7(h), cumpre

r(h) _
w2 n
No caso afirmativo, tem-se a = f'(x).
A
A
r(h)
f(z+h) v
S~ Sn
f(=) T >
|h]
T xz+h >
F1Gura 1

No teorema acima, a Unica estrutura considerada em R ¢é a de espago vetorial
normado. Assim, faz-se natural a definicdo seguinte.

DEFINIGAO 23 (DIFERENCIABILIDADE). Seja U C R™ um conjunto aberto. Di-
zemos que uma aplicagdo f : U — R™ §é diferencidvel em x € U se existe uma
transformacao linear T : R™ — R™, tal que a aplicagdo resto, r = r(h), definida
pela igualdade

fx+h) = f(x) =Th+r(h),
satisfa
’ r(h) _,
m —— = 0.
h=0 |||
A aplicagdo f é dita diferencidvel em X C U quando é diferencidavel em cada
ponto de X. Diz-se, simplesmente, que f é diferencidvel quando é diferenciavel
em U.

E essencial, nesta definigcao, que o conjunto U seja aberto. De fato, neste caso,
para todo = € U, existe 6 > 0, tal que B(z,d) C U. Assim, para todo h € R"
satisfazendo ||h|| < 6, tem-se =+ h € U e, portanto, f(x + h) estd bem definido.
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A aplicagdo T da Defini¢ao 23, quando existe, é inica. Isto decorre do seguinte
fato. Dado t € R, t # 0, tem-se,
T(th)  f(x+th)— f(x) " r(th)

Th = =
t t Itk

1A]]-

Logo,

(31) Th = lim L&) = F(@)
t—0 t

)

0 que prova a unicidade de 7T, uma vez que, nesta igualdade, o segundo membro
depende apenas de f, = e h.

A aplicagao linear T €, entao, chamada de derivada de f em x e é denotada
por f/(z)

Segue-se imediatamente da definicao de diferenciabilidade que qualquer aplica-
¢ao constante f:U C R™ — R™ ¢ diferenciavel, sendo a derivada, em cada z € U,
a transformacao linear nula f’(z) = 0.

EXEMPLO 55. Verifiquemos que a aplicagao
f: R = R2

(z,y) = (y,2%)
é diferencidvel em (1,2) e determinemos a sua derivada neste ponto. Para isto,
devemos inicialmente encontrar um candidato a derivada, isto é, uma transformacao
linear T : R? — R? que cumpra as condicdes da definicio. Fazendo-se, entdo,
(x,y) = (1,2) e h = (hy,ha), se f for diferencidvel em (1,2), teremos, por (31),

t

Th=T(hi,hz) = lim = (ha,2h1).

Neste caso, a aplicacao resto é dada por
r(h) = r(hi,ha) = f((1,2) + (b1, ho)) = f(1,2) = T(h1, ha) = (0, h1).

Uma vez que

h? |h1]
= |h1] < |hq],
| (R, ha)ll [(h1, ha) |
tem-se (h)
,
lim 2
A e =0

Desta forma, f é diferencidavel em (1,2) e f’(1,2) : R> — R? é a transformacdo
linear dada por f/(1,2)(hy,ha) = (ha,2h1).

OBSERVAGAO 15 (DIFERENCIABILIDADE IMPLICA CONTINUIDADE). Consideremos
uma aplicacao f: U C R™ — R™ definida num aberto U C R" e difereniciavel em
x € U. Neste caso, temos que a aplicagdo resto, r(h) = f(z + h) — f(z) — f'(z)h,
satisfaz limy_,o r(h)/||h|| = 0. Logo,

h
lim r(h) = lim MHh|| =0.

Sendo assim,
lim f(z+h) = lm (f(z) + f'(2)h+r(h)) = f(2),

donde f é continua em z.
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OBSERVAGAO 16 (DERIVADA DIRECIONAL E DIFERENCIABILIDADE). O limite in-
dicado na igualdade (31), quando existe, é chamado de derivada direcional de f
em x na dire¢do h e é denotado por %(x). Desta forma, se f ¢é diferencidvel em
x, a derivada direcional %(m) estd bem definida e satisfaz

o @) = '@

No entanto, a existéncia das derivadas direcionais em x nao assegura a dife-

renciabilidade de f neste ponto. Com efeito, considere a funcdo f:R? — R,

e se (1) #(0,0),
f(x’y):

0 se (2,9)=1(0,0).
Fazendo-se h = (hy,hs) € R?, tem-se

aof h2hsy

32 —(0,0) = .
(82) ah( 0) h? + h3
Segue-se que f nao é diferencidvel em (0,0), pois, se o fosse, valeria a igualdade
%(0,0) = f'(0,0)h. Entretanto, conforme indicado em (32), %(0,0) ndo é uma
funcao linear de h.

Vale salientar que, para uma dada aplicacao f:U C R™ — R", mesmo que a
aplicagdo h+— T'(h) = %(m) esteja bem definida e seja linear, nao se pode concluir
dai que f seja diferencidvel em z (vide Exercicio 2).

Feitas as devidas alteragoes, introduz-se, de forma analoga & que fizemos acima,
o conceito de diferenciabilidade de aplicacGes entre espacos vetoriais normados ar-
bitrarios. Neste sentido, podemos investigar, por exemplo, a diferenciabilidade da
aplicacao
f: M(n) — M(n)
X = X2

Com este fim, tomemos X € M(n) e tentemos obter uma “parte linear” da
expressao f(X + H) — f(X), que serd, desta forma, um candidato a derivada de
f em X. Temos que

FX+H) - f(X)=(X+H?*-X?*=XH+HX+ H~

Fazendo-se, entdo, TH = XH + HX, H € M(n), tem-se que T é linear e a
aplicacio resto definida por T é R(H) = H?. Logo, para H # 0,

\RCGDN _ B2 H
| H | IHI — |H] ’
donde |RG)|
lim PR g
a0 | H] 0

Segue-se que f é diferencidvel em M(n) e, para todo X € M(n),
F(X)H = XH+ HX, H € M(n).
O teorema seguinte, atribuido ao matemdtico francés Jacques Hadamard

(1865-1963), estabelece a equivaléncia entre a diferenciabilidade de uma aplicacao
(num ponto) e a existéncia e continuidade (no mesmo ponto) de uma outra aplicagao,
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a ela vinculada, que toma valores num espaco de transformagoes lineares. Este resul-
tado, devidamente aplicado, simplifica consideravelmente diversas demonstragoes
que envolvem a questdao de uma aplicagao ser ou nao diferencidvel num determi-
nado ponto de seu dominio. Por esta razao, ele se prestard a demonstragao de teo-
remas importantes que apresentaremos, como a Regra da Cadeia, neste capitulo, e
o Teorema da Fungao Inversa, no capitulo seguinte.

TEOREMA DE HADAMARD. Uma aplicagao f:U C R™ — R™, definida num
aberto U de R"™, € diferencidvel em x € U se, e somente se, existe uma aplica¢do
®: U — LR™,R™), continua em x, e que satisfaz

flx+h)— f(x) =P(x+h)h, z+heU.
No caso afirmativo, tem-se ®(x) = f'(z).

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que f seja diferencidvel em = € U e, para
cada y = x + h de U, definamos a transformacao linear ®(x + h) € L(R™,R™)

por
O(z+h)v= { f’(x)v+<v,ﬁ> 7I"I(:H) se h#0
f(z)v se h=0,

em que r = r(h) é a aplicagdo resto, r(h) = f(x + h) — f(z) — f'(x)h.
A aplicagdo @ : U — L(R™,R™), assim definida, cumpre
O(x+ h)h = f'(x)h+r(h) = f(x + h) — f(z).
Além disso, uma vez que limy,_,o7(h)/||h]| =0, tem-se, para todo v € R™,
}llii% O(z + h)v = f'(z)v.
Dai e da Proposicao 44 do Capitulo 3, obtém-se
lim ®(z + h) = f'(x) = B(a),

donde ® é continua em x.

Reciprocamente, suponhamos que exista uma aplicacao @ : U — L(R™, R™)
que é continua em z € U e satisfaz f(z + h) — f(z) = ®(x + h)h para todo
x + h € U. Fazendo-se, entao,

r(h) = f(xz +h) — f(z) — D(z)h,
tem-se r(h) = (®(z + h) — ®(z))h e, desta forma,

h h
||T|(]l||)|| = [(®(x + h) — @(x))w <||®(z + h) — ®(x)|| VYh#DO0.
Dai e da continuidade de ® em z, segue-se que limp_,o7r(h)/||h]| = 0, donde se

conclui que f é diferencidvel em = e f'(z) = ®(x).

De toda aplicagdo ® : U — L(R™,R™) que satisfaz as condigdes do Teorema
de Hadamard, diremos que é uma representacdo de Hadamard de f em .

Como primeira aplicagao do Teorema de Hadamard, verifiquemos que diferen-
ciabilidade é uma condigao preservada pelas operacoes de soma de fungoes, mul-
tiplicacao de escalar por funcao e quociente de funcgoes, conforme a proposicao
seguinte.
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PROPOSIGAO 45 (PROPRIEDADES OPERATORIAS DA DERIVADA). Sejam U C R™
aberto, f,g : U — R™ aplicagoes diferencidveis em x € U e £ : U — R uma
fungao diferencidvel em x. Entdo, as aplicagoes (f + g),(Ef) : U — R™ e a
fungao (1/€) : U = R (quando definida) sdo diferencidveis em x. Além disso,

) (f+9)(x) = f'(x) +g'(z);
i) (£f)(x) = €'(2) f(x) + &(x) f' () O
&' (x

i) ()’ (0) = — &5 -

DEMONSTRACAO. A propriedade relativa & soma f + ¢ é de demonstracao
imediata e a deixamos a cargo do leitor.

Sejam I': U — L(R™",R) e @ : U — L(R™,R™) representagoes de Hadamard
de £ e f, respectivamente, no ponto x. Temos, entao, que I' e ® sao continuas
em z, satisfazem I'(z) = ¢'(z), ®(z) = f'(z), e cumprem as igualdades

x4+ h)—&@x)=T(x+h)h e f(x+h)— f(z)=(x+h)h.
Assim,
ENH@+h) = (EN@) = &a+h)flz+h)—E@)f(z)
= E@+h)—&@)f(x+h)+&(x)(f(x+h) - f(z))
= ([T(z+h)h)f(x+h)+&(x)P(x+ h)h.
Definindo-se, entao, ¥(z + h) € L(R™,R™) por
V(x4 h)v = (I'(z + h)v) f(x + h) + &(z)®(x + h)v, veR",

segue-se que ({f)(z+h)—({f)(xz) = ¥(z+h)h e que ¥ é continua em z, pois f,
I' e & osdo. Logo, ¥ é uma representagdo de Hadamard de (£f) em z, donde
(&f) é diferencidvel em z e (£f)'(z) satisfaz, para todo v € R",

(Ef) (@)v = ¥(z)v = (T(z)v)f(z) + (@) @(z)v = (€' (2)v) f () + (@) f (2)v,
o que prova (ii).
Supondo-se agora que ¢ nunca se anule em U, tem-se
1 1 1 1 E(x+h)—&(x T'(x+h)h
(&)ern-(Do-mrm- Gy~ @
Dali, infere-se que a aplicagao © : U — L(R™,R), em que
I(z+h)
6 (z+h)&(x)’
é uma representacao de Hadamard de £ em z. Logo,

13
(;)/m:@(x):— -

Oz +h) =—

L ¢ diferencidvel em z e

Isto prova (iii) e conclui, desta forma, a demonstragao. ([

(i)Esta igualdade deve ser interpretada como: &N (@) = (€ (z)v)f(z) + &(=)(f (z)v),
v € R™.
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PROPOSIGAO 46 (DIFERENCIABILIDADE DAS COORDENADAS DE UMA APLICACAO).
Uma aplicagao f : U C R™ — R™ € diferencidvel num ponto x do aberto U se, e
somente se, cada fun¢do-coordenada f; € diferencidvel em x. No caso afirmativo,
tem-se f/(x) = (f'(x)):, isto é, no ponto x, a derivada de cada coordenada de f
€ a coordenada correspondente da derivada de f.

DEMONSTRAGAO. Sejam T : R™ — R™ uma transformagao linear e 7 a
aplicacao resto definida por f, T e z, isto é, r(h) = f(z+h) — f(x) — Th. Temos,
para todo ¢ = 1,...,m, que r;(h) = fi(x + h) — fi(x) — T;h. Além disso, pela
Proposigao 43 do Capitulo 3,

im T —0 o m P o i1 m
im0 ||hl| A

Logo, f é diferencidvel em = com derivada f'(x) = T se, e somente se, f; é
diferencidvel em = com derivada f] =1T;. O

2. Exemplos Especiais de Aplicagoes Diferencidveis

EXEMPLO 56 (NORMA AO QUADRADO). Seja [ : R” — R a funcdo norma ao
quadrado, f(z) = ||z||*>. Temos que

fla+h) = fz) =@+ hx+h) = (z,2) = 2(z, h) + || h]*.

Fazendo-se r(h) = ||h|?, tem-se, claramente, limj;_,o7(h)/||h|| = 0, donde f ¢é
diferencidvel e f'(z)h = 2(x, h) Vz,h € R™.

EXEMPLO 57 (APLICAGOES LINEARES). Seja T : R™ — R™ uma aplicagao
linear. Segue-se da igualdade T'(z + h) — T'(x) = Th que, para todo x € R", T ¢
diferencidvel em z e T’(x)h = Th Vh € R™. Com efeito, neste caso, a aplicagdo
resto, 7 = r(h), é identicamente nula. Logo, a condi¢do limp_or(h)/||h]| =0 é
trivialmente satisfeita.

EXEMPLO 58 (APLICACOES n-LINEARES). Seja f: R/t x ... x RI» — R™ uma
aplicagdo n-linear. Dados = = (z1,...,2,), h = (h1,...,h,) € RIt x --. x Rin,
tem-se, entao,

flx+h)— flz) = Zf(xl,...7mi,1,hi,mi+1,...,xn) +r(h),
i=1

em que r(h) é a soma de todos os vetores v € R™ que se escrevem como

v = ’U(h) = f(y17"'7yi717hi7yi+17' "ayjflahjayj+17"'ayn)>

sendo 1 < i< j<ne paracada k € {l,i—1,0+1,...,5—1,7+1,...,n},
Yr = T ou yr = hg. Valendo-se, entao, do resultado do Exercicio 8 do Capitulo
1, tem-se, para um certo p > 0 e todo h # 0,

oI - yimns hisyiers - Y51, Ry Yins -+ yn)
([ [
S 11| 728 | e 7728 2 7 (722 73 W 7 [ 7
- (IRl
< pllyall-Nyi-al yigall - ||?Jj—1|| thH ||yj+1|| e Alyally

pois ||h;]| < ||h||Vie{L,...,n}.
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Segue-se que limp_ov(h)/||h|| = 0, donde limy_or(h)/||h| = 0. Logo, f é
diferencidvel em z e

f/(l‘)h = Zf(.]?l, vy i1, hi,xi+1, . ,JJ").
i=1

Em particular, sao diferenciaveis:
e o produto interno (,):R"™ x R" —» R;
e 0 determinante det : R” x --- x R® = R.
Além disso, tem-se
(z,y) (v,w) = (x,w) + {v,y) Vo,y,v,w € R"

e, para quaisquer (z1,...,2y), (h1,...,hy) € R" x -« x R™,
n
det'(z1,...,xn)(h1,. .., hy) = Zdet(xl,xg,...,xi_l,hi,xiH,...,xn).
i=1

EXEMPLO 59 (APLICAGOES COM COORDENADAS POLINOMIAIS). Combinando-se
os resultados do Exemplo 57 e das proposicoes 45 e 46, conclui-se facilmente que
sao diferencidveis as aplicagoes cujas coordenadas sdo polinémios (vide Exemplo 37
— Capitulo 3).

EXEMPLO 60 (INVERSAO COM RESPEITO A s™). Como consequéncia do Exemplo
56 e da Proposicdo 45, tem-se que a inversao de R"*1 — {0} com respeito & esfera
S™ (vide Exemplo 47 — Capitulo 3),

f: RPL—{0} — R —{0}
z 2 TR
é diferencidvel. Além disso, dado h € R"*L, fazendo-se &(z) = ||z||?,  # 0, e
u(x) = 7, temese f(z) = pla)a o
1\’ & (z)h 2(z, h)
I 9

§ (€(x))? ]|t

Logo, para todo = € R"™! — {0}, tem-se

"(z)h = (1 (2)h)x + p(x =—2<x’h>m L1 o T T
f@h=w@hetp@h=—gmet geh = LE (h 2<||aﬁ||’h> )

]|

Em particular, para todo x € R"*1 — {0}, f/(x) é injetiva e, desta forma, um
isomorfismo. Com efeito, se h € R™ é tal que f'(x)h =0, entao

0 <xh> 2z _y
[l |||

Efetuando-se o produto interno por z/[|z|| em ambos os membros dessa igualdade,
obtém-se <ﬁ’h> = 0, donde se conclui que h = 0 e, portanto, que f'(z) é
injetiva.

EXEMPLO 61 (INVERSAO DE MATRIZES). Seja I(n) C M(n) o conjunto das ma-
trizes invertiveis de ordem n, o qual, conforme constatamos, é aberto em M(n).
Vimos também, no capitulo anterior, que a aplicacao

v: I(n) — I(n)
X = X!
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é continua. Provemos, entao, que ¢ é diferencidvel.
Com efeito, dada X € I(n), para toda matriz X + H € I(n), tem-se

X+H) '-X'=X+H)'(I-X+HX)=—(X+H) 'HX,

em que I é a matriz identidade de ordem n. Assim, definindo-se a aplicacao linear
®(X + H) : I(n) = I(n) por

X+ H)A=—(X+H) PAX
tem-se (X +H)—@(X)=®(X+ H)H. Além disso, pela continuidade de ¢, para
toda matriz A € I(n), tem-se
lim (X + H)A=-X"1AX"' = ®(X)A,
H=0

donde limpy_,0 (X + H) = ®(X) e, portanto, ¢ é continua em X.

Desta forma, ® é uma representagao de Hadamard de ¢ em X, donde se
infere que ¢ ¢é diferenciavel em X e

O (X)H=®(X)H=-X""HX ' VYH € M(n).

EXEMPLO 62 (cumrvas). Seja a : I C R — R"™ uma curva em R™ que é
diferencidvel no ponto t do intervalo aberto I. Escrevendo-se, entao,

(33) alt+h) —alt) = o (t)h+r(h),
tem-se
) ()
A = = i =

Logo, dividindo-se ambos os membros de (33) por h # 0 e fazendo-se h tender a
zero, obtém-se
t+h)—alt
lim alt+h) —at) = o/(t)1.
h—0 h
Identificando-se os espagos L(R,R™) e R™ por meio do isomorfismo natural
entre os mesmos, podemos considerar o'(t) como um vetor de R™, dito vetor
velocidade de « em t (Fig. 2), e, desta forma, escrever
a(t+h) — alt)

! = i .
o/ (#) Hs0 h

o

\J

FiGura 2
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3. Derivadas Parciais — Matriz Jacobiana

Relembremos que a derivada direcional de uma fungao f:U C R®™ — R™ num
ponto z do aberto U e na diregao h € R™, quando definida, é o vetor de R™

dado por ( ) @
of flx+th) — f(x
%(x):tg% p )

Quando h é o i-ésimo vetor da base canonica de R", a derivada direcional
%(m) é chamada de i-ésima derivada parcial de f em xz e é denotada por %(m).

Assim,

te;) —
OF (1) _ oy St 100 — @),
ox; t—0 t
Supondo-se f = (f1,..., fm) diferencidvel em z, decorre da Proposicao 46 que

Faes = (fi(@es - Su@e) = (S0 F2w).

Segue-se que a matriz de f'(z) relativa as respectivas bases canonicas de R™
e R™, a qual chamamos matriz jacobiana de f em x e denotamos por Jy(z), é
dada por

o o d

aii (z) aﬁi () - %(I)

) o a

aif (z) aﬁi () - ﬁ(x)
Jy(z) =

Ofm Ofm Ofm

aj;l (x) aj;z (55) co aj;n ()

EXEMPLO 63. Consideremos o aberto U = {(x1,72,73) € R3; 27 > 0} C R3
e a aplicacio f : U — R2?, f(xy,22,23) = (z3logzy,e®® cosxz). Temos que f é
diferencidvel, pois suas coordenadas sao fungoes diferenciaveis. Além disso, dado
x = (z1,22,23) € U, tem-se

3}‘3/1‘1 0 log T
Jp(x) =
0 e*? cosxry —e*?senzxs

No caso particular de = = (z1,22,23) ser um ponto de U, tal que z; # 1 ou
x3 # 0, tem-se que J¢(z) tem posto 2 e, portanto, f'(z) é sobrejetiva.

Consideremos uma funcao diferencidvel f:U C R” — R, definida num aberto
U de R™. Dado x € U, pelo Teorema de Representagao de Riesz (vide Exercicio
7 — Capitulo 1), existe um tnico vetor de R™, o qual designamos por gradiente de
f em z e denotamos por V f(z), tal que

fl(x)h = (Vf(x),h) Vh € R™.
Em particular, as coordenadas do gradiente de f em a (com respeito & base
canonica de R™) sdo as respectivas derivadas parciais de f em =z, isto é,

Vi(z) = ((,ii(x),...,ii(m)) .
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EXEMPLO 64 (GRADIENTE DA FUNGAO DETERMINANTE). Consideremos a fungao
determinante det : M(n) — R e definamos, para cada 4,j =1,...,n, a matriz E;;
como aquela cujos vetores-coluna sao todos nulos, exceto o j-ésimo, que é o i-ésimo
vetor da base canonica de R", e;. O conjunto das matrizes Ej;; corresponde a base
canonica de R™ quando se identifica este espago com M(n). Assim, denotando-se
por z;; as coordenadas de uma matriz genérica X de M(n) com respeito a esta
base, tem-se

Odet
X) =det/(X)E,;.
G, (X) = det'(X) B,
Indicando-se, entdo, por X = [v; vg --- v,] a matriz X de M(n) cujos
vetores-coluna sao vy ,vs,...,0, € R" e fazendo-se
Xij = [Ul ot Uj—1 €5 Ui Un],

tem-se, pela n-linearidade do determinante (vide Exemplo 58), que

0 det
8.%1']'

(X) :det’(X)Eij :det’[vl vn][O RN 7 S 0] :detXij.

Assim, o gradiente da funcao determinante em X € M(n) é a matriz dos
cofatores de X (vide Segdo 2 — Capitulo 1) e, portanto, satisfaz

X(Vdet(X))* = (det X)I,
em que [ é a matriz identidade de M(n).

EXEMPLO 65 (APLICAGOES DO TIPO CONFORME). Seja f: U C R™ — R™ uma
aplicacdo diferencidvel, tal que, para cada x € U, f'(x) é um isomorfismo. Uma
tal f é dita conforme se sua derivada, em cada ponto, preserva angulo, isto é, para
todo z € U, existe um real positivo p = p(z) satisfazendo (vide Exercicio 9 —
Capitulo 1)

(34) (f'(@)u, f'(x)v) = p*(u,v)  Vu,0 € R™

Verifiquemos que, no caso em que n =2 e f(x1,z2) = (f1(z1,22), fa(z1,22))
preserva orientacdo (isto é, det f/(z1,x2) > 0V(z1,22) € U), a condi¢do de ser
conforme é equivalente & validez, para todo = = (z1,22) € U, das igualdades
dofr of2 of1 Of2
0z (z) = 0xo (z) ¢ 0z (z) = O (z),
denominadas equacoes de Cauchy-Riemann.

Com efeito, tomemos = € U e escrevamos

(35)

— aye, = (2 012 — a)ey = (i) 212
w = e = (L0 Lw) o w-rwe- (Lo o),
Entao, se f satisfaz (34), tem-se (wi,ws) = 0 e |wy| = |w2]] = p, donde

we = +Jwy, em que J : R? — R? ¢ o operador ortogonal J(z1,22) = (—22,71)

(rotacao de 7/2 no sentido anti-hordrio). Porém, uma vez que estamos supondo

que f preserva orientacdo, devemos ter wy = Jw;, o que implica (35).
Reciprocamente, se f cumpre as equagoes de Cauchy-Riemann, temos que

(wi,we) =0 e |lwy| = [Jwz]], isto é, {w1,ws} é uma base ortogonal de R? cujos
vetores tém mesma norma. Logo, tomando-se coordenadas com respeito a esta base
e fazendo-se p = ||wi|| = ||wa||, segue-se facilmente da bilinearidade do produto

interno que (34) se cumpre, donde f é conforme.
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Uma aplicacdo f:U C R? — R? que satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann
é dita holomorfa. Do ponto de vista da Anélise Complexa, as fungoes holomorfas
sao diferencidveis e somente elas o saol). Pelas nossas consideracoes, entretanto,
uma tal f é holomorfa se, e somente se, é conforme e preserva orientacao, donde se
conclui que, em R2, os respectivos conceitos de diferenciabilidade real e complexa
nao sao equivalentes.

4. Derivadas de Ordem Superior

Consideremos uma aplicagao diferencidvel f definida num aberto U de R”™
e tomando valores em R™. Uma vez que, para todo « € U, f'(x) é uma trans-
formacao linear de R™ em R™, fica definida a aplicacao

f': U — LIR"R™)
z = f(z),
a qual chamamos derivada de f.

Podemos, pois, indagar sobre a continuidade ou diferenciabilidade de f’. Di-
zemos, entdo, que f é de classe C! se f’ for continua. Quando f’ é diferencidvel
em z € U, dizemos que f é duas vezes diferencidvel em z e indicamos a derivada
de f’ em z por f”(z). Dizemos simplesmente que f é duas vezes diferencidvel se
for duas vezes diferencidvel em todos os pontos de U. Neste caso, fica bem definida
a aplicacao

7 U — LR"LR",R™))
z = [ (@),
a qual chamamos derivada sequnda de f. Diz-se que f é de classe C? quando é
duas vezes diferencidvel e f” é continua.

A fim de fazer uma descri¢cdo mais simples da derivada segunda, observemos

que o conjunto
Ly(R™,R™) = {g: R" x R" — R™; g é bilinear},
munido das operagoes usuais de soma de fungoes e multiplicacao de escalar por
fungao, é um espago vetorial. Além disso, dada T' € L(R™, L(R™,R™)), definindo-
se gr € Lo(R™,R™) por gr(z,y) = T(x)y, verifica-se facilmente que a aplicagao
L(R",L(R™",R™)) — Lo(R™ R™)
T — gr
é um isomorfismo linear.

Identificando-se os espagos L(R™, L(R™",R™)) e Lo(R™, R™) através desse iso-
morfismo, podemos interpretar a derivada segunda de f como a aplicagao que a
cada x € U associa uma forma bilinear g = f”(x) € Lo(R™,R™).

EXEMPLO 66. Considere a aplicagao

f: R = R?
(l‘,y) = (‘T3+y3a x3—y3).

Temos que f é diferencidvel e, para todo (z,y) € R?,
32 3y
Jf(xvy) - < 3332 _3y2 .

(i) A diferenciabilidade de uma fungdo complexa de varidvel complexa z € C ~ R? define-se
como em (29), substituindo-se = por z.
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Identificando-se M(2) com R*, podemos escrever
[, y) = 3(2%, %, 2%, —?), (2,y) € R?,

donde f’ é diferenciavel, pois suas coordenadas sao polindmios. Além disso,

T 0
_ 0
0 -y
Logo,

h h
1" (2, y) (1, h2) = 6(haz, hay, Iz, —hay) ~ 6 ( o —hay ) ’

em que ~ denota a identificacio de M(2) com R*. Como aplicacdo bilinear,
f"(z,y) assume a forma

" _ hix  hoy ko hikiz + hokoy
(@, y) ((ha, ha), (k1, k2)) 6( hiz  —hay > ( ko ) 6< hikix — hokoy >’
isto é,

' (x,y) ((h1, ha), (k1, k2)) = 6 (hik1x + hokoy, hikix — hokay) .

Note que as entradas da matriz (36) sdo polindémios. Sendo assim, f” é também
diferencidvel. Em particular, f é de classe C2.

Convém observar que, assim como no exemplo acima, se as coordenadas de uma
aplicacao f sao polinomios, as de sua derivada também o sao, donde se conclui que
toda aplicacio cujas coordenadas sdo polinomiais é de classe C?.

EXEMPLO 67 (A DERIVADA SEGUNDA DE UMA APLICAGAO LINEAR). Considere-
mos uma aplicagao linear T : R™ — R™. Conforme constatamos na Segao 2, para
todo z € R", T'(x) = T. Desta forma, T’ é constante e, portanto, 7" = 0.

EXEMPLO 68 (A DERIVADA SEGUNDA DE UMA APLICAGAO BILINEAR). Conside-
remos agora uma aplicagao bilinear f : R™ x R™ — RP. Vimos, no Exemplo
58, que f ¢é diferenciavel e

f'(@,y)(h, k) = f(z, k) + f(h,y) Y(h,k) € R" x R™.
Dai, vé-se que f’ é linear com respeito & (z,y), isto é, dados (z1,y1), (z2,y2) em
R™ x R™ e A € R, tem-se
Fl@r,y1) + Mz, y2)] = (@1, y1) + A (22, 92).
Logo, f/:R™x R™ — L(R™ x R™ RP) ¢é diferencidvel e f”(z,y)(h,k) = f'(h,k),
donde f” é constante. Em particular, f é de classe C?. Como aplicacio bilinear,
f"(x,y) assume, entdo, a forma

f”(xﬂy)[(hlvkl)7 (h27k2)] = fl(h17k1)(h2ﬂ k2) = f(h17k2) + f(h2ak1)~

Dada uma aplicacao f : U C R™ — R™, definida num aberto U de R",
suponhamos que, para um dado k € R", existam todas as derivadas direcionais
%(a:). Neste caso, podemos definir a aplicacao

9. v - R
r = ().
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A derivada direcional de % num ponto x € U e numa direcao h € R™, quando
existe, é dita a derivada direcional de sequnda ordem de f nas diregoes h e k, a

qual se denota por %(m) isto é

oy 9(5)
anoE™) = —an

Em particular, quando pertinente, isto é, quando existem as derivadas direcionais
envolvidas, escreve-se

o1 )_3(512)(

(9561‘856‘3' = 8581

Vejamos agora que se f : U C R®" — R™ ¢ diferencidvel no aberto U e
duas vezes diferencidavel em x € U, entdo existem todas as derivadas direcionais de
segunda ordem de f em x e

9% f
Ohok

Para vermos isto, consideremos o caso mais geral de uma aplicacao g : U — R™,
dada por g(z) = ®(z)k, em que ® : U C R™ — L(R",R™) ¢ diferencidvel no ponto
x €U e k€ R™ Verifiquemos que g é diferenciavel em z e

(38) g'(x)h = (®'(x)h)k.

(37) () = f"(z)(h,k) Vh,k € R",

De fato, sendo ® diferencidvel em z, a aplicagdo R = R(h), dada por

R(h) = ®(z + h) — ®(x) — ' (2)h

satisfaz }lng}J Im = 0. Logo, escrevendo-se r(h) = g(x + h) — g(x) — (®'(x)h)k,
tem-se
r(h) = (®(x+h) — ®(z) — (@’(:L‘)h))k = R(h)k.
Dai,
[r(W)[ _ [R(WE] _ [[RA)
R .

h
0 que nos da }llg% 7|ﬂ|(h)

Fazendo-se, entdo, ® = f' e g(x) = ®(x)k = f'(x)k = %(m), tem-se
d
oy, 2(5)

== @

=0, provando que g é diferencidvel em x e satisfaz (38).

o2 f

f'(@)(h, k) = (2" (z)h)k = ¢ (2)h = s

Dada uma funcao f : U C R" — R, duas vezes diferencidvel em z € U,
chamamos a matriz de f”(x) com respeito as bases candnicas de R" e R, isto é, a
matriz A = (a;;), ai; = f"(x)(e;,e;), de hessiana de f em z, a qual denotamos
por hess f(z). Segue-se, entdo, da igualdade (37), que

32
hess f(x) = (&Eafx(sﬁ)), i,j=1,...,n.
0T
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Note que, se T € L(R™) é o operador linear cuja matriz com respeito & base
canonica de R™ é hess f(z), entdo

" (x)(h,k) = (Th,k) Yh,k € R".

As derivadas de ordem superior a dois sao definidas de forma indutiva, isto
é, define-se a derivada terceira a partir da derivada segunda, a quarta a partir da
terceira e assim por diante.

Mais precisamente, sejam kK € N, k> 2, e f:U C R® — R™ uma aplicagado
definida num aberto U de R™. Dado ¢ € N, escrevamos

Ly(R",R™) ={g:R" x--- x R" - R™; g é g-linear}.

Supondo-se, entao, definida a derivada de ordem k — 1 da aplicacao f,
fE=D U — Lp 1 (R™,R™), diz-se que f é k wvezes diferencidvel em x € U
se f—1) ¢ diferencidvel em z.

Assim, escrevendo-se f*)(z) = (f*~D)(z) e identificando-se Ly (R",R™)
com L(R",Ly_;(R*,R™)), quando f* 1 ¢ diferencidvel em U, fica definida a
aplicacao

fB . U = LyRR™)
T = f(k)(x)7

a qual chamamos k-ésima derivada de f ou derivada de f de ordem k.

DEFINIGAO 24 (CLASSES DE DIFERENCIABILIDADE). Dado k € N, diz-se que
uma aplicacdo f é de classe C* quando é k vezes diferencidvel e sua derivada de
ordem k, f*) é continua. Diz-se que f é de classe C> quando tem derivadas
de todas as ordens, isto é, quando f é de classe C* Vk € N.

Considerando-se os resultados das proposicoes 45 e 46 e usando-se inducao,
verifica-se facilmente que:

i) Uma aplicacio ¢ de classe C* se, e somente se, suas coordenadas o sdo;

ii) somas de aplicacdes de classe C*, bem como produtos de funcdes de classe
C* por aplicacoes de classe C* e quocientes de funcoes de classe C*, sao
de classe C*.

Segue-se, entdo, da propriedade (i), que aplicagdes cujas coordenadas sdo fungoes
polinomiais sdo de classe C*°. Com efeito, verificamos anteriormente que tais
aplicacoes sao diferenciaveis. Logo, uma vez que qualquer derivada parcial de um
polinémio p de variaveis x1,...,T,, a% , é ainda um polinémio, conclui-se, por
indugéo, que f possui derivadas de todas as ordens (vide Exemplo 66).

Também, considerando-se os exemplos 67 e 68 e usando-se indugao, verifica-se
que aplicacoes n-lineares sao de classe C'°°, em que suas derivadas de ordem n — 1
sao aplicagoes lineares e, portanto, suas derivadas de ordem n sao constantes e as
de ordem maior que n sao nulas.

EXEMPLO 69 (A INVERSAO DE MATRIZES E ¢>). Verifiquemos que a inversao de
matrizes, ¢(X) = X!, X € I(n), considerada no Exemplo 61, é uma aplicacio
de classe C*°. Com efeito, dada X € I(n), fazendo-se X = (z;;) e X' = (y),
tem-se, pela férmula dos cofatores (vide Segdo 2 — Capitulo 1), que cada entrada
yr de X! é dada por

- det Xlk

Ykl det X
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em que Xj; é a matriz cujos vetores-coluna sao os mesmos de X, exceto pelo
k-ésimo, que é o [-ésimo vetor da base canénica de R", ¢;. Temos que a fungao
determinante, por ser n-linear, é de classe C*°. Além disso, uma vez que, para
quaisquer k,l € {1,...,n}, det Xy, é um polinémio de varidveis z;;, tem-se que
a funcao X +— det Xy; é, igualmente, de classe C'*°. Logo, por ser o quociente de
fungoes de classe C'*°, cada coordenada de ¢ é de classe C'*°, donde ¢ é de classe
Cc.

5. A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia é aquela que estabelece a relacao entre a derivada de duas
aplicagoes dadas com a derivada da composta dessas aplicagoes. Ela nos diz, essen-
cialmente, que a derivada da composta é a composta das derivadas.

REGRA DA CADEIA. Sejam U C R™ e V. C R™ conjuntos abertos. Dadas
aplicagoes f : U =V e g:V — RP se f é diferencidvel em x € U e g €
diferencidvel em f(x) € V, entdo go f: U — RP € diferencidvel em x e

(go ) (z) =g (f(z))o f(x).

DEMONSTRAGAO. Sejam @ : U — L(R",R) e ¥ : V — LR",R™) re-
presentagoes de Hadamard de f e ¢ nos pontos = e f(z), respectivamente.
Sendo assim, ® ¢é continua em z, ¥ ¢é continua em f(x), ®(z) = f'(z) e
U(f(x)) = ¢'(f(z)). Além disso, para quaisquer =z +h € U e f(z) +k €V,
valem as igualdades

flet+h)=fl@)=2(x+h)h e g(f(z)+k)—g(f(z)) = ¥(f(z)+k)k.

Desta forma,

(9o f)(z+h) = (g0 f)(z) 9(f(z +h)) = g(f(x))
9(f(x) + @(x + h)h) — g(f(x))
= U(f(x)+ @(x+ h)h)®(z + h)h.
Logo, fazendo-se, para todo = + h € U,

Oz +h) =¥(f(x) + 2(x + h)h)®(x + h),
tem-se (go f)(z+h)—(go f)(x) = O(x+ h)h. Agora, levando-se em conta que P
é continua em z, ¥ é continua em f(z) e (vide Exercicio 27 — Capitulo 3)

%i_>n10 O(z+ h)h = %1_1()% O(z+ h) }li_>moh = f'(z).0 =0,

conclui-se facilmente que lim,_,o = ©(x + h) = O(z), donde O é continua em z.

Segue-se que © : U — L(R"™,RP) é uma representacao de Hadamard de go f
em z. Logo, go f é diferencidvel em x e

(gof)(x) =0(z) =¥(f(2)®(z) = g'(f(2))f (2),

como desejado. (I

COROLARIO 3. Seja f: U C R® — R™ diferencidvel em x € U e continua
numa vizinhanca de x. Nestas condi¢oes, se a: I — U € uma curva diferencidvel
em t = 0 satisfazendo «(0) = = e &'(0) = h, entdo a curva B = foa €
diferencidvel em t =0 e §'(0) = f'(z)h.
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DEMONSTRAGAO. Pela Regra da Cadeia, § ¢ diferencidvel em ¢ =0 e
B(0) = (f 0 @)'(0) = f'(a(0))c/(0) = f'(w)h. 0

O Corolério 3 revela uma propriedade interessante da derivada, a saber, o vetor
velocidade da curva fo « em ¢t = 0 nao depende da curva « (que satisfaz «(0) = x
e a/(0) = h), mas somente de = e h (Fig. 3).

h f (o) f'(@)h

Ficura 3

Deve-se notar também que, quando f : U C R" — R™ §é diferencidavel em
x € U, aigualdade

e )h — tim L)~ F@)

t—0 t

)

anteriormente estabelecida, é um caso particular do Coroldario 3, em que
at) = x + th.

Nos exemplos seguintes, ilustraremos a efetividade da Regra da Cadeia na de-
terminagao das derivadas de algumas aplicagoes especiais.

EXEMPLO 70 (propuTOS). Sejam U C R™ um conjunto aberto de R™ e
f,9: U CR* - R™ aplicagoes diferenciaveis em a € U. Dada uma aplicagao
bilinear ¢ : R™ x R™ — RP, temos que a composta

c: U — RP
z = o(f(z),9(z))

é diferencidvel em a e vale a igualdade

o'(a)h = ¢(f'(a)h, g(a)) + ¢(f(a), g'(a)h)
(isto é, do ponto de vista da diferenciacido, o é um produto das fungées f(z) e

9(x)).

Com efeito, temos que 0 = o, em que ¥ : U — R™ x R™ ¢ definida
por ¥(z) = (f(z),g(x)). Logo, pela Regra da Cadeia, pela Proposicao 46 e pelas
consideragoes do Exemplo 58, temos que o é diferencidavel em a e

o'(a)h = ¢'(Y(a)(a)h
¢'(f(a),9(a))(f'(a)h, g'(a)h)
= o(f'(a)h, g(a)

~—
+
S
—
=
)
~—
QQ\
=
~—
>=
~—
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Em particular, se «,8 : I C R — R™ sao curvas diferencidveis no intervalo
aberto I, entdo a fungao o(t) = («(t), 8(t)) é diferencidvel e, para quaisquer ¢ € I,
h € R, tem-se

o' (t)h = {a (t)h, B(1)) + (a(t), B'()h) = ({a (1), B(1)) + (a(t), B'(1)) )
o' (t) = (&'(t), B(t)) + (e(t), B'(1))-

EXEMPLO 71 (NOrRMA EUCLIDIANA). Consideremos a fungio f(z) = |z,
xz € R™, e apliquemos a Regra da Cadeia para verificar que f é diferencidvel
no aberto U = R™ — {0}. Para tanto, basta tomarmos a funcdo A(t) = v/, t >0,
e observarmos que a mesma ¢é diferencidvel em R — {0} e satisfaz, para todo ¢ > 0,
N(t) = 1/2/t. Fazendo-se, entdo, g(x) = ||z||?, tem-se f = X og. Logo, pela
Regra da Cadeia e pelo resultado do Exemplo 56, tem-se, para todo x # 0, que f
¢ diferencidvel em z e

isto é,

1 z,h
F/(@)h = X(g(@))g/ (@)h = ———ate.h) = L1
2y/g(x) ]
Por outro lado, para todo vetor unitario u € R", tem-se
limwzl e limM:—l,
t—04 ¢ t—0_ ¢

donde se infere que a derivada direcional %(0) nao esté definida e, portanto, que
a norma euclidiana nao é diferenciavel em x = 0.

EXEMPLO 72 (NORMA DO MAXIMO). Seja f a norma do maximo em R™,

f(@) = [[2]lnax, = €R™
Dado i € {1,...,n}, designemos por U; o subconjunto de R™ formado pelos
pontos & = (x1,...2;,...,&,), tais que

flx) =|zi| > |zj| Vje{l,...;i—1,i+1,...,n}.

Conforme constatamos no Exemplo 12 do Capitulo 2, cada conjunto U; é
aberto. Assim, dado z € U;, existe § > 0, tal que B(z,d) C U;. Observemos
que a fungdo f|p(ss) ¢ positiva e coincide com a restricio a B(x,§) da fungio
y — |P;(y)|, em que P; : R® — R é a projegdo P;(y) = y;. Logo, pela Regra
da Cadeia, f é diferencidvel em B(xz,d) (em particular, em z) e, para todo h =
(h1,...,hy) € R?, tem-se

F(2)h = ———9P;(2)P/(2)h = ———Py(2)Py(h) = 27
(@ = g P @Rl = s PR = o

Agora, se y = (y1,-..,Yn) € R™ — U, entdo existem indices distintos
i,j € {1,...,n}, tais que [|y|m.x = |¥i] = |y;]. Desta forma, tomando-se € > 0 e

t € (—e,¢€), tem-se

fly+te) = fly) _ max{lys +1t], ly;[} — [yl
t t
Suponhamos, sem perda de generalidade, que y; > 0. Neste caso, quando t > 0,
tem-se |y;+t| = yi+t > y; = [y;| e, portanto, f(y+te;) — f(y) = (yi +1) —yi =t
No entanto, quando t < 0, tomando-se € suficientemente pequeno, tem-se

lyi +t) =y +t <wyi = |y;l,



130 4. APLICACOES DIFERENCIAVEIS

donde f(y+te;) — f(y) = |y;j| — ys = 0. Desta forma,
fly+te) = fy) fly+te) — fy)

lim =1 e lim =0,
t—04 t t—0_ t

donde f nao é diferencidvel em y.
Segue-se, entao, destas consideragoes, que a norma do méaximo é diferencidvel
em x € R" se, e somente se,  é um ponto do aberto U =|JU; .

Nas figuras 4 e 5 exibem-se, respectivamente, os graficos das fungoes x — ||z||
e > ||2]ma, * € R2. Note que, nos pontos destes graficos que correspondem
aqueles em que estas fungoes nao sao diferencidveis (vértice do cone e vértice e
arestas da pirdmide) os mesmos ndo admitem o que, intuitivamente, chamarfamos

de plano tangente.

FiGura 4 FIiGURA 5

EXEMPLO 73 (FUNGAO DISTANCIA A UM SUBESPAGO VETORIAL). Sejam V C R™
um subespago vetorial préprio de R™ e dy (z) = ||z — Py z|, z € R", a funcio
distancia a V. Segue-se diretamente da Regra da Cadeia, do Exemplo 71 e da
linearidade da projegao ortogonal P,, que d, ¢é diferenciavel em R"™ —V e

(x — Pyx,h — P, h) < x— P, x

d,(x)h = =
() lo—Pa] o P

”,h> Vz € R" —V,h € R",

pois  — P,z € Vt e P,h € V. Em particular
z— P,z

lz— Py

Procedendo-se como nos dois exemplos anteriores, conclui-se facilmente que em

ponto algum de V existe qualquer derivada direcional, donde se infere que d, é
diferencidvel em x € R™ se, e somente se, x € R" — V.

Vd,(x) Ve e R" —V.

PROPOSICAO 47. A composta de aplicacies de classe C* € também uma apli-
cacdo de classe CF.

DEMONSTRAGAO. Consideremos abertos U C R™, V C R™ e aplicagoes dife-
rencidveis f: U — V e g: V — RP. Pela Regra da Cadeia, go f ¢é diferencidvel
e, para todo = € U,

(gof)(z) =g (f(2)f'(z) = (g"o f)(2)f'(x).
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Desta forma, podemos escrever

(39) (gof) =¢ov,
em que @ : L(R", R™)xL(R™,R?) — L(R",RP) e ¢ : U — L(R",R™)xL(R™,RP)
sao dadas por

P(T,2)=2T e ¢(x)=(f'(z), (g o f)()).

Suponhamos que f e g sejam de classe C!. Neste caso, a aplicacdo 1 é
continua, ja que f’ e ¢’, por hipdtese, sdo continuas, f é continua e a composta de
continuas é continua. Além disso, a aplicagdo ¢, por ser bilinear, é de classe C.
Segue-se, portanto, da igualdade (39), que (go f)’ é continua, donde o resultado é
verdadeiro para k = 1.

Supondo-se que o resultado seja verdadeiro para um certo £k € N e que f e
g sejam de classe C*T1 tem-se f’ e ¢’ de classe C*, donde, por hipdtese de
inducdo, se conclui que ¢’ o f é de clase C* e, portanto, que 1) é de classe C*.
Logo, (go f)" é de classe C* e, consequentemente, go f é de classe CF+1.

Segue-se, portanto, do Principio da Indugao, que a composta de aplicagoes de
classe C* é de classe C* para todo k € N. O

6. Difeomorfismos

No capitulo anterior, constatamos que através do conceito de continuidade e seu
consequente, o de homeomorfismo, estabelece-se uma relagao de equivaléncia entre
subconjuntos de espacos euclidianos. No contexto das aplicagoes diferenciaveis, o
conceito analogo chama-se difeomorfismo, o qual define uma relagao de equivaléncia
entre subconjuntos abertos de espacos euclidianos, conforme a defini¢ao seguinte.

DEFINIGAO 25 (DIFEOMORFISMO). Dados abertos U C R™, V C R™, uma
bijecao f : U — V é dita um difeomorfismo — e U é dito, entao, difeomorfo a
V — quando ambas, f e f~!, sdo diferencidveis. Quando f e f~! sdo de classe
C*, diz-se que f é um difeomorfismo de classe C*.

E imediato que a aplicagao identidade de um aberto de R™ em si mesmo é
um difeomorfismo, que a inversa de um difeomorfismo é um difeomorfismo e que
a composta de difeomorfismos é um difeomorfismo. Logo, “ser difeomorfo a” é, de
fato, uma relagao de equivaléncia.

Segue-se diretamente das consideracoes do Exemplo 42 do Capitulo 3 que quais-
quer duas bolas (euclidianas) abertas de R™ sao difeomorfas.

Verificamos anteriormente que a aplicagao

f: B - Rv
Tr

1—{l]]
é um homeomorfismo de B = B(0,1) C R™ em R"™ cujo inverso é a aplicagao

g: R* — B

Yy .
U A e ]

Uma vez que a fungdo norma é diferencigvel em R™ — {0}, temos que f e g sdo
diferencidveis em B—{0} e R™—{0}, respectivamente. Além disso, pode-se verifi-
car facilmente, pelo célculo das derivadas direcionais, que f e g sao diferencidveis
em z =0 e y = 0, e que suas respectivas derivadas nestes pontos sao, ambas,
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a aplicagao identidade de R". Logo, f é um difeomorfismo e, portanto, qualquer
bola (euclidiana) aberta de R™ é difeomorfa a R™.

Outro exemplo de difeomorfismo, este de classe C'°°, é a inversao de matrizes.
Isto decorre do fato de esta aplicagao ser bijetiva, de classe C™° e ter ela propria
como inversa.

PROPOSIGAO 48 (DERIVADAS DE DIFEOMORFISMOS SAO ISOMORFISMOS). Seja
f:UCR' =V CR™ um difeomorfismo. Entao, para todo x € U, a deri-
vada f'(z) € LR™,R™) ¢é um isomorfismo. Em particular, tem-se m = n.

DEMONSTRAGAO. Com efeito, denotando-se por g: V — U a inversa de f e
tomando-se z = g(y) € U, y € V, temos que g(f(z)) =z e f(9(y)) = y. Logo,
pela Regra da Cadeia, ¢'(f(2))f(x) = In e 1'(9(1)g' (W) = Im, em que T, I,
denotam, respectivamente, as aplicacoes identidade de R™ e R™. Segue-se que
f'(z) e ¢'(y) sdo isomorfismos, sendo um o inverso do outro. O

Em certos contextos da Anadlise, faz-se apropriado considerar-se um difeomor-
fismo ¢ : U CR™ — V C R™ como uma mudanga de coordenadas

T = (xh"'axn) A (p(fﬂ) = (yla"'vyn)'

Um exemplo cldssico é aquele em que U = (0,+00) x (—7/2,7/2) C R?
V = (0,+00) x R C R? e ¢ é definida por ¢(r,0) = (rcos@,rsenf). Verifica-se
facilmente que ¢ é bijetiva, diferencidvel e sua inversa, ¢! : V — U, dada por
o Y (x,y) = (V2 + y?,arctg (y/x)), é diferencidvel, donde ¢ é um difeomorfismo.
Neste caso, as coordenadas (r,6) sdo ditas polares.

A mudanca de coordenadas é uma técnica frequentemente utilizada na solugao
de problemas em Calculo e Equagoes Diferenciais, a qual consiste em exprimir as
fungoes envolvidas com respeito a outras varidveis, que nao aquelas que as definem,
e que tornem o problema mais simples.

Consideremos, por exemplo, uma funcdo diferencidvel f : V C R? - R, V
aberto, e um difeomorfismo ¢ : U C R?Z = V, em que

e(&,n) = (z,y) = (x(&n),y(&n))-

Podemos interpretar, desta forma, a composta da funcao f com o difeomor-
fismo ¢, como a expressdo de f com respeito as varidveis £ e n. Nestas condigoes,
a simplificacdo que mencionamos anteriormente decorre das relagoes entre as deri-
vadas parciais de f com respeito as variaveis x,y e aquelas com respeito a £ e 7,
que, naturalmente, sao obtidas por meio da Regra da Cadeia.

Com efeito, escrevendo-se

9(&n) = (fop)(&n) = f(@(&,n),y(&n)),
temos, Pela Regra da Cadeia, que
dg
o

Observando-se que

(5777) - gl(é-an)el - f/(x,y)sﬁl(fvn)el - <Vf(xay)790,(fa77)el>

oz
9¢

%

(€ Geiem).

S (Emer = (@ (Em)en, /(€ m)er) = (
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obtém-se

dg

(40) (e = S + 5

P SEber: G (& mn) + o€

Em geral, no intuito de simplificar a notagao, abusa-se da mesma omitindo-se o
ponto em que as derivadas sao aplicadas, bem como escrevendo-se
g(&,n) = (fow)&n) = f(&n). Neste caso, a igualdade (40) assume a forma
classica

(f n) Y&,m).

of ofox Ofdy
(41) 26 " oro " oyoe

Evidentemente, vale uma férmula analoga para g%, isto é,

8i of oz  Of oy
(42) Jn Oz 877 oy Oy On

7. O Teorema de Motzkin (x)

Conforme discutimos anteriormente, em R"™, a nocao de distancia entre dois
pontos é naturalmente estendida a de distancia entre ponto e conjunto através da
igualdade

(43) d($7 F) = auelg" |z — a”?

em que z € R™ é um ponto e F' C R™ um subconjunto de R™.

Constatamos, entao, que, quando o conjunto F é fechado, a funcao distancia
a F,
drp: R" — R
x +— dx,F),

é uniformemente continua.

Cabe-nos, pois, indagar se, do ponto de vista da Topologia e da Andlise, esta e
outras propriedades da funcdo dp relacionam-se com as propriedades topolégicas
e métricas do conjunto F.

Neste contexto, um caso simples é aquele em que o conjunto dado é um su-
bespaco vetorial préprio de R™, V. Ao longo deste capitulo e dos anteriores, veri-
ficamos os seguintes fatos:

e Existe uma projecaol™) P, :R" — V, tal que dy(z) = ||z — P, z||;
e a funcao distancia a V ¢ diferenciavel em R™ —V;
e V ¢é convexo.

Em consideragao a questao levantada acima, um fato notdvel é que estas trés
afirmagoes nao sé sdo equivalentes, mas o sao para qualquer conjunto fechado de R™,
isto é, elas nao se restringem aos seus subespagos vetoriais. Este resultado, conhe-
cido como Teorema de Motzkin, constitui uma importante caracterizacao dos con-
juntos convexos (fechados) de espagos euclidianos e deve seu nome ao matemético
alemao Theodore Motzkin (1908-1970), que o estabeleceu em 1935 (vide [6], [25]).

((V)Uma aplicaggo P :R"™ — F C R™ ¢ dita uma proje¢do sobre F' se Po P = P.
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7.1. Projecoes — Conjuntos de Chebyshev. Dado um conjunto fechado
F C R", verificamos que, para todo x € R", existe a € F, tal que d(z, F) = ||lx—all.
Entretanto, o ponto a € F' com esta propriedade nao é, necessariamente, tnico.
Tomando-se, por exemplo, a esfera S = S[z,r] C R™, temos que todo ponto a € S
cumpre d(z,S) = ||z —al =

Dados, entdo, um conjunto fechado F' C R™ e x € R"™, designaremos por
IIp(z) o conjunto formado por todos os pontos de F' que realizam a distancia de

r a F, isto é,
p(z)={a € F; || —al| =d(z, F)}.

Note que, para todo = € R", IIp(x) é compacto. Com efeito, em virtude da
continuidade da fungdo a — |z — a||, IIp(xz) é fechado. Além disso, para todo
a € llp(z), tem-se ||a|| < |la —z| + ||z|| = d(z, F) + ||=||, donde IIp(z) é também
limitado e, portanto, compacto.

Diz-se que um subconjunto fechado F' C R™ é um conjunto de Chebyshev™) se,
para todo x € R, Ilg(z) contém um unico elemento a € F, o qual designamos
por Pr(z). Neste caso, fica bem definida a aplicacdo proje¢do sobre F,

Pr: R* — F
x = Pp(z),
a qual, para todo ponto z € R", satisfaz
dp(z) = ||lz — Pp(z)]].

PROPOSIGAO 49. A projecao sobre um conjunto de Chebyshev é uma aplicagdo
continua.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que F' C R™ seja um conjunto de Chebyshev.
Tomemos a projegao sobre F, Pp : R"™ — F, e uma sequéncia (x;) em R"™, tal
que xi — xg € R™. Uma vez que, para todo z € R”,

1Pr (@) < |1 Pr(z) — x| + ]| = dr(z) + [l2],

temos que a sequéncia (Pr(zy)) é limitada, pois, pela continuidade de dp e da
funcao norma, as sequéncias (dp(zx)) e (||zx||) sdo convergentes, donde, limitadas.
Logo, (Pr(zk)) possui uma subsequéncia convergente, (Pp(x,)). Supondo-se que
a € F seja o limite desta subsequéncia, temos que

|20 — al| = lim ||y, — Pr(zy,)|| = lim dp(2r,) = dr(20),
11— 00 71— 00

donde a = Pg(xg) e, portanto, Pr é continua (vide Observacao 12 — Capitulo
3). O

7.2. O Teorema de Motzkin. Apresentaremos agora uma demonstragao do
Teorema de Motzkin que terd como base os dois lemas seguintes, os quais, por sua
vez, estabelecem propriedades interessantes da funcao distancia dr e da projecao
Pr, respectivamente.

LEMA 3. Sejam F C R™ um conjunto fechado e f: R™ — R a fung¢do distancia
a F ao quadrado, isto é, f(x)=dz(z). Entio, dado x € R", a funcdo

T(h)= min 2(x—a,h), heR",
a€llp(x)

(MEm consideragao ao matematico russo Pafnuty Chebyshev (1821-1894), um dos fundadores
da Teoria da Aproximacao, cujos temas envolvem questoes relativas a projegoes e convexidade.
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cumpre as sequintes condigoes:

) 1 L0 = £@) = T(
h—0 12l

i) Tim flz+th) — f(x)

t—)0+ t

=T(h).

Cabe-nos observar que, no lema acima, a funcdo T estd bem definida (pois,
para todo = € F, IIp(z) é compacto) e é sugerida pela transformacdo linear
Th = 2(z — Pp(z),h), que é a derivada de d? em x € R" quando F é um
subespago vetorial de R™. Deve-se notar também que a igualdade (i) ndo assegura
que f seja diferencidvel em x, a menos que T seja linear.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 3. Tomemos x € R™ e observemos que, devido &
compacidade de IIg(x) e a continuidade da fungdo a +— 2(xz — a, h), para cada
h € R™, o conjunto

I (z) = {a € lIp(z); T(h) =2(x —a,h)}
é nao-vazio.
Assim, dados hg, h € R™, para quaisquer ap € Il 15(z) € a € IIj, (x), tem-se
T(ho + h) —T(ho) = 2(x — ap, ho + h) — 2(x — a, hg).
Porém, (x —ap,ho+h) <{x—a,ho+h) e (x —a,ho) <{xr— ap,ho). Logo,
(44) 2(x —ap,h) <T(ho+ h) —T(ho) < 2(x — a, h).
Uma vez que |(z — ap, h)| < ||z — ap| [|h|| = dr(z)||k|| (note que ap € Ug(x)),

tem-se %ina(m — ap, h) = 0. Segue-se, portanto, de (44), que
—

lim T'(hg + h) = T(hy),
h—0
donde T' é continua.
Agora, tomando-se h € R™ — {0}, ap € lIp(z + h) e a € llp(x), valem as
desigualdades ||z +h—ap| < ||lz+h—a| e ||z —a| < |z —an|. Dai, segue-se que

(45) 2(x — an, h) + |l* < f(z+h) = f(z) < 2@ —a,h) + ||h]]*.

Assim, tomando-se a € IIj,(z) C IIp(z) e observando-se que, para todo real ¢t > 0,
T(th) = tT'(h), obtém-se, de (45), as desigualdades

b\ (ke Fe 4 B) — fla) - T(h)
(46) 2<”” *“|h||> T(mn)*”h”g Tl < linl

Em particular,
h h
(47) 2(x—ap, — ) —T | — SOVCL}LEHF(.Z‘—"-]”L).
172 (|2
Provemos, entdo, que o primeiro membro de (47) tem limite nulo quando h
tende a zero. Para tanto, tomemos uma sequéncia (hg) em R™ — {0}, tal que

hr — 0. Passando-se a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que

up = - > u, ||ul] =1.
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Tomando-se uma sequéncia (ar) em R"™ satisfazendo, para cada k € N,
ar € lp(x + hi), tem-se, para todo b € F, que

(48) lakll = llz + hull < llz + he — arll < [lz + he — b]].
Considerando-se a primeira e tltima expressoes destas desigualdades, obtém-se
lakll < llo+he = bfl + [l + A

Uma vez que as sequéncias que tém como termos gerais ||z + hy — b|| e ||z + hgl|
sao limitadas (por serem convergentes), segue-se desta desigualdade que vale o
mesmo para a sequéncia (ay). Assim, passando-se novamente a uma subsequéncia,
podemos supor que a; — ag € Ip(z), pois, tomando-se os limites de ambos os
membros na segunda desigualdade (48), obtém-se ||z — ag|| < ||z — b|| Vb € F.

Segue-se, portanto, destas iltimas consideragoes, da continuidade de T e de
(47), que

2{x — ap,u) = lim 2(x — ag, ug) < klim T(ug) =T(u) = min 2(z — a,u),
—00

k—00 a€llp(z)

donde 2(x — ag,u) = T(u). Desta forma,

Jim. [2 <x — ar, ”Z:| > -T (Z:Iﬂ =2(z — ag,u) — T(u) = 0.

Desta igualdade e da arbitrariedade das sequéncias (hy) e (aj), obtém-se

h h
lim |2¢(zx—ap,— )—T|— ]| =0,
M[ < " ||h|> (hn)]

que, juntamente com a desigualdade (46), nos dé

o fE )~ f(a) ~ T(h)
h—0 12l

=0

e conclui a demonstragao de (i).
Quanto a (ii), basta observarmos que, para todo real ¢ > 0,

[z +th) — f(x) f(z+th) — f(x) — T(th)
t izl

—T(h) = 172l

donde, por (i),

como desejado. O

COROLARIO 4. Nas condicées do Lema 3, se F é um conjunto de Chebyshev,
entio d2 € diferencidvel e, para todo x € R™,

Vdi(z) = 2(z — Pr(2)).
DEMONSTRAGAO. Com efeito, sendo F um conjunto de Chebyshev, tem-se,
para quaisquer z,h € R, que

T(h)= min 2(x —a,h) =2(x — Pr(z),h),

a€Prp(x)

donde T é linear. O resultado segue-se, entao, do item (i) do Lema 3. (]
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No que se segue, dados pontos distintos x,y € R™, nos referiremos ao conjunto
oc={(1-t)z+tyeR" te[0,+0)}
como a semi-reta com origem em = e que contém y. Note que toda semi-reta o

é conexa, pois é a imagem de [0,+00) pela aplicagdo continua ¢t — (1 — t)x + ty.

LEMA 4. Sejam F C R™ um conjunto de Chebyshev e xog € R™ — F. Entdo, a
semi-reta o, com origem em Pr(xo) e que contém xg, € tal que

x €0 = Pp(x)= Pp(xg).

DEMONSTRAGAO. Dado z € R™ — F, todo ponto y do segmento [Pr(z),z] é
tal que Pp(y) = Pr(z). Com efeito, neste caso, temos

|z — Pr(z)|| = llz — yll + lly — Pr(2)]].
Logo,
lz = Pr)ll <z =yl +lly = Pr)ll < [lv = yll + [ly = Pr(z)|| = [z — Pr(z)],

donde Pp(y) = Pp(x).

Desta forma, devemos nos ocupar apenas dos pontos da semi-reta o9 C o, cuja
origem é xy. Temos, pela continuidade da projecao Pr, que o conjunto

Q={z €o09; Pr(x) = Pp(z0)} C 0o

é fechado em o0(. Vejamos que este conjunto é também aberto em op. Uma vez
que Q #( (pois zg € Q), o resultado se seguird, entao, da conexidade de oy .

Dado z € Q C R" — F, tomemos r > 0, tal que Blz,r] N F = (. Facamos,
entao, dr(2)

n= o dele
e observemos que p > 0, pois F é fechado e a esfera S[z,r] é disjunta de F.
Assim, podemos tomar A € R, tal que 0 < A < min{1, ;—z}, e definir a fungao
p:R" — R
z = dg (2) — M3 (2),

em que Fy = {z}.

Pelo Corolario 4, ¢ é diferencidvel e satisfaz, para todo z € R™,

Vo(z) = 2((z — 2) = Mz — Pr(2))).
Em particular, ¢ é continua. Sendo assim, a restricado de ¢ a bola (compacta)
Blz,r] assume um valor minimo em algum ponto z; € B[z,r]. Entretanto,
¢(z) = —=Ad2(z) < 0 e, para todo ponto z da esfera S[z,r], tem-se
o(2) =1 = MdE(z) >1* — \® > 0.

Segue-se que zg € B(x,r) e, portanto, que Viy(zg) =0 (vide Exercicio 3), isto é,

(49) 20 — T = )\(ZO — PF(Z())).

Lembrando-se que 0 < A < 1, conclui-se de (49) que = € (Pr(20),20).
Logo, pelas nossas consideragdes iniciais, Pp(z9) = Pr(z) = Pr(zg), ou seja,
x € (Pp(xo),20) (Fig. 6). Fazendo-se, entdo, 1o = |lz0 — ||, tem-se que

Iy = B(x,r9) Nop é um aberto de oy que contém z e, claramente, estd con-
tido em [zg,20]. Logo, todo ponto y € Iy satisfaz Pp(y) = Pr(xo), donde se
infere que Iy C Q1 e, portanto, que €2 é aberto em o . O
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Bz, ]

20

» L0

N

FiGura 6

Pr(z0)

)

TEOREMA DE MOTZKIN. As sequintes afirmacoes a respeito de um subconjunto
fechado F de R™ sao equivalentes:

i) dp € diferenciqvel em R™ — F
ii) F' é um conjunto de Chebyshev;
iii) F € convezo.
DEMONSTRAGQAO. Suponhamos que dp seja diferencidvel em R™ — F. Entao,

vale 0 mesmo para f = dZ. Logo, pelo item (ii) do Lema 3, para quaisquer
r€R”—F e h €R", tem-se
_of fla+th)— fl=) . fl@+th)— f(z)

= ap @ = ¢ = o, t =T(h),

f'(@)h
donde T = f’(x). Em particular,
Th=(Vf(x),h) Vh eR".
Desta forma, tomando-se a = = — %(I) , tem-se, pela definicao de T, que
(x —a,h) <{(x—>bhy YVheR" bellp(x).

Dai, tomando-se b € lIp(z) e h = b —a, obtém-se ||b— a||? <0, ou seja, b= a.
Logo, F' é um conjunto de Chebyshev.

Agora, se ' C R™ é um conjunto de Chebyshev, entao, pelo Coroldrio 4, d2
é diferenciavel em R™ e, portanto, dp = \/E é diferencidavel em R™ — F. Desta
forma, (i) e (ii) sdo equivalentes.

Suponhamos agora que F' seja convexo. Neste caso, dados z € R" — F,
a € llp(x) e b € F, b # a, temos que o segmento fechado [a,b] estd contido



7. O TEOREMA DE MOTZKIN 139

em F. Logo, para todo x; =a+t(b—a) € [a,b], 0 <t <1, tem-se
(50) oz —a]?® <z —z|* = |« - a|* - 2tz — a,b — a) + ][0~ a)?,
donde, para todo t € (0,1], 2(z—a,b—a) < t||b—al|?, o que nos d4 (z—a,b—a) < 0.
Fazendo-se t = 1 na igualdade em (50), obtém-se, entéao,

lz = bl = [l — a|* = —2(z —a,b — a) + |[b - a* > 0,
isto é, ||z —a| < ||x—b||. Segue-se que a é o uinico elemento de IIg(x) e, portanto,
que F' é de Chebyshev.

Finalmente, suponhamos que F' seja de Chebyshev e, por absurdo, que nao seja
convexo. Entéo, existem a,b € F, tais que [a,b] ¢ F. Além disso, podemos supor,
sem perda de generalidade, que o segmento aberto (a,b) nao intersecta F (Fig. 7).
Com efeito, cada componente conexa de (R™ — F')N(a,b) é um aberto e conexo de
(a,b) e, portanto, é um segmento da forma (ag,bo), em que ag,by € F V).

Fazendo-se a(t) = a+t(b—a), t € [0,1], tem-se, pelo Corolario 4, que a fungao
g(t) = d2(a(t)) é continua, diferencidvel em (0,1) e satisfaz g(0) = g(1) = 0.
Entéao, pelo Teorema de Rolle (vide Exercicio 3), existe ¢y € (0,1), tal que

0= g/(to) = 2<a(t0) - Pp(a(to)), b— a>7
donde a semi-reta o, que contém zy = «a(tp) € (a,b) e tem origem em Pr(zg), ¢
ortogonal ao segmento [a, b] (Fig. 8).

/

// ag bo b ay zo Ao b
// ©
' Pr(z0)

Ficura 7 FiGUrA 8
zo—Pr(z0) : _ -
Definamos u = Hxn Prizo) © consideremos x = zy + {u € 0. Escrevendo-se

o = llzo = Pr(zo)ll, do=[b—=zol e A=|z—0],
tem-se
d(zo, F) =& < Xo, |lz—Pr(zo)| =& +E& e N =&+,
5—&5
25
[ = Pr(@o)[|* = (b0 +€)* = & + 2606 + €2 > N + &2 = A = [|lz - b||?,

Logo, tomando-se & > 2 , obtém-se

("DNote que o segmento (a,b) é homeomorfo ao intervalo aberto (0,1) C R e que os Unicos
conjuntos abertos e conexos de R sao os intervalos abertos.
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isto é, ||l —b|| < ||z — Pr(z0)||. Em particular, Pr(x) # Pr(z¢), 0 que contradiz o
Lema 4. Segue-se desta contradicao que F' ¢é convexo e, portanto, que as afirmagoes
(ii) e (iil) s@o equivalentes. O

8. Exercicios
Secoes 1 e 2

1. Em cada item abaixo, mostre que a aplicagao dada é diferenciavel e determine
a sua derivada.

i) f:R2=R? f(z,y) = @22+ y,z+y?);
ii) f:L(R") — L(R"), f(X)=X5.

2. Considere a funcao f:R? — R, definida por

(1 — cos %) 2 +y? se y#0,
fla,y) =
0 se y=0.

Prove que:
i) A aplicagao T'(v) = %(O7 0) estd bem definida em R? e ¢ linear;
ii) f nao é diferencidvel em (0, 0).

3. Dados um conjunto X C R™ e uma fungao f : X — R, diz-se que zg € X é
um ponto de mdzimo local de f se existe um aberto (relativo) V C X, tal que
x0 €V e f(xg) > f(x)Vx € V. De modo anélogo, define-se ponto de minimo
local.

i) Seja f:U — R uma funcao definida num aberto U de R™. Mostre que se
x € U é um ponto de maximo ou de minimo local de f e f é diferencidvel
em z, entao f'(x)=0.

ii) Prove o Teorema de Rolle: Seja U um aberto limitado de R™ e f:U — R
uma fungao continua, diferencidvel em U e constante em QU. Entéo, existe
x € U, tal que f'(x)=0.

iii) Suponha que f : R"™ — R seja diferenciavel e que, para cada u € S"~ 1
valha a desigualdade f’'(u)u > 0. Prove que existe um ponto x € R", tal
que f'(z) =0.

4. Diz-se que uma funcao f : R™ — R é positivamente homogénea se, para todo
x € R™ e todo t > 0, tem-se f(tz) = tf(x). Prove que toda funcdo positiva-
mente homogénea e diferencidvel em = = 0 é, necessariamente, linear. Conclua
que a funcao, f:R? — R, definida por

IS

A se (5,9) 7 (0,0)
flz,y) =
0 se (x,y)=(0,0),

nao ¢é diferencidvel em (0,0).
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Seja f: U — R™ diferenciavel no aberto U C R". Se, para algum b € R™, o
conjunto f~!({b}) possui um ponto de acumulacio a € U, entdo f’(a) : R* —
R™ nao é injetiva.

Sejam U C R™ um conjunto aberto e f:U — R™ uma aplicagao diferenciavel
que satisfaz, para quaisquer z,y € U, || f(z)— f(y)|| < pllz—yl|*, x> 0. Prove
que, para todo x € U, tem-se f'(x)=0.

Considere uma aplicagio diferencidgvel f : R™ — R™ tal que f(0) = 0 e
[I//(0)]| = p < 1. Prove que existe uma bola aberta B de R", centrada em
0, satisfazendo f(B) C B.

Dada uma aplicacdo continua f : S"~! — R™, defina a extensdo radial de f
como a aplicagcao ¢ : R™ — R™, tal que

lell £ (i) = #0,
0 z = 0.

Mostre que ¢ é diferencidvel na origem 0 € R™ se, e somente se, f é a restricao
a 8" 1 de uma aplicacdo linear.

Prove as afirmagoes seguintes a respeito da funcao determinante:

i) Para toda matriz H € M(n), tem-se det’(I)H = traco(H), em que I é a
matriz identidade de M(n);

ii) dada X € M(n), det’(X) =0 se, e somente se, posto (X) <n — 2.

Seja f:R™ — S™ C R™ xR a inversa da projegao estereogréfica, isto é,

2x ||:E||2—1>
T) = , .
fle) (||x||2+1 EEES

Mostre que, para todo z € R"®, f ¢ diferenciavel em z e:

i) f/(z) é um isomorfismo conforme de R™ sobre f’(z)(R™) (vide Exercicio
9 — Capitulo 1);

i) f'(z)(R") = {f(z)}+.
Secgao 3

Sejam U = R2—{0} CR? e f: U — R? definidapor f(z,y) = (22,92, (z+y)?).
Prove que, para todo (z,y) € U, f'(z,y): R? — R3 ¢é injetiva.

Sejam U C R™ aberto e f:U — R diferencidvel em = € U. Prove que, se
f'(x) # 0, entéo, dentre todos os vetores h € R™ tais que ||| =1, a derivada
direcional g—i(x) atinge seu valor méaximo quando h = Vf(z)/||Vf(z)|.

Secao 4

Determine a derivada segunda de cada uma das aplicagoes do Exercicio 1.
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Seja f : R® — R definida por f(x1,72,23) = 327 + 223 + 23123 + 2%. Prove
que, para todo x = (71,22, 23) € R3, a derivada segunda f”(z) é uma forma
bilinear positiva definida, isto é, f”(z)(h,h) >0 Vh € R® — {0}.

Dados um aberto U C R"™ e uma fungao f: U — R, diz-se que x € U é um
ponto critico de f se f'(x) = 0. Quando f é duas vezes diferencidvel num
ponto critico « e hess f(x) tem determinante ndo-nulo, z é dito um ponto
critico nao-degenerado. Prove que:

i) Todo ponto critico nado-degenerado = de uma funcao duas vezes diferencidvel
f:U — R é um ponto critico isolado, isto é, existe um aberto V 3 z, tal
que V — {z} néo contém pontos criticos de f;

ii) o conjunto dos pontos criticos da funcio f(x) = 2||z||* — ||z[|*, z € R"**L,
é compacto e contém um unico ponto critico nao-degenerado.

Secao 5

Determine o maior aberto U de R™ no qual a fungao
f: R* — R
z =l

é diferenciavel e calcule, para cada x € U, a derivada f'(x).

Dados abertos U C R™ e V C R™, suponha que f:U =V e A:V =R
sejam diferencidveis. Dado x € U, prove que

V(Ao f)(z) = (f'(2))"VA(f ().

Sejam fi, f as funcoes-coordenada de uma aplicacdo holomorfa f : R? — R?
e ay,az : (0,1) — R? curvas diferenciveis, tais que, para cada i € {1,2}, a
funcdo f; o c; é constante, isto é, cada «; é uma curva de nivel da funcao f;.
Prove que se t,s € (0,1) satisfazem ay(t) = aa(s), entdo of(t) e ah(s) sao
ortogonais.

Seja f : U — R™ diferenciavel no aberto U C R™. Prove que se a funcao
x — ||f(z)| é constante em U, entdo, para todo = € U, o determinante da
matriz jacobiana de f em =z é identicamente nulo.

Diz-se que uma fungao diferencidvel f : R™ — {0} — R é positivamente ho-
mogénea de grau r € R se, para quaisquer t > 0 e z € R™ — {0}, tem-se
fltz) =17 f(x). Mostre que se f é positivamente homogénea de grau r, entao

J'(@)e = rf(2) Ve € R" - {0}.

Sejam U C R, V C R™ abertose f:U — V, g:V — RP aplicagbes duas
vezes diferencidveis. Mostre que, para quaisquer x € U e h,k € R, tem-se

(go )" (@)(h, k) = g"(f(@)(f'@)h, [/ (2)k) + ¢ (f ()" (@) (h, k).

O laplaciano de uma funcao duas vezes diferenciavel, f : R™ — R, é a funcao
Af:R™ —» R, definida por
62

€T=

~

Af(x) = trago (hess f(x)) = Z (x).

o5l
N

!



23.

24.

25.

8. EXERCICIOS 143

Prove que se T € L(R"™) é um operador ortogonal, entdo A(foT)=AfoT.

Sejam I C R um intervalo aberto e A:I — M(n) uma curva diferencidvel em
M(n), tal que A(t) = (aij(t))nxn, t € I. Suponha que det(A(t)) >0Vte I e
defina f(t) = log(det A(t)). Prove que

£l =Y aj;(#)bj(t),

ij=1
em que B(t) = (b;j(t))nxn ¢ ainversa de A(t), t e I.

Secgao 6

Seja U = {(z,y) € R%; x > |y|}. Prove que a aplicacio
f: U = R?
(z,y) = (log(*5%),log(*5")) -

¢ um difeomorfismo.

Prove que toda inversao com respeito a uma esfera é um difeomorfismo conforme.






CAPiTULO 5

Teoremas Fundamentais do Calculo Diferencial

Neste capitulo, concluiremos nossas consideragoes sobre o calculo diferencial de
aplicagoes em R"™ estabelecendo seus resultados mais fundamentais, quais sejam, o
Teorema do Valor Médio, o Teorema de Schwarz, o Teorema de Taylor, o Teorema
da Funcao Inversa e o Teorema da Funcao Implicita. A cada um destes teoremas
serd devotada uma segao e cada uma delas contera, pelo menos, uma subse¢ao em
que se aplica o teorema a ela correspondente. Mantendo o espirito dos capitulos
precedentes, encerraremos, entao, apresentando um célebre resultado relativo as
aplicagoes diferencidveis, conhecido como Teorema de Sard.

1. O Teorema do Valor Médio

O Teorema do Valor Médio, atribuido ao matematico francés Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813), é frequentemente considerado o resultado mais essencial do
calculo das fungoes reais de uma varidvel, pois constitui a chave das demonstragoes
dos teoremas mais importantes desta teoria. Ele afirma que, dada uma funcao
f:a,b) CR — R, continua e diferencidvel em (a,b), existe x € (a,b), tal que

f(b) — f(a)

b—a

(51) f'(z) =

isto é, a reta tangente ao grafico de f em (z, f(x)) é paralela a reta determinada
por (a, f(a)) e (b, f(b)).

Para sua demonstragdo, basta aplicar o Teorema de Rolle (vide Exercicio 3 —
Capitulo 4) & fungado ¢ : [a,b] — R, dada por

1)~ ()

olw) = (o) - 22

Com efeito, é imediato que ¢ é continua, diferencidvel em (a,b) e satisfaz
v(a) = ¢(b). Logo, pelo Teorema de Rolle, existe x € (a,b), tal que ¢'(z) = 0,
donde se obtém a igualdade (51).

Fazendo-se b = a + h, temos que x = a + th para algum ¢ € (0,1). Assim, a
igualdade (51) assume a forma

(52) fla+h) = f(a) = f'(a+th)h,

a qual, convém mencionar, pressupoe apenas a estrutura vetorial de R.

No que se segue, estenderemos o Teorema do Valor Médio para aplicagoes em
espagos euclidianos. Constataremos entao, nas segoes subsequentes, que o mesmo
desempenha um papel crucial nas demonstragoes de todos os resultados fundamen-
tais que apresentaremos neste capitulo.

145
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Dados a,b € R", denotaremos respectivamente por [a,b] e (a,b), os segmentos
de reta fechado e aberto de extremidades a e b, isto é,

[a,b) ={a+tb—a); 0<t<1} e (a,b)={a+tlb—a);0<t<1}.

Note que, se n =1, os segmentos [a,b] e (a,b) ficam definidos mesmo quando
a > b. Neste caso, eles coincidem com os intervalos [b,a] e (b,a).

TEOREMA DO VALOR MEDIO (PARA FUNGOES). Seja f : U C R® — R
continua no segmento fechado [a,a+h] C U e diferencidvel em (a,a+ h). Entao,
existe t € (0,1), tal que

fla+h)— f(a) = f'(a+ th)h.

DEMONSTRAGAO. Defina ¢ : [0,1] — R por ¢(t) = f(a + th). Entdo, ¢ é
continua e, pela Regra da Cadeia, diferencidvel em (0,1). Aplicando-se a ¢ o
Teorema do Valor Médio para fungdes de uma varidvel, obtém-se t € (0,1), tal que
©(1) = ¢(0) = ¢'(t), o que implica

fla+h) = f(a) = f'(a+thh,

como desejado. [l

Quando m > 1, nao hd, em geral, um teorema do valor médio para aplicagoes
f U C R*" - R™ que se traduza através de uma igualdade, como no caso
das fungoes. Considere, por exemplo, a curva « : [0,27] C R — R?, dada por
a(t) = (cost,sent). Tem-se o'(t) = (—sent,cost) # (0,0)Vt € (0,27). Por outro
lado, a(0) = «(27). Logo, ndo existe to € (0,27), tal que a(27)—a(0) = &/ (to)27.

No entanto, se « : [a,b] — R™ é uma curva diferencidvel em (a,b) e, para todo
t € (a,b), tem-se ||a/(t)|| < u, entao vale a desigualdade

(53) |a(b) — ala)]| < u(b —a).
De fato, a fun¢ao ¢ : [a,b] — R, dada por

o(t) = (a(t), a(b) — ala)),
claramente, cumpre as condigdes do Teorema do Valor Médio para funcoes de uma
varidvel. Desta forma, existe to € (a,b), tal que @(b) — ¢(a) = ¢'(to)(b — a).
Segue-se dai e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

o(b) = p(a)| = |¢'(to) (b—a)| = [{a'(to), a(b) — (@) [ (b—a) < plla(b)—a(a)]|(b—a).
Logo, )

la(b) — a(a)[” = le(b) — p(a)] < plle(b) — a(a)||(b — a),
donde se obtém (53).

Observemos que, no argumento do paragrafo precedente, usamos fortemente o
fato da norma euclidiana ser advinda de um produto interno. Provaremos agora que
a desigualdade do valor médio (53) é vdlida para qualquer norma de R™, conforme
o teorema que se segue.

TEOREMA DO VALOR MEDIO (PARA CURVAS). Sejam || || wma norma ar-
bitrdria em R™ e «:[a,b] C R = R™ uma curva diferencidvel no intervalo (a,b).
Entao, se ||o/(t)]| < p para todo t € (a,b), tem-se

lae(b) = ala)l] < p(b —a).
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DEMONSTRAGAO. Dados € >0 e by € (a,b), consideremos o conjunto
Xe = {t € [a,bo]; [[a(bo) — ()| < (1 + €)(bo — 1)}
e observemos que X, é nado-vazio (pois by € X.) e limitado. Fagamos, entdo,
to = inf X, e provemos que ty = a.
Dada uma sequéncia convergente (¢) em X, se t € [a,bg] é o seu limite, pela
continuidade da funcao s+ ||a(bg) — a(s)||, temos
o) — (b)) = Jim fla(bo) — alt)] < lim (u+ ) bo — t) = (1-+ €)(bo 1),

donde t € X.. Segue-se que X, é fechado e, portanto, que tg € X..
Suponhamos, por absurdo, que se tenha to > a. Neste caso, to € (a,bg] C (a,b)
e «, desta forma, é diferencidvel em ty. Logo, valem as igualdades

a(ty +0) — alty) = 6a/(tg) + 7(d), gim —==0.

Podemos, entdo, tomar § < 0, de tal forma que a < to+ 3 < tg e ||r(d)]] < €|d].
Desta forma, teremos

le(to +0) — a(to) || = [16a’(to) + (8]l < [8] [|o’ (o) [l + (D) < (1 + €)ld].

Dai, segue-se que
le(bo) — a(to +6)I| < [la(bo) — a(to)[| + [le(to) — ex(to + 5)
< (n+e€)(bo —to) + (1 +€)o
(54) = (u+e€)(bo — (to +9)),
donde tg+ 6 € X.. Isto, porém, vai de encontro ao fato de ty ser o infimo de X,
e prova que a = inf X, € X.. Logo, |la(by) — a(a)|| < (u+ €)(bg — a). Uma vez
que € foi tomado arbitrariamente, conclui-se que
a(bo) — a(a)[| < pu(bo — a).
Finalmente, tomando-se uma sequéncia (by) em (a,b), tal que by — b, tem-se
lac(b) = afa)l| = lim [la(by) —a(a)l| < lim p(by —a) = p(b - a),
—00 k—o0

concluindo, assim, a demonstracao. [l

TEOREMA DO VALOR MEDIO (PARA APLICAGOES). Sejam U C R™ um con-
junto aberto e f: U — R™ wuma aplicagdo continua no segmento [a,a +h] C U

e diferencidvel em (a,a + h). Entao, se ||f'(z)]| < p (norma espectral) para todo
x € (a,a+ h), vale a desigualdade

1f(a+h) = fa)ll < pllh].

DEMONSTRAGAO. Consideremos a aplicagdo « : [0,1] — R™, definida por
a(t) = f(a+th), e observemos que « é continua (isto é, é uma cuva) e diferencidvel
m (0,1). Além disso, para todo ¢ € (0,1), tem-se

[/ @)l = [If'(a + th)hl| < [[f'(a +th) [ [[L]] < pl|R].
Segue-se, entdo, do teorema anterior, que
1f(a+h) = fla)ll = [le(1) — a(0)]| < pllRl],

como desejado. (I
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COROLARIO 5 (APLICAGOES DE DERIVADA NULA EM CONEXOS). Sejam U C R™
aberto e conezxo e f:U — R™ wuma aplicagao diferencidvel, tal que f'(x) =0 para
todo x € U. Entao, f € constante.

DEMONSTRAGAO. Tomemos arbitrariamente a € U e consideremos o conjunto
X, ={z €U; f(x) = f(a)}. Temos que X, é ndo-vazio, pois a € X, . Além disso,
como f é continua, X, ¢é fechado em U. Agora, dado =z € X,, uma vez que U
é aberto, existe § > 0, tal que, para todo h € R™ satisfazendo ||h| < J, tem-se
x + h € U. Logo, pelo Teorema do Valor Médio, ||f(z + h) — f(z)|| = 0, isto é,
f(x+h) = f(z) = f(a). Segue-se que X, é aberto em U. Como U é conexo e
X, é nao vazio, temos que X, = U, donde f é constante. O

1.1. Uma Condicao Suficiente para Diferenciabilidade. Vimos, no ca-
pitulo anterior, que uma aplicacao diferenciavel possui todas as suas derivadas
direcionais, em particular, suas derivadas parciais. Assinalamos ali também que, em
contrapartida, a existéncia das derivadas direcionais nao é uma condicao suficiente
para a diferenciabilidade. Aplicaremos, entao, o Teorema do Valor Médio para
mostrar que a existéncia e continuidade das derivadas parciais de uma aplicagao é
uma condicao suficiente para a diferenciabilidade da mesma.

TEOREMA 17 (CONTINUIDADE DAS DERIVADAS PARCIAIS). Consideremos uma
aplicacdo f:U CR™ = R™, U aberto, e a € U, tais que as derivadas parciais de
f existem e sao continuas num aberto A > a, A C U. Entdo, f € diferencidvel
em a.

DEMONSTRAGAO. Uma vez que a diferenciabilidade de uma aplicacao equivale
a de suas coordenadas, basta considerarmos o caso m = 1.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que A C U é uma bola aberta de
R™ centrada em a. Tomemos, entdo, para cada i € {1,2,...,n}, a projecao
P, :R" - R, Pi(x) =x; = (x,¢;), e facamos I; = P;(A). Note que cada I; C R
é um intervalo aberto de R, pois P; leva bolas abertas em bolas abertas (vide
Exercicio 15 — Capitulo 2).

Escrevamos a = (ay,...,a,) e consideremos a funcao ¢ : I — R, definida
por ¢1(z) = f(x,as,as,...,a,). Observemos que g ¢é diferencidvel e
. +1) —g1(z)
/ — 1 gl (‘r
g1 (z) s ;

— lim flx+taz,as,...,an) — f(x,a9,a3,...,a,)
t—0 t
of

= 8—361(35, ag,. .., 04p).

Tomemos d > 0 suficientemente pequeno, de tal forma que, para quaisquer
i€{2,...,n} e x € I;, se tenha

||hH < 0 = (al + h17 az + h23 sy A1 + hi—17x7 i1, 5425 -+ - an) eU.
Assim, para cada tal i e cada tal h, podemos definir a funcao
gi: Li = R, gi(x) = far +hi,a2 +ha, ... ai 1+ hi1,2,0i11, 042, ..., Q).

Temos, desta forma, que g; é diferencidvel e, a exemplo de g1 , cumpre

of
gi(x) = B (a1 +hi,a2 +ho, .o aim1 4+ hio1, @, Qi41, Giga,s o, Q).
7
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Além disso, verifica-se facilmente que, para cada i € {1,2,--- ,n}, tem-se
git1(aiv1) = gi(ai + hy).
Segue-se destas consideragoes que

fla+h)—fla) = flar+hi,...;an+hn) — flar,...,an)
= gn(an+hn)_91(a1)

Zgi(ai + hi) — gi(ay).

Pelo Teorema do Valor Médio, para cada i € {l,...,n}, existe um real
t; = ti(h;) € (0,1), satisfazendo g;(a; + hi) — gi(a;) = gi(a; + t;h;)h; . Logo,

a. ihi7
89@(1))

fla+h) = fla) = Zgi(ai + hi) — gi(a;) = Zgg(ai +tihi)hi =
i=1 i=1 i=1
em que v; = ’Ul(h) = (a1 + h17 P 7 | + hi—la a; + tihi,aﬂ_l, A2y« oy an). Note
que
lim v;(h) = a.
h—0

Naturalmente, nosso candidato a derivada de f em a é a transformacao linear

_NOf

=1

T:R" R, Th=(Vf(a),h) (a)h; .

Esta, por sua vez, determina a funcao resto

i = flatn) - 1@ -3 S @m =Y (L@ - L @) .

i=1 i=1

Assim, uma vez que |h;|/||h|| < 1, considerando-se a desigualdade triangular,

obtém-se
|r(h)] -
<
(1] — 2

i=1

of of
(9{)3‘1‘ (1}1) B 8:5, (a) ‘

Segue-se, entdo, da continuidade das derivadas parciais de f em A, que

e, portanto, que f é diferencidvel em a. O

Dada f: U C R™ — R™ diferencidvel, observemos que as derivadas parciais
de f sao as coordenadas de f’. Logo, se as derivadas parciais de f sdo continuas
em U, f éde classe C'.

Reciprocamente, se as derivadas parciais de f existem e sdo continuas em U,
pelo Teorema 17, f é diferencidavel em U e, pelo argumento do paragrafo anterior,
de classe C'. Vale, portanto, o resultado seguinte.

COROLARIO 6. Uma aplicacdo f:U CR™ — R™, U aberto, é de classe C!
se, e somente se, suas derivadas parciais existem e sao continuas em U.
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EXEMPLO 74. Consideremos a funcio f :R? — R, definida por

zulz?— o2

flz,y) =
0 (z,y) = (0,0).
Temos que
t—0 t ’

donde %(0,0) =0.

2

Fazendo-se, para (z,y) # (0,0), g(z,y) = % , tem-se
39( ) 4xy?
— I\ = -
oz Y T @242y

Assim, observando-se que, para todo (x,y) # (0,0), f(z,y) = zyg(x,y), tem-
se, para um tal (z,y),

5 Lo = volos) + v 2o = valon) 4y (225

o (©¥) = v y) +ay g (y) =yl y) +u | 2 s )
donde se conclui que a funcdo Jf/0x ¢é continua em R™ — {(0,0)}. Além disso,
observando-se que

2zy
glz,y) <2 e Zrg b
segue-se de (55) que
. of of
1 2L =0=22(0,0
L 5 (& Y) 5 (0> 0);

donde Of/0x é continua também em (0,0).

Analogamente, a derivada parcial df/dy estd bem definida em R? e é uma
funcdo continua. Desta forma, pelo Corolario 6, f é uma funcao de classe C*.

1.2. Diferenciabilidade e Compacidade. Verificaremos agora, através do
Teorema, do Valor Médio, que a restricdo de uma aplicacdo de classe C'!' a um sub-
conjunto compacto de seu dominio € lipschitziana, conforme a proposicao seguinte.

PROPOSIGAO 50. Sejam U C R™ aberto, f:U — R™ wuma aplicagdo de classe
Cl ¢ K CU compacto. Entdo, f|x € lipschitziana.

DEMONSTRACAO. Sendo f declasse C! e K compacto, temos, pelo Teorema
de Weierstrass, que

p=sup || f'(z)|
reK

estd bem definido.
Suponhamos, por absurdo, que, para todo k € N, existam zp,yr € K, tais
que

(56) 1 () = FQup)ll > Fllze — yrll-

Ainda pela compacidade de K, podemos supor, sem perda de generalidade, que
2 > a € K e yp > be K. A funcio x — ||f(2)|, z € K, é continua. Logo,
é limitada, pois seu conjunto-imagem é compacto. Em particular, a sequéncia
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I f(xx) — f(yx)|| élimitada. Daf e de (56), infere-se que ||z —yi|| — O e, portanto,
que a = b.

Seja B C U uma bola aberta centrada em a e contida em U. Entao, existe
ko € N, tal que, para todo k > kg, tem-se xg,yr € B. Uma vez que toda bola é
convexa, para todo k > kg, o segmento [xy,yx] estd contido em B e, consequen-
temente, em U. Assim, podemos fazer

we= s [F @) k= k.
z€[TK,Yk)

Além disso, como [xg,yx] é compacto e f’ é continua, existe zx € [zy, yk], tal que
pr = ||f'(z)||. Observe que z; ndo pertence, necessariamente, a K (Fig. 1).

Ficura 1

Agora, pelo Teorema do Valor Médio, para todo k > kg, vale a desigualdade
If(zk) — flyp)ll < prllzr — yill, donde, por (56), wur >k Vk > ko. Em particular,
para todo k suficientemente grande, tem-se || f'(z)|| = ux > k > 2u. Escrevendo-
se, entdo, zr = (1 —tx)xk + tryr, tx €[0,1], e a = (1 —tx)a + tra, obtém-se

2k = all = [I(1 = te) (zx — @) + te(yr — @)l < (1 = tx)l[(zx — )| + till(yr — @),

donde se conclui que z; — a. Logo, || f'(zx)|l = ||f'(a)|| > 21 > p, o que contradiz
a definicao de p.
Segue-se que, para algum k € N,

1f(@) = fFW)l < klle =yl Va,y € K,
donde f|x é lipschitziana. O

2. O Teorema de Schwarz

O Teorema de Schwarz estabelece a simetria da derivada segunda de uma
aplicacao em todo ponto de seu dominio em que esta é duas vezes diferenciavel.
Ele é assim designado em consideragdo ao matemético alemao Hermann Schwarz
(1864-1951), a quem, juntamente com o matemadtico e astronomo francés Alexis
Clairaut (1713-1765), atribui-se sua demonstracao.

(Por esta razdo, este resultado é também conhecido como Teorema de Clairaut.
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Segue-se deste teorema que se f é uma aplicacao definida num aberto U de

R™ e duas vezes diferenciavel em x € U, entao
0% f 0% f
r) = ()
(9561‘(956‘3' 89@81:1-

Em particular, a matriz hessiana de f é simétrica e, portanto, o operador em R"™
a ela associado é auto-adjunto.

A simetria da derivada segunda estabelecida pelo Teorema de Schwarz se faz
bastante 1til em inimeros contextos, em particular, na resolugao de alguns tipos
de equacoes diferenciais parciais, conforme ilustraremos no fim da secao.

Vi,je{l,...,n}

TEOREMA DE SCHWARZ. Seja f:U C R™ — R™ wuma aplicagdo diferencidvel
no aberto U e duas vezes diferencidvel em x € U. Entdo, f"(x) € uma forma
bilinear simétrica, isto €,

f"(@)(h k) = f"(z)(k,h) Vh keR"
DEMONSTRAGAO. Como na demonstracao do teorema precedente, e pelo mesmo
motivo, basta provarmos o resultado no caso em que m = 1.

Dados, entao, h,k € R™, tomemos € > 0 suficientemente pequeno, de tal modo
que a fungao

p(t) = flx+t(h+k)) - flz+th) - flz+tk) + f(z), t€(0,6),
esteja bem definida. Para cada ¢ € (0,¢), facamos
&(s) = f(xz + sh+tk) — f(x + sh), s€]0,t].

A funcdo & : [0,t] — R, claramente, é continua e, pela Regra da Cadeia, é
diferencidvel em (0,t) e satisfaz

&(s) = f'(x + sh+tk)h — f'(x + sh)h Vs € (0,t).

Podemos, desta forma, aplicar a mesma o Teorema do Valor Médio e obter
0 =6(t) € (0,1), tal que

E(t) —£(0) =& (0t)t = f'(x + t(Oh + k))th — f'(x + Oth)th.

Observando-se que ¢(t) = &(t) — &£(0) e fazendo-se v1 = v1(t) = Oh + k e
vy = va(t) = Oh, obtém-se, da tdltima igualdade acima,

(57) o(t) = (f'(z + tvr) — f(x + tvg))th.
Agora, levando-se em conta que f é duas vezes diferencidvel em x, tem-se
flx+tv) = fl(x) + f'(x)(tv;) + ri(tv;), lim ritvi) _ 0, i=1,2
1 1 3 1) 10 ||t’U1|| ) ) N

Dai e de (57) conclui-se que

#(t)
+2

— f//(m)(’ljl,h) _ f//(x)(v27h) + (Tl(i’l)]) _ T‘Q(i’[)Q)) A

No entanto,
f//(x)(vh h) - f”(.%')(vg, h) = f”(x)(é‘h +k, h) - f//(x)(9h7 h) = f”(.%')(k, h)’
donde
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Agora, basta notar que a expressao que define ¢ permanece inalterada quando
permutam-se as variaveis h e k, donde se infere que

f(@)(h. k) = f"(x)(k, ),

como desejado. O

Usando-se inducao e o Teorema de Schwarz, prova-se facilmente que se f é
k — 1 vezes diferenciavel no aberto U C R" e k vezes diferenciavel em z € U,
entao, a derivada de ordem k de f em =, f(k)(gc)7 é uma aplicacao k-linear
simétrica.

Reconsideremos a funcdo f : R? — R do Exemplo 74, a qual, segundo verifi-
camos, é de classe C!, cumpre as igualdades

Of 0.0y =2 0.0y =
e, para (z,y) # (0,0), satisfaz
ai _ 2zy 2 8i _ 2zy 2
ax(x,y)—yg(w,y)er(waQ) e ay(x,y)—wg(x,y)—x Zr)

2_ .2 L, ,
em que g(x,y) = i2+zg - Dali, obtém-se

9L(0,t) - 5L(0,0)

b t = fmg(0,4) = —1,
82
donde Wafx((),O) =—1, e
%(ta 0) - %(Oa O)
lim Y = lim ¢(¢,0) = 1,
t—0 t t—
isto é, %(0, 0) = 1. Desta forma,
o f 0 f

: 0,0).

axﬁy( )7 ayax( )

Logo, pelo Teorema de Schwarz, f néo é duas vezes diferencidvel em (z,y) = (0, 0).
2.1. A Equagao da Onda. A fim de ilustrar a aplicabilidade do Teorema de

Schwarz, apresentaremos o método de d’Alembert() para obtencio da solucio da
equagao diferencial parcial

u 1 0%
(58) 2= 2o u=u(z,t), ¢>0,
que satisfaz as condicoes de fronteira
(59) uw(0,t) = u(L,t) =0, t >0,
e as condicoes iniciais
9]
(60) u(z,0) = f(z) e a—?(w,O) =0, 0<z<L.

Esta equagao, dentre outros fendmenos ondulatérios, modela a propagacao da
onda produzida numa corda vibrante horizontal (com respeito a um sistema de

() Em consideragdo ao matemético francés Jean-Baptiste le Rond d’Alembert(1717-1783),
que o introduziu.
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coordenadas zy), de comprimento L e com extremidades fixas (condigdes de fron-
teira). A fungdo u = u(z,t) fornece a altura y do ponto da corda correspondente &
abscissa x no instante ¢ (Fig. 2), donde as condigbes iniciais fornecem a posicao e
a velocidade de cada ponto x no instante ¢ = 0, sendo esta tltima, supostamente,
nula. Finalmente, ¢ é uma constante que depende das caracteristicas fisicas da
corda.

u(z,t)

FiGura 2

Aplicando-se a este fendmeno certos principios da Fisica, mais especificamente,
as leis de Hooke e a segunda lei de Newton, verifica-se, entdo, que a fungdo u
satisfaz a equacao (58), conhecida como equacdo da onda unidimensional.

A ideia do método de d’Alembert é, através de uma mudanca de coordenadas
conveniente (vide Segao 6 — Capitulo 4), transformar a equagao (58) numa equagao
do tipo
0%*u
MnoE

Antes de fazé-lo, verifiquemos que toda solucdo de (61) é da forma

u(&,n) = u1(§) + ua(n).
ou

Com efeito, sendo v = u(§,n) uma solugdo, temos que g nao depende de

0.

(61)

7, isto é, g—g = up(§). Uma vez que u é, supostamente, duas vezes diferencidvel,
temos que wug € continua e, portanto, possui uma primitiva u; = u1(§), isto é,
uj = up. Fazendo-se ua(§,n) = u(&,n) — u1(€), tem-se 88—“; = g—g —ui(§) =0,

donde u2(&,n) = ua(n).
Retomemos a equagao (58) e consideremos a mudanga de coordenadas

ote.n) = (atenttson) = (51225,

cuja inversa é
o (x,t) = (2, t),n(x, 1) = (z — ct,z + ct).
Temos, pela Regra da Cadeia (vide igualdade (41) — Capitulo 4), que

Ou Oudx Oudt 1 <6u 18u>

96 owoc " aroe 2\ox coe
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U _ 0 (0u) 10 (0
onoe 3 ox cdn \ Ot
B 0%u Oz 8211@ 1 82uaj+@ﬁ
— \oxz2 oy 815830 on c \0z0t On  Ot? dn

CL(Pu 1) L
N dx2 2 ot? 2¢c \Otdx  Oxot )’
Segue-se do Teorema de Schwarz, portanto, que a equagado da onda (58) é

equivalente & equagdo (61). Desta forma, temos w(&,n) = ui(€) + uz(n), isto é,
u(z,t) = up(z — ct) + ua(z + ct).

donde

Além disso, pela Regra da Cadeia e pelas condigoes iniciais dadas,
ou
f(@) =u(z,0) =ui(z) +uz(z) e 0= E(x, 0) = —cu(x) + cub(z).
A segunda igualdade implica que uy = w3 + ¢g, cog € R. Logo, f = uy + ug =
2u1 + ¢o, em que a constante ¢y é determinada pelas condigoes de fronteira. No
caso particular em que ¢p = 0, tem-se u; = us = f/2, donde

u(e,t) = (o~ et) + flz + )

é a solugao de (58) que satisfaz as condigdes (59) e (60).

3. O Teorema de Taylor

Desde o capitulo anterior, vimos estudando o comportamento local das aplica-
¢oes diferenciaveis valendo-nos do fato de que as mesmas expressam-se, localmente,
como aproximacgoes de transformacoes lineares.

Entretanto, em alguns contextos, a derivada (de ordem 1) ndo dé informacoes
suficientes sobre a aplicacao, fazendo-se necessario, quando pertinente, deriva-la
mais de uma vez e, a partir do comportamento das derivadas de ordem superior
(no ponto), deduzir o comportamento da aplicacdo (numa vizinhanga do ponto).

A Foérmula de Taylor, que deduziremos a seguir, constitui um forte instrumento
em abordagens deste tipo. Ela deve seu nome ao matemaético inglés Brook Taylor
(1685-1731), que a introduziu em 1712.

LEMA 5. Sejam B wuma bola aberta de R™ com centro na origem e
r: B — R" wuma aplicagao diferencidvel e duas vezes diferencidvel no ponto 0.
Entao, se a aplicagdo r, juntamente com suas derivadas de ordem 1 e 2, se anu-
lam no ponto 0, tem-se

r(h)

=0.
TATE

DEMONSTRAGAO. Dado h € B, segue-se da hipdtese que

r'(h) =7 (0+h) —r'(0) — 7" (0)h

e, portanto

!
lim r'(n)

=0.
h—0 Al
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Entao, dado € > 0, existe § > 0, tal que ||7'(h)|| < €||h|| Yh € B(0,d) C B. Assim,
tomando-se h € B(0,d) e v € [0,h], tem-se ||r'(v)| < €||lv|| < €||h|, donde " é
limitada em [0,h] por €|lh|.

Desta forma, aplicando-se o Teorema do Valor Médio a r no segmento [0, h],
obtém-se |r(h)|| < ¢€||h|?, donde

r(h)

w0 I

como desejado. O

:0’

TEOREMA DE TAYLOR. Seja f:U C R®™ — R™ wuma aplicagdo diferencidvel
no aberto U e duas vezes diferencidvel em x € U. Entao, a aplicagao r = r(h),
definida pela igualdade

Flo+h) = f@) + F' )+ 3 (@) () + 7(B),

satisfaz
m r(h) 0
im —= = 0.
h—0 ||h||?

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ : R™ — R™ a aplicagio definida por

o) = 5" (), ).

Pela Regra da Cadeia, ¢ é diferencidvel. Além disso, uma vez que f”(x) é
uma aplicagao bilinear simétrica, tem-se, para todo v € R", que

1
¢' (Mo = S (f"(@)(v, k) + f(2)(h,v)) = (@) (v, ).

Em particular, ¢'(0) = 0.

Observando-se que ¢’ é linear, tem-se ¢(h) = ¢’ Vh € R™, donde

©"(h)(a,b) = ¢'(a)b = f"(x)(a,b) Va,beR",

isto é, ¢"(h) = f"(x)Vh € R™.

Agora, uma vez que r(h) = f(x + h) — f(z) — f'(2)h — @(h), tem-se
r'(h) = f'(x + h) — f'(x) — ¢'(h) e, portanto,

r'(h) = f"(x+h) = " (h) = f"(x + h) = f(2).
Desta forma, r(0) = r’(0) = r”(0) = 0 e o resultado segue-se, entdao, do

Lema 5. 0

EXEMPLO 75. Consideremos uma funcdo diferencidvel, f : R? — R, e supo-
nhamo-la duas vezes diferencidvel em (0,0). Fazendo-se h = (z,y), tem-se

o — 08 e 2 0 o
o 1O = (10,00 = 510,01+ F 0.0
82 62 (92
o FOh) = 5 0.0 + 25T 0,00y + T 0.0

Logo, pelo Teorema de Taylor, numa vizinhanga de (0,0), f assume a forma

_ of Lof L L(Pf 5 O O 4
Fa) = 10.0)+ Go+ Sy 3 (Gha 20 oy S107) 4o
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em que

lim r(xi’y)? =0
(z.)—0,0) |[[(z,y)]

e todas as derivadas indicadas sdo calculadas no ponto (0,0).

Usando-se indugao, prova-se facilmente uma versao do Lema 5, na qual se supoe
que a funcdo r é k vezes diferencidvel em B e k+ 1 vezes diferencidvel no ponto
0, e se conclui que

()
. T

=0.

A vpartir dai, verifica-se que se f : U C R®" — R™ é k vezes diferencidvel
no aberto U e k + 1 vezes diferencidvel em z € U, entdo a aplicagdo r = r(h),
definida por

k+1
1 . ,
(63) Fle+h) = f@)+ 3 S fO @I +r(h),
=17
satisfaz (62). Aqui, fU)(z) denota a derivada de ordem j de f em =z, e
hU) = (h,...,h) é a j-upla de vetores de R" cujas entradas sio todas iguais
a h.

A equagdo (63) é dita a formula de Taylor de ordem k + 1 com resto infi-
nitesimal. Ela fornece, numa vizinhanca de x, uma aproximacao de f por uma
aplicagao cujas coordenadas sao polinémios de grau nao superior a k + 1. Cada
um destes polinémios determina uma fungao resto r; = r;(h), i = 1,...,n, que
é um infinitésimo de ordem maior que, ou igual a, k + 1, significando que r;(h)
converge para zero mais rapidamente que ||h[/**! quando h — 0.

Uma das aplicagoes mais comuns do Teorema de Taylor é aquela feita ao estudo
dos méaximos e minimos locais de uma funcao diferenciavel, que faremos a seguir.

3.1. Méaximos e Minimos Locais. Dada uma funcao f : U C R" — R,
relembremos que a € U é dito um mdzimo local (respectivamente, minimo local)
de f se existe uma vizinhanca V de a, tal que f(z) < f(a) (respectivamente,
f(z) > f(a)) para todo x € UNV. Todo ponto que é um méximo ou minimo local
de uma funcao é dito um extremo local desta.

Se U é aberto, f é diferencidvel em a € U e f'(a) = 0, diz-se que a é um
ponto critico de f.

Como sabemos (vide Exercicio 3 — Capitulo 4), todo extremo local de uma
fungao diferencidvel é um ponto critico. Veremos, na proposicao seguinte, condigées
suficientes para que um ponto critico seja um extremo local.

PROPOSIGAO 51. Sejam f:U C R®™ — R uma fungao duas vezes diferencidvel
no aberto U e a € U um ponto critico de f. Entao:
i) a € um minimo local de f se f"(a) € positiva definida;
i) a € um mdzimo local de f se f"(a) € negativa definida;

ili) a ndo é um extremo local de [ se f"(a) € indefinida.
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DEMONSTRAGAO. A Férmula de Taylor aplicada a f em z = a nos d&

(64) fla+h)= f(a)+ %f”(a)(h, h)+r(h), lim r(7)

AT R

Pela compacidade de S™~! e continuidade de f”(a), temos que
1
n=g inf { ' (a)(u,u);u € S"7'}

estd bem definido. Além disso, pelo Teorema de Weierstrass, existe ug € S?~1, tal
que 24 = f"(a)(uo, uo).

Suponhamos que f”(a) seja positiva definida. Neste caso, temos p > 0. Po-
demos, entao, pelo limite em (64), tomar ¢ > 0, tal que

r(h)
1112

—u < < uVh e B(0,0) — {0}.

Desta forma,

St W @) (b R )
BB ‘2f“(||h|’|h||)+||h||2>’“‘ =0

isto é, f(a+h) > f(a). Segue-se que, para todo x = a+h € B(a,d), f(z)> f(a),
donde a é um minimo local de f. Isto prova (i).

Agora, se f”(a) é negativa definida, fazendo-se g = —f, tem-se que ¢"(a) é
positiva definida. Logo, por (i), a é um minimo local de ¢ e, portanto, um méximo
local de f, o que prova (ii).

Finalmente, supondo-se f”(a) indefinida, temos que existem h,k em S"~!
tais que f”(a)(h,h) > 0 e f"(a)(k,k) < 0. Tomando-se t > 0 satisfazendo
[r(th)|/||th||? = |r(th)|/t* < u e considerando-se (64), como fizemos acima, conclui-
se igualmente que f(a + th) — f(a) > 0. De modo andlogo, obtém-se s > 0, tal
que f(a+ sk)— f(a) <0, isto é, a ndo é maximo ou minimo local de f. O

EXEMPLO 76. Consideremos a funcio f:R? — R, definida por
flz,y) =2® + 9% —ay + 2z + 2y + 1.

Temos que Vf(z,y) = 2z —y+ 2,2y — x+2) e, portanto, a = (—2,—2) é o
Unico ponto critico de f, pois é a unica solugdo de Vf(z,y) = (0,0). Além disso,
dado h = (h1,h2) € R%, um cdlculo direto nos da

f"(a)(h, h) = 2h2 — 2h hg + 2h2 = (hy — ha)? + h% + b2,

donde f”(a) é positiva definida. Logo, pela Proposi¢ido 51, a = (—2,—2) é um
minimo local de f.

4. O Teorema da Funcgao Inversa

Apresentaremos agora um dos resultados mais importantes da Anélise dentre
aqueles ligados ao conceito de diferenciabilidade, o Teorema da Funcao Inversa. Ele
estabelece que uma aplicacdo de classe C', f:U C R®™ — R", cuja derivada num
ponto a € U é um isomorfismo, quando restrita a um certo aberto V 3 a, tem
como imagem um aberto f(V) 3 f(a), sendo tal restricdo um difeomorfismo de V'
sobre f(V). A forca deste teorema, que é de cardter local, reside no fato de que
uma propriedade simples da derivada de uma aplicagao num ponto, a saber, a de ser
invertivel, implica numa propriedade bastante especial da fungao numa vizinhancga
deste ponto, a de ser um difeomorfismo.
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Constatamos, no capitulo anterior, que a derivada de um difeomorfismo, em
todo ponto de seu dominio, é um isomorfismo linear. Por outro lado, considerando-
se a aplicacio f : R? — R2?, dada por f(z,y) = (e®cosy,e®seny), verifica-se
que ndo vale a reciproca. Com efeito, para todo (z,y) € R? o determinante
jacobiano de f em (x,y) é igual a e2* # 0, donde f’(x,y) é um isomorfismo
linear. Entretanto, a aplicagao f nao é um difeomorfismo, pois, claramente, nao é
bijetiva.

Pode-se constatar facilmente, porém, que para todo (xg,yo) € R?, existe
um aberto V' C R2, tal que (zo,y0) € V, f(V) é aberto em R? e a restricio
flv : V.= f(V) é um difeomorfismo. Por exemplo, se (x,y9) = (0,0), basta

tomar V = (-1,1) x (=%, ) (Fig. 3).

FiGura 3

Estas consideragoes motivam a definicao seguinte.

DEFINIGAO 26 (DIFEOMORFISMO LOCAL). Seja U C R™ um conjunto aberto.
Uma aplicacdo f: U — R™ é dita um difeomorfismo local (de classe C*) quando,
para todo = € U, existem abertos V C U e W C R", taisque z €V, f(z) e W
e flv:V — W éum difeomorfismo (de classe C¥).

E imediato que todo difeomorfismo local bijetivo é um difeomorfismo. Tem-se,
também, que todo difeomorfismo local f : U — R"™, definido num aberto U de R"™,
é uma aplicagao aberta. Com efeito, nestas condi¢oes, dados um aberto A C U e
be f(A), para todo a € f~1({b}) N A, existem abertos V > a e W 3 b, tais que
VcUe fly: V— W éum difeomorfismo. Fazendo-se, entdo, 49 = V N A,
tem-se que Ag é aberto, contém a e estd contido em V. Assim, uma vez que f|y
é um homeomorfismo, temos que f|y(A4g) = f(Ag) é aberto e contém b = f(a).
Além disso, f(Ag) = f(ANV) = f(A)N f(V) C f(A). Logo, f(A) é aberto e f,
desta forma, é uma aplicacao aberta.

Observemos que se f : U — R"™ é um difeomorfismo local, entao, para todo
x €U, f'(z) é um isomorfismo. O Teorema da Fungao Inversa, que enunciamos a
seguir, nos diz que vale a reciproca quando f é de classe C'.

TEOREMA DA FUNGAO INVERSA. Sejam f:U C R™ — R"™ wuma aplicagdo de
classe C' definida num aberto U de R™ e a € U. Entdo, se f'(a) : R® — R" ¢
um isomorfismo, existem abertos V.C U e W CR"™, tais que a €V, f(a) e W e
flv:V =W éum difeomorfismo de classe C*.
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Observemos inicialmente que, nas condicoes dadas, prova-se facilmente que
existe um aberto V C U, tal que a € V' e a restricao fly : V. — f(V) C R™ é
bijetiva.

De fato, fazendo-se, por simplicidade de notagdo, a = f(a) = 0 (isto é, con-
siderando-se sistemas de coordenadas em R™ obtidos pelas respectivas translagoes
da origem aos pontos a e f(a)) e T = f'(0), tem-se

f(@) =Tz +r(z), lim 2 =

Agora, sendo T um isomorfismo, sabemos que existe p > 0, tal que
|ITz| > pl|lz||Vz € R™ (vide Exemplo 16 — Capitulo 2). Além disso, a aplicagao
r(x) = f(z) — Tz é de classe C! (pois f e T o sao) e r'(0) = f/(0) — T'(0) =
T —T = 0. Logo, existe 6 >0, tal que V = B(0,0) CU e [|r'(z)]| < § Ve e V.

Desta forma, pelo Teorema do Valor Médio, tem-se

Ir@) = r@)ll < Slle = yll Ve,y € V.
Tomando-se, entdo, x,y € V, tem-se f(x)— f(y) =T(x —y)+r(z) —r(y). Logo,
1f (@) = FWl 2 1T (x = y)ll = llr(z) =)l = pllz -yl - g”x -yl = %Hx = yll,

donde se infere que f(z) = f(y) se, e somente se, x = y, isto é, f é injetiva em
V = B(0,6) e, portanto, f|y :V — f(V) é bijetiva, como desejdvamos provar.

No entanto, nada garante que f(V) seja um subconjunto aberto de R™. Este
é, justamente, o ponto delicado da demonstracao do Teorema da Funcao Inversa,
pois, como veremos adiante, uma vez que este fato esteja estabelecido, a diferenci-
abilidade da inversa de f|y serd facilmente verificada.

E natural, portanto, que fagamos uso de um resultado topolégico na demons-
tragao do Teorema da Fungao Inversa, a saber, o Teorema da Perturbacao da Iden-
tidade, o qual relembramos (vide Segdo 3 — Capitulo 3).

TEOREMA DA PERTURBAGAO DA IDENTIDADE. Sejam U C R™ wum aberto e
¢ : U = R™ uma contragio. Entdo, a aplicagio ¢ : U — ¢Y(U) C R™, dada por
Y(x) =+ ¢(x), € um homeomorfismo e (U) € aberto em R™.

Relembremos ainda que ¢ : U — R™ é uma contracgdo se existe A € [0,1), tal
que [lp(z) = e()l| < Allz — yll quaisquer que sejam z,y € U.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DA FUNGAO INVERSA. Retomemos a notagao
acima, isto é, suponhamos, sem perda de generalidade, que a = f(a) = 0 e facamos
T = f'(0). Como antes, temos que, numa vizinhanga de 0,

flx) =Tz +r(x), ilﬁgjﬁji =0,

r é de classe C! e r'(0) = 0. Dai, segue-se que, dado € > 0, existe um aberto
convexo V 3 0, tal que ||r'(z)|| < € se x € V e, entdo, pelo Teorema do Valor
Médio,

[r(@) = ry)] <elle—y| Vo,yeV.

Consideremos agora a aplicagao ¢ : V' — R™, dada por

P(z) =T " f(x) =2+ T 'r(z),
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e suponhamos que € seja suficientemente pequeno, de tal forma que €||77}| < 1.
Neste caso, T~'r ¢é uma contracio, pois dados z,y € V, tem-se

1T~ (@) = T~ @) < 1T Ir(@) = @) < el T [z =yl

Segue-se, entao, do Teorema da Perturbagao da Identidade, que 1 é um homeo-
morfismo de V' sobre o aberto (V) =T~(f(V)) C R", donde f(V)=T((V))
é aberto em R", uma vez que todo isomorfismo linear de R™ é uma aplicagao
aberta (vide Exemplo 14 — Capitulo 2). Desta forma, escrevendo-se f(V) = W,
tem-se que a aplicagao

ToYp=fly: V=W,

por ser uma composta de homeomorfismos, é um homeomorfismo do aberto V'
sobre o aberto W.

Agora, sendo f de classe C!, temos que a aplicagao = — det f'(z), z € V, é
continua. Dai, uma vez que T = f’(0) é um isomorfismo, temos que det f'(0) # 0.
Logo, pela propriedade de permanéncia de sinal das fungoes continuas, podemos
supor que V é suficientemente pequeno, de tal modo que det f'(x) # 0Vz € V.
Assim, temos que, para todo = € V, f’(x) é um isomorfismo linear.

Seja g : W — Vo homeomorfismo inverso de f|y. Dado y € W, fagamos
x = ¢g(y) e consideremos uma representagdo de Hadamard de f|y em =z, isto é,
uma aplicagdo ® : V — L(R"), tal que, ®(z) = f/(z), ® é continua em z e, para
todo x + h € V, satisfaz

flx+h)— f(z) =@(x + h)h.

Da continuidade de ® em z e do fato de ®(z) = f/(x) ser um isomorfismo,
com um argumento andlogo ao dado no penultimo pardgrafo acima, podemos supor
que, para todo x +h € V, ®(xz + h) é um isomorfismo. Sendo assim, a aplicagao
U : W — L(R"), em que

Uy +k)=(Plgly+ k)~ y+keW,

estd bem definida. Além disso, uma vez que g é continua em y, ® é continua em
x = ¢g(y) e a inversdo de aplicacoes lineares é continua, temos que ¥ é continua
em y.

Assim, escrevendo-se g(y+ k) =z + h, tem-se h = g(y + k) — g(y) e, entao,

k=f(x+h)— f(z)=2(x+h)h=2(g(y+k))(9(y + k) —9(v)),

donde se obtém

9y +k)—gly) =¥(y +k)k.
Segue-se que ¥ é uma representacao de Hadamard de g em y. Logo, g é
diferencidvel em y e B
g'(y) = V(y) = (f'(x) "

Resta-nos, pois, mostrar que g é de classe C'. Para isto, basta observarmos
que g’ = po f'og, em que ¢ é a inversao de transformagoes lineares. Desta forma,
g’ ¢é continua, por ser a composta de aplicagoes continuas, e, portanto, a aplicagao
g é de classe C!. O

OBSERVAGQAO 17. Do argumento do tdltimo pardgrafo da demonstracao do Teo-
rema da Funcdo Inversa, conclui-se que, em seu enunciado, pode-se substituir “C'”
por “C*, k € N”, pois a inversido de transformacdes lineares é uma aplicacido de
classe C™ (vide Exemplo 69 — Capitulo 4). No entanto, a hipétese de f ser de
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classe C' é necessaria, isto é, ela ndo pode ser substituida pela hipétese, mais fraca,
de f ser diferencidvel.
A fim de constatarmos isto, consideremos a fungao f:R — R, definida por
Z x%sent se x#0
2 T
flx) =

0 se x=0.

Para = # 0, tem-se
flx) = 1 —|—2asseml —cos1
2 T z’
donde f’ é descontinua em z = 0, pois a sequéncia f’(1/k) é divergente. Logo,
f ndo é de classe C'.

Agora, considerando-se as sequéncias xy = (5 +2km) ! e yp = (2km)~!, tem-
se 0 <ap <yp <+ e f(ys) <0< f'(z)). Desta forma, em nenhum intervalo
aberto contendo 0 a fungdo f é mondtona (se o fosse f’ seria ndo-negativa ou
nao-positiva nesse intervalo), donde se infere que, a despeito de f’(0) = 1/2 # 0,
nao existe um aberto de R contendo x = 0, tal que a restricao de f a este seja
invertivel.

EXEMPLO 77 (SUBMERSOES). Considere uma aplicagdo f: U C R"xR™ — R",
definida num aberto U de R"™ x R™ = R**™  tal que a derivada de f em a € U,
f(a) : R*™™ — R™ seja sobrejetiva. Neste caso, diz-se que f é uma submersdo
em a. Suponhamos que f seja de classe C! e, através do Teorema da Funcio
Inversa, verifiquemos que existe uma vizinhanga V' de a em U, tal que f(V) é
uma vizinhanca de f(a) em R".

Rm
U
f
V /\
1 %%
a R™ f(a) R™
FiGura 4

Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, o nicleo de f/(a), ker f'(a), tem di-
mensao m. Desta forma, apés uma possivel mudanga de coordenadas, podemos
supor que a =0 e ker f'(a) = {0} x R™ C R" x R™ (Fig. 4).

Identificando-se, entéo, o subespaco R™ x {0} C R” x R™ com R", temos que
Vo = UNR™ é um aberto relativo de R™ que contém a, e a derivada da aplicagao
g = flw, em a, ¢'(a) = f'(a)lgn : R" — R”, é um isomorfismo. Logo, pelo
Teorema da Funcao Inversa, existem abertos Vi e W, de R", tais que a € V; C U,
fla) € W e gly, : Vi — W é um difeomorfismo de classe C'. Agora, sendo f
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continua, temos que V = f~1(W) é um aberto de R™ que contém V;, donde se
infere que f(V) =W e que V, portanto, é a vizinhanca desejada.

Dado um aberto U de R™, uma aplicagao diferencidvel f : U — R™ cuja
derivada f’(z) é sobrejetiva para todo xz € U ¢é dita uma submersao. Se V C R"
é um subespago de R", a projecao ortogonal de R™ sobre V é um exemplo trivial
de submersao(). Note que, pelas consideragoes acima, toda submersao de classe
C! é uma aplicacdo aberta.

4.1. Decomposicao em Difeomorfismos Primitivos. Diz-se que um dife-
omorfismo, definido num aberto U de R", é primitivo quando é de um dos dois
tipos:

i) o= (21,...,2,) = g(x) = (21,... 7$j71,¢($)7$j+1,~~,95n);

i) o= (z1,...,2...,25,...,2n) = Tx = (21,...,25,...,Ti,...,Tn).

Evidentemente, um difeomorfismo ¢g : U — V' é do tipo (i) se, e somente se,
para todo x € U, tem-se

(9(x),e;) = (x,e;) Ve e U, i€ {1,...,5—1,7+1,...,n}.

Deve-se observar também que os difeomorfismos T, do tipo (ii), sdo restrigdes a U
de isomorfismos lineares, os quais satisfazem 71! =T.

No que se segue, estabeleceremos o Teorema de Decomposicao Local em Dife-
omorfismos Primitivos, segundo o qual, localmente e a menos de translacoes, todo
difeomorfismo de classe C' em R” se exprime como uma composta de 2n difeo-
morfismos primitivos, sendo n do tipo (i) e n do tipo (ii).

Em virtude da simplicidade dos difeomorfismos primitivos, os quais coincidem
com a aplicacao identidade, exceto por, no méximo, duas funcées-coordenada, este
teorema de decomposi¢ao desempenha um papel importante na demonstragao de
certos resultados que envolvem mudangas de coordenadas, dentre eles, o teorema
fundamental do célculo integral das fungoes de varias variaveis, o dito Teorema de
Mudanca de Coordenadas.

TEOREMA DA DECOMPOSIGAO LOCAL EM DIFEOMORFISMOS PRIMITIVOS.
Seja f um difeomorfismo de classe C' definido num aberto U de R™. Entdo,
para todo a € U, existem difeomorfismos primitivos gi,...,gn, do tipo (i), e
T ,..., T, do tipo (ii), definidos num aberto V> a, V C U, tais que

f(x) = fa) + ((gn o Tn) o (gn-10Ty-1) 00 (g1 oT1))(x —a) Vz V.

DEMONSTRAGAO. Assim como o fizemos na demonstragao do Teorema da Fun-
¢ao Inversa, translademos os nossos sistemas de coordenadas, de tal modo que
tenhamos a = f(a) = 0.

Denotemos, entdo, por ¢; a aplicagdo f e, para cada k € {1,...,n}, fagamos
a seguinte hipdtese de indugdo: Existem uma bola aberta By = B(0,7) C U e um
difeomorfismo de classe C' definido em By, ¢, tal que ¢ (0) = 0. Além disso,
quando 2 < k <n, tem-se

(65) (pr(2),e;) = (x,e;) Ve € B, i € {1,...,k—1},

()N Secdo 5, veremos que, localmente, toda submersio de classe C! se exprime como uma
projegao ortogonal (vide Forma Local das Submersdes).
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isto é, as k — 1 primeiras fungoes-coordenada de ¢y coincidem com aquelas da
aplicacao identidade de By .

Facamos T = ¢},(0) e denotemos por A = (a;j) a matriz de T' com respeito a
base candnica de R™. Supondo-se 2 < k < n e diferenciando-se ambos os membros
da igualdade (65), obtém-se

Q5 = <6i,T€j> = <€i;ej> Vi € {1, .. .,k — ].}

Em particular, as k—1 primeiras entradas da k-ésima linha de A s&o nulas. Desta
forma, uma vez A é invertivel, para algum j € {k,k+1,...,n}, tem-se ax; # 0.
Esta dltima assercao, evidentemente, vale também quando k = 1.

Fixemos um tal j e consideremos a projecao ortogonal P, = P, , sobre o
subespago Vi, = {z € R"™; (x,e) = 0}, e o difeomorfismo primitivo T}, que faz
o intercambio das varidveis xj e x;, isto é, T ¢ a aplicagao linear determinada
pelas igualdades

Trer = ¢, Thej = ey, Tre;, =e; Vi # 4, k.
Dado « € By, fagamos
gr(x) = Prx + (¢r(Thx), ex)er

e observemos que gi estd bem definida, pois = € By se, e somente se, Tpx € By, .
E imediato que g; ¢é de classe C' e satisfaz g;(0) = 0. Além disso, para todo
h € R™, tem-se

91:(0)h = Pr(0)h + (¢, (Tk0)T;,(0)h, ex)er = Peh + (T'Tih, ey)ey -

Assim, uma vez que Pih e e, sdo ortogonais, se g;,(0)h = 0, devemos ter
Ph =0 e (TTih,er) = 0. Da primeira destas igualdades, segue-se que h = pey,
u € R. Entao, pela segunda delas,

0= (T Trey, ex) = u(Te;, ex) = pag; ,

donde g =0 e, portanto, h = 0. Logo, ¢,(0) é um isomorfismo.

Desta forma, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem um aberto de By,
Ui 0, e uma bola aberta By = B(0,7,4+1) C U, tais que gil|y, : Uy = Br+1 é
um difeomorfismo (Fig. 5).

Br+1

= | @
L

<

FiGURrA 5
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Além disso, este difeomorfismo é primitivo do tipo (i), pois, como se pode
verificar facilmente, para todo = € By,

(66) (g (), e;) = (z,e;) Vi#k.
Definamos, entao,

Orr1(y) = (pr 0 Tx 0 g1, )(Y), Y € Bry1 -

Sendo uma composta de difeomorfismos, a aplicagdo ¢g41 : Brr1 — Pk+1(Br+1) €
um difeomorfismo. Também, escrevendo-se = = g, Y(y) € Uy e lembrando-se que
k <j<n, tem-se, para 1 <i <k, (Tyx,e;) = (z,e;). Logo, considerando-se (65)
e (66), obtém-se

(Pe41(y), €i) = (D (Th), ) = (T, €:) = (x,€3) = (g (), €5) = (Y, €3)-
Agora, se k > 1, pelas definigoes de g e ¢x11, tem-se, para todo ponto y = g (x)

€m Bk+17
(Y, ex) = (gr(z), ex) = (Pr(Thx), ex) = (Prt1(y), ex)-

Segue-se destas consideragoes que ¢py1 satisfaz a hipdtese de inducao, pois
odr+1(0) = 0. Além disso, uma vez que g1 = ¢ 0Ty 0 gk_1 e Tk_1 =T}, tem-se

Ok = Pr+109k 0Ty .

Dai, observando-se que ¢,1 é a aplicagdo identidade de Bjy1 = B(0,7r,41),

fazendo-se r = min{ry,...,r,41} ¢ V.= B(0,r), valem, em V| as igualdades
f=¢1=¢20(g10T1) =d30((g20T2)0(g10T1)) =+ = (gnoTp)o---o(g10T),
como desejado. O

5. O Teorema da Fungao Implicita

Nesta segao, através do Teorema da Fungao Inversa, obteremos o celebrado
Teorema da Funcao Implicita, o qual encontra diversas aplicagoes em teorias que
envolvem equacoes diferenciais, bem como equagoes algébricas nao lineares, pois
garante a existéncia de fungoes definidas implicitamente através de uma igualdade.

Mais especificamente, aplicado ao caso particular das funcoes f: U C R2 = R,
o Teorema da Funcao Implicita estabelece condigoes para que o conjunto de pontos
(z,y) € U que cumprem a igualdade

(67) f(@y)=c, ceR,

seja, numa vizinhanga de um ponto (a,b) € U que satisfaz f(a,b) = ¢, o grafico
de uma funcgao de varidvel z, y = y(z), ou de varidvel y, = = z(y). O teorema

estabelece que se f é de classe C! e g—i(a,b) # 0, tem-se o primeiro caso, e se

%(a, b) # 0, tem-se o segundo.
O conjunto dos pontos (z,y) que satisfazem (67) definem, em muitos casos,
o traco de uma curva, razao pela qual é denominado curva de nivel de f. Assim,
decorre do Teorema da Funcao Implicita que uma curva de nivel de uma funcéo de
classe C' em cujos pontos pelo menos uma das derivadas parciais é diferente de
zero é, localmente, o grafico de uma funcao de uma tnica variavel.
Considerando-se, por exemplo, a funcdo de classe C*,

flzy) =2 +9% (z,y) € R?
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tem-se que o conjunto dos pontos (x,y) € R? que cumpre a igualdade f(z,y) =1 é
a esfera S!. Geometricamente, é facil ver que, para um dado ponto
(a,b) € S* distinto de (1,0) e (—1,0), existe uma vizinhanca do mesmo em S! que
é o grafico de uma fungdo y = y(x). Observe-se que ﬂ(a, b) = 2b # 0, enquanto

dy
8L(1,0) = §5(—1,0) = 0 (Fig. 6).

A

FiGura 6

TEOREMA DA FUNGAO IMPLICITA. Sejam U C R™"™™ = R"xR™ um conjunto
aberto, f:U — R™ de classe C' e (a,b) € U, tais que f(a,b) =c € R™. Nestas
condigoes, se f'(a,b)|joyxrm € um isomorfismo sobre R™, entdo eristem abertos
V3 (a,b), VCU, e A>a, ACR"™ que cumprem as sequintes condi¢oes:

i) Para todo x € A, existe um tnico y = &(x) € R™, tal que
(@,8() eV e [f(z,¢(x))=c;

ii) a aplicagao
¢ ACR" — R™
T - &(2)

é de classe C! e
f’(a) = _T{l 1,

em que Ty € LIR™,R™) e T, € L(R™,R™) sdo definidas por
Ti(h) = f'(a,b)(h,0) e Ta(k) = f'(a,b)(0,k).

Note que, no enunciado do Teorema da Funcao Implicita, a condicao de
f'(a,b)|{0yxrm ser um isomorfismo equivale a de que seja invertivel a matriz m xm
cujos vetores-coluna sao os m ultimos vetores-coluna da matriz jacobiana de f em
(a,b). Cumprida esta condicio e sendo f de classe C!, o teorema assegura a
existéncia de uma vizinhanga de (a,b) cuja intersecdo com f~*({f(a,b)}) é o
grafico de uma aplicacao &, de classe C!, definida num aberto de R™ e que toma
valores em R™.
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DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA. Suponhamos, sem perda

de generalidade, que ¢ =0 e consideremos a aplicagao
F: U — R"xR™
(@,9) — (2, f(z,9)),
isto é, F' tem como coordenadas a projecao Pi(x,y) = x e a aplicagdo f, donde
F édeclasse C! e
F'(a,b)(h,k) = (h, f'(a,b)(h,k)), (h,k) € R™x R™.

Em particular, se F'(a,b)(h,k) = (0,0), tem-se h =0 e 0= f'(a,b)(h, k) =
f'(a,0)(0,k), donde k = 0, pois, por hipétese, f'(a,b)|;oyxrm € um isomorfismo.
Logo, F'(a,b) é um isomorfismo de R™ x R™ sobre si mesmo.

Temos, entdo, pelo Teorema da Fungdo Inversa, que existem abertos V' 3 (a, b),
VcU, e W>(a,0), WCR"xR™, tais que Fly : V — W ¢é um difeomorfismo
de classe C! (Fig. 7).

R™ R™

U

F
~—— ™\
w
A a Rn A a Rn
FiGura 7

Podemos supor, sem perda de generalidade, que W = Ax B, em que A e B sao
abertos de R™ e R™, respectivamente, e a € A. Sendo assim, dado x € A, existe
um tnico y = §(z) € R™, tal que (z,y) €V e F(z,y) = (z, f(z,y)) = (x,0) € W,
pois F|y : V — W é bijetiva. Logo, a aplicacao &, assim definida, satisfaz

f(z,€§(x)) =0 Vo € A,
o que demonstra (i).

Seja G = (F|y)~'. Entdo, G ¢ de classe C! (ainda pelo Teorema da Funcéo
Inversa) e G(z,0) = (z,£(z)). Logo, designando-se por P, a projecdo (x,y) — v,
(x,y) € R" x R™, e por ¢ a aplicagdo x +— (2,0), = € R", tem-se £ = P,oG o ¢,
donde ¢ é de classe C'.

Finalmente, observemos que, para todo (h,k) € R” x R™, tem-se

f(a,b)(h,k) = f'(a,b)((h,0) + (0,k)) = Tyh + Trk.
Logo, diferenciando-se ambos os membros de f(z,£(z)) = 0 e fazendo-se = = a,
obtém-se

0= f'(a,&(a))(h, & (a)h) = f'(a,b)(h, & (a)h) = T1h + Tz (a)h Vh € R™,

donde ¢'(a) = —T, ' T . Tsto prova (ii) e conclui, desta forma, a demonstragio. [J
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OBSERVAGAO 18. Assim como no Teorema da Funcao Inversa, e como con-
sequéncia disto, no enunciado do Teorema da Funcao Implicita pode-se substituir
“«C1” por “C*, k € N, isto é, a funcdo ¢ obtida é da mesma classe de diferencia-
bilidade da funcao dada, f.

Dada uma aplicagao f : U C R™ x R™ — R™, motivados pela terminologia
adotada no caso em que n = m = 1, para cada ¢ € R™, chamaremos o conjunto
dos pontos (z,y) € U que satisfazem f(x,y) = ¢ de conjunto de nivel de f.
Segue-se, portanto, do Teorema da Fungdo Implicita, que se f é uma submersao
de classe C!, entdo todo conjunto de nivel ndo-vazio de f é, localmente, o gréfico
de uma aplicacdo de classe C' definida num aberto de R™ e tomando valores em
R™.

Reconsideremos a demonstracao do Teorema da Funcgao Implicita e dela o di-
feomorfismo G : W — V, em que G = (F|y)~! e F(x,y) = (z, f(z,y)). Dado
(z,2) € W, tem-se G(z,2) = (z,y) se, e somente se, z = f(x,y). Logo,

(foG)(x,2) = f(G(x,2)) = f(z,y) = 2,

isto é, foG = P,. Assim, no aberto W = A x B, cada z € B determina uma
“fibra” A x {z} C W, cuja imagem pelo difeomorfismo G é o conjunto de nivel

flz,y) =z (Fig. 8).
Em suma, vale o resultado seguinte.

ForMA LOCAL DAS SUBMERSOES. Sejam (a,b) € U C R® xR™, U aberto, e
f:U = R™ uma aplicacio de classe C', tais que f'(a, )| {0y xrm € um isomor-
fismo sobre R™. Nestas condicoes, existem abertos V C U, ACR"™ B CR™, e
um difeomorfismo G : A x B — V| tais que

(Gof)(z,z) =2 V(zr,z) € Ax B.

ExEMPLO 78. Consideremos a funcio f:R?* =R? x R — R, definida por
flay,z) =2 +y* +2° = 22(x +y) — 20 +y — 22+ 1.

Temos que f(0,0,1) =0 e %(0,0,1) =1 # 0. Logo, pelo Teorema da Funcao
Implicita, existem uma vizinhanca V de (0,0,1) em R® uma vizinhanca A de
(0,0) em R? e uma funcio ¢ : A — R, tais que a parte do conjunto de nivel
f(z,y,2) =0 que intersecta V é o gréfico de &, isto é, para todo (z,y) € A, tem-
se (z,y,&(x,y)) €V e f(x,y,&(x,y)) = 0. Diferenciando-se esta ultima igualdade,
obtém-se

f'(@,y,€(x,y)) (b, k, € (2, y) (b, k) = 0 V(z,y) € A, (hk) € R%.
Sendo assim, tem-se

(7,0 €02,), (b € )0 1) = S+ S o 2yt ha) =0,

em que as derivadas indicadas sdo todas calculadas no ponto (z,y,&(z,y)). Aplicando-
se esta igualdade aos vetores da base candnica de R?, obtém-se:

) §L(z,y,&(x,y) + G (w,y,6(2,9)) 52 (2, y) = 0;
i) §L(@,y,6(2.9) + G,y &(2,) 5 (2. y) = 0.
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FIGUuraA 8

Agora, uma vez que f é de classe C*°, tem-se, em particular, que 9f/0z
é continua, donde podemos supor que 0f/9z nao se anula V. Logo, escrevendo-
se f, = 0f/0x e as demais derivadas parciais concomitantemente, segue-se das
igualdades (i) e (ii) que

_ fal@y, 8z y) __h@y &)
Selmy) = Ly E@y) Sloy) fo(z,y,8(2,y))
Em particular, £,(0,0) =4 e ¢&,(0,0)=1.

5.1. Autovalores e Autovetores de Matrizes ao Longo de Curvas.
Dada uma curva t — A(t) em M(n), pode-se indagar como variam os autovalores
e autovetores de A(t) com respeito a varidvel t. No que se segue, através de uma
ideia de Jerry Kazdan (vide [15]), aplicaremos o Teorema da Fung¢ao Implicita para
dar uma resposta parcial a esta questao.

Para tanto, nos serd conveniente identificar, através do isomorfismo canonico,
os espagos R™ e M(n,1). Assim, dado um vetor v € R™ de coordenadas z1,...,z,
com respeito a base candnica de R"™, escreveremos

v=| e v =[x xy].
In
Note que, neste caso, dados v, w € R"™, tem-se (v,w) = w*v.

Diz-se que A € R é um autovalor simples de uma matriz A € M(n) se satisfaz
a seguinte condi¢do: Dado um autovetor unitdrio de A associado a A, wu, tem-se

vER" e (A-A)*v=0 = wv=pu, pck,
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em que I é a matriz identidade de M(n). Esta condi¢do, convém mencionar, equi-
vale & de A ser uma raiz simples, isto é, de multiplicidade 1, do polindémio carac-
teristico de A.

TEOREMA 18. Seja A = A(t), t € (—¢,€), uma curva de classe C' em M(n),
tal que A(0) possui um autovetor unitdrio ug associado a um autovalor simples
Ao - Nestas condigées, existem & > 0, uma fungdo X : (—4,8) = R e uma curva
v:(—6,8) = R™, ambas de classe C*, tais que A\(0) =0, u(0) = ug e, para todo
t € (—0,9), A(t) € um autovalor simples de A(t) que tem v(t) como autovetor
associado, isto €,

A(t)o(t) = A(B)u(t) Yt € (=6,0).

DEMONSTRAGAO. Consideremos a aplicacdo F : (—¢,e) x R x R” — R x R™,

definida por
F(t, A, 0) = (uo — 1, (A(t) — AI)o),

e observemos que a matriz jacobiana de F em z = (t,\,v), Jr(z), é a matriz
(n+1) x (n+2) que, em blocos, se escreve como

0 0 ug
At —v A() =M |’

Assim, identificando-se R x R™ com {0} x (R x R™), a restrigdo de F'(x) a
este tltimo é o operador linear de R x R™ = R™*!  cuja matriz (com respeito a
base candnica de R"*1) é o bloco (n + 1) x (n + 1) formado pelas dois tltimos
blocos-coluna de Jr(z). Em particular, para x = (0, Ao, ug), esta matriz é

_ 0 U
M= { —up A(0) = Aol ]
A fim de aplicar o Teorema da Funcao Implicita, verifiquemos que o operador

linear T € L(R"*!) associado a M é um isomorfismo. Para tanto, tomemos
(s,w) € R x R™, tal que T'(s,w) = 0. Neste caso, tem-se
upw=0 e —sug+ (A(0)— AI)w=0.

A segunda destas igualdades nos dd (A(0) — Aol)w = sug, donde

(A(0) — NoI)*w = s(A(0) — MoI)ug = 0
e, portanto, para algum real u, w = pug, pois Ag € um autovalor simples de
A(0). Porém, 0 = ufw = pudug = p e, entdo, w = s = 0, donde se infere que T
é um isomorfismo. Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe § > 0, tal que
a funcdo A = A(t) € R e a curva v = v(t) € R™ estdo bem definidas em (—46,0),
sdo de classe C! e satisfazem

F(ta)‘(t)vv(t)) = F(Ov)‘07u0) =0 Vte (_6a 5)

Desta forma, para todo t € (-4, ), tem-se

(w(t),up) =1 e A(t)v(t) = Mt)v(t).

Por fim, verifiquemos que, tomando-se ¢ > 0 suficientemente pequeno, ()
é um autovalor simples de A(t). Com efeito, se nao fosse esse o caso, existi-
riam sequéncias (t;) e (uy) em R e S"~1 respectivamente, tais que t; — 0
up —u € S ! e paracada k € N, (A(ty)—A(t))?ur = 0, sendo ug e vy = v(ts)
linearmente independentes. Assim, o nticleo de (A(tx) — A(tx))? teria dimensdo
maior que 1, donde, em particular, poderiamos tomar v, e uj ortogonais. Por
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continuidade, terfamos, entdao, (A(0) — A(0))?u = 0 e u e wgy ortogonais (pois
Vg — Up), contradizendo o fato de wgy ser um autovalor simples de A(0). O

Vejamos agora que, no teorema acima, a hipotese de A¢ ser um autovalor
simples de A(0) é, de fato, necesséria.
Consideremos em M(2), por exemplo, a curva

A(t):[t% é],teR.

Temos que A é de classe C°°. No entanto, para todo t € R, as raizes do polinémio
caracterfstico de A(t) sdo A (t) = —|t| e A2(t) = |t|, isto é, nenhuma das fungoes
A1, Az é diferencidvel em vizinhanca alguma de t = 0. Note que \g = 0 é um
autovalor de A(0) que néo é simples, pois A(0)? = 0.

Mesmo quando a curva A = A(t) e a fungdo A = A(t) sdo diferencidveis,
pode ocorrer da curva de autovetores u = u(t) nao ter esta propriedade. A fim de
ilustrar este fenomeno, consideremos as funcoes u,6 : R — R, dadas por

1742

e/ se t#£0 1 se t#0
u(t) = e @)=

0 se t=0 0 se t=0,

e definamos a curva

cos 20(t) sen 260(t)
A(t) = () L teR—{0}, A(0) =0,
sen260(t) — cos26(t)

Por um célculo direto, verifica-se que a curva A é de classe C'*° e, para todo
teR, A(t)=—u(t) e A2 = u(t) sdo os autovalores de A(t) que, quando ¢ # 0,
tém

cos 0(t) —sen 0(t)
up(t) = e wus(t) =
sen 6(t) cos 6(¢)

como respectivos autovetores associados. Uma vez que p é, sabidamente, de classe
C°°, assim 0 sao A1 e Ag. Porém, os limites de u; e us quando t tende a zero
nao existem, donde se conclui que estas curvas nao sao, sequer, continuas em ¢t = 0.

5.2. Multiplicadores de Lagrange. O método dos multiplicadores de La-
grange, devido a Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), se aplica ao problema de se
determinar extremos locais da restricdo de uma funcao diferencidvel f, definida
num aberto U C R™ x R™, a um subconjunto M C U, que, por sua vez, é um
conjunto de nivel de uma submersao de classe C!, g: U — R™. Nestas condices,
conforme estabeleceremos no teorema seguinte, para que um ponto p € M seja um
extremo local de f|as, é necessério que o gradiente de f em p esteja no espago
gerado pelos gradientes das coordenadas de ¢, ¢1,...,9m, em p, isto é, devem
existir A1,...,A\n € R, tais que

Vip) = MVa(p) + -+ A Vgm(p).

Neste contexto, os reais Ai,..., A\, sao chamados de multiplicadores de Lagrange.
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Desta forma, se M ¢ definida pela igualdade g(z) = ¢, as n+m coordenadas

de p, juntamente com os m multiplicadores Aq,..., A\, , sdo as variaveis do sistema
de equagbes (vetoriais)

Vi) = MVai(p)+ -+ AnVgm(p)

gp) = c

Admitindo-se, por hora, este resultado, apliquemo-lo ao seguinte problema:
Dados w € S" 1, n > 1, e um real a > 1, determinar pontos o € S* ! e
yo € II = {y € R"; (y,u) = a}, tais que a distdncia entre zy e yo seja a menor
possivel, isto é,

(68) w0 — yoll = inf{||z — y||; z € S*7', y €I}

Ficura 9

Observe que, fazendo-se V = {u}t, tem-se que Il é o espaco afim de R"
paralelo ao subespaco V e que contém au, isto é,

M=V+au={v+au;veV}

Em particular, dado w = v + au € II, tem-se, pelo Teorema de Pitdgoras, que
|lw]]? = |[v]|* + a® > a®> > 1, donde 1IN S"~ 1 = (.

Fagamos U = {(x,y) € R" x R";z # 0}, M = S"! x 11, e consideremos a
funcdo f:U — R, bem como a aplicacdo g : U — R2, definidas por

fay)=le—yll> e gl,y) = (91(2,9), 92(z,9)) = (|2]* = 1, {y,u) — a).

Claramente, f e g sdo de classe Ct e M = g~1({0}) C U. Além disso,
(69) Voi(z,y) = (22,0) e  Vg(z,y) = (0,u) V(x,y)eU.

Em particular, Vgi(z,y) e Vgo(x,y) sao linearmente independentes, donde se
conclui que o jacobiano de g em (z,y) tem posto 2 e, portanto, que g é uma
submersao.



5. O TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA 173

Nestas condigoes, podemos aplicar o método dos coeficientes de Lagrange, se-
gundo o qual, a solugdo do nosso problema serd o ponto p = (xg,yo) que satisfaz

{ Vi) = MVa(p) +A2Vga(p)
gp) = 0.

Uma vez que, para todo par (z,y) € U, tem-se Vf(x,y) = 2(x —y,y —z) e
Vagi(z,y), Vga(z,y) sdo como em (69), este sistema equivale a

To—Yo = Mo
Yo —Zo = %U
zol| = 1
(yo,u) = a.

Se tivéssemos A; = 0, teriamos, pela primeira igualdade, xg = yg, 0 que con-
tradiria o fato de S~ ! ter intersecio vazia com II. Logo, devemos ter
A1 # 0. Neste caso, fazendo-se u = 7;721 e adicionando-se as duas primeiras
igualdades, obtém-se xg = pu e yo = (1 — A;)pu. Dai e das duas tdltimas igualda-
des do sistema, segue-se que p=+1 e (1 —A)u =a, donde 2y = tu e yy = au.
Observando-se, entao, que |[u—yo|| =a—1<a+1=||—u—yo| e considerando-se
(68), infere-se que g = u.

Por fim, dados = € S"~! e y € II, sejam v,v' € V e t € R, tais que x = v+tu
e y=v4+au, donde t —y = (v—2")+ (t — a)u. Uma vez que || < |z| =1,
tem-se ||z —y|| > [t —a|l > |a| = |t| 2 a—1 = ||lu—au| = ||xo — yo|, donde se
conclui que zg =u e yo = au sdo os pontos desejados (Fig. 9).

TEOREMA 19 (MULTIPLICADORES DE LAGRANGE). Sejam U C R™ x R™ um
conjunto aberto, f : U — R uma funcao diferencidvel e M C U um conjunto
de nivel de uma submersao de classe C', g = (g1,...,9m) : U — R™. Entdo, se
p €M € um extremo local de f|pr, existem Ai,..., Am € R, tais que

Vip) = MVa(p) + -+ AnVgm(p).

DEMONSTRAGAO. Seja p = (zg,yo) € M um extremo local de f|p;. Uma vez
que g é uma submersiao, temos que ¢'(p) € L(R"T™ R™) é sobrejetiva, donde
podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢'(p)|{o}xrm ¢ um isomorfismo
sobre R™. Logo, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem um aberto de R™,
A > 29, e uma aplicacdo de classe C!, € : A — R™, tais que o grafico de & estd
contido em M, isto é, (z,£(z)) € M Vz € A.

Consideremos o grafico de &'(x),

V ={(h,& (x0)h);h e R"} C R" x R™,

e observemos que este é um subespago vetorial de R™ x R™ de dimensao n (de
fato, {(e1,& (xo)e1), ..., (en,& (x0)en)} é uma base de V). Sendo M um conjunto
de nivel de g, temos que g(x,&(x)) é constante. Em particular, dado h € R",
tem-se ¢'((zo,&(x0))(h, & (xo)h) = 0, isto é, ¢'(p)(V) = 0. Logo, para todo vetor
v=(h,&(x0)h) €V, tem-se

0=yg'(p)v="(91(P)v, -, 9, (P)v) = (Vgi(p),v), -, (Vgm(p),v)),

donde se infere que, para cada j € {1,...,m}, Vg;(p) é ortogonal a V. Porém, os
vetores-linha da matriz jacobiana de g em p sdo, justamente, Vgi(p),..., Vgm(p)
e, portanto, sao linearmente independentes, j& que ¢'(p) tem posto m. Segue-se,
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7

entao, destas consideragoes, que o complemento ortogonal de V. em R”™ x R™ é o
subespago gerado pelos vetores Vg1 (p), ..., Vgm(p).

Agora, uma vez que p é um extremo local de f|ps, temos que xy é um extremo
local de f(z,&(x)), © € A. Dado, entdo, v = (h,&'(x0)h) € V, tem-se

0= f'(x0, §(w0)) (h, €' (wo)h) = (V£ (p),v),

donde Vf(p) € V*. Logo, existem reais Ai,..., Ay, tais que
Vfp) = Vgi(p) + -+ AnVm(p),

como desejavamos provar. O

EXEMPLO 79 (DESIGUALDADE DE HADAMARD). Dada uma matriz A € M(n),
sejam vy, ...,v, € R™ seus vetores-coluna. Verifiquemos, através do método dos
multiplicadores de Lagrange, a desigualdade de Hadamard,

|det A = | det(vr,...,v0)| < lvill... lvall,

em que a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores v1,...,v, sao ortogonais
entre si.

Para tanto, consideremos a esfera S = {4 € M(n); [|[A||? = n}, em que
|Alle = +/trago(AA*) é a norma euclidiana de A, bem como as fungdes
f.g:M(n) — {0} — R, dadas por

flA)=detA e g(4)=|A]Z.

Claramente, a aplicagdo g é de classe C! e, para toda matriz A € M(n)—{0},
Vg(A) = 24 # 0, donde g é uma submersao. Logo, uma vez que S = g~({n}),
pelo método dos multiplicadores de Lagrange, para todo extremo Ag de fl|g, valem
as igualdades:

1) Vf(A()) = )\Vg(Ao) = 2)\A07 A ER;
ii) [| Aol = n.

Lembrando que Ag(Vf(Ap))* = (det Ag)I (vide Exemplo 64 — Capitulo 4),
segue-se de (1) que 2AAgAj = (det Ag)I, donde 2Atrago(AgAf) = ndet Ag. Dal
e de (ii), obtém-se 2\ = det Ag e, portanto, AgAf§ = I, isto é, Ay é ortogo-
nal™). Assim, o valor méximo de fls é 1, enquanto o minimo é —1, isto é,

f(S) =[-1,1] (pois f é continua e S é compacto e conexo) e | f|s(4o)| =1 se,
e somente se, Ay ¢é ortogonal.
Agora, dada uma matriz A € M(n), se um de seus vetores-coluna vy, ..., v, for

nulo, a desigualdade de Hadamard serd trivialmente satisfeita por A. Suponhamos,
entao, que cada um dos vetores v; seja nao-nulo. Neste caso, a matriz cujos vetores-

coluna sao v1/||v1|l,...,vn/||un| pertence a S. Logo,
U1 (Y

et 4] = et )] = ol ol et (25,2 ) [ < Bl
[[o]l [[on |

em que a igualdade ocorre se, e somente se, vy, ...,v, sao ortogonais.

(V)Digz-se que uma matriz quadrada A é ortogonal quando AA* = I, o que equivale aos
vetores-coluna de A formarem uma base ortonormal de R™. Note-se que, da igualdade det A =
det A*, segue-se que o determinante de uma matriz ortogonal é 1 ou —1.
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6. O Teorema de Sard (x)

Em Célculo, quando do estudo da integral de fungoes de duas variaveis reais,
verifica-se que toda funcdo continua definida num conjunto limitado Q C R? é
integravel, isto é, continuidade é uma condigao suficiente para integrabilidade. No
entanto, ela nao é necesséaria. Verifica-se, por exemplo, que se {2 é uma bola fechada
de R? e a funcdo em questdo é descontinua apenas ao longo de um segmento de £,
entdo ela é integravel. Considerando-se as nogdes de area e volume associadas ao
conceito de integral, constata-se facilmente que esta propriedade decorre do fato de
um segmento de reta do plano ter area nula. Considerando-se, entao, a area como
uma maneira de medir conjuntos em R?, pode-se dizer que, desse ponto de vista,
um segmento do plano tem medida nula.

Mesmo destituidos de um conceito generalizado de area, podemos, a partir da
definigao natural de area de um retangulo como o produto dos comprimentos dos
seus lados, caracterizar a medida nula de um conjunto em R? como uma nocio de
“auséncia” de drea. Para isto, observamos que um segmento arbitrario X de R?
estd contido em um retangulo que tem area tao pequena quanto se queira, isto €,
dado € > 0, existe um retdngulo K de R? que contém X e cuja drea é menor
que e. Com efeito, basta tomar K com base X e altura menor que €/p, em que
p € o comprimento de X. Motivados por este e outros exemplos simples, dizemos
que um subconjunto X de R? tem medida nula se, para qualquer € > 0, pode-se
obter uma familia enumerdvel de retdngulos que o cobrem, cuja soma das dreas nao
excede e.

Esta ideia, devida ao matemdtico francés Henri Lebesgue (1875-1941), pode
ser facilmente generalizada para se introduzir conjuntos de medida nula em R™
(vide Defini¢ao 27, abaixo). Dai, verifica-se que uma funcao definida num con-
junto limitado de R™ ¢ integravel se, e somente se, o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade tem medida nula em R™.

Ocorrem muito comumente, em Topologia e Andlise, fendmenos como o des-
crito, em que certas fungdes ideais (continuas, no caso considerado) tém uma certa
propriedade (integrabilidade, idem) que permanece quando estas deixam de ser
ideais em subconjuntos de medida nula.

O Teorema de Sard, que apresentaremos, ilustra um desses fenéomenos. Nele,
consideram-se as fungoes diferenciaveis definidas em abertos de R™ e que tomam
valores neste espago. Neste contexto, em vista do Teorema da Funcao Inversa, uma
tal funga@o é ideal se a sua derivada, em cada ponto, é um isomorfismo de R™. O
Teorema. de Sard estabelece, entdo, que, se a funcio em questdo for de classe C!, a
imagem do conjunto dos pontos de seu dominio cuja derivada nao é um isomorfismo
— ditos, singulares — tem medida nula.

6.1. Conjuntos de Medida Nula. Relembremos que um paralelepipedo K
em R” é um conjunto dado pelo produto cartesiano de n intervalos fechados de

R, isto é,
K = [al,bl] X [az,bQ] X X [an,bn].

A diagonal de K, p, é definida por

" 1/2
p= (Z(bi - az‘)2> ;

i=1
donde, para quaisquer z,y € K, tem-se ||z —y| < p (vide Secéo 4 — Capitulo 2).
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De um paralelepipedo K = [a1,b1] X -+ X [an,b,] C R™ diz-se também que é
n-dimensional e define-se o seu volume por

n
vol K = H(bz — a,') = (b1 — al)(bz — CLQ) e (bn — an).
i=1
Um paralelepipedo C' = [a1,b1] X < -+ X [an,by] C R™ é dito um cubo quando
os intervalos que o compoem tém comprimentos iguais, isto €,
(bl —ai) = (bj —aj) VZ,j S {].,,TL}
Neste caso, fazendo-se A = by — a1, tem-se, evidentemente, vol C' = \".
Deve-se notar também que, para quaisquer a € R” e r > 0, a bola

Bhax|a, 7] = {z € R"™; ||z — a||max < 7} CR"

é um cubo de R™ cujo volume é (2r)™.

DEFINIGAO 27 (MEDIDA NULA). Diz-se que um conjunto X C R™ tem medida
nula em R" se, para todo € > 0, existe uma cobertura de X por uma familia
enumeravel de paralelepipedos de R”, {K;,...,Kg,...}, tais que

oo
ZvolKk <€
k=1

Todo conjunto enumerdvel X = {z1,..., ok, ...} C R® tem medida nula, pois,
dado € > 0, fazendo-se Cy = Bpax|Tr,Tk], em que 0 < 2rp < 3/€/2%, tem-se
X cJCx e volCy < (€/2%). Logo,

o0 o0
ZVOICk < Z% =€
k=1 k=1 2

Vale, na verdade, o resultado seguinte.

n

PROPOSIGAO 52. Toda reunido enumerdvel de conjuntos de medida nula € um
conjunto de medida nula.

DEMONSTRAGAO. Seja {Xi,...,Xg,...} uma familia enumerdvel de conjun-
tos de medida nula em R". Dado, entao, ¢ > 0, para cada k € N, existe uma
familia enumerdvel de paralelepipedos de R, {Ky,..., K,...}, que cobre X}
e satisfaz

e €
ZvolKl-k <o
i=1

Fazendo-se X = |J Xy, temos que a familia (enumerdvel) {K;;i, k € N} constitui,
certamente, uma cobertura de X. Além disso,

oo oo oo oo €
> volKipp =Y vol Ky < =6
ik=1 k=1 i=1 k=1
donde X tem medida nula em R™. O

Vejamos, agora, uma interessante propriedade dos conjuntos abertos de R", a
qual aplicaremos na demonstracao do Teorema de Sard.

PROPOSIGAO 53. Em R™, todo conjunto aberto e nao-vazio se exprime como
uma uniao enumerdvel de cubos.



6. O TEOREMA DE SARD 177

DEMONSTRAGAO. Seja Q = {q1,.-.,Gk,... } uma enumeracao de Q. Dados

i,j €N, i# j, facamos I;; = [g;, g;]. Assim, cada 2n-upla
(11,7192, 72 in,Jn) € N, ix # 5 Vk € {1,...,n},

determina um paralelepipedo K = I; j, X --- x I; ;. e reciprocamente. Logo, uma
vez que N?" ¢ enumerdvel, o conjunto I', formado por todos os paralelepipedos
de R™ cujos extremos dos intervalos que os compGem sao numeros racionais, é
enumeravel.

Consideremos, agora, um conjunto aberto e nao-vazio U C R™. Dado, entao,
um ponto a = (a1,...,a,) € U, tomemos r > 0, tal que B(a,r) C U. A
projegao ortogonal de B(a,r) em cada eixo coordenado de R™ é um intervalo aberto
I; = (a;—r,a;+7). Logo, devido & densidade de Q em R, paracada i € {1,...,n},
podemos tomar racionais ¢;,q, € I;, tais que ¢; < a; < g,. Além disso, podemos
escolhé-los de tal forma que ¢; —¢; = ¢; — q; Vi, j € {1,...,n} (Fig. 10).

aj

a ¢

Q
5
=]
AN
Q
PN

Ficura 10

Segue-se destas consideragoes que, para cada a € U, o cubo

Ca = lq1, q1] X -+ X [gn, @)

assim obtido, satisfaz C, C B(a,r) C U. Evidentemente, U = J,; Ca e a familia
{C4,a € U}, por ser uma subfamilia infinita de T", é enumerdvel. O

6.2. O Teorema de Sard.

DEFINIGAO 28 (PONTO SINGULAR - PONTO REGULAR). Dados um aberto U de
R™ e uma aplicacao diferenciavel f : U — R", diz-se que = € U é um ponto
singular de f, ou, equivalentemente, uma singularidade de f, se f’(x) nao é um
isomorfismo linear de R™, isto é, se det f'(x) = 0. Um ponto de U que nao é
singular é dito regular.

Nas vizinhancas de pontos regulares, conforme estabelecido pelo Teorema da
Funcdo Inversa, as aplicacoes diferencidveis de classe C! (definidas em abertos
de R™ e tomando valores nesse espaco) tem uma certa regularidade de compor-
tamento (daf a terminologia), pois sdo difeomorfismos locais. Esta regularidade,
entretanto, deixa de ocorrer em vizinhangas de pontos singulares. Neste contexto,
o célebre Teorema de Sard, devido ao matemdtico americano Arthur Sard (1909-
1980) (vide [30]), estabelece um resultado extremamente forte, que, dentre outras
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virtudes, desempenha um papel fundamental em teorias que envolvem singularida-
des de aplicagoes, como a Topologia Diferencial e a Teoria de Morse.

Convém mencionar que o conceito de ponto singular se estende ao contexto das
aplicacoes diferencidveis entre espacos euclidianos de dimensoes distintas, e que o
Teorema de Sard é vélido, também, neste caso. No que se segue, apresentaremos
uma versao mais simples do mesmo, na qual os espacos euclidianos envolvidos tém
mesma dimensao.

Denotemos por sing f o conjunto dos pontos singulares de uma aplicagao di-
ferenciavel f.

P

TEOREMA DE SARD. Seja U um conjunto aberto de R™. Se f:U — R™ é
uma aplicagdo de classe C, entdo f(sing f) tem medida nula em R™.

DEMONSTRACAO. O resultado é trivial quando sing f = (). Suponhamos, entao,
que sing f seja nao-vazio e consideremos um cubo K C U, tal que sing f N K # (.
Tomando-se 1 < g € N e uma particao de cada intervalo que define K em ¢ in-
tervalos de comprimentos iguais, obtém-se uma decomposi¢cao de K em ¢"™ cubos

Cl, CQ, ceey an,
cada um com diagonal p/q, em que p é a diagonal de K. Em particular,
(70) lz—yll <p/qg Yo,y € Cr, k=1,....q".

Uma vez que f é de classe C!, a aplicagao x — f’(z) é continua em K. Logo,
é uniformemente continua, pois K ¢é compacto. Dado, entdo, ¢ > 0, existe § > 0,
tal que
nyeK e |r—yl<ds = |[f(x)-fWl<e
Assim, tomando-se ¢ suficientemente grande (de tal modo que p/q < §), tem-se,
para todo k € {1,...,¢"},

(71) 1 () = f' (W)l <€ Va,y € Cp.

Fixemos um cubo C = C} desta particao cuja intersecao com sing f seja nao-
vazia e tomemos a € sing f N C. Entdo, f’(a) € L(R™) néo é um isomorfismo.
Logo, existe um subespaco V de R", de dimensao n — 1, que contém o conjunto-
imagem de f’(a). Em particular, para todo x € C, o vetor w = f(a)+ f'(a)(x —a)
pertence ao espaco afim

W=fla) +V={weR" w= f(a)+v,veV}

Agora, fazendo-se p(z) = f(z) — f'(a)z, z € C, tem-se ¢'(x) = f'(z) — f'(a).
Logo, pela desigualdade (71), ||¢’(z)|| < € Vx € C. Segue-se, entdo, do Teorema do
Valor Médio (note que C' é convexo), bem como da desigualdade (70), que

p
lo@@) = ¢la)]| < elle —all < € -

Dado, entdo, z € C, fazendo-se w = f(a) + f'(a)(x — a), tem-se

I1f () = wll = [If(z) = (f(a) + f(a) (2 = a))|| = [o(z) — pla)]| < eg ;

donde se conclui que

(72) d(f(x), W) = min | f(z) - w|| < g Vo € C.
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Também, escrevendo-se p = max{||f'(z)||; x € K} e aplicando-se novamente
o Teorema de Valor Médio, obtém-se

(73) 1 (z) = f(@)]| < pllz — al| < ug Vo € C.

Considerando-se, momentaneamente, um sistema de coordenadas (yi, ..., Yn)
em R”, em que f(a) seja a origem e W coincida com o subespago coordenado™)

{(yla"'vyn) eRn; Yn :O}v

vé-se, pela desigualdade (73), que a projegao ortogonal de f(x) sobre W estd
contida na bola de W (aqui identificado com R™~1) com centro em f(a) e raio
1p/q, que, por sua vez, esta contida no cubo (n — 1)-dimensional

Co = Buax([f(a), up/q] N'W.

Ko
* f(z) {
W Co 2e2
f(a) 1
2,u§
Ficura 11

Dai e de (72), segue-se que, para todo = € C, f(z) pertence ao paralelepipedo
Ko =Cy x [—ep/q,ep/q] CR™ (Fig. 11), para o qual tem-se

2 n—1 20)" n—1
vol Ko = <26p> volCy = <2€p> <pu> — (/))7'“6_
q q q qr

Adotando-se este procedimento em cada um dos cubos da particao que intersec-
tam sing f, concluimos que f(sing fNK) estd contido numa unido de, no maximo,
q" paralelepipedos, cada um deles com volume igual a ((2p)"u""1/q")e. Logo, a
soma de seus volumes é menor que, ou igual a,

209)" n—1
f<m5
q
donde se conclui que f(sing f N K) tem medida nula em R™.

e=(2p)"u" e,
Agora, pela Proposicao 53,
U=K,U---UKpU---,

(V)Note que a aplicagdo que faz esta mudanga de coordenadas é uma isometria T — f(a), em
que T é um operador ortogonal de R™ que leva V no subespago coordenado {z € R"; z,, = 0}.
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em que, para cada k € N, K é um cubo de R™. Além disso, para cada k € N,
conforme o concluido acima, f(sing f N Ky) tem medida nula em R™.

Uma vez que

sing f = sing f NU = sing f N (U Kk> = [ J(sing £ N &),

tem-se

fGsing ) = £ (Utsing f 1 K3 ) = flsing £ 1K),

donde se infere que f(sing f) tem medida nula em R™, pois, pela Proposicao 52,
toda reuniao enumeravel de conjuntos de medida nula tem medida nula. (I

7. Exercicios

Secao 1

. Seja U C R™ aberto e conexo. Prove que se f : U — R™ ¢ diferencidvel e

f'(x) =T para todo z € U, entdo existe a € R™, tal que f(z) =Tz + a.

Seja f : R — R uma funcdo real de classe C'. Defina F : R?> — R pondo
F(z,t) = M quando t # 0 e F(z,0) = f/(x). Demonstre que F ¢é
uma funcao continua.

Seja g : R® — R™ uma aplicacao diferenciavel, tal que, para todo z € R",
lg’(x)]| < A < 1. Considere o Exercicio 13 do Capitulo 3 e prove que a aplicac¢ao
f:R™ = R" dada por f(z)=x+ g(x), é um homeomorfismo.

Seja f: R™ — R™ uma aplicacao diferencidvel em R™—{0}, continua em z =0
e que satisfaz
. Of
lim

x—0 8,’1,‘1

() =0.

Prove que f é diferenciavel.

Secgao 2

Sejam f,g: U C R® — R™ aplicacdes de classe C? no aberto U . Suponha que,
para quaisquer z € U e i € {1,...,n}, tenha-se (f(z), %(m» = 0. Prove que,
para todo = € U, a matriz A(x) = (a;5(x)), em que a;;(z) = (aa;: (z), aang(x)),

é simétrica.
Seja f : R? — R uma funcdo duas vezes diferencidvel. Suponha que, para

quaisquer z,y,t € R, tenha-se

flea+t,y+t)+ fle—t,y—t)— fle+t,y—t)— f(x —t,y+1t)=0.
2

/ (z,y) =0 Y(z,y) € R%

P
rove que 920y

Diz-se que uma funcgao duas vezes diferencidvel é harmonica quando seu lapla-
ciano (vide Exercicio 7 — Capitulo 4) é uma fungdo identicamente nula. Prove
que as coordenadas de uma aplicagdo holomorfa (vide Exemplo 65 — Capitulo
4), f:R? = R?, sdo funcdes harménicas.
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Seja f : R™ — R™ uma aplicagao duas vezes diferenciavel, tal que, para cada
z € R* f'(z): R® — R™ é uma isometria, isto é, uma transformacao linear
ortogonal. Prove que a derivada segunda de f é identicamente nula e conclua,
dai e do Exercicio 1, que f é uma isometria de R™.

Secao 3

Seja f: R™ — R uma fun¢ado duas vezes diferencidvel cujo laplaciano, em todos
os pontos de R", é positivo. Mostre que f nao possui maximo local.

Seja f : R® — R uma funcao duas vezes diferenciavel cuja derivada segunda
f"(z) é positiva definida em todo ponto = € R™. Prove que f tem, no maximo,
um ponto critico.

Secao 4

Sejam f e g as aplicacoes do Exercicio 3. Prove que se g é de classe C!, entdo
f:R® = R" é um difeomorfismo de classe C'.

Sejam f:R — R de classe C! e ¢ :R? — R?, tais que

p(e,y) = (u(z,y), v(z,y)) = (f(2), 2f(z) - y).

Dado (zg,y0) € R?, suponha que f'(x¢) # 0. Prove que, em uma vizinhanga
de (z0,y0), ¢ ¢ invertivel e satisfaz =1 (u,v) = (g(u),ug(u) —v), em que g é
uma funcéo de classe C'.

Mostre que a aplicacdo f : L(R™) — L(R"), dada por f(X) = X2, é um difeo-
morfismo de uma vizinhanca da identidade sobre outra vizinhanca da identidade
mas nao é um difeomorfismo local.

Prove que existe ¢ > 0, tal que, se A € M(n) satisfaz ||A|| < J, entdo existe
uma matriz X € M(n), tal que X2+ X* = A.

Seja f : R™ — R™ uma aplicacdo de classe C!, tal que a matriz jacobiana de f
em cada ponto x de R™ é invertivel. Mostre que se f é prépria (vide Exercicio
21 — Capitulo 3), entdao f(R"™) = R".

Seja f:R™ — R™ uma aplicacdo de classe C*, tal que

=yl < 1f(z) = fW)I Yo,y € R

Prove que f é um difeomorfismo de classe C*.

Mostre que se U C R™ é aberto e f:U — R™ é uma submersao, entao || f(z)||
nao assume valor méaximo.

Mostre que a funcéo determinante é uma submersdo em X € M(n) se, e somente
se, posto(X)>n—1.

Prove a Forma Local das Imersoes: Sejam U C R™ um conjunto aberto e
f: U —= R* x R™ = R*™ uma aplicacio de classe C', tal que f é uma
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imersio em a € U, isto é, f'(a) € L(R™,R™*™) ¢ injetiva"). Entfo, existem
abertos A 3 a, de U, ¢ W 3 f(a), de R*™™  bem como um difeomorfismo

G: W — G(W) C R*™™ tais que a composta Go f : A — R*"™™ est4d bem
definida e, para todo = € A, vale a igualdade (G o f)(z) = (x,0) (Fig. 12).

R™ R™

\ ; T —  —
f(a) f(z)

G(W)
R™ (a,0)  (2,0) R™
7l e
a A = R™
Ficura 12

Secao 5

Sejam f:R? - R e ¢: ACR? - R como no Exemplo 78. Prove que £ é de
classe C e

0%¢

Tt ) = Eualay) = LTzt o) o ea o)

12 ’
em que as aplicagoes fy, fz, fiz, foz € [z s80 calculadas no ponto (z,y,&(x,y))

e & ¢ calculada em (z,y). Obtenha relacoes andlogas para &gy ¢ &, ¢ deter-
mine a férmula de Taylor de segunda ordem de ¢ numa vizinhanca de (0, 0).

Prove que existem um aberto de R?, A > (1,—1), e um intervalo (—¢,¢) C R,
tais que, para todo ponto (z,y) € A, a equagdo de varidvel real t,

zt? + e 4y =0,
admite uma unica solu¢do t = t(x,y) em (—¢,€), e a fungdo ¢ +— t(x,y), assim

definida, é de classe C°.

Sejam f,g: R — R funcgoes de classe C*. Suponha que f(0) =0 e f/(0) # 0.
Mostre que existem ¢ > 0 e uma funcdo diferencidvel = = z(t), definida em

(—0,9), tais que f(x(t)) =tg(z(t)) Vt € (=9,9).

Dada uma matriz B € M(n), prove que existe uma curva de classe C
A: (=€) > M(n), tal que A(0) = I, A'(0) = —3B e, para todo ¢ € (—¢,e€),
tem-se A(t)? +tBA(t) = 1.

(Vi)Quando a derivada f’(x) é injetiva para todo =z € U, f ¢é dita, simplesmente, uma

imersao.
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Dado a = (ag,...,a,) € R*"! denotemos por p, o polinémio de varidvel real
t, dado por ag + ait + --- + a,t™. Suponha que ty € R seja uma raiz simples
de pa, isto é, existe um polinémio g = ¢(t), tal que p,(t) = (t — to)q(t) e
q(to) # 0. Mostre que existem uma bola aberta B(a,r) C R"*! e um intervalo
aberto (—e,e) C R, tais que, para todo x € B(a,r), o polinémio p, tem um
Unico zero t = t(x) € (—¢,¢€), o qual é simples. Além disso, a fungdo x — t(z),
x € Bla,r), é de classe C*° e satisfaz t(a) = to.

Sejam p e g numeros reais positivos, tais que % + % = 1. Prove, pelo método
dos multiplicadores de Lagrange, a desigualdade

1 1

2P+ —y?1>1 Ve,y >0, zy=1.

p q

Conclua, entdo, que

1 1
—aP 4+ —y? > xy Y,y >0,
p q

e, dai, a validez da desigualdade de Hélder,

n n % n %
Z%%S(Zﬁ) (ny) Vg, y; >0, i=1,...,n.
i=1 i=1 i=1






APENDICE A
Variedades Diferenciaveis

As superficies constituem, desde a antiguidade, objetos geométricos por ex-
celéncia, as quais vém sendo devotadas teorias que as estudam e generalizam sob os
mais diversos aspectos. Neste processo histérico, o advento do Célculo, no século
XVII, tornou possivel abordar as superficies através do conceito de derivada, o que
deu origem a teoria conhecida como Geometria Diferencial, brilhantemente estabe-
lecida no infcio do século XIX por Karl Friedrich Gauss (1777-1855).

Subsequentes generalizacoes do conceito de superficie regular, a qual é estudada
pela Geometria Diferencial, conduziram naturalmente ao conceito mais geral de va-
riedade diferencidvel, o qual é atribuido a uma certa classe de espagos topoldgicos
que se caracterizam pelo fato de se poder associar a cada um de seus pontos um
espago vetorial, dito tangente. A partir dai, torna-se possivel estender as varie-
dades diferenciaveis a teoria do calculo diferencial e, em particular, o conceito de
difeomorfismo, que estabelece, entdo, uma relagao de equivaléncia na classe das
variedades diferenciaveis.

No que concerne a esta classificagao, ha um célebre resultado, devido ao ma-
temdatico americano Hassler Whitney (1907-1989), segundo o qual toda variedade
diferencidvel é difeomorfa a uma subvariedade de um espaco euclidiano R™ — isto
é, um subespaco topoldgico deste que é uma variedade diferencidvel. Tendo-o em
consideragao, nao se perde generalidade quando se reduz o estudo das variedades
diferenciaveis aquele das subvariedades do espago R™, um procedimento que, por
simplicidade, adotaremos.

No que se segue, a fim de ilustrar a forca e efetividade da teoria discutida
nos capitulos precedentes, introduziremos, a partir dela, o conceito de variedade
diferencidvel, bem como estenderemos o conceito de derivada as aplicagoes entre
variedades diferenciaveis.

Cabe-nos, por fim, mencionar que as variedades diferencidveis sao objetos de
intensa investigagao, as quais estao intimamente relacionadas com uma das questoes
matematicas mais relevantes dos tltimos 100 anos, conhecida como conjectura de
Poincaré®, que, em 2002, foi demonstrada pelo matemético russo Grigori Yakovle-
vich Perelman (1966— ).

0.1. Definigoes — Exemplos. Dados conjuntos X C R" e Y C R™, diz-se
que uma aplicagdo f: X — Y é diferencidvel em x € X se existe uma extensao
local diferencidvel de f a um aberto U C R™ que contém =z, isto é, uma aplicagao
F : U — R™, diferencidvel em x € U, e tal que Flynx = flunx. Quando f é
diferencidvel em todos os pontos de X, diz-se, simplesmente, que f é diferencidvel.
Diz-se, ainda, que f é um difeomorfismo se for um homeomorfismo e as aplicagoes
f e f~! forem, ambas, diferencidveis.

(Em consideragdo ao matemético francés Henri Poincaré (1854-1912), que a levantou.

185
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Observe que estes conceitos de diferenciabilidade e difeomorfismo sao extensoes
daqueles introduzidos anteriormente para aplicagoes definidas em subconjuntos
abertos de espacos euclidianos.

A aplicacao antipoda de S™, por exemplo,
f: 8 - sm

T = -,

¢ um difeomorfismo, pois a aplicacio F(x) = —x, x € R, ¢ um difeomorfismo
de R"*! em si mesmo que cumpre F|gn = f.

DEFINIGAO 29 (VARIEDADE DIFERENCIAVEL). Um conjunto M C R™ ¢ dito
uma variedade diferencidvel de dimensao n se, para cada xz € M, existe um
difeomorfismo ¢ : U C R® - V C M, em que U ¢é um aberto de R" e¢ V
é um aberto (relativo) de M que contém z. A aplicacdo ¢ ¢é dita, entdo, uma
parametrizacao local de M em z (Fig. 1).

R™

Ficura 1

Quando se deseja indicar a dimensao n de uma variedade diferenciavel M,
costuma-se denota-la por M™.

EXEMPLO 80 (ESPACOS EUCLIDIANOS - ESPAGOS AFINS). O espago euclidiano
R™ é uma variedade de dimensao n, pois, para todo z € R", a aplicagao iden-
tidade de R™ é uma parametrizacao de R™ em z. Também, se V C R™ é um
subespaco vetorial de R™ cuja dimensao é n > 0 e a € R", entao o subespacgo

afim
V+a={v+a;veV}

é uma variedade diferenciavel de dimensao n. Com efeito, nestas condigdes, existe
um isomorfismo linear T : R® — V. Logo, ¢ = T + a é um homeomorfismo
diferencidvel de R™ em V+a. Além disso, tomando-se uma extensao linear qualquer
de T7! a R™ e denotando-a por 7, tem-se que 7—a é uma extensio diferencidvel
de ¢! a R™, donde ¢~! é diferencidvel e, portanto, ¢ ¢é uma parametrizacio
de V + a em todos os seus pontos.

EXEMPLO 81 (A ESFERA s™). Conforme discutimos no Exemplo 46 do Capitulo

3, considerando-se a decomposicio R"Tt = R" x R e fazendo-se p = (0,1) € S,
a projegao estereografica f:S™ — {p} — R™, definida por

fa,s) = 17—,
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¢ um homeomorfismo. Além disso, sua inversa, ¢ = f~!, define-se por

. 2 |21
1

ely)=rf""(y ( ,

W= W= \EErT WPFT

)GS”CR”XR.

E imediato que ¢ é uma aplicacdo diferencidvel e que p~! = f estende-se diferen-
ciavelmente ao aberto {(z,s) € R"*!; s # 1}, donde, para todo = € S™ — {p}, ¢
é uma parametrizacao de S™ em .

Analogamente, tomando-se a restri¢do da aplicacdo antipoda a S™ — {—p},

g: S"—{-p} — S*"—{p}

x — —x,

verifica-se que, para todo z € S™ — {—p}, a aplicacgo fog:S" —{—p} > R" é
um homeomorfismo cujo inverso é uma parametrizacao de S™ em x. Logo, S™ é
uma variedade diferencidvel de dimensao n.

EXEMPLO 82 (GRAFICOS DE APLICAGOES DIFERENCIAVEIS). Dada uma aplicagao
diferencidvel f : U C R™ — R™, definida num aberto U de R™, consideremos o
seu grafico,

graf f = {(z, f(z)); x € U} CR" x R™.
Conforme constatamos anteriormente (vide Exemplo 45 — Capitulo 3), a aplicagao
p:U = graf f, ¢(x) = (z, f(x)), é um homeomorfismo cujo inverso é a restrigao,
ao grafico de f, da projecao ortogonal P de R™ xR™ sobre R™. Dai, uma vez que
f e P sao diferenciveis, infere-se que ¢ e ¢! sdo diferencidveis, donde, para
todo (z, f(x)) € graf f, ¢ é uma parametrizacao de graf f em (z, f(x)). Logo,
graf f é uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Em particular, a sela, grafico da funciao f(z,y) = 22 —y?, (z,y) € R?, é uma
variedade diferencidvel de dimensao 2 (Fig. 2).

FI1GUrA 2

EXEMPLO 83 (MATRIZES ORTOGONATIS). Identifiquemos o espago M(n), das ma-
trizes quadradas de ordem n > 1, com ]R”2, e o espaco das matrizes simétricas
de M(n) com R*5™. Definindo-se fiRY & RS por f(A) = AA*  temos
que f éde classe C* e f~1({I}) é o conjunto das matrizes ortogonais de M(n),
O(n). Além disso, para quaisquer A, H € M(n), tem-se f'(A)H = AH* + HA*.
Em particular, se A é ortogonal e B € M(n) é simétrica, a matriz H = %BA7
claramente, satisfaz f'(A)H = B, donde se infere que f’(A) é sobrejetiva e, por-
tanto, que f é uma submersao em todo ponto A € O(n). Logo, pelo Teorema da
Fungao Implicita, para cada A € O(n), existem uma bola aberta B(A,r) de M(n)

e um aberto U de Rn(nz_l), tais que B(A,r)NO(n) é o grafico de uma aplicacao
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n(n+1) , . - .
de classe C*>*°, & : U — R™ =z . Dai e das consideragoes do exemplo anterior,

segue-se que O(n) é uma variedade diferencidvel de dimensdo n(n —1)/2.

De modo andlogo, estabelece-se o fato geral de que todo conjunto de nivel de
uma submersdo de classe C!, f:U C R**™ — R™, é uma variedade diferencidvel
de dimensao n.

EXEMPLO 84 (PRODUTOS CARTESIANOS). Sejam M™ C RY e N™ C R* va-
riedades diferencidveis de dimensbes m e n, respectivamente. Neste caso, dado
(z,y) € M x N, existem parametrizacées ¢ : U C R™ — M, de M em uz,
ey :V CR" - N, de N em y. Dai, verifica-se facilmente que a aplicacao
E:UXxV = MxN, &xz,y) = (p(x),¥(y)), é uma parametrizacdo de M x N
em (z,y) e, portanto, que M™ x N™ é uma variedade diferencidvel de dimensao
m+n.

Em particular, o cilindro S™ x R C R"*? é uma variedade diferencidvel de
dimensdao n + 1 (Fig. 3) e o toro S™ x S™ é uma variedade diferencidvel de
dimensdo 2n (Fig. 4).

Ficura 3. S' xR Ficura 4. S! x St

0.2. Calculo em Variedades. Introduziremos, agora, a nocao de derivada
de aplicacoes entre variedades associando a cada ponto x de uma variedade dife-
renciavel M um espago vetorial, T, M, o qual chamaremos espaco tangente a M
em zx. Dada, entao, uma aplicagao diferencidavel f : M — N, entre variedades
M e N, definiremos a derivada de f em x € M como uma transformacao linear
f’(l‘) M — Tf(m)N

0.2.1. O Espago Tangente. Sejam ¢ : U C R®* - M e ¢ : V C R" - M
parametrizacoes distintas de uma variedade diferencidvel M num ponto = € M.
Uma vez que ¢ e ¥ sao homeomorfismos, tem-se que:

i) O=¢(U)Np(V) é um aberto de M que contém ux;
ii) Up=¢ 1O)CU e Voy=19"10) CV sao abertos de R".

Assim, escrevendo-se ¢y = ¢|ly, € Yo = |y, a aplicacio composta
£ =1y Yo ¢o : Uy = Vo é um homeomorfismo, o qual denomina-se mudanca
de parimetros (Fig. 5).

Verifiquemos que ¢ é um difeomorfismo. Para tanto, tomemos os abertos U e

ufici u ue exi X 0 iferenciavei
V' suficientemente pequenos, de tal modo que existam extensoes diferenciaveis de
Yo e Vo ! a um aberto de R que contém O. Designando-as, respectivamente,
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FiGURA b

por f e g, tem-se
E=vglopo=gops e &' =gpyloty=foy.
Logo, pela Regra da Cadeia, £ e ¢! sdo diferencidveis, donde ¢ é um difeomor-
fismo.
Desta forma, fazendo-se p = ¢~ !(z) e ¢ = ¥~ !(z), tem-se, em particular,
que &'(p) é um isomorfismo. Logo, uma vez que g o & = ¢, ¢i(p) = ¢ (p)
e ¥y(q) = ¥ (q), segue-se da Regra da Cadeia que v¥'(¢)¢'(p) = ¢'(p), donde

(p
¢'(P)(R™) = ¢ ()¢ (p)(R™)) = ¢'(q)(R"), isto ¢, ¢'(p) e ¥'(q) tém o mesmo
conjunto-imagem. Assim, o conjunto

M = ¢'(p)(R"), p= ¢~ (2),
ao qual chamamos espaco tangente a M em x, estd bem definido, isto é, independe
da parametrizagao .
Finalmente, considerando-se a igualdade & = g o g e aplicando-se, uma vez
mais, a Regra da Cadeia, tem-se &' (p) = ¢'(z)¢’(p), donde se infere que ¢'(p) é
injetiva, j& que &'(p), por ser um isomorfismo, o é. Dai, segue-se que

O (p):R" = T, M
é um isomorfismo linear e, portanto, que T,M é um subespago vetorial de R™ de
dimensao n.

Dado um ponto z de uma variedade diferenciavel M™ C R™, diz-se que um
vetor v € R™ é tangente a M em z, quando existe uma curva diferencidvel
v:(—€,€) > M, €>0, tal que v(0) =2 e +'(0) = v.

Esta terminologia justifica-se pela igualdade

T.M = {v € R® v é tangente a M em z}.
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Para estabelecé-la, consideremos uma parametrizacao de M em =,
p:UCR" = M, ep= ¢ ). Dado v € R3, tangente a M em x, seja
v : (=€) = M, tal que ¥(0) =z e 4/(0) = v. Tomemos € > 0 suficientemente
pequeno, de tal modo que o trago de ~ esteja contido em V = p(U). Neste caso,
se f é uma extensdo diferencidvel de ¢! a um aberto O 3 2 de R™ cuja in-
tersecdo com M estd contida em V, tem-se que 0 = foy = ¢ loy é uma
curva diferenciavel. Dai, da igualdade ¢ o 0 = v e da Regra da Cadeia, obtém-se
#(5(0))0(0) = (0), isto &, v = ! (p)o"(0) € T, M.

Reciprocamente, dado v € T,M, uma vez que ¢'(p) : R" — T, M é um
isomorfismo, existe um tnico v € R™ satisfazendo ¢'(p)u = v. Tomando-se, entdo,
€ > 0 suficientemente pequeno, tem-se, para todo t € (—¢,€), p+tu € U. Logo, a
curva y(t) = ¢(p + tu) estd bem definida, é diferencidvel e cumpre as igualdades
7(0) = p(p) =z e ¥ (0) = ¢'(p)u =v, donde v é tangente a M em z (Fig. 6).

FiGura 6

Reconsideremos os exemplos de variedades diferencidveis dados acima e vejamos
como seus espagos tangentes podem ser caracterizados.

No caso do espaco R™, é imediato que, para todo x € R", T, R™ = R". Agora,
se M =V +a é um espago afim de R™ e T : R” — V é um isomorfismo linear,
constatamos que, para todo = € M, a aplicacao ¢ = T + a é uma parametrizagao
de M em z. Fazendo-se, entdo, p = ¢~ !(x), tem-se ¢'(p) = T, donde

.M =¢'(p)R") =T(R") = V.

Passemos & esfera S™ Cc R"™!. Dado v € T,S", tomemos uma curva dife-
rencidvel v : (—e,e) — S™, tal que (0) = 2 e 4/(0) = v. Em particular, para
todo t € (—e¢,¢), tem-se (y(¢),y(t)) = 1. Diferenciando-se, entao, com respeito a t
e fazendo-se t = 0, obtém-se (v,z) = 0, isto é, T,,S™ C {x}+. Logo, T,.S" = {z}+,
pois dim7,S" = n = dim{z}*.

Suponhamos, agora, que M C R"™™ seja um conjunto de nivel de uma
submersao f : U C R*™™ — R™. Dados, entdo, *+ € M e v € T, M, seja
v : (—€,€) = M uma curva diferencidvel satisfazendo v(0) = z e 7/(0) = v. Nestas
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condigoes, uma vez que f o~y é constante, devemos ter 0 = f/(v(0))~'(0) = f'(z)v,
isto 6, T, M coincide com o nucleo de f’(x), pois as dimensoes desses dois su-
bespagos sao iguais. No caso em que M = O(n) = f~1({I}), f(A) = AA*, tem-se

TuM = {H € M(n); AH* + HA* = 0}.

Em particular, TyM é o subespaco de M(n) formado pelas matrizes H € M(n)
que satisfazem H + H* = 0, ditas anti-simétricas.

Por fim, segue-se diretamente das consideragoes dos exemplos 82 e 84 e da
defini¢ao de espaco tangente que:

e Se M ¢é o grifico de uma aplicagdo diferenciavel f : U C R™ — R™ e
x € M, entdo T, M = graf f'(z) C R" x R™;

e dadas variedades diferencidveis, M C R? e N C R¥, o espaco tangente a
M x N num ponto (z,y) € M x N é T,M x T,N C RIT*.

0.2.2. A Derivada de Aplicagées entre Variedades. Sejam M C R? e N C R*
variedades diferenciaveis, f : M — N uma aplicagao diferencidvel e x um ponto de
M. Dados, entao, v € T, M e extensoes diferenciaveis de f a um aberto O C RY
que contém z, F,G: 0O — R*, temos que

F/(:E)’U = G/(I)U S Tf(w)N.

De fato, dada uma curva diferencidvel v : (—¢,e) — O N M satisfazendo
7(0) =z e 7/'(0) = v, tem-se, para todo t € (—e€,€), F(v(¢)) = G(y(t)), donde,
diferenciando-se com respeito a t e fazendo-se t = 0, obtém-se F'(x)v = G'(z)v.
Além disso, a curva o(t) = f(v(t)) = F(y(t)) tem trago contido em N, é dife-
rencidvel e satisfaz o(0) = f(z), donde F'(x)v = 0'(0) € Ttz N.

Logo, a derivada de f em z,

f’(x): TTM — Tf(z)N
v = F(z)v,

estd bem definida, isto é, independe da extensao diferencidavel F. Note que, neste
caso, a derivada de f em z nada mais é que a restricdo de F'(z) a T, M.

Vale salientar que a derivada de aplicacoes entre variedades, como introduzida
acima, tem essencialmente as mesmas propriedades que a derivada de aplicacoes
definidas em abertos de espacos euclidianos, sendo aquelas facilmente estabelecidas
a partir destas. Incluem-se ai as propriedades operatoérias, a Regra da Cadeia e o
Teorema da Funcgao Inversa.

EXEMPLO 85 (CONFORMALIDADE DA PROJEGAO ESTEREOGRAFICA). Tomemos,
uma vez mais, a projecao estereografica f : S™ — {p} CR" xR — R", p = (0,1),
dada por

Facamos p(x,s) = ﬁ e verifiquemos que f cumpre

||fl(1',s)(’l),t)|| = u(az,s)”(v,t)” V(lL‘,S) SV {p}a ('Uat) € T(ac,s)sn7

donde se conclui que a projecdo estereogréfica é um difeomorfismo conforme (vide
Exercicio 9 — Capitulo 1).
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Temos que Vyu(z,s) = (0, 2 (z,s)) = (0,1/(1 — 5)?), donde
t
(1-s)2

Logo, uma vez que f(x,s) = u(z,s)P(z,s), P(x,s) =z, tem-se

f’(x,s)(v,t) = (M/('r73)(vat))P(mv5) + M(mvS)Pl(mvs)(ut) =

u'(a:, 8)(U7t) = <V[L($, 8)’ (U’t» =

tr n v
(1-5)2 1-s’

isto é,
f@,s) (v, t) = p(tpr +v), p=pu(z,s).
Dai e das igualdades
lz||>+s*=1 e (z,v)+ts=0,

que sdo vélidas por termos (z,s) € S™ e (v,t) € T(, 55" = {(z,)}*, conclui-se
facilmente que

I1f' (. 8) (v, )| = ula, s)lI (v, D)1,

como desejado.

Em conclusao, aplicaremos o conceito de derivada de aplicagoes entre variedades
para estabelecer um resultado classico da Algebra Linear.

TEOREMA ESPECTRAL. Para todo operador auto-adjunto A : R™ — R™, existe
uma base ortonormal de R™ formada por autovetores de A.

DEMONSTRAGAO. O resultado é imediato para n = 1. Suponhamo-lo, entao,
verdadeiro para n —1 > 1 e provemo-lo verdadeiro para n. Para tanto, considere-
mos a fungao

f:o st oo R
x = (Az,x)
e observemos que f é diferencidvel e satisfaz
(74) fl(x)v = (Av, ) + (Az,v) = 2(Az,v) Vo e S" ' veT,s"
Logo, f/(z) =0 se, e somente se,
Az € (T,8" )t = {a}* = {px; u € RY,
isto é, se, e somente se, x for um autovetor de A. No caso afirmativo, tem-se,
entdo, para algum pu € R, f(z) = (Az,z) = (uz,z) = u e, portanto, Az = f(x)z.

Agora, uma vez que a funcdo f é continua e S""! ¢é compacto,

existe um ponto z; € S”7!, no qual f assume seu valor miximo. Dados, entdo,

v € T, S""1 e uma curva diferencidvel 7 : (—¢,€) — S"~! satisfazendo v(0) = xy,
7'(0) = v, tem-se que a funcdo g(t) = f(y(t)) assume um méximo em ¢ = 0,

donde
0=4'(0) = f'(v(0))7'(0) = f'(z1)v,

isto é, f’(x1) =0. Logo, x1 é um autovetor de A e Axy = f(x1)x;.
Seja {z1,¥y2,...,Yn} uma base ortonormal de R™ cujo primeiro vetor é o au-
tovetor x7. Entdo, para todo i € {2,...,n}, tem-se

0= fz1)(@1,y:) = (f(x1)z1,vs) = (Az1, y5) = (x1, Ays).
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Desta forma, o subespaco V = {x;}+ C R", gerado pelos vetores vs,...,%n,
satisfaz A(V) C V, donde o operador (auto-adjunto) Aly : V — V estd bem defi-
nido. Uma vez que dimV = n—1, por hipdtese de indugao, existe uma base ortonor-
mal de V, {za,...,z,}, formada por autovetores de Aly. Logo, {z1,22,...,2,}
é uma base ortonormal de R"™ formada por autovetores de A, concluindo, assim,
a demonstracao. |






APENDICE B
Solucgoes dos Exercicios

Capitulo 1
. Fazendo-se p = ||1|| > 0, dado = € R, tem-se ||z| = ||=.1|| = |z|||1]] = ul|z]|.

. Aplicando-se a desigualdade triangular ||z + y| < ||z|| + |ly]] a z = z — y,
obtém-se ||z]l — [lyll < = — yll. Analogamente, Jly| — 2]l < |ly — ]l Logo,

Hizll =yl < fl= = yll-

. A desigualdade (z,y)(||lz||+|lyl) < ||zl |yl [lz+y| é evidente quando (x,y) < 0.
Suponhamos, entdo, que (z,y) > 0. Considerando-se a igualdade |z + y||* =
(x + y,x + y), bem como a bilinearidade do produto interno, obtém-se
)2l + )2 — 22yl 2 + yli® = (@) — 212yl Uzl + [y]2) +
2z yll{z, y)({(z,y) — ||=|| ly]]), donde, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
tem-se que o segundo membro desta equagao é menor que, ou igual a, zero. Logo,
(z,)2(|z]l + [lyID? < l|=]12|y]|?|lz + y||>. Tomando-se, entdo, a raiz quadrada de
ambos os membros desta ultima desigualdade, obtém-se o desejado.

Considerando-se um vetor nao-nulo x € R™ e fazendo-se y = —zx, tem-se
[z, )l (el + llyl) = 2llzI® > 0 = |lz] |yl |z + yll, donde se conclui que, na
desigualdade dada, ndo se pode substituir (z,y) por |[{z,y)|.

. Eleve ambos os membros da igualdade ||z +y|| = ||z||+ ||y|| ao quadrado e use o
resultado do Teorema 1. Fazendo-se © = e; e y = ey, temos que |le; + ezl|s =
llexlls + |lezlls- No entanto, e; e ey nao sao miltiplos um do outro. Para a
norma do méximo, considere z = (1,—-1,0,...,0) e y =(1,1,0,...,0).

. A identidade y = (1 — t)x + tz é satisfeita para t = 0, se & = y, e para para
t=1, se y = 2. Logo, podemos supor que v =x—y e w = y— 2z sao nao-nulos.
Da hipdétese, segue-se que ||v + w|| = ||v]| + ||w||. Logo, pelo exercicio anterior,
existe A # 0, tal que w = Av. Desta forma, ||(1+ Nv| = (1 + |A\])]||v]|, isto
é, |14+ Al = 14 |\|. Segue-se que 1+ A # 0 e que (eleve ambos os membros
ao quadrado) A = [A| > 0. Usando-se, uma vez mais, a igualdade w = v e as

- 4 D 1 _ = 1
deﬁmgoes de v e w, obtém-se y = 1752 + 17x# Tomando-se agora ¢ = 75
conclui-se o desejado.

A interpretac@o geométrica é: Se x,y,z € R™ sado como no enunciado, entao (os
pontos) x,y e z sdo colineares e, quando dois a dois distintos, y estd entre x e

zZ.

. A identidade do paralelogramo segue-se diretamente das igualdades || + y||* =
(x+y,r+y) e ||lr—y|? = (x—y,x—y), bem como da bilinearidade do produto
interno.
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Em R™, a identidade do paralelogramo nao é satisfeita pela norma do maximo
ou da soma quando se tomam x =e; e y = es. Logo, nenhuma destas normas
provém de um produto interno.

Dado =z € R", escrevendo-se x = xiey + - - -+ x,€, , temos, pela linearidade de
T, que Tx = x1Tey +---+x,Te, = (x,a), em que a = (Tey,...,Te,). Agora,
se b € R” satistaz Tax = (x,b) Vo € R", tem-se (x,a) = (z,b) Vx € R™, donde
a=h.

Designemos, por abuso de notagao, as respectivas bases canénicas de R" e
R™ por {ey,...,e,} e {e1,...,em}. Fazendo-se, entdo, = = (x1,...,2,) €
y=(y1,--.,Ym), segue-se da bilinearidade de f que

n,m

flay) =Y @iy, flesep).

3,j=1
Logo, escrevendo-se po = max{||f(e;, e;)|; 1 <i<n, 1 <j<m}, tem-se
)l < D Tl lys 1 ey el < mavpoellmas [[9llmax < wllel] Iy,
1,)=1
em que = pomn.

Agora, seja f : R7 x --- x Ri» = R™ uma aplicacdo n-linear. Dado z; € R,
i€{1,...,n}, escrevamos

Ji
T; = (%‘17%‘2, cee 79%;) = E Lik,; €k, -
ki=1

Temos, entao,

jl jn
fxy,...,mm) =  f (Z T1kyChy s Z xnknekn>
ki=1 kn,=1
J1sedn
= Z Liky -« znknf(ekl,...,ekn).
K1yeekn=1
Fazendo-se pto = max{||f(ex,,. .., ex,)[; 1 < k; < j;, 1 <i<n} e procedendo-

se como no caso n = 2, obtém-se facilmente uma constante p > 0, tal que
1f(@1, . an)ll < plla - el

. (i) = (ii) Dados vetores ndo-nulos e ortogonais, x,y € R™, tem-se que Tz e Ty

sao nao-nulos (pois 7" é um isomorfismo) e ortogonais (pois, por hipdtese, T
preserva angulo). Suponhamos, entdo, que x,y sejam vetores nao-nulos e que
nao sejam ortogonais. Neste caso, existem um tnico real nao-nulo A e um tinico
vetor z € {z}+, tais que y = Az + 2. Logo,

el ) | (TeTy) (T TOats) | (TwTa) [T
Iyl N lliyl T[Tyl [T([[[ Tyl T[Tyl Tyl
donde ||Tz||/|lz]l = ITy|l/llyll, isto é, a fungdo z= — ||Tx||/||x| é constante em

R™ — {0}. Desta forma, existe p > 0, tal que, para todo = # 0, [|[Tz||/||z| =
i, donde ||Tz| = p|z||Vz € R™ — {0}. No entanto, esta tdltima igualdade é
trivialmente verdadeira para = = 0 e vale, portanto, para todo = € R™.
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(i) = (iii) Para quaisquer z,y € R"™, tem-se, por hipétese, que ||T(z + y)||*> =
w2z +y||?, isto é, (Tax+Ty, Tex+Ty) = p?(x+y, r+y). Dai, da bilinearidade do
produto interno e das igualdades ||Tz|? = p?||z||? e | Ty|* = u?|y||* segue-se

que (Tz,Ty) = Mx,y), em que A\ = p?.
(iii) = (i) Dados vetores nao-nulos z,y € R, tem-se
T2\ | Tyl = (T, Tz)(Ty, Ty) = A2z, 2)(y, y) = Mz |lyll-

_ (T2, Ty) _ Mzywy) _ (zy)
Logo, £(Tw,TY) = yrafryl = Mol ol = Tellol = £(%:9)-

Temos que as matrizes de T' e T* sao, respectivamente,

A:(\f 2_\/25> ¢ A*:(f 2\4/5)'

9

Consequentemente, a matriz de TT* é AA* = ( 0 36

> , cujos autovalores
s@o 9 e 36. Segue-se que ||T'|| = /36 = 6.

O operador Z, por ser ortogonal, é um isomorfismo de R™ que preserva norma.
Assim, para todo x € R"™, existe um dnico y € R", tal que Zz = y e
reciprocamente. Além disso, |z|| = 1 se, e somente se, |ly] = 1. Logo,
{Tz € R [lzf| = 1} = {(TZ)y € R ||ly|| = 1}, donde |TZ|| = ||IT||. Da
ortogonalidade de Z, segue-se também a igualdade {||Tz| € R™; ||z|| = 1} =
{I(ZT)z| € R™; ||z|| =1}, o que nos d& || ZT'|| = ||T']|.

Seja C = {u € R; ||Tz| < pllz||Vz € R"}. Dado =z € R, temos que
[Tzl < ||IT|| |||, isto é, ||T'|| € C. Por outro lado, dado p € C, para todo
vetor unitdrio = € R", tem-se p > ||Tz||. Logo, 1 é uma cota superior do
conjunto {||Tz||; ||z]] = 1}, o que nos dd, p > ||T]|, ou seja, |T|| é uma cota
inferior de C. Desta forma, ||T|| =inf C (pois ||T|| € C).

Suponhamos, por absurdo, que T nao seja invertivel. Neste caso, o nucleo de
T é nao-trivial, isto é, existe um vetor unitario u € R™, tal que Tu = 0, donde
I(@ = Dul = | —ul = 1> |7 = 1] = sup{|(T = Da|}: |lz = 1}, o que,
claramente, é uma contradicao. Logo, T é invertivel.

Da desigualdade ||[T'z| > pljz|| Ve € R™, segue-se que o nicleo de T é trivial
e, portanto, que T é invertivel. Agora, dado um vetor unitario y € R", seja
2= T~1y. Entéo, |T-1y| = al| < 2|Ta| = Llly| = L - Logo, |T-1] < L-
Seja A # 0 um autovalor de ZT. Entao, existe v € R™ — {0}, tal que (ZT)v =
Av, donde Tv #0 e T(ZT)v = AT, isto é, Tv é um autovetor de T'Z associ-
ado a A. Segue-se que todos os autovalores nao-nulos de ZT' sao autovalores de
TZ. Analogamente, verifica-se que os autovalores ndo-nulos de T'Z sao também
autovalores de Z7T.

Agora, se todos os autovalores do operador (auto-adjunto) T*T sao nulos, entao
T*T = 0, donde ||T|| = /|IIT*T| = 0, isto 6, T = T* = 0 e, portanto,
||| = ||T*||]. Caso contrario, pelas consideragoes acima, tem-se || T*T| = ||TT*||
e, entio, |[T|| = /IT*T] = /ITT*] = |T*].
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(i) Dado a = (a1,...,a,) € R", uma vez que Q é denso em R, para cada
k € N, existem xg1,...,Tk, € Q, tais que z; € (a; — 1/k,a; + 1/k). Assim,
todos os termos da sequéncia (xy), em que xr = (g1 ,...,ZTkn), sA0 pontos de
Qm. Além disso, ||zk — a||max = max{|zr1 —a1l,...,|Tkn —an|} < 1/k para todo

k €N, donde ||z — allmax — O e, portanto, xp — a.

(ii) Uma vez que X é denso em R™, existe uma sequéncia (y;);en em X, tal que

yi — a. Além disso, por hipdtese, para cada ¢ € N, limg_ o0 ||k — il = [la—y;]|-
Dado, entdo, € > 0, existem ig,ko € N, tais que ||y; —a| < eVi > iy e
[zk — yioll — lla — yi ||| < € Vk > ko . Dessa tltima desigualdade tem-se, em

particular, ||z — yi, || < € + |la — yi, | Yk > ko . Logo, ||zx — all < |lzx — yi, || +
lyio — all < €+ |la = yioll + ll¥i — all < 3¢, donde zp — a.

Segue-se das consideragbes do Exemplo 6 que, para algum a € R", T'(z) — Ta,
j& que o conjunto-imagem de T é um subespago de R™ e a sequéncia (T'zy),
por hipétese, é convergente. Além disso, a aplicacdo Z : R™ — T(R™), em que
Zzx = Tz, é um isomorfismo linear, pois 7, também por hipdtese, é injetiva.
Logo, pela Proposicao 8, Z~Y(Txy) — Z~Y(Ta), isto é, xx — a.

Considerando-se as propriedades da transformacao adjunta, o Exercicio 15 e a
convergéncia Ty, — T, tem-se ||T7 —T*|| = (T —T)*|| = || T — T'|| — 0, donde
TF — T*. Agora, se (T}) é uma sequéncia de operadores ortogonais em L(R™),
entdo ||Tx|| = 1Vk € N. Em particular, (7)) ¢é limitada. Logo, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (Ty,), de (T%), que converge
para um operador T € L(R™), donde Ty, — T*. Dal e do resultado do Exemplo
8, obtém-se TT* = lim T, lim T}, = lim(7}, Ty ) = lim I = I, implicando que
T é ortogonal.

Uma vez que (A,;l) ¢é limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, esta
sequéncia possui uma subsequéncia convergente (A,;l) Supondo-se que B seja
o seu limite, teremos, pelo Exemplo 8, I = AkiA;il — AB, donde A é invertivel
e B=A""

Dada uma matriz A = [z1 2 -+ Zp_1 x,] € M(n) (isto é, x1,...,x, sdo os
vetores-coluna de A), suponhamos que det A # 0. Para cada k € N, facamos
A = (1 4+ 1/k) e consideremos a sequéncia (Ag), em M(n), dada por
Ap =[x1 ®2 + Tp_1 A\py). E imediato que Ay — A e que, para cada k € N,
A # A. Além disso, tem-se det Ay = Apdet[r; xo -+ ;] = Apdet A # 0,
donde cada matriz Ay é invertivel. Suponhamos agora que det A =0. Se A =0,
basta fazermos Ay = %I , em que [ é amatriz identidade de R™. Caso contrario,
denotando-se por W C R™ o subespaco gerado pelos vetores-coluna de A,
T1,...,Tyn, tem-se 0 < dimW < n. Suponhamos, entao, sem perda de generali-
dade, que {x1,..., %, } seja uma base de W. Tomando-se vetores Y11, -, Yn
tais que {z1,...,Tm,Ym+1,---,Yn} seja uma base de R", definimos, para cada
k € N, a matriz A, = [3:1 To 0 Ty Tyl + %ymﬂ I %yn} .
Como anteriormente, temos que Ap — A e que, para cada k € N, Ay # A.
Uma vez que os vetores xi,...,Tm,,... L, sao linearmente dependentes e os ve-
tores x1,...,ZTmy .-, Ym+1,---,Yn sao linearmente independentes, segue-se da
n-linearidade do determinante que det A, = kn%m det[x1 ... Ty Ymy1 --- Ynl-
Logo, cada matriz A, tem determinante nao-nulo e é, portanto, invertivel.
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(i) Dado v € VN'W, temos que Pyv = Pyv = v, donde (P,PyP,)v = v, isto
é, VNW c Vg = {v € R"; (P,PyP,)v = v}. Agora, dado v € Vj, tem-se
v = (P,PyP)v = P,(P,P,v), donde Vo C P,(R™) = V. Entao, para todo
v € Vy, tem-se (P,P,)v = v e, portanto, P,(Pyv —v) = 0. Segue-se que
Pyv—v € V+. Porém, P, (P,v—v) =0, oqueimplica P,v—v € Wt. Assim,
umavez que v € Vo CV e Pyv € W, tem-se (v—Pyv,v) =0 = (Pyv—v, Pyv),
donde ||Pyv —v||? = 0. Segue-se que P,v = v e, portanto, que v € W, isto é,
Vo C W. Desta forma, Vo C VNW, donde Vo =V NW.

(ii) Escrevamos T = P, P, P, e observemos que T é um operador auto-adjunto,
pois T* = (P,P,P,)* = P:PiPf = P,P,P, = T. Se A ¢é um autovalor
de T associado a um autovetor unitdrio uv € R"™, tem-se A = (Tu,u) =
((PyPyP))u,u) = (Py(P,u),P;u)y > 0 (vide Exemplo 2). Além disso, ||T|| =
| PPy Py| < ||P||%|Pul| = 1. Logo, existe uma base ortonormal de R™ for-
mada por autovetores de T, B = {u,...,u,}, cujos respectivos autovalores,
Aly.ovy A, satisfazem 0 < \; < 1Vi = 1,...,n. Temos, pelo item (i), que
A = 1 se, e somente se, u; € VN W. Assim, uma vez que T*(u;) = Au;,
tem-se TF(u;) — u; se u; € VN W. Caso contrario, tem-se 0 < \; < 1
e, entdo, T%(u;) — 0. Tomando-se v = xju; + --- + Tu, € R”, tem-se
T*(v) = 2. T%(uy) + - - + 2, T%(u,). Se VAW = {0}, entdo todos os autovalo-
res de T sdo menores que 1, donde, neste caso, tem-se T%(v) — 0 = Py (v).
Agorase 0 < dim(VNW) = m < n, podemos supor, sem perda de generalidade,
que {uy,...,un} é uma base de VAW, donde T*(v) = zyuy + - + Tty =
P,w(v). Logo, pela Proposicao 10, (PyPyP,)* — Py .

Seja || || uma norma em V e d : VXV — R a métrica d(z,y) = ||z — y|.
Entdo, d(z +a,y+a) = lt+a— (y+a)ll = [lz —yl| = d(z,y) e d(Az,\y) =
Az — Ayl = |Md(z,y) Vz,y,a € R™ e A € R. Reciprocamente, se d cumpre
as condigoes dadas, definimos |z| = d(x,0), z € V. E imediato que [z| > 0
e ||lz]] = 0 & z = 0. Além disso, dado A € R, tem-se |Az| = d(\z,0) =
d(Az,A0) = |A|d(z,0) = |A|||z||. Finalmente, dados z,y € V, vale |z + y| =
Az +1,0) = d(z + g,y +9) = d(z, ) < d(z,0) + d(~y,0) = 2] + || - y]] =
llz]|+|ly|l. Logo, || || define uma norma em V. Ademais, ||z —y| = d(z—y,0) =
dx —y,y —y) =d(z,y), isto é, d é proveniente da norma || ||.

Dados z,y,z € R", temos que d'(z,y) = \/d(x,y). Logo, d'(z,y) > 0 e
d'(z,y) = 0 se, e somente se, = = y. E facil ver também que d' é simétrica.
Além disso, d'(z,y) = \/d(z,y) < \/d(z,2) +d(z,y) < \/d(z,2) + /d(z,y) =
d'(z,2z) + d'(z,y). Logo, d é uma métrica em R™. No entanto, d'(A\z,\y) =
VIAz =Myl = /AN d (z,y), isto é, d'(A\z,\y) # |A|d'(z,y) para todo A ndo-
nulo cujo valor absoluto é diferente de 1. Desta forma, d’ nao provém de um
produto interno de R™.

Fazendo-se, para cada k € N, xp = 1/k, temos que (zj), claramente, é uma
sequéncia de Cauchy em (M,d). Porém, (xp) é convergente em (R,d) e seu
limite é 0 ¢ M. Logo, (zx) ¢é divergente em (M,d), donde (M,d) ndo é um
espago métrico completo.

Observando-se que, para quaisquer z,y € M, d'(x,y) =d(1/z,1/y), conclui-se
facilmente que a fun¢do d’ é ndo-negativa, simétrica e satisfaz d'(z,y) =0 <
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x =y. Além disso, para quaisquer z,y,z € M, tem-se d'(z,2) =d(1/z,1/z) <
d(1/x,1/y) +d(1/y,1/z) = d'(z,y) + d'(y,z), donde d’' satisfaz a desigualdade
triangular. Segue-se que d’ é uma métrica em M. A fim de verificar que (M, d’)
é completo, tomemos uma sequéncia de Cauchy, (zy), em (M,d"). Uma vez que,
para quaisquer x,y € M, tem-se d(z,y) = axyd' (z,y) < d'(z,y) = d(1/z,1/y),
conclui-se que (z) e (1/xy) sdo sequéncias de Cauchy em (R,d). Sendo este
completo, ambas sdo, entao, convergentes em (R, d). Em particular, o limite de
(zg) em (R,d) é um real a ndo-nulo (donde a € (0,1] = M) e o limite de
(1/zg) em (R,d) é 1/a. Logo, d'(zx,a) = d(1/x,1/a) — 0, donde se infere
que xzr — a em (M,d') e, portanto, que (M,d") é completo.

Temos que P é uma isometria se, e somente se, para quaisquer ti,t; € R,
d(P(t1,aty), P(te, ate)) = dmax((t1,at1), (t2,ats)). Porém, esta igualdade é vali-
da se, e somente se, d(aty,aty) = ||(t1 — t2, a(ts — t2)||max, iSto é, |a||t1 —ta] =
max{|t; — 2|, |a| |t1 — 2]}, o que ocorre se, e somente se, |a| > 1.

Dados z,y € S, x #y, sejam {xa,...,2,} € {ya,...,yn} bases ortonormais
de {xz}+ e {y}t, respectivamente. Entdo, {z,z2,...,7,} e {¥,y2,...,Un}
sao bases ortonormais de R"™. Existe, portanto, uma unica transformacao linear
T € L(R"), tal que T(z) =y e T(x;) = y; Vi € {2,...,n}. Além disso, T é
ortogonal, pois tem uma base ortonormal como imagem de uma base ortonormal.
Em particular, T preserva norma. Logo, a aplicacdo ¢ = T|g : S — S estd
bem definida, leva = em y e preserva distancia, pois 7' é uma isometria de R™.
Agora, uma vez que T—! € L(R") é também ortogonal, dado b € S, temos que
a=T71(b) € S, donde p(a) = b. Segue-se que a aplicagdo ¢ é sobrejetiva e,
portanto, é uma isometria de (.5, d).

Capitulo 2

. Seja a € int(X). Entdo, existe r > 0 satisfazendo B(a,r) C X. A bola

B(a,r), porém, é aberta. Sendo assim, dado z € B(a,r), existe ¢ > 0, tal
que B(z,6) C B(a,r) C X. Logo, = € int (X). Segue-se que B(a,r) C int (X)
e, portanto, que int (X) é aberto. Agora, se A C X é um conjunto aberto,
dado a € A, existe r > 0, tal que B(a,r) C A C X, donde a € int X, isto é,
A C int X.

(i) Seja a € int(X NY). Entdo, existe r > 0, tal que B(a,r) C X NY,
donde B(a,7) C X e B(a,r) C Y. Logo, a € int(X) Nint(Y) e, portanto,
int(XNY) C int(X)Nint(Y"). Agora, se a € int(X)Nint(Y"), existem 71,72 > 0,
tais que B(a,r1) C X e B(a,r2) CY. Logo, tomando-se r = min{ry,r2}, tem-
se B(a,r) C X NY, isto é, a € int(X NY). Segue-se que int(X) Nint(Y) C
int(X NY), ouseja, int(X) Nint(Y) = int(X NY).

(ii) Tem-se, a € int(X) U int(Y) = Ir > 0, tal que B(a,r) C X ou B(a,r) C
Y = B(a,r) CXUY = a€int(XUY). Desta forma, int(X)Uint(Y) C
int(X UY).

(iii) Segue-se da Proposicio 12, item (ii), e do item (i), acima, que
XUY =R*" —int(R*" — (XUY)) = R* —int(R" - X)Nn(R* - Y)) =
R™ — (int (R™ — X) Nint (R"-Y)) = (R" —int (R" — X)) U(R" —int (R"-Y)) =
XUY.
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(iv) Novamente pela Proposi¢ao 12, item (ii), e pelo item (ii), acima, tem-se
XNY = R" —int(R” — (X NY)) = R — int (R" — X) U (R" — Y)) C
R” — (int (R” — X) Uint (R” — Y)) = (R™ —int (R" — X)) N (R” —int (R" —Y)) =
Xny.

Fazendo-se X =[0,1) e Y = [1,2], obtém-se int (X)Uint (Y) = (0,1)U(1,2) &
(0,2) =int (X UY). Além disso, XNY =0 S {1} =XNY.

. Suponha que A C R" seja aberto e tome a € ANX (se ANX = () ndo h4
nada a ser feito). Existem, entdo, uma sequéncia (x;) em X, tal que zp — a,
e € >0, tal que B(a,e) C A. No entanto, para este €, existe ko € N, tal que
x € B(a,€)Vk > ko. Desta forma, a subsequéncia (zy)r>k, ¢ uma sequéncia
em ANX, oquenos di a € ANX, isto 6, ANX C AN X. Reciprocamente,
suponhamos que, para todo X C R?, AN X C ANX. Fazendo-se, entdo,
X =R"—A, tem-se ANR" — AC AN (R* — A) = (), o que implica R* — A C
R™ — A. Segue-se que R™ — A é fechado e, portanto, que A é aberto.

. Sejam wp € X e (v3) uma sequéncia em X, tais que x; — xo. Entdo,

para cada k € N, existe ar € F, tal que |z — ax| = r. Porém, |ag| <
lzx — akll + ||zl = r + ||zk||, donde (aj) é limitada, pois (xj), sendo con-
vergente, é limitada. Logo, existe uma subsequéncia (ay,), de (ax), tal que
ar, — a € F, pois F é fechado. Dal, tem-se ||zg — a| = ||lim(zx, — ax,)|| =
lim ||zy, — ag,|| = r, donde zo € X. Segue-se que X = X e, portanto, que X é
fechado.

. Seja V. C R™ um subespago vetorial proprio de R"™. Segue-se do Exemplo 6
do Capitulo 1 que V =V, donde V ¢ fechado. Pode-se verificar esta propri-
edade, também, da seguinte forma. Considere x € R™ — V. Entao, fazendo-se
r = ||z — Pyz||/2, tem-se que a bola B(z,r) é disjunta de V (vide desigual-
dade (5) — Capitulo 1), donde B(z,r) C (R™ —V). Sendo assim, R" —V §é
aberto e, portanto, V é fechado. Agora, dado a € V, para todo € > 0, existe
T € B(a,e) — V. Basta fazer z = a+h, em que h é um vetor arbitrario de V+
que satisfaz 0 < ||h|| < e. Logo, V tem interior vazio em R".

. (i) Consideremos T' € L(R™,R™) e A C R™ um conjunto aberto. Se T ¢
identicamente nula, entdo T-(A) = R™ (o que ocorrese 0 € A) ou T~ 1(A) =0
(o que ocorre se 0 ¢ A). Em qualquer dos casos, T-1(A) é aberto em R".
Suponhamos, entdao, que T # 0 e T-1(A) # (. Dado a € T (A), existe
r >0, tal que B(Ta,r) C A, pois A é aberto. Fazendo-se, entao, ro = r/|T||
e tomando-se z € B(a,ry), tem-se ||Tx —Ta| = ||T(x —a)|| < ||T| |z —a| <
|T||ro = r, isto é, Tz € B(Ta,r) C A. Logo, x € T~1(A), donde B(a,rg) C
T~Y(A) e, portanto, T~1(A) é aberto.

(ii) Dado um conjunto fechado F C R™, temos que R™ — F' é aberto em R™.
Logo, pelo item (i), T-1(R™ — F) é aberto em R". Porém, T-1(R™ — F) =
T-YR™) —T-YF)=R" - T~Y(F), donde T~(F) é fechado em R".

. () Dada uma transformagao linear injetiva T : R"™ — R"™™  tem-se que
T(R™) é um subespago n-dimensional de R™™™. Desta forma, identificando-se
o espaco R™™™ com R™ x R™, podemos supor, sem perda de generalidade, que
T(R™) =R"™ x {0} C R™ x R™. Feito isto, definamos & : R” x R™ — R™ x R™
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por ®(x,y) = Tx+y. Claramente, ® é linear. Além disso, se para um dado par
(z,y) € R® x R™ tem-se ®(x,y) =0, entdo Tx+y =0, o que nos dd, Tx =0
(e, portanto, x =0) e y =0, pois Tz € R™ x {0} e y € {0} x R™. Logo, ¥ é
um isomorfismo. Tomando-se, entao, F' C R™ fechado, tem-se, obviamente, que
F x {0} é um subconjunto fechado de R™ x R™. Dali, sendo ® um isomorfismo
(vide Exemplo 17), segue-se que T(F) = ®(F x {0}) é um subconjunto fechado
de R™ x R™.

(ii) Seja T : R**™ — R™ uma transformagao linear sobrejetiva. Mantenhamos
as identificagoes feitas acima e suponhamos, sem perda de generalidade, que o
nicleo de T é o subespaco {0} x R™ C R™ x R™. Sendo assim, definindo-se
P :R” x R™ — R” x R™ por ¥U(z,y) = (T(x,y),y), tem-se que ¥ é linear.
Agora, a igualdade ¥(z,y) = (0,0) implica T(z,y) =0 e y =0, o que nos da
T(z,0) =0 e, entdo, = 0. Segue-se que ¥ é um isomorfismo e, em particular,
uma aplicagdo aberta. Denotando-se por P a projecao ortogonal (z,y) — z,
tem-se T = P o V¥, donde se infere que T é aberta, por ser uma composta de
aplicagoes abertas (vide Exemplo 15).

(i) Considere as projegoes ortogonais P : R"™™ — R Py : R*t™m — R™
em que Pi(z,y) = x, Py(z,y) = y. Observando-se que X = P;(X x Y),
Y =P(XxY)e XxY =P HX)N Py (Y), conclui-se do Exemplo 15, do
Exercicio 6-(i) e do fato de a intersegdo finita de abertos ser aberta, que X x Y
é aberto se, e somente se, X e Y sdo abertos (note que P; e P, sdo aplicagoes
lineares).

(ii) A igualdade X xY = P;Y(X) N Py Y(Y) e o Exercicio 6-(ii) implicam
que X XY é fechado se X e Y sao fechados, pois toda intersecao de fe-
chados é fechada. Suponhamos agora que X x Y seja fechado e tomemos
a € X. Neste caso, existe uma sequéncia (x)) em X, tal que z; — a. Tomando-
se arbitrariamente b € Y, temos que a sequéncia (zx) em X X Y, em que
zr = (xk,b), converge para (a,b). Uma vez que X x Y ¢é fechado, devemos ter
(a,b) € X x Y, donde a € X. Logo, X = X e, portanto, X é fechado. De
modo andlogo, prova-se que Y ¢é também fechado.

Suponhamos, por absurdo, que A; nao seja aberto. Entao, existem um trans-
formacao linear injetiva T' € L(R™,R™) e uma sequéncia (Hy) em L(R™,R™),
tais que Hy — 0 e, para cada k € N, T + Hy nao é injetiva. Assim, para cada
k € N, existe um vetor unitario u, € S™ !, tal que (T + Hy)ur, = 0. Uma
vez que a sequéncia (uy) € limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, po-
demos passar a uma subsequéncia, se necessario, e supor que uj — u € S"7!
donde (vide Proposicao 8 — Capitulo 1) Tuyr — Tu. Além disso, |Hyugl
|Hg|| |lukll = [|[Hg|| — 0, isto é, Hrup — 0. Dai, tem-se 0 = Um(7T + Hy)ux
lim(Tuy, + Hyug) = lim Tug, + lim Hyup = Tu, o que contradiz a injetividade de
T. Segue-se que A; é aberto.

A

Seja T € L(R™,R™) sobrejetiva. Neste caso, devemos ter n > m. Tomemos,

entdo, uma base {vi,...,Um,...,v,} de R™ tal que {Tvy,...,Tv,} seja uma
base de R™ (isto é, {vm+1,...,vn} é uma base do nicleo de T') e denotemos
por V o subespago de R™ gerado por {vi,...,v,,}. Sendo assim, a restrigdo

To =Ty : V— R™ é um isomorfismo linear e, em particular, injetiva. Logo,
pela primeira parte do exercicio, existe r > 0, tal que, para toda Hy € L(V,R™)



10.

11.

12.

13.

14.

CAPITULO 2 203

satisfazendo || Hpl|| < r, tem-se Tp + Hp € L(V,R™) injetiva e, portanto, sobre-
jetiva, j& que dimV = m. Logo, tomando-se H € L(R™,R™), tal que || H| < r,
e fazendo-se Hy = H|y, tem-se ||Hy|| < ||[H|| <, donde Ty + Hy é sobrejetiva.
Uma vez que Ty + Ho = (T + H)|y, segue-se que T+ H é sobrejetiva, donde se
infere que a bola aberta B(T,r) de L(R™ R™) estd contida em A,. Logo, As
é um aberto de L(R™,R™).

Seja A C R™ aberto e suponhamos, por absurdo, que exista ¢ € int(0A). Neste
caso, existe r > 0, tal que B(e,r) C 0A. No entanto, ¢ € 9A. Logo, existe
x € B(e,r)N A, donde z € AN OA. Isto, porém, contradiz a hipétese, pois,
sendo A aberto, devemos ter A N A = (.

Sejam r = inf{||z — alj;z € F — {a}} e (zx) uma sequéncia em F — {a}, tais
que ||z —a| — 7. Uma vez que a é um ponto isolado de F, devemos ter
r > 0 e, pela definigdo de r, B(a,r) N F = {a}. Além disso, temos que (zy)
é limitada, pois ||zg|| < ||lxx — al] + |la||. Logo, (xx) possui uma subsequéncia
convergente (zy,) cujo limite é um ponto b € F, pois F ¢ fechado. Assim,
Ib —a|| = |im(zk, — a)|| = lim ||xg, — a|| = r, donde b € S[a,r] N F.

Consideremos o conjunto (ndo-fechado) X = {0} U (1,2] C R e observemos que
0 é um ponto isolado de X. No entanto, como se vé facilmente, nao existe r > 0,
tal que B(0,7)NX = {0} e S[0,7]N X # 0.

Dado a € S™, tomemos b € S™, de tal forma que a e b sejam linearmente
independentes, isto é, a # £b. Escrevendo-se, para cada k € N, z, = (1/k)b+
(1 —1/k)a, temos que zp — a. Além disso, da independéncia linear entre a
e b, tem-se, para todo £k € N, que x; e a sao linearmente independentes.
Em particular, xp # 0Vk € N. Logo, a sequéncia (yx) em S", dada por
yr = Tk/||zkll, estd bem definida e, claramente, converge para a. Por fim,
segue-se da independéncia linear entre z; e a que, para todo k € N, y, # a,
donde se infere que a é um ponto de acumulacao da esfera S™.

Denotemos por 7 a familia formada pelos abertos relativos de X, isto é,
T={ACX; A=UnX, U C R" aberto}. Temos que X =R"NX e § =0NX,
donde 0, X € 7, jd que @ e R™ sdo abertos de R™. Seja {Ax}rea uma sub-
familia de 7. Entao, para cada A € A, existe um aberto U, de R", tal que
Ax =UxNX. Se A é um conjunto finito, entdo, pelo Teorema 4, (U, é aberto.
Dai, uma vez que [Ax = (J(UxN X) = (NUx) N X, conclui-se que Ay € T.
Agora, se A é um conjunto arbitrario de indices, tem-se, novamente pelo Teo-
rema 4, que |JU, é um aberto de R™. Como |J A\ = JUNX)=JUr)NX,
tem-se, entdo, |JAx € 7. Segue-se, destas consideragoes, que a familia 7 define
uma topologia em X.

Dado a € Z™, temos que a bola aberta B, = B(a,1/2) é tal que B,NZ" = {a},
isto é, Z™ é um subconjunto discreto de R™. Tomando-se, entao, X C Z" e
fazendo-se U = |J,¢y Ba, temos que U é aberto e

Unz'=(J B)nz"= |J(B.n2Z") = |J{a} = X,
acX acX acX

isto é, X é aberto. Uma vez que X foi tomado arbitrariamente, tem-se, em
particular, que Z"™ — X é aberto em Z"™, donde X é fechado em Z".
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Se F é fechado em X, temos, pela Proposicao 15, que F = FNX, o que prova
a parte “somente se” da afirmacfo, pois F é fechado em R™. Reciprocamente,
suponhamos que G C R" seja um fechado de R™, tal que F' = G N X. Neste
caso, temos X —F =X -G =R"-G)NX, donde X — F é aberto em X,
pois R™ — G é aberto em R™. Logo, F é fechado em X.

Provemos, inicialmente, que X C R™ e Y C R™ sao limitados se, e somente
se, X xY C R*™ § limitado. De fato, considerando-se a norma do méximo
nos espacos envolvidos, temos que se X e Y sao limitados, entao existem cons-
tantes p1,p2 > 0, tais que ||Z||max < p1VZ € X e ||yllmax < p2Vy € Y.
Entao, [[(z,y)max = max{[|z|max; [¥[max} < pV(z,y) € X XY, em que
w=max{p, uz}. Logo, X x Y ¢é limitado. Reciprocamente, se X x Y é limi-
tado, existe p > 0, tal que [[(z,¥)[max = max{[[z|[max, [[yllmax} < pV(z,y) €
X xY, donde ||2]|max < ppVZ € X € [|yllmax < pVy € Y, isto é, X e Y
sao limitados. Agora, pelo Exercicio 8-(ii), X e Y sao fechados se, e somente
se, X xY ¢é fechado em R™™. O resultado segue-se, entdao, do Teorema de
Heine-Borel.

Seja X C R™ um conjunto limitado. Entéo, existe r > 0, tal que X C B(0,r),
donde X C B(0,7) = B[O,L], isto é, o fecho de X é limitado. Assim, uma vez

que 0X = XNR" — X C X, tem-se que 90X é fechado e limitado. Logo, pelo
Teorema de Heine-Borel, 0X é compacto.

Seja (Txy), zr € K, uma sequéncia em T(K). Temos que K é sequencial-
mente compacto, por ser compacto. Logo, a sequéncia (zj) possui uma sub-
sequéncia (xy,), tal que zx, — a € K. Entao, pela Proposigao 8 do Capitulo 1,
Tz, — Ta € T(K), donde T(K) é sequencialmente compacto e, portanto,
compacto.

Dado a € X, seja (zx) uma sequéncia em X que converge para a. Entdo,
dado € > 0, existe kg € N, tal que k > kg = x; € B(a,€). Em particular, a
subsequéncia (x)r>k, ¢ uma sequéncia no conjunto Bla,€] N X, o qual, por
hipétese, é compacto, ja4 que a bola Bla,€] é compacta. Entao, pelo Teorema
de Heine-Borel, Bla,e] N X é fechado, donde a € Bla,e] N X. Logo, a € X e,
portanto, X = X, isto é, X é fechado.

Consideremos, para cada =z € K, um real positivo r,, tal que a bola aberta
B(x,2r,) esteja contida em algum aberto de /. A familia {B(x,r;)}zek,
claramente, constitui uma cobertura aberta de K, da qual podemos extrair uma

subcobertura finita B(z1,71),...,B(xk, k), T = ry,, pois K é compacto. Dai,
segue-se que € = min{ry,---,r;} é um nimero de Lebesgue de 7. De fato,
dado z € K, temos que z € B(z;,r;) para algum ¢ € {1,---,k}. Logo, se

y € B(x,¢), tem-se ||y —z;|| < ||y — x| + ||z — x3|| < e+ r; <ri+1; =21, isto
é, B(z,e) C B(x;,2r;) C A\ para algum A € A.

Sejam {Ag}reny uma familia enumerédvel de abertos densos de R™ e X = () Ay .
Tomemos a € R™ juntamente com uma bola aberta B = B(a,r) e provemos
que X N B # (), donde se concluird que X ¢é denso em R”. Uma vez que
Ay é denso em R", existe a; € Ay N B. Porém, A; e B sao abertos, donde
A1NB é aberto. Logo, existe r; > 0, tal que Blaj, 1] C A1NB. Analogamente,
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existem as € A3NB(ay,71) e ro > 0, tais que Blag, 2] C AsNB(ay,r1), donde
Blag, 2] C (A1NA2)NB e Blag,r3] C Blai,r1]. Procedendo-se indutivamente,
obtém-se uma familia enumerdvel de bolas fechadas e encaixadas

Blay, ] D Blag,m2] D -+ D Blag, k] D -+,

tal que, para cada k € N, Blag,rs] C (A1 N Ay N---N Ag) N B. Como toda
bola fechada é compacta, pelo Teorema dos Compactos Encaixados, tem-se
N Blak,rx] # 0. Dai, uma vez que () Blag,7x] C () Ax) N B = X N B, infere-se
que X N B # 0.

Para a conclusao, observemos inicialmente que, pela Proposi¢ao 12-(ii), um con-
junto X C R™ é denso em R" se, e somente se, seu complementar tem interior
vazio. Desta forma, se {Fj}ren é uma familia enumerdvel de fechados de R"™
de interior vazio, fazendo-se, para cada k € N, A, = R"™ — F}, temos que cada
A, C R™ serd um aberto denso em R"™, donde, pelo Teorema de Baire, (| Ay é
denso em R™. Assim, uma vez que |JFr = JR™ — Ax) = R™ — [ Ag, temos
que |J F) tem interior vazio.

Dada uma cisao de Y, ¥ = AU B, temos que X = (X NA)U(XNB) é
uma cisao de X. Como X é conexo, devemos ter X NA =0 ou XNB = .
Suponhamos que ocorra o primeiro caso. Teremos, entao, X = X N B, donde
X C B e, portanto, X C B. Como ANB = (pois AUB é uma cis@o), tem-se
XNA=0. Porém, Y CX, oquenos ddi A=Y NA=0. Logo, Y é conexo.
Em particular, X é conexo se X for conexo, pois X C X C X. Dai, segue-se
que se C' é uma componente conexa de um subconjunto X de R™, entao C
é fechado em X. De fato, sendo C conexo, C é conexo. Logo, uma vez que
CcXnC cC, temos que X NC é conexo, donde C = X NC, pois nenhum
subconjunto conexo de X pode conter C' propriamente. Segue-se, entao, da
Proposicao 15, que C é fechado em X.

Temos que A € I(n) se, e somente se, det A # 0. Assim, I(n) = Dy(n)UD_(n),
em que Di(n) = {A € I(n);detA > 0} e D_(n) = {4 € I(n);det A < 0}.
Dada, A € D4 (n), seja (Ax) uma sequéncia em D (n) cujo limite é A. Entao
(vide Proposicao 9 — Capitulo 1), det Ay, — det A, donde det A > 0, pois
um real negativo nao pode ser limite de uma sequéncia de reais positivos. Em
particular, A ¢ D_(n), isto é, D1(n) N D_(n) = 0. Analogamente, verifica-
se que D_(n) N D4 (n) = 0. Uma vez que, claramente, D (n) e D_(n) sao
nao-vazios, segue-se que a decomposicao I(n) = Dy(n) UD_(n) é uma cisdo
nao-trivial de I(n) e, portanto, que I(n) nao é conexo.

Considerando-se a igualdade R™ = int X U int (R" — X) U X e lembrando-
se que esta unidao é disjunta, tem-se que X = @ se, e somente se, R" =
int X U int (R™ — X). Esta igualdade, por sua vez, ocorre se, e somente se,
it X =R" e int(R"—X)=0 ou int X =0 e int (R" — X) =R", pois R™ é
conexo e os conjuntos int X e int (R™ — X) s@o, ambos, abertos (vide Exercicio
1). Porém, esta iltima condigao equivale a X = R"™, pois X # 0.

Dada uma cisdio X UY = AU B, de X UY, tem-se que as decomposigdes
X=ANX)UBNX)eY =(ANY)U(BNY) sao cisdes de X e Y,

respectivamente. Sendo estes conexos, ambas estas cises sdo triviais, donde se
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conclui que cada um dos conjuntos X e Y estd contido em A ouem B. Porém,
se X C A, por exemplo, temos que dX C X C A, o que implica Y C A, pois
0X CY (por hipétese) e AN B = () (pois AU B é uma cisdo). Segue-se que
X UY = A e, portanto, que X UY é conexo.

Seja X = AU B uma cisdo de X = |JXj;. Entdo, para cada k € N,
X = (AN X;) U (BN Xg) é uma cisdo de Xi. Como cada X} é conexo,
devemos ter AN X, =0 ou BNX, =0, donde X, C A ou X}, C B. Su-
ponhamos, sem perda de generalidade, que X; C A. Uma vez que A e B sao
disjuntos e, para todo k € N, X, N Xyy1 # 0, se X, C A, entdo Xjy1 C A.
Logo, pelo principio da inducao, X, C AVk € N, donde se conclui que X = A
e, portanto, que X é conexo.

Sejam A=XNC e B=(R"—X)NC. Por hipétese, A e B sdo ndo-vazios
e, claramente, disjuntos. Como C = AU B e C é conexo, existe a € AN B
ou b € AN B. No primeiro caso, temos a € A = XNC C X. Desta forma,
toda bola aberta centrada em a intersecta X (pois a € X) e R"” — X (pois
a € BCR"—X). Logo, a € X NC. Analogamente, prova-se que, no segundo
caso, be 90X NC.

Temos, por hipdtese, que () € 7. Além disso, como o conjunto vazio é finito,
temos que R™ =R™ — () € 7. Seja {Axr}rea uma subfamilia de conjuntos nao-
vazios de 7. Entdo, para cada A € A, existe um subconjunto finito de R",
Oy, tal que Ay =R"—Q,. Se A ={1,...,k} CN, entdo, Ay N---NA; =
(R"—Q)N---N(R" = Q) =R"— (Q,U---UQ) € 7, pois qualquer unido finita
de conjuntos finitos é um conjunto finito. Por fim, se A é um conjunto arbitrario
de indices, temos |J Ay = JR"™ — Q) = R"” — 2 € 7, pois a interse¢do de
uma familia qualquer de conjuntos finitos é um conjunto finito. Logo, 7 é uma
topologia em R™.

Sejam A e B abertos nao-vazios de 7. Entao, R" — A e R™ — B sao finitos.
Logo, R" — (AN B) = (R" — A) U (R™ — B) # R", donde AN B # {, isto
é, quaisquer dois abertos nao-vazios de 7 se intersectam. Desta forma, (R",7)
nao é de Hausdorff e, portanto, nao é metrizavel.

Sejam X C R™ um subespago de (R",7) e &/ = {A,} uma familia de abertos
relativos de X que o cobrem. Tomando-se Ay € A arbitrariamente, tem-se que
existe um conjunto finito ), C R™, tal que Ay, = (R" —Q),)NX = X —Q,,.
Agora, uma vez que X Ny, ¢ finito, existe um numero finito de abertos de &
que o cobrem. Estes, juntamente com A),, formam, entdo, uma subcobertura
finita de &7, donde X é compacto.

Suponhamos agora que X C R™ seja infinito e consideremos uma cisao
X = AUB. Temos que A =UNX, em que U C R™ é um aberto de (R™, ), isto
é, R"—U éfinito. Daf, umavezque B=X-A=X—-(UNX)=R"-U)NX,
temos que B = X (o que ocorre se U = ()) ou B é finito. Analogamente, A = X
ou A éfinito. Como X ¢ infinito, ndo podemos ter A e B finitos, o que implica
que um deles é igual a X e outro é vazio, donde X ¢é conexo.

Dados a,r € Ry, escrevamos B(a,r) = {z € R; d(z,a) < r} e
B'(a,r) ={z € Ry ;d'(z,a) <r}. Tomemos ' > 0, tal que 7’ < min{ ", o
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e provemos que B’(a,r’) C B(a,r). De fato, dado = € B'(a,r’), tem-se % =
d'(z,a) <r', donde |r—al < axr’ e, entdo, r < =% Considerando-se as duas
ultimas desigualdades e a escolha de r’, obtém-se d(z,a) = |z — a| < axr’ <

ar : N / T : a
=ari(atr) < 1> DoOis a desigualdade 1’ < FeET] equivale a et < 1.
Logo, x € B(a,r) e, portanto, B’(a,r’) C B(a,r). Analogamente, dados
2 7

a,v’ > 0, tomando-se r > 0, tal que r < min{%,a}, e observando-se

que a desigualdade r < % equivale a ﬁ < 7', conclui-se facilmente
que B(a,r) C B'(a,r’). Desta forma, cada bola aberta de (Ry,d) contém uma
bola aberta de (R;,d’) e vice-versa, donde se conclui que as topologias de R
advindas de d e d’ coincidem, isto é, denotando-as respectivamente por 74 e

Tq , tem-se A € T4 se, e somente se, A € Ty .

Fazendo-se zj, = 1/k .,k € N, tem-se que (x) é de Cauchy em (R,d), por ser
convergente. Logo, (z)) é de Cauchy em (R4, d). Por outro lado, para quaisquer
k,p e N, d(zk4p,xr) = p, donde se conclui que o limite lim, o d'(Zp1p, Tk)
néo existe e, portanto, que (zx) nao é de Cauchy em (R,,d’).

Seja A C X um aberto relativo de X. Entao, existe um aberto U C R", tal
que A=UNX, donde ¢(A) = p(U)Np(X), pois ¢ & em particular, bijetiva.
Como ¢ é um homeomorfismo, temos que p(U) é aberto em R™ e, portanto,
w(A) = p|x(A) é aberto em (X). Logo, ¢|x ¢é uma aplicacdo aberta. De
modo analogo, verifica-se que (¢|x)~! : ¢(X) — X, igualmente, é aberta,
donde se conclui que ¢|x : X = ¢(X) é um homeomorfismo.

Dados a,b,c¢ > 0, a aplicagio T : R® — R® T(x,y,2) = (x/\/a,y/Vb, z//c)
é, claramente, um isomorfismo linear. Logo, T é um homeomorfismo (vide

Exemplo 14) e, portanto, ¢|s : S — ¢(S) é um homeomorfismo. No entanto,
»(S) = E, donde S e E sao homeomorfos.

Capitulo 3

. Tome 0 < e < M e considere as bolas (disjuntas) By = B(f(a),€) e

Bs; = B(g(a),e). Sendo f e g continuas em a, existem 01,02 > 0 satisfazendo
f(XNB(a,01)) C By e g(X NB(a,d2)) C By. Fazendo-se r = min{dy, 2} e
tomando-se B = B(a,r), tem-se, entdo, f(X NB) C By e g(XNB) C B,.
Logo, f(x) # g(x) sempre que = € X N B.

. Suponhamos que f : R" — R™ seja continua e consideremos um subcon-

junto Y de R™. A inclusdao 9f~1(Y) C f~1(dY) é trivialmente satisfeita
quando Of~1(Y) = 0. Suponhamos, entdo, que df1(Y) seja ndo-vazio e to-
memos a € f~1(Y). Dado € > 0, segue-se da continuidade de f que existe
d >0, tal que f(B(a,d)) C B(f(a),¢) e, pela escolha de a, existem zp,z; em
R", tais que zg € B(a,0) N f~1(Y) e x1 € B(a,d) N (R™ — f~1(Y)). Logo,
£(w0) € F(B(a,0) N 1Y) € f(B(a,0)) N F(F1(Y)) € B(f(a),)NY e, anar
logamente, f(x1) € B(f(a),e)N(R™—=Y). Segue-se que f(a) € 9Y, e, portanto,
que a € f~1(9Y), donde se infere que df~1(Y) C f~1(9Y).

Reciprocamente, suponhamos que, para todo Y C R™, tenha-se 0f (V) C
f71(0Y). Se Y for aberto, teremos Y NAJY =0 e, entdo, f~1(Y)NIf~1(Y) C
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FAY)nfYay) = fY (Y naYy) = 0, donde f~1(Y) é aberto. Segue-se,
portanto, do Teorema 12, que f é continua.

Sejam X um subconjunto nio-vazio de R™ e b € f(X). Entdo, existe a € X,
tal que f(a) = b. Tomando-se uma sequéncia (x;) em X, tal que zp — a,
tem-se que (f(xg)) é uma sequéncia em f(X). Além disso, como [ é continua,
tem-se f(zx) — f(a) =b, donde b€ f(X). Logo, f(X) C f(X).

Suponhamos agora que f seja fechada. Neste caso, uma vez que X é fechado,

f(X) é fechado. Dai e da inclusdo f(X) C f(X) (a qual decorre de X C X),
obtém-se f(X) C f(X) = f(X), donde f(X)= f(X).

Seja X C F limitado. Suponhamos, por absurdo, que f(X) seja ilimitado.
Neste caso, para cada k € N, existe yr = f(zg) € f(X), tal que |jyx| > k.
Como X ¢ limitado, a sequéncia (x) é limitada em X e, portanto, possui
uma subsequéncia (zy,) que converge para um ponto a € F, pois F é fechado.
No entanto, f(zx,) = yk, € ilimitada, nao sendo, desta forma, convergente. Isto
contraria o fato de f ser continua e prova que f(X) C R™ é limitado.

O intervalo aberto (0,1) C R — {0} ¢ limitado e a funcdo f : R — {0} — R,
f(z) =1/, é continua. Porém, f((0,1)) = (0,+00) é ilimitado. Isto mostra
que, no enunciado da proposicao deste exercicio, a hipétese de F' ser fechado é,
de fato, necessaria.

Seja b € R™. Como [ é sobrejetiva, existe a € R™, tal que f(a) = b. Porém,
X é denso em R™. Assim, existe uma sequéncia (x3), em X, satisfazendo
xr — a. Pela continuidade de f, tem-se f(zy) — b, isto é, b € f(X). Logo,
R™ = f(X).

Devemos provar que, quaisquer que sejam A € R e z € R™, vale a igualdade
T(Az) = XT'(z). Temos que T'(0) = T(0+0) = T'(0) + T(0), donde T'(0) = 0.
Logo, 0 =T(0) =T(x + (—z)) = T(x) + T(—x), isto é, T(—z) = —T'(x) para
todo x € R™. Podemos, portanto, nos restringir ao caso A > 0. Por inducao,
verifica-se facilmente que T(z1 + --- + x4) = T(z1) + -+ + T(z,) quaisquer
que sejam xy,...,Tq € R™. Assim, para quaisquer ¢ € N e z € R”, tem-se
T(qx) = ¢T'(z). Dai, temos que, para todo ¢ € N e z € R", T(z) =T(z) =
qT(%x), isto é, T(éaz) = %T(x). Logo, T'(Ex) = pT(%x) = ET(2)Vp,q € N,
donde se conclui que a igualdade T'(Az) = AT'(x) se verifica para quaisquer
x €R" e A € Q. Agora, uma vez que Q é denso em R, dado A € R, existe
uma sequéncia convergente (MAg), em Q, cujo limite é A. Desta forma, pela
continuidade de T, tem-se T'(Az) = im T'(\xx) = Uim(A\,T'(x)) = AT(x), como
desejado.

Observemos, inicialmente, que a sequéncia (||zx||) ¢é limitada e estritamente
decrescente em R, pois, para todo k € N, 0 < |lzpq1|| = || f(zr)|] < |lzx]l < 1.
Logo, ([|zkl|) é convergente e lim|[|zx|| < 1. Temos também que a sequéncia
(zx) ¢é limitada e, portanto, possui uma subsequéncia convergente, (zy,). Fa-
zendo-se a = limzy,, tem-se |la|| = lim|jzg,|| < 1, donde a € B e, por-
tanto, f(xzg,) — f(a), jd que f é continua. Porém, |f(a)| = lim||f(xg,)| =
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lim ||zk,+1]| = ||a||. Como | f(z)|| < ||z||Vz € B — {0}, temos que a = 0. Isto
implica que ||zk|| — 0 e, portanto, que zj — 0.
Observemos que as fungoes 1 e A se escrevem como fu(x) = f(ng(z)*QHf(m)*g(x)”

_ f@)+g@)+]f(@)—g(@)]
e A(x) 5

Segue-se, entao, das propriedades operatdrias
das aplicagoes continuas, da continuidade da norma e do fato de a composta de
aplicacoes continuas ser continua, que g e A sao continuas.

Uma vez que f e ¢ s@o limitadas, existe p > 0, tal que, para todo
zeX, |If@)| <uelg@)| <p Além disso, pela continuidade uniforme des-
tas fungoes, dado € > 0, existe § > 0, tal que |f(x)—f(y)| <€ e |g(z)—g(y)| < €
sempre que ||z — y|| < 4. Sendo assim, para quaisquer z,y € X satisfa-
zendo |z —yl| < 4, tem-se |(fg)(x) — (f9)(y)| = |f(x)g(x) — f(¥)9(y)| =
[f(@)(g(x)—9(w)+9(y)(f (@)= f )| < |f ()] g(x)—g@)+]g(W)] | f(x) = fy)] <

2u€, donde se infere que fg é uniformemente continua.
A fungao f, dada, é tal que f = fifo...fn, em que fi(z) = (%55, e:),

zl?
x € R"—B(0,r). Paracada ¢ € {1,...,n}, afungao f; éa composta das ‘%uljagées
x — z/||z| e x — (x,e;), que s@o uniformemente continuas em R™ — B(0,r),
donde f; é uniformemente continua. Além disso, pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz, cada f; ¢ limitada. Segue-se, entdo, do resultado deste exercicio (e do

principio da indugdo) que f é uniformemente continua.

Uma vez que os conjuntos F; e Fb sao fechados e disjuntos, temos que a fungao
x — d(z, F1) + d(z, F3) é (uniformemente) continua e nunca se anula. Logo, a
funcao f(z) = #{;&FZ), x € R", claramente, tem as propriedades deseja-

das.

Sendo U um subconjunto préprio de R™, nao-vazio e aberto, temos que OU # ()
(vide Exercicio 24-Capitulo 2) e U N AU = (. Logo, para todo z € U, tem-se
d(z,0U) > 0, pois OU é um subconjunto fechado de R™. Definamos, entéo,
f:R" = R, em que f(z) = —d(x,0U) para x € UNQ" e f(z) = d(x,0U)
para £ € R" — (UNQ"). Sejam 2 € UNQ" e y e U —Q" C R* —Q". Uma
vez que Q" e R™ — Q™ sao, ambos, densos em R”, podemos tomar sequéncias
(zx), em U —Q", e (yr), em UNQ", tais que zx — = e yr — y. Entdo,
fz) = d(zy,0U) — d(z,0U) = —f(x) # f(z) (pois f nunca se anula em
U) e flyx) = —d(yx,0U) — —d(y,0U) = —f(y) # f(y). Segue-se que f ¢é
descontinua em z e em y, donde f é descontinua em U. Por outro lado, fora
de U, f coincide com a fungo distidncia a OU. Logo, f|gn—y é uniformemente
continua e nao-constante.

i) O cone C é o gréafico da funcdo continua f : R?> — R, dada por f(z,y) =
V2 +y2. Logo, C é homeomorfo a R? (vide Exemplo 45).

ii) Considere a aplicacio g : R" — {0} — S™ x R C R"*2 definida por
glx) = (HxTH,longH), e note que g é contfnua, bijetiva e g~ !(u,t) = elu é
continua. Logo, g é um homeomorfismo.

Suponhamos, por absurdo, que U esteja contido propriamente em R™. Neste
caso, OU # ( (vide Exercicio 24 — Capitulo 2). Tomemos a € U e uma
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sequéncia (xy), em U, tais que xp — a. Sendo convergente, (zy) é de Cauchy.
Logo, pelo Coroldrio 2, (f(zr)) é de Cauchy e, portanto, convergente. Seja
b= lim f(x}). Uma vez que f é um homeomorfismo, temos que f~' é continua.
Sendo assim, f~1(b) = f~!(lim f(xy)) = lim f~1(f(x1)) = limay = a, donde
a € OUNU. Isto, porém, contradiz o fato de U ser aberto. Segue-se que OU = ()
e, portanto, que U = R".

Procedendo-se como no Exemplo 42, prova-se que uma bola aberta de R™ com
respeito a uma norma qualquer é homeomorfa & bola unitaria aberta com respeito
a mesma norma e com centro na origem. Agora, procedendo-se como no Exemplo
44, prova-se que esta ultima é homeomorfa a bola unitaria aberta com respeito a
qualquer outra norma e também com centro na origem. Segue-se, portanto, da
transitividade da relagdo de homeomorfismo, que, em R™, duas bolas abertas
quaisquer, isto é, relativas a quaisquer normas, sdo homeomorfas. Analogamente,
prova-se que vale o mesmo para bolas fechadas.

(i) Dados a,b € (—1,1) C R, tomando-se, em R? os pontos p; = (—1,—1),
p2 = (1,1) e p = (a,b), obtém-se um homeomorfismo A : (-=1,1) — (—1,1)
considerando-se a fun¢do cujo gréfico é o conjunto X — {p1,p2} C R?, em que X
é a unido dos segmentos de reta [p1,p] e [p,p2]. Mais precisamente, escrevemos

se x€(—1,a]

A)

se € (a,l).

Claramente, A(a) = b e A é continua, pois cada uma das expressoes que a
definem representam fungoes continuas que coincidem em x = a. Ademais, por
um calculo direto, verifica-se que A\ é bijetiva e sua inversa é

TR }fgm—kﬁ se x € (—1,0]
€Tr) =
=S+ ‘11—:2 se z € (b1),

que é também continua. Logo A é um homeomorfismo, donde se conclui que o
intervalo (—1,1) C R é topologicamente homogéneo.

(ii) Sejam a = (a1,...,an),b = (b1,...,bn) € B = Bpax(0,1) C R™. Pelo
resultado do item (i), para cada ¢ € {1,...,n}, existe um homeomorfismo
Ai 0 (=1,1) = (—=1,1), tal que A;(a;) = b;. Definindo-se ¢ : B — B por
(@1, xn) = (M(z1), ..., An(x,)), vé-se facilmente que esta aplicagdo é um
homeomorfismo que leva a em b, cujo inverso é ¢ (y1,...,Yn)
(A" y1),..., A7 (yn)), donde a bola aberta B é topologicamente homogénea.

Agora, se || ||, é uma norma qualquer em R" e By C R™ é uma bola aberta
com respeito a esta norma, temos, pelo exercicio anterior, que existe um ho-
meomorfismo ¥ : By — B. Assim, dados ag, by € By, tomando-se um ho-
meomorfismo ¢ : B — B, tal que ¢(t¥(ag)) = ¥(by), tem-se que a aplicagao
Wl opo: By = By é um homeomorfismo que leva ay em by, donde By é
topologicamente homogénea.
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(i) Seja A: (—1,1) = (—1,1), tal que

2x—3 se we(-1,1/2]
Az) =
2 -1 se z€(1/2,1).

A exemplo da funcdo A\ da resolucao do exercicio anterior, verifica-se facilmente
que A é um homeomorfismo cujo inverso é

X Sx+3 se ze(-1,0]
A (x) =
sx+3 se xe(0,1).

Além disso, a equagdo A(z) = z ndo admite solu¢do em (—1,1), donde A\ é um
homeomorfismo sem pontos fixos.

(ii) Pelo item (i), existe um homeomorfismo A : (=1,1) — (—1,1) sem pontos
fixos. Facamos B = B,..(0,1) C R™ e consideremos a decomposicao R"™ =
R x R"~1. Dado (t,x) € B, definimos o(t,z) = (\(t),z) € B. A aplicacio
¢ : B — B, entao definida, é um homeomorfismo cujo inverso é a aplicacao
0 1(s,9) = (A\"1(s),y). Além disso, a equagao o(t,z) = (t,x) nos dd \(t) =t,
que nao tem solugdo em (—1,1), donde ¢ nao tem pontos fixos.

Considerando-se agora uma bola aberta By com respeito a uma norma || ||
de R™, um homeomorfismo v : By — B e um homeomorfismo ¢ : B — B
sem pontos fixos, temos que a aplicacdo g = ¥ oo : By = By é um
homeomorfismo sem pontos fixos. Com efeito, uma vez que ¥ o @y = @ o1, se
x € By fosse um ponto fixo de ¢, ¥(z) seria um ponto fixo de .

A funcdo continua = — ||z||, definida em K, é, por hipétese, limitada. Logo,
K ¢ limitado. Agora, dado a € K, devemos ter a € K. Caso contrario, ficaria
bem definida a fungao x — m, r € K, a qual seria continua e ilimitada.
Desta forma, K ¢é também fechado e, portanto, compacto.

Suponhamos, por absurdo, que exista € > 0, tal que, para todo k € N, tenha-se
T, Yr € K satisfazendo a desigualdade

(*) | f(xr) = fQyn)ll > Ellze — gl + e

Uma vez que f é continua e K é compacto, temos que f(K) é compacto. Em
particular, fazendo-se z, = f(xr)—f(yx), temos que a sequéncia (zj) é limitada.
Agora, pela desigualdade (%), ||zx — yxll < M, donde zj —yir — 0.
Porém, f, sendo continua e definida num compacto, é uniformemente continua.
Logo, pela Proposicao 30, devemos ter f(zr) — f(yx) — 0, o que, claramente,
contradiz (x). Segue-se desta contradicao que, para todo € > 0, existe p > 0,
tal que ||f(z) — f(y)|| < pllz —y|| + € Vz,y € K, como desejado.

Suponhamos que f: K — R™ seja continua. Entéo, pela Proposicao 45, graf(f)
é homeomorfo & K, donde graf(f) é compacto. Reciprocamente, suponha-
mos que o grafico de f : K — R™ seja compacto e consideremos a aplicagao
v : graf(f) — K, dada por ¢(z, f(xz)) = . Temos que ¢ é continua, pois é a
restricdo, ao grafico de f, da projegao (z,y) — x, (z,y) € R™ x R™. Uma vez
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que ¢ é, claramente, bijetiva, tem-se pela Proposicao 33, que ¢ é um homeo-
morfismo. Em particular, sua inversa ¢~ !(z) = (z, f(z)), » € K, é continua.
Logo, f, sendo uma funcdo-coordenada de ¢~!, é continua.

Uma vez que f: X — f(X) é uma isometria e a composta de isometrias é uma
isometria, para todo k € N, a aplicacdo f¥ : X — f¥(X) é uma isometria.
Assim, dados k,l € N, tem-se

s = @l = 15 (o) = £*(@o)ll = [I£ (o) — zoll = I1F (£~ (o)) = oll,
donde [zt — xpl| = nf{[|f(2) — 2oll; 2 € X} = d(wo, f(X)).

Suponhamos, agora, que X seja compacto. Sendo uma isometria, a aplicagao
f é, em particular, continua e injetiva. Logo, pela Proposicao 33, f serd um
homeomorfismo se for sobrejetiva. Porém, se f nao fosse sobrejetiva, haveria
xg € X — f(X). Uma vez que, pelo Teorema 14, f(X) é compacto e, portanto,
fechado, tem-se d(zg, f(X)) > 0. Procedendo-se, entdo, como acima, obterfamos
uma sequéncia (zx) em X, tal que ||xg4i — zx|| > d(zg, f(X)) > 0. Em parti-
cular, toda subsequéncia de (zj) seria divergente, por nao ser de Cauchy, o que
contradiria o fato de X ser compacto. Segue-se que f é sobrejetiva e, portanto,
um homeomorfismo.

(i) Consideremos F C R™ fechado e b € f(F). Existe, entdo, uma sequéncia
(rx) em F, tal que f(xx) — b. Assim, tomando-se ¢ > 0 e a bola
K = Bilb,¢], existe kg € N, tal que f(zx) € KVk > ko. Em particular,
x, € fHK)NF Vk > ky. Agora, uma vez que K é compacto e f é prépria,
tem-se f~!(K) compacto, donde f~!(K)NF, por ser um subconjunto fechado
de um compacto, é compacto. Logo, passando-se a uma subsequéncia, se ne-
cessario, podemos supor que zj, — a € f~1(K)NF. Dai e da continuidade de f,
segue-se que f(zg) — f(a) =b € f(F). Desta forma, f(F) C f(F) e, portanto,
f(F) é fechado.

(ii) Seja K C R™ compacto e X = f~1(K) C R" ndo-vazio (se X = @ nao
h4 nada a ser feito). Uma vez que f é continua, X é fechado. Portanto,
f(X) € K é fechado, pois f, por hipétese, é fechada. Além disso, a aplicagao
9= flx : X = f(X) C K é continua, bijetiva e fechada. Logo, sua inversa,
g~ %, é continua. Como f(X) é compacto (por ser um subconjunto fechado de
um compacto), pela Proposigao 33, g é um homeomorfismo. Desta forma, X é

compacto, donde f é propria.

Dada A € O(n), tem-se AA* = I. Logo, 1 = det(AA*) = det Adet A* =
(det A)?, donde det A = +1. Além disso, para todo n € N, existem A, B €
O(n), tais que det A=1 e det B = —1. Basta tomar A, por exemplo, como a
matriz identidade e B a matriz obtida desta substituindo-se uma coluna qual-
quer, que corresponde a um vetor e; da base canénica de R", por —e;. Destas
consideragoes, conclui-se que a imagem de O(n) pela fungao (continua) det é
o conjunto (desconexo) {—1,1}. Logo, O(n) é desconexo.

Se X éconexoe f:X — {0,1} é continua, entdo f(X) C {0,1} é conexo.
No entanto, os 1unicos subconjuntos conexos e nao-vazios de {0,1} sdo {0} e
{1}. Logo, f é constante. Se X ndo é conexo, existe uma cisdo nao-trivial de
X, X = AUB. Assim, a funcdo f: X — {0,1}, tal que f(z) = 0Vz € A
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e f(x) = 1Vx € B é continua, pois a imagem inversa, por f, de qualquer
subconjunto de {0,1} é um aberto de X. Uma vez que f néo é constante, o
resultado segue-se por contraposicao. Isto prova a primeira parte do exercicio.

i) Seja {Xr}aear uma familia de conjuntos conexos de R™, tal que (X # 0.
Tomemos, entdo, a € [ Xy e facamos X = (J X, . Assim, dada uma funcao
continua, f: X — {0,1}, temos, para cada A € A, que f|x, ¢é continua, donde
constante. Agora, dado =z € X, existe A € A, tal que = € X, . Desta forma,
f(z) = flx,(x) = f|x,(a) = f(a), donde se conclui que f é constante. Logo,
X é conexo.

ii) Sejam X C R™ um conjunto conexo e f : X — {0,1} uma funcio continua.
Temos, entdo, que f|x é constante. Agora, dados 79 € X e a € X — X
(se X = X ndo ha nada a ser feito), existe uma sequéncia (z;) em X cujo
limite é a. Daf e da continuidade de f, tem-se f(a)= f(limxy) = lim f(ay) =
lim f(x) = f(wo). Logo, f é constante e, portanto, X é conexo.

A implicagdo (i) é verdadeira, pois se f : R®™ — R é continua, o seu grifico
é homeomorfo a R"™ (vide Exemplo 45), que é conexo. No entanto, a im-
plicagao (ii) é falsa. Um contra-exemplo é a fungdo f : R — R, definida por
f(x) =cos(1/x), x #0, e f(0) =0. Fazendo-se f1 = f|(0,400) € f2 = fl(=00,0)s
temos que f1 e fy sado continuas e seus dominios sao conexos. Logo, seus res-
pectivos gréficos sao conexos. Além disso, a sequéncia (xy), em (0, +00), dada
por xp = ﬁ, é tal que xp — 0 e fi(zg) — 0, donde (0,0) € graf(fy).

Desta forma, Gy = graf(f1) U {(0,0)} é conexo, pois graf(f;) C G1 C graf(fi)
(vide Exercicio 22 — Capitulo 2). Analogamente, Gy = graf(fz) U {(0,0)} é
conexo. Agora, graf(f) = G1U Ga2 ¢ G1N G2 = {(0,0)} # 0, donde graf(f)
é conexo. No entanto, f nao é continua em (0,0), pois a sequéncia (y), em
que yr = 51—, satisfaz y, — 0 e f(yx) — 1 # f(0).

Conforme verificamos, para todo p € S?, S%2—{p, —p} é conexo por caminhos e,
portanto, conexo. Por outro lado, dados pontos distintos ¢,q € S', tomando-
se em R? um sistema de coordenadas no qual ¢ = (0,1) seja o polo-norte de
S, tem-se que a projegdo estereogréafica p : S' — {¢} — R é um homeomor-
fismo. Logo, S* —{q,¢'} é homeomorfo a R — {p(¢’)}, que é desconexo, donde
St —{q,q¢'} é desconexo. Assim, se S? fosse homeomorfo a S*, o conexo
S? — {p, —p} seria homeomorfo ao desconexo S* — {f(p), f(—p)}. Logo, S? e
S! nio sdo homeomorfos.

(i) Uma vez que as projecoes (z,y) —z € X, (z,y) =y €Y, (z,y) € X XY,
sao continuas e aplicacoes continuas levam conexos por caminhos em conexos
por caminhos (Proposigdo 37), tem-se que X e Y sdo conexos por caminhos
se X XY o for. Reciprocamente, se X e Y s@o conexos por caminhos, dados
p=(x1,y1), ¢ = (x2,y2) € X XY, existem curvas «: [0,1] = X e 5:[0,1] = Y,
tais que a(0) = z1, (1) = x5 e B(0) =y1, B(1) = y2 . Desta forma, a aplicagao
v:[0,1] = X xY, ~(t) = (a(t), 5(t)), é uma curvaem X xY, tal que v(0) =p
e (1) =g, donde X x Y é conexo por caminhos.

(ii) Fagamos X = [JX, e tomemos a € [(X,. Dados z,y € X, existem
A1, Az € A, tais que z € X, e y € X),. Uma vez que cada X, é conexo
por caminhos, temos que existem curvas « : [0,1] — Xy, e £ :[0,1] = X,,
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tais que «(0) = z, a(l) = a e B(0) = a, 5(1) = y, donde a justaposicao
aVp:]0,1] - X éuma curva em X que liga z a y. Logo, X é conexo por
caminhos.

(iii) Seja U C R™ um conjunto aberto, conexo e nao-vazio. Dado a € U,
considere o conjunto A C U, formado por todos os pontos x € U, tais que
existe um caminho a, : [0,1] — U satisfazendo a,(0) =z e a;(1) = a. Temos
que A # 0, pois a € A. Seja g € ANU. Uma vez que U é aberto, existe r > 0,
tal que B(xzg,r) C U. Existe, também, x € B(xg,7) N A, pois o é aderente ao
conjunto A. Porém, a bola B(xg,r) é conexa por caminhos. Logo, existe um
caminho 8, em B(zg,r), que liga z¢p a z, donde fV a, é um caminho em U
que liga xy ao ponto a. Segue-se que ANU C A, isto é, A é fechado em U.
Agora, dados = € A e uma bola aberta B(z,r) C U, procedendo-se de forma
anéloga, obtém-se, para todo y € B(x,r), um caminho que liga y ao ponto a.
Logo A é aberto em U e, portanto, A = U, pois U é conexo. Assim, temos
que U = J ey @2[0,1]. Além disso, a € [,y @[0,1] e, para todo = € U,
a,[0,1] é conexo por caminhos, pois é a imagem de um conexo por caminhos
por uma aplicagao continua. Logo, pelo resultado do item anterior, U é conexo
por caminhos.

Seja (xp) uma sequéncia em X — {a}, tal que zy — a. Da hipdtese e da
Proposigao 41, segue-se que lim f(xg) = z¢ e lim®(x;) = T. Uma vez que,
para todo k € N, ®(ap)f(zr) = P(x)(f(xg) — x0) + P(xg)x0, bem como
O(z)(f(xg) —xo) = 0 (pois (P(zy)) ¢é limitada), tem-se, pela Proposigao 5
do Capitulo 1, que ®(zy)f(zr) = Txo. Segue-se, entdo, da Proposicao 41, que
7ll_rg O (z) f(z) = Txo.

Tome 0 < € < (A2 — A1)/2 e note que os intervalos Iy = (A — €, A\; +€) e
I, = (A2 — €, A2 + €) sdo tais que t; < to sempre que t; € I} e to € Iy.
Da hipétese, temos que existem reais positivos, d1, do, os quais satisfazem
f(XNB(a,61) —{a}) C I e g(X NB(a,d2) —{a}) C I. Tomando-se, entao,
d = min{d1,d2} e V = B(a,d), tem-se, para todo x € V —{a}, f(z) €1 e
g(z) € Is. Logo, f(z) < g(x)Vx € V —{a}.

Suponhamos que X seja limitado e, por absurdo, que f(X) seja ilimitado.
Neste caso, para todo k € N, existe x € X, tal que ||f(zx)| > k. Em particu-
lar, a sequéncia (f(zr)) nao possui subsequéncias convergentes. Agora, como
X é limitado, a sequéncia (xy) possui uma subsequéncia (x,) que converge
para algum a € R"™. Porém, (f(zx,)) é divergente, o que contradiz a hipStese
de existéncia do limite de f(z) quando x tende a a.

i) Sejam a € X' e (x5) uma sequéncia em X — {a}, tal que x; — a. Uma vez
que f é uniformemente continua, pelo Coroldrio 2, a sequéncia (f(zg)) é de
Cauchy em R™ e, portanto, converge para um ponto b € R™. Se (yi) é uma
outra sequéncia em X — {a}, tal que yr — a, temos que xp — yr — 0. Logo,
ainda pela continuidade uniforme de f, devemos ter f(xr)— f(yx) — 0. Dai e
da desigualdade |f(y) — bl < [I£(zx) — Fm)| + 1f (@) — bil, tem-se, entdo,
f(yr) = b. Logo, pela Proposicao 41, il_rg f(z)=0.
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ii) Pelo resultado do item (i), temos que a aplicacio ¢ : R* — R™  dada por
o(xg) = limy_e, f(x), estd bem definida. Além disso, para todo zg € X,
w(rg) = limg g, f(x) = f(xo), pois f é continua em X. Dado, entdo,
xg € R" — X, seja (z) uma sequéncia em X — {xg}, tal que = — xo
(uma tal sequéncia existe devido & densidade de X em R™). Neste caso, tem-
se limp(zr) = lim f(zr) = lim,,, f(z) = @(zg) donde ¢ é continua. Se
¥ @ R® — R™ é uma aplicacio continua, tal que ¥|x = f, tem-se ainda
P(xo) = limy(zy) = lim f(z) = limz—q, f(x) = p(x0), isto é, ¢ ¢é Unica.
Agora, dado € > 0, existe § > 0, tal que, para quaisquer z,y € X satisfa-
zendo ||z —y|| < 6, tem-se ||f(z) — f(y)|| < e. Além disso, dados x¢,yo € R,
existem 01 = d1(zg) > 0 e da = da(yo) > 0, tais que |p(xo) — f(2)] < € e
le(yo) — f(y)|] < € para quaisquer z,y € X satisfazendo 0 < ||z — zo] < &1
e 0 < |ly —woll < 02, pois p(xg) = limesa, f(z) € @(yo) = limy_y, f(y).
Tomando-se, entdo, zg,yo € R™, tais que ||zg — yol| < J, e =,y € [zg, Yo, tais
que 0 < ||z —zo| < d1(z0) e 0 < ||y —yoll < d2(yo), tem-se ||z —y|| <J e, por-
tanto, [l¢(z0) — p(uo)ll < (o) — £(@) |+ 1.F(@) — F()| +L.F () — (o)l < 3e,
donde ¢ é uniformemente continua.

Capitulo 4
. i) Dados (z,y), (h,k) € R?, temos que
flx4+hy+k)— f(x,y) = (2xh + h? + k, h+ 2yk + k%) .
Logo, f(zx+h,y+k)— f(z,y) =T(h,k)+r(h,k), em que T é a transformagao

linear T'(h, k) = (2xh+k, h+2yk) e r é a aplicagao 7(h, k) = (h?, k?). Tomando-
se a norma do méaximo em RZ?, obtemos

r h? k max h27 k2 max
I ) s _ IO e _ e

(s B)lmasx ([ (R K)lImax

Assim,
[ (7, k) || max
im
(h.k)=0 [ (A k) [l max

donde f é diferencidvel e f'(x,y)(h,k) = T(h,k) = (2zh + k, h + 2yk) .

ii) Tomando-se X, H € L(R") e desenvolvendo-se (X + H)? — X3, obtém-se
(X+H)?-X3 = XHX+X?H+XH?*+ HX?+ H?X + HXH + H3. Assim,
fazendo-se TH = XHX + X?H+ HX? e R(H) = XH?>+ H?*X + HXH + H3,
tem-se f(X + H) — f(X) = TH + R(H) e |R(H)| < [ XH?| + |H>X]| +
|EXH| + [|H?|| < 3| X|| | H|[* + [ H|]*. Desta forma, limp o 15501 = 0, isto
é, f é diferencidavel e f'(X)H = XHX + X?H + HX? VX, H € L(R").

:07

. Verifiquemos, inicialmente, que as derivadas direcionais de f em (0,0) existem
e sdo todas nulas. De fato, dado v = (h, k) € R?, k # 0, tem-se
t(h,k)) — t
lim 1((0,0) +#(h, k) = 1(0,0) = lim (1 — cos(th®/k)) V' h2 + kzu =0,
t—0 t t—0 t
[£]

pois ¢ — 5 ¢ uma fungao limitada. O mesmo vale, trivialmente, para os
vetores da forma (h,0), h € R. Logo, a aplicacgo v — %(0,0), v e R é

identicamente nula e, em particular, linear. Isto prova (i). Quanto a (ii), se
f fosse diferencidvel em (0,0), a derivada de f neste ponto seria a aplicagdo
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linear nula. Esta, por sua vez, definiria a fungdo resto r(h,k) = f(h,k) e,
dai, terfamos r(h,k)/||(h,k)| = 1 — cos %2 , k # 0. Tomando-se as sequéncias
(hi, ki) = (0,1/3) e (hy, k) = (V7/25,1/5), tem-se (hi, k) — 0 e (h;, k;) — 0.
No entanto, lim(1 — cos Z—?) =0 e lim(1 — cos Z—?) = 1, donde se conclui que o
limite limp, 1) (0,0) % nao existe e, portanto, que f nao é diferenciavel em
(0,0).

(i) Suponha que zp seja um ponto de méximo local de f e considere um aberto
V C U, tal que f(zo) > f(z)Vz € V. Entéo, dado h € R™, tomando-se € > 0
suficientemente pequeno, tem-se xg + th € V'Vt € (—e,¢€), donde, para tais
valores de ¢, f(xzo+th) < f(zg). Logo, tomando-se limites laterais, tem-se

lim f(wo +th) — f(xo) <0 e lm f(zo +1th) — f(xo)

t—0+ t t—0— t

>0,

donde f’(zg)h = %(mo) = 0. Um argumento anélogo se aplica ao caso em que
o é um ponto de minimo local de f.

(ii) Uma vez que U é compacto e f é continua, pelo Teorema de Weierstrass, f
atinge seus valores maximo e minimo, respectivamente, em pontos xg,yo € U.
Porém, f é constante em QU. Desta forma, a menos que f seja constante em
U, o que implicaria f’(z) = 0Vx € U, devemos ter xo € U ou yo € U, donde,
pelo resultado do item (i), se conclui que f/(x9) =0 ou f'(yo) = 0.

(iii) Dado u € S™~!, temos que

o< a2 ) = iy OO0 =10,

t—0 t

Assim (vide Exercicio 28 — Capitulo 3), existe € € (0,1), tal que
(A +t)u) — f(u)

>0 Vt € (—e€) — {0}

t
Tomando-se t € (—¢,0), tem-se, entdo, f((1+ t)u) — f(u) < 0. Uma vez que
[(1+t)ul]| = 14+t < 1, tem-se, em particular, que o valor minimo da restri¢do de

f abola (compacta) B[0,1] nao é atingido em nenhum ponto de S™~!. Logo,
flBjo,1; tem um ponto de minimo z no aberto B(0,1), donde, pelo item (i), a
derivada de f em x é nula.

. Seja f: R™ = R uma fungé@o positivamente homogénea. Dado = # 0, tem-se,
J

pela continuidade de f em x =0 e pelo fato de f preservar multiplicagao por
escalar (positivo), que

T T 1
— 1 — frnd 1 — frd 1. — = .
10 = £ (i 7) = i 7 (7) = i (700)) =0
Além disso, para t > 0 e x € R", segue-se da diferenciabilidade de f em x =0
a validez das igualdades

FE(x) = f(t) = F(0) + F/(O)tx +r(t), Tim " — o,

Logo, dividindo-se por t e passando-se ao limite com ¢ — 04, obtém-se
f(x) = f(0)x, donde f é linear. A funcio f : R?> — R dada, claramente,
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satisfaz as condigoes do exercicio, porém, nao é linear. Logo, nao pode ser
diferencidvel em (0,0).

Seja (rx) uma sequéncia em f~1({b}), tal que x; — a, z} # a. Como f é
continua e a € U, tem-se f(a) = b. Fazendo-se hy = xx — a # 0, temos que

hi =0 e 0= f(a+hi) — f(a) = f'(a)hy +r(hy), lim T‘l(hh:”) = 0. Passando-se a

uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que hy/||hy| — v € S*~1. Di-
vidindo-se, entao, ambos os membros da igualdade acima por ||hg|| e tomando-se
o limite quando k — oo, obtém-se f'(a)u =0. Logo, f'(a) nao é injetiva.

Dado h € R, tem-se f(z + th) — f(z) = f'(x)th + r(t), lim;y 2 = 0.
Logo, ||f/(x)h + "2 = LEGerEr@l — IttS @l < 4| |[A]?, em que, na
dltima desigualdade, usamos a hipétese sobre f. Tomando-se, entao, o limite

com t — 0, obtém-se ||f/'(z)h|| =0, donde f'(x)=0.

Tome 0 < ¢ < 1 — p. Uma vez que f é diferencidvel em 0 e f(0) = 0,
tem-se f(z) = f'(0)z + r(x), em que lim, ,o7r(x)/||z|] = 0. Assim, para o €
tomado, existe § > 0 satisfazendo ||z|| < § = ||r(z)|| < €||z||. Logo, ||f(x)| <
[P O) [ ]l + (@) = pllzll + [Ir(2)]| < (u+€)llz]] <[lz]| <. Desta forma, a
bola aberta B = B(0,9) ¢ tal que f(B) C B.

Dado u € S !, facamos hy = %u, k € N. Entao, supondo-se ¢ diferencidavel
na origem, tem-se o(hy) = ¢’ (0)hy + r(hg), em que limr(hg)/||he]] = 0.
Logo, ||hellf (he/llhkl]) = ¢'(0)hg + r(hg). Dividindo-se ambos os membros
dessa igualdade por ||hg| e passando-se ao limite quando k — oo, obtém-se
f(u) = ¢'(0)u. Reciprocamente, suponhamos que exista uma transformagao
linear T : R™ — R™, tal que T|gn-1 = f. Neste caso, para todo x # 0, tem-se
o(x) = |lz||f(=/||z]]) = ||lz||T(z/||z]]) = Tz, donde ¢ é diferencidvel no ponto
0e¢0)="T.

(i) Pelas consideracoes do Exemplo 64, temos que Vdet(l) = I. Assim, dada
uma matriz H € M(n), tem-se det’(I)H = (Vdet(I), H) = (I, H) = trago(HI*)
= trago(H).

(ii) Temos que det’(X) = 0 se, e somente se, Vdet(X) = 0. Esta igualdade,
por sua vez (vide Exemplo 64), equivale a det X;; =0 Vi, j € {1,...,n}, o que
ocorre se, e somente se, o posto de X é menor que n — 1.

Escrevendo-se p(x) = 1/(||z||* + 1), tem-se que as coordenadas de f sdo
a aplicacio f1(z) = 2u(x)e e a funcio fo(z) = u(a)(ls?]] — 1) = 1 - 2u(x)
(observe que p(z)||z||? = 1 — p(x)). Uma vez que a fungdo x +— |[|z||? é di-
ferencidvel (Exemplo 56), segue-se das propriedades operatdrias das aplicagoes
diferencidveis que u, f1 e fo sao diferenciaveis. Assim, pela Proposicao 46, f
é diferencidvel e, para quaisquer x,h € R", tem-se f'(z)h = (f{(x)h, fi(x)h).
Diferenciando-se a fungao u, obtém-se, u/'(z)h = —2(u(z))?(z, h). Desta forma,
FL(2)h = 20 (@)h)o+2u(x)h = 2u(x)(h—2pu(2){w, h)o) © Fy(w)h = —24 (2)h =
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4(pu(x))?(x, h). Escrevendo-se p = u(x), tem-se |fy(x)h|? = 16u*(x, h)? e
Ifi@Al? = 4p*(h = 2p(z, h)z, h — 2u(e, h)z)

AP (0] = gz, h)? + 4P (e, h)2|]|)

= 4pP(|h)* — 4z, 1) (1 — pl|]®)

AP (|0 — 4, h)?).

Logo, ||f'(@)hl* = || fi(x)hl*+ ] f2(2)h|* = 4p2||h||?, donde ||f(z)h]] = 2u]| .
Dali, segue-se que f'(z) : R — f/(z)(R™) é um isomorfismo conforme. Além
disso, temos que (f'(z)h, f(x)) = (2u(h —2u(x, h)r), 2uz) +4p>(z, h) (1 —2u) =
8u?(z, h)(1 — pl|z||?> — u) = 0, donde se infere que f'(z)(R") C {f(x)}* e,
dai, que f'(z)(R") = {f(z)}*, pois as dimensdes de f’(z)(R") e {f(z)}* sdo,
ambas, iguais a n.

Basta observar que os vetores-coluna da matriz jacobiana de f num ponto
(x,y) # (0,0) sdo 2(x,0,z +y) e 2(0,y,z + y) e que estes sdo linearmente
independentes. Logo, para todo (x,y) € U, a matriz jacobiana de f em (z,y)
tem posto 2, donde f’(z,y):R? — R? ¢ injetiva.

Dado h € R™, ||h|| =1, temos, pela definicao de gradiente e pelo Teorema 1 do
Capitulo 1 que

of
7, @) = [@h=(Vf(),h) < IV @) ] = V@),
em que a igualdade ocorre se, e somente se, h = |\¥;Eg|\ .

(i) Procedendo-se como no Exemplo 66, pdgina 123, obtém-se facilmente

f”(.ﬁ, y)[(hl, hg), (]{il, k‘Q)] = (2/7,1]{51, 2h2k‘2) V(J?, y), (hl, hg), (k‘l, k‘g) S RQ.

(ii) Vimos anteriormente que, dado X € L(R™), tem-se
f(X)H=XHX + X?H + HX? H € LR").

Fixando-se H € L(R™) e considerando-se g¢; : L(R") — L(R"), dada por
g1(X)H = XHX, tem-se

(1(X + K) — g(X))H = XHK + KHX + KHK.
Definindo-se, entao, T1(K), R1(K) € L(R™) por

TW(K)H = XHK + KHX e Ry(K)H = KHK,
tem-se que 17 é linear com respeito a varidvel K e ||[Ri(K)| < ||K|?, isto

¢ B (BNI/ 1K) < [|K|. Logo, limg o Ry(K)/[[K| = 0, donde g1 é dife-
rencidvel e g1 (X)K =T (K).

De forma andloga, deduz-se que as aplicagbes ¢a,¢93 : L(R™) — L(R"),
dadas por g2(X)H = X?H e g3(X)H = HX?, cumprem gh(X)K = Tz(K) e
g5(X)K =T5(K), em que To(K)H = XKH + KXH e T3(K)H = HXK +
HKX . Logo,

XK H) = (g1(X)K + g5(X)K + g5(X)K)H
= XHK+KHX+XKH+KXH+HXK+ HKX.
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Dado 2 € R?, um célculo direto nos da

hess ) = (o= (0)) §

0 2
4 0
8$ial‘j 0 2
Dali, fazendo-se h = (hi, ho,h3) e k = (k1, ke, k3), obtém-se
f"(x)(h,k) = (Th, k) = 6h1ky + 2h3ky + 4hoks + 2h1k3 + 2h3ks,
em que T é o operador em R3 associado a hess f(z). Logo, para todo h # 0,

f"(x)(h, h) = 2(3h% + 2h1hs + 2h3 + h2) = 2(2h3 + (hy + h3)® + 2h3) > 0.

(i) Seja « € U um ponto critico ndo-degenerado de f e suponhamos, por
absurdo, que x nao seja um ponto critico isolado, isto é, que = seja o limite
de uma sequéncia (xp) em U — {z}, cujos termos sdo pontos criticos de f.
Fazendo-se hy = xx — x # 0, temos que hy — 0 e

r(hr) _
1P

0=f'(zr) = f'(x+hp) = ' (@)hg + r(hg), lim 0.

Passando-se a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que ”Z—fu — u,
||u|| = 1. Dai, obtém-se

(au=tim (@) s + T ) <o

el NPl

contrariando, assim, o fato de hess f(z) ter determinante nao-nulo.

(ii) Conforme constatamos no Exemplo 56, a fungao ¢(z) = ||z|* ¢ diferencidvel
em R" e sua derivada num ponto = € R™ é a aplicagdo linear h — 2{(x,h).
Segue-se, portanto, das propriedades operatoérias da derivada, que a funcgao
flx) = 2||z]]? — ||z|* = 2¢(z) — (p(x))? é diferenciavel e, para quaisquer
x,h € R", tem-se f'(z)h = 2¢'(x)h — 2¢(x)¢'(x)h = 4(z,h)(1 — ||z||?). Dali,
conclui-se facilmente que o conjunto dos pontos criticos de f é o compacto
K = 5™ U {0}. Pelo estabelecido em (i), nenhum ponto de S™ é um ponto
critico nao-degenerado de f, pois nenhum ponto de S™ é isolado. Agora,
observando-se que f'(z) = 2(1 — ¢(x))¢'(z) e que ¢’ : U — L(R™,R) é li-
near, tem-se que f é duas vezes diferencidvel e, para quaisquer x,h € R”,
vale f"(z)h = 2(=(¢'(@)h)@'(x) + (1 — p(@)e"(@)h) = 2~ (' (@) (2) +
(1= @(@))¢' (h)), donde [ (z)(h, k) = 2(~(& ()h) (' (2)k) + (1 () (&' (R)E),
isto é, para quaisquer z,h,k € R", tem-se

(@) (h, k) = 2(=4(x, h)(x, k) + 2(1 — [[]*)(h, k).

Em particular, %(O) = f"(0)(es,ej) = 4(e;,€ej). Segue-se que hess f(0) =
41, em que I ¢é a matriz identidade de R™. Logo, 0 é um ponto critico nao-
degenerado de f.

Consideremos, para cada i € {1,...n}, a funcdo ¢;(z) = |z;| = |{(z, e,
x € R", e o aberto U; = {z € R";(x,e;) # 0}. Conforme verificamos no
Exemplo 72, tem-se, para quaisquer x € U; e h € R™, ¢(z)h = %l . Dai,

Y
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segue-se que f = 1 + -+ @, ¢é diferencidvel no aberto U=U; N ... N U, e
- “~ z;h;
(+) f@h=> ¢@h=> Tar t Vel heR"
i=1 i—1 17

Agora, dado = € R™ — U, tem-se x; = (x,e;) = 0 para algum ¢ € {1,...,n}.
Neste caso, para todo t # 0, tem-se
flz +te;) — f(x) _ jul
¢ t’
donde se conclui facilmente que a derivada parmal e (:c) nao existe e, portanto

que f nao é diferencidvel em x. Segue-se que f é dlferen01avel em z €R" s
e somente se, z € U, sendo a derivada de f em U dada pela igualdade (x).

Dados z € U e h € R", tem-se, pela definicdo de gradiente e pela Regra da Ca-
deia, que (V(Ao f)(z),h) = (Ao f) (x)h = N(f () [ (x)h = (VA(f(z)), ['(x)h)
= ((f'(2))"VA(f(x)), h). Logo, V(Ao f)(z) = (f'(2))"V(A(f(z))-

Uma vez que a aplicacio f : R?2 — R? ¢ holomorfa, suas coordenadas, fi e fo,
satisfazem as equagbes de Cauchy-Riemann,

of1 0f2 ofi, . 0Of:
6$1< 6$2< ) ¢ 8372( )7 6.1?1( )

donde se infere que, para todo x € R2, os gradientes de f; e fo em x sao
ortogonais. Temos também que floozl e faoan sao constantes. Logo, pela Regra
da Cadeia, devemos ter fi(ay(t))a)(t) = fo(aa(s))ah(s ) =0, isto é, fazendo-se
x = ai(t) = as(s), tem-se (Vfi(x),a(t)) = (Vfa(x),ah(s)) = 0. Dal, segue-se
que existem A, p € R, tais que, o}(t) = AV fa(z) e ah(s) = uVfi(x), donde
oy (t) e ab(s) sdo ortogonais.

Por hipétese, a fungao g(z) = (f(z), f(x)), v € U, é constante. Se g ¢é identica-
mente nula, entdo f é identicamente nula e o resultado é imediato. Suponhamos,
entdo, que, para todo x € U, tenhamos f(x) # 0. Neste caso, para quaisquer
x € U e h € R", tem-se (veja o Exemplo 70) 0 = ¢'(z)h = 2(f'(x)h, f(z)).
Segue-se que o conjunto imagem de f’(x) estd contido no complemento ortogonal
de f(z) em R"™, donde f’(x) nao é sobrejetiva e, portanto, tem determinante
nulo.

Derivando-se, com respeito & varidvel ¢, a identidade f(tx) = t"f(z), tem-se
f/(tz)x = rt"~1 f(z), donde, fazendo-se t = 1, obtém-se f’(x)x = rf(x).

!

Temos, pela Regra da Cadeia, que (go f) = ¢ o, em que ¢ e ¥ sdo as
aplicacoes definidas na demonstracao da Proposicao 47. Ainda pela Regra da

Cadeia, temos (g o f)"(x) = (¢ o) (x) = ¢’ (Y(x))Y'(x). Segue-se dai e da
bilinearidade de ¢ que, para todo h € R",

(g0 f)"(@)h o' (f'(2), g'(f(@)(f"(@)h, " (f(2)) ' (x)h)
o(f' (), g" (f (@) f' (@)h) + o(f" (2)h, g'(f(2)))
(¢"(f(@)f (@)h) f'(x) + g'(f (@) f" (@) h.

)

Logo, como forma bilinear, (go f)”(z) assume a forma

(go )" (@)(h, k) = g"(f (@) (f"@)h, ['(2)k) + ¢'(f ()" (@) (h, k).
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Escrevendo-se p(z) = (f o T)(z) = f(Tx),z € R", tem-se, pela Regra da
Cadeia, que ¢ é duas vezes diferencidvel, pois f e T o sdo. Além disso,
¢'(x) = f(T2)T'(x) = f'(T2)T,
donde " (z)h = (f"(Tx)Th)T e, portanto,
o (x)(h, k) = f"(Tx)(Th,Tk) Vh, k € R™.

Seja Z € L(R™) o operador em R™ cuja matriz com respeito a base canénica
de R™ é

(hess £)(T2) = (529 (70)
T) = z) .
axi(’)xj
Lembrando que T*T ¢ e aplicagao identidade de R™ e que, para quaisquer
operadores T, Tp € L(R"), vale a igualdade traco(T17%) = trago(T>T}), tem-

se
n

AlfoT)(z) = Ap(a) =3 ¢"(@)(erer) = f"(T)(Te;, Te;)
=1 i=1
= i<ZT6“ T€Z> = i<T*ZT6“ Gi> = tra(;o(T*ZT)

= trago(Z) = Af(Tzx),
isto 6, A(foT)=AfoT.

Facamos A(t) = [z1(t) ... z,(t)], em que z;(t) é o j-ésimo vetor-coluna de
A(t), isto 6, x;(t) = Y1 aij(t)e;, donde zi(t) = Y71, aj;(t)e;. Sendo
B(t) = (b;;(t)) a inversa de A(t), temos, pela férmula dos cofatores, que as

entradas de B(t) satisfazem
b(f) _ det[xl(t) .Z’j_l(t) €; $j+1(t) l‘n(t)] )
7 det A(t)

Agora, pela Regra da Cadeia e pela n-linearidade da fungdo determinante, a
derivada de f(t) = log(det A(t)) é

F) = det;“)det’(A(t))A’(t)
- mdet/[xl(ﬂ - a1 (E) -2 ()]
— o el (0 ()
- mz:det[xl(t) a0 )
s, det[zi(t) ... e . @ (D)
N ;;a” 0 det A(t)
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Verifica-se facilmente que, dado (&,7) € R?,
(5,9) = (€ + €, €€ — €M)

é o unico ponto de U que satisfaz a igualdade f(x,y) = (£,n), donde f é
bijetiva e f~1(¢,m) = (z,y). Claramente, as coordenadas de f e f~! sdo
diferencidveis, donde f é um difeomorfismo.

Seja
f: R —{a} — R™ — {a}
T — rzi‘é:‘;uz +a

a inversdo de R™ —{a} com respeito & esfera S[a,r] C R™. Constatamos anteri-
ormente que f é um homeomorfismo cujo inverso € a propria aplicagao f. Além
disso, é imediato que f é diferenciavel, donde se conclui que f é um difeomor-

fismo. Fazendo-se, entdo, u(x) = ﬁ, ze€R™—{a}, e u=u(x) = Tazall >
tem-se f(z) = r’u(x)(xr —a)+a e
/ <(E -4, h> 2/~L($)
W (@)h = 2 _ (u, ).
e —all* lz—ad

Desta forma,

Fl@)h=r*((1' (2)h)(x — a) + pla)h) = r?u(@)(h — 2(u, h)u).

Dai, um célculo direto nos da ||f/(x)h|| = r2u(z)||h||, donde f é conforme.

Capitulo 5

. A aplicacdo g(z) = f(x) — Tz, = € U, é diferenciavel e, para todo =z € U,

g () = f'(z) =T = 0. Uma vez que U é conexo, segue-se do Coroldrio 5
que g é constante, isto é, existe a € R"™, tal que g(x) = aVx € U, donde
flx)=Tzx+avVxeU.

E evidente que F é continua nos pontos (x,t), t # 0. Agora, dado (x,0) € R?,
seja (zk,tr) uma sequéncia em R?, tal que (wy,tx) — (2,0) e t, # 0. Entao,
pelo Teorema do Valor Médio, para cada k € N, existe 6, € (0,1), tal que
F(zg, t) = %}w = f'(zr + Ortr). Uma vez que f’ é continua, segue-
se que lim F'(xy,t;) = f'(z) = F(«x,0), donde F é continua em (z,0).

Dados z,y € R"™, segue-se do Teorema do Valor Médio que |g(z) — g(y)|| <
M|z — y||, donde g é uma contragdo. Entdo, pelo Teorema da Perturbagdo da
Identidade, f é um homeomorfismo de R™ sobre o aberto U = f(R™). Dados
y1,y2 € U, fazendo-se z1 = f~1(y1) e z2 = f1(y2), tem-se y; = f(z1) =
z1+g(x1) e ya = f(22) = 22+ 9(22), Isto é, x1 = y1 —g(21) € 22 = y2 —g(x2).
Sendo assim, temos

1F7 ) = )l =z —
[y — g(@1) — (y2 — g(z2)||
I~ 921l + o) — (e
ly1 = w2l + A2y — 22|
=y —well A ) — FH w2,

IN A
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donde [|f 7 (y1)— f~ (y2)ll < 125 lly1 —w2||- Logo, f~! élipschtziana e, em par-
ticular, uniformemente continua. Segue-se, entdo, do Exercicio 13 do Capitulo
3, que U =R" e, portanto, que f é um homeomorfismo.

. Designando-se por J;(x) a matriz jacobiana de f em =z, temos, pela igualdade
lim, %(I) = 0, que lim,_,oJy(z) = 0, donde lim, .o f'(x) = 0. Logo,
existe § > 0, tal que f’ é limitada em V = B(0,6) —{0}. Além disso, fazendo-
se, para cada x € V, u(x) = supye(o..) [/ (y)], tem-se lim,_,o pu(z) = 0. Agora,
uma vez que f é continua em x = 0 e diferencidvel em R™ — {0}, pelo Teo-
rema do Valor Médio, todo = € V cumpre | f(xz) — f(0)|]] < u(x)||z||. Logo,
limy,_,0 @)= Ol 0, donde f é diferencidvel em =0 e f/(0) =0.

IE3]
. Derivando-se ambos os membros de (f(x), 885 (z)) = 0 com respeito a varidvel
x; , obtém-se

(@ @) + (@) b)) = 0¥ € (1 m)

Desta igualdade, obtém-se uma segunda intercambiando-se as varidveis i e j.
Subtraindo-se, membro a membro, uma da outra e considerando-se o Teorema
de Schwarz, chega-se finalmente a

(2@ 520) - (.32 w) =0

donde se infere que a matriz A, dada, é simétrica.

. Fixemos (z,y) € R? e, dado t € R, facamos
F(t):f($+t,y+t)+f($—t,y—t)—f(.’E-i-t,y—t)—f(fE—t,y—‘rt)

Derivando-se a funcdo F duas vezes no ponto t = 0, obtém-se
F"(0) = 2f"(z,y)(v,v) = 2f"(z,y)(w,w), em que v = (1,1) e w = (—1,1).
Porém, F é, por hipdtese, identicamente nula. Logo, para todo ¢t € R, tem-se
F"(t) =0, o que nos d& f"(z,y)(v,v) = f"(z,y)(w,w). Observando-se, entao,

que ey = 5% e ey = “;w , segue-se dai e do Teorema de Schwarz que

32
83:8fy = f"(z,y)(e1,e2) = %f’/(ﬂc,y)(v —w,v+w)=0.

. Temos que as coordenadas de uma aplicacdo holomorfa f:R%2 = R2, f; e fa,
satisfazem, para todo z € R?, as equacoes de Cauchy-Riemann

O 4y = 22y O gy = 92y
8x1 N (“)xg 61'2 8x1 ’

Derivando-se a primeira delas com relacao a x , a segunda com relagao a x5, e
adicionando-se membro a membro, obtém-se

=P+ S = -
- a’l}% 330% - 8%181’2 8%251‘1

() =

Afl (3?)

Logo, pelo Teorema de Schwarz, para todo x € R2, Afi(z) = 0, isto é, fi
é harmonica. De modo andlogo verifica-se que fo, igualmente, é uma funcao
harmonica.
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8. Dados i,j € {1,...,n}, fagamos, por simplicidade de notagio, u; = u;(x) =
2
gj (x) e wy = w(zr) = ag?vafm(z)' Temos, pelo Teorema de Schwarz, que
2 k3 7
Uuij = uj; - Além disso, os vetores u; s@o os vetores-coluna da matriz jacobiana
de f em z. Uma vez que f'(x) é ortogonal, temos que B = {uy,...,u,} é
uma base ortonormal de R™, isto é, para quaisquer ,j € {1,...,n}, tem-se
1 se 1=
{wis uy) = 0ij = { 0 se i#j.
Derivando-se esta igualdade com respeito a k € {1,...,n}, obtém-se

(ui, ug) + (i, ug;) = 0

e, intercambiando-se k e 1,
(Wik, wj) + (wp, uiz) = 0.

Subtraindo-se membro a membro estas duas ultimas igualdades, obtém-se
(wij, uk) — (ugj, us) = 0.

Agora, derivando-se, com respeito a j, a igualdade (u;,ug) = d;x, chega-se a
(ujisug) + (uisujgp) = 0.

Finalmente, adicionando-se, membro a membro, estas duas ultimas igualdades,
obtém-se, para quaisquer 4,j,k € {1,...,n}, (u;;,ur) = 0. Logo, u;; é orto-
gonal a cada um dos vetores da base ‘B, donde wu;; = 0. Desta forma, para
todo z € R, () = 0. Sendo R™ conexo, tem-se, em particular, que f’ é
constante, isto é, f/(x) = T Vax € R™, em que T é um operador ortogonal em
R™. Segue-se, entdo, do Exercicio 1, que, para todo = € R, f(z) = Tx + a,
a € R™, e, portanto, que f é uma isometria de R™ (vide Teorema 3 — Capitulo

1).

9. Suponhamos, por absurdo, que f possua um méximo local a € R™. Neste
caso, existe § > 0, tal que, para todo h € R™ satisfazendo |h| < 0, tem-se
fla+h) — f(a) < 0. Considerando-se isto e a Férmula de Taylor de f em a
(note que f’(a) = 0), obtém-se

1 . r(h)
> N _ T AN .
0> flah) = fa) = 5" @) +7(h). Jim Ty =0
Fazendo-se, entdo, h = te;, |t| < 0, tem-se
fla+te;)— fla) 1 (te;)

_ 7 . r
0= 2 —5][ (a)(el7el)+ 2

donde

0= Z (;f”(a)(ei,ei) + T(tei)> = %Af(a) + Z T(t:i) .

2
¢ L
Agora, uma vez que Af(a) >0 e lim;_ T(g") =0, podemos tomar § suficien-

temente pequeno, de tal forma que, para todo t € (—4,9) e todo i € {1,...,n},
_Af(a) _ r(tei) Af(a) |
2n < t2 < 2n

Assim, teremos

r(te;)
t2

valha

02 58f @)+ 3 "5 S CAf(0) - SAf(@) =0

=1
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Segue-se desta contradicao que f nao possui maximos locais.

Suponha que x € R™ seja um ponto critico de f. Dado, entdo, y € R",
y # x, seja a: R — R™ a curva cujo traco é a reta que contém x e y, isto é,
a(t) = x+t(y — z). Fazendo-se v =y —z e g(t) = f(at)), tem-se ¢'(t) =
fla()a(t) = f'(at))v. Logo, ¢"(t) = f"(a(t))(v,v) > 0, donde ¢’ é cres-
cente. Sendo assim, 0 = f'(z)v = ¢'(0) < ¢’(1) = f'(y)v e, portanto, y nao é
ponto critico de f. Segue-se que f possui, no maximo, um ponto critico.

Uma vez que ¢ e a aplicacio identidade de R™ sdo de classe C', temos que
f éde classe C'. Além disso, para todo h € R™, f'(x)h = h + ¢'(x)h. Logo,
1£/ @RI > 18] = llg¢ @Al > (1— AA]. Como 1= X > 0, temos que, para
todo x € R™, o nicleo de f/(z) é trivial. Desta forma, f’(x) é um isomorfismo,
donde, pelo Teorema da Funcao Inversa, f : R™ — R™ é um difeomorfismo local.
Porém, f é um homeomorfismo e, em particular, uma bije¢ao. Logo, f é um
difeomorfismo.

Pelo Teorema da Funcgao Inversa, existem intervalos abertos I > z¢p e J 3
f(xo), tais que f|r : I — J = f(I) é um difeomorfismo de classe C*'. Seja
g = g(u) ainversa de f|;, a qual, ainda pelo Teorema da Fungéo Inversa, é de
classe C!. Tomando-se o aberto V =T x R C R2, o qual contém (zg,%0), €
(u,v) = p(z,y) = (f(z),zf(z) —y) € p(V), tem-se x € [ e u= f(z), donde
x = g(u). Além disso, v = zf(x) —y, e, portanto, y = v — ug(u). Segue-se,
entdo, destas consideragdes, que a restrigdo ¢ly : V. — (V) é invertivel e
(P_1<U’U) = (g(u), ug(u) — v).

Conforme constatamos anteriormente, para quaisquer X, H € L(R"), tem-se
f'(X)H = XH + HX. Em particular, f'(I)H = 2H, isto é, f/'(I) = 2I, em
que I é a aplicacao identidade de R™. Logo, f’(I) é um isomorfismo, donde,
pelo Teorema da Funcao Inversa, f é um difeomorfismo de uma vizinhanga
de I em uma vizinhanga de f(I) = I. A aplicagdo f, no entanto, ndo é um
difeomorfismo local, pois f/(0) ¢ identicamente nula.

Seja f:M(n) — M(n) a aplicacdo definida por f(X) = X2+ X*. Temos, para
quaisquer X, H € M(n), que f(X)H =XH+HX+ H*. Logo, f'(0)H = H*,
donde f’(0) é um isomorfismo. Entao, pelo Teorema da Fungao Inversa, f é um
difeomorfismo de um aberto V' 5 0 em um aberto W 5 f(0) = 0. Tomando-se
d > 0, tal que B(0,0) C W, temos que se A € M(n) e ||A] < ¢, entdo existe
um tnico X em V| tal que f(X) = A, como desejado.

Segue-se diretamente da hipdtese e do Teorema da Fungao Inversa que f é um
difeomorfismo local. Em particular, f é aberta. Além disso, sendo f prépria,
pelo Exercicio 21 do Capitulo 3, f é fechada. Logo, f(R™) é fechado e aberto
em R™. Uma vez que R™ é conexo e f(R") # 0, tem-se f(R™)=R".

Dados z,h € R" e t € R, tem-se || f(z + th) — f(z)|| > ||th]]. Logo,

Segue-se que o nicleo de f'(x) é trivial e, portanto, que f’(x) é um isomorfismo.
Pelo Teorema da Funcao Inversa, f é um difeomorfismo local, sendo, desta

= lim

t—0

\ > 1]l

lim
t—0
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forma, uma aplicagdo aberta. Além disso, f ¢é injetiva, pois, por hipdtese,
If(x)=fW)I > [lx—y| Yz, y € R™. Provemos que f é também sobrejetiva. Para
isto, basta mostrarmos que f é fechada (veja a solu¢do do exercicio anterior).
Tomemos, pois, F' C R™ fechado e uma sequéncia convergente (f(zx)) em
f(F), isto é, x;, € FVk € N. A sequéncia (f(zx)) é, em particular, de Cauchy.
Dai e da desigualdade || f(zx)— f(x1)| > ||z — ]|, vélida para quaisquer k,l €
N, segue-se que (x) é de Cauchy e, portanto, converge para um ponto a € F.
Uma vez que f é continua, temos que lim f(zx) = f(a) € f(F), donde f(F)
é fechado. Segue-se que f é fechada e, desta forma, sobrejetiva. Desta forma,
por ser um difeomorfismo local bijetivo, a aplicagao f é um difeomorfismo.

Suponhamos, por absurdo, que zy seja um ponto de méaximo da funcao
x = || f(@)|, x € U. Entdo, f(xo) # 0. Caso contrario, f seria identicamente
nula e nao seria, desta forma, uma submersdao. Temos, entao, que zg é um
ponto de maximo da funcao (diferencidvel) ¢(z) = ||f(z)||* e, portanto, é um
ponto critico de ¢. Assim, para todo h € R, 0= ¢'(z9)h = 2(f'(x0)h, f(x0)).
Segue-se que o conjunto-imagem de f’(z() estd contido no complemento orto-
gonal de f(zg) # 0 em R™. Em particular, f’(x¢) nao é sobrejetiva, o que
contraria o fato de f ser uma submersao.

Observemos, inicialmente, que uma fungao f definida num aberto U de R"
é uma submersao em x € U se, e somente se, Vf(x) # 0. Com efeito, esta
dltima condigao equivale a f'(x)e; = %(m) # 0 para algum i € {1,...,n}, o
que ocorre se, e somente se, f'(x) é sobrejetiva. Agora, conforme verificamos
anteriormente (Exemplo 64 — Capitulo 4), o gradiente da fun¢do determinante
em X € M(n) é a matriz dos cofatores de X. Assim, a funcdo det é uma
submersao em X se, e somente se, a sua matriz dos cofatores é nao-nula, o que
ocorre se, e somente se, o posto de X ¢é maior que, ou igual a, n — 1.

Uma vez que f’(a) é injetiva, podemos supor, sem perda de generalidade, que
f(a)(R™) =R" x {0} € R™*™. Definamos F :U x R™ C R*"*™ — R"t™ por

F(ac,y) = f(:L‘) + (O>y) = f(Pl(xay)) —|—P2(33,y),

em que P; : R"™™™ — R™ x {0} e Py : R"™™ — {0} x R™ sdo as projegoes
ortogonais de R"*™ sobre R" x {0} e {0} x R™, respectivamente, e, por abuso
de notagéo, identificam-se U e U x {0}. Dado, entao, (h,k) € R® xR™, tem-se

F'(a,0)(h, k) = f'(P1(a,0))P{(a,0)(h, k) + P3(a,0)(h, k) = f'(a)h + (0, k),

donde se infere que o conjunto-imagem de F’(a,0) é R™ x {0} & {0} x R™ =
R™*™ . Segue-se que F’(a,0) é sobrejetiva e, portanto, um isomorfismo. Logo,
pelo Teorema da Fungdo Inversa, existem abertos de R*™™  V 3> (a,0) e
W 3 F(a,0) = f(a), tais que Fly : V — W ¢ um difeomorfismo. Desta
forma, fazendo-se G = (F|y)~! e A= P,(V) C U, tem-se que A é aberto e,
para todo z € A,

(Go f)(x) = G(f(x)) = G(f(z) +(0,0)) = G(F(x,0)) = (x,0).

A funcao f dada, por ser polinomial, é de classe C*°. Logo, pelo Teorema da
Fungao Implicita, £ também o é (vide Observacao 18). No Exemplo 78, vimos



21.

22.

23.

CAPITULO 5 227

que
g, = _L@us@y) o f(@9,8@.9)

fz(x7 y’ g(x7y)) fz(x7 y’ g(x7y))

Aplicando-se, entao, a férmula de derivacao do quociente de fungoes e lembrando
que, para uma dada funcao diferencidvel p = p(z,y, 2), tem-se

%(p(x,y,ﬁ(x, y)) = pw(w,y,é(l‘, y)) —I—pz(x,y,ﬁ(x, y))fm(w,y)

g%(p(xyy,ﬁ(m,y))::py(x,yaé(x7y))4-pz(x,y,£(z,y))£y(x,y%

obtém-se facilmente as igualdades

2 ’
gzy - f2

e o Dyt ) — TG )
" 2

Dai, segue-se que
511(070) = —80, gmy(ovo) =-14 e 5yy(070) = -2

Logo, a férmula de Taylor de segunda ordem de £ numa vizinhanga de (0,0) é
(vide Exemplo 75)

r(z,y)

lim ——%_ _q.
(2,9)—(0,0) [|(z, y)]|?

E(x,y) = —402% — Moy — > +da +y + 1 +r(z,y),
Dados z,y,t € R, facamos f(z,y,t) = at> +e* +y e p = (1,-1,0). A
funcio f : R® — R, assim definida, é de classe C°° e cumpre as igualdades
flp)=0c¢e %(p) = 1. Logo, pelo Teorema da Fun¢ao Implicita, existem abertos
A > (1,-1), de R?, e uma bola aberta B(p,¢) C R?, tais que, para todo ponto
(x,y) € A, existe um unico t = t(z,y) € (—¢,€) quesatisfaz f(x,y,t) = 0. Além
disso, uma vez que f é de classe C*°, o mesmo vale para a fungio ¢ = t(z,y).

Consideremos a fungdo F : R? — R, definida por F(t,z) = f(x) — tg(z).
Temos que F(0,0) =0 e 2—5(07 0) = f/(0) # 0. Logo, pelo Teorema da Funcao
Implicita, existem ¢ > 0 e uma fungdo = = z(t), definida em (—§,6), tais que
F(t,z(t)) =0, isto é, f(xz(t)) —tg(x(t)) = 0.

Seja f : R x M(n) — M(n) a aplicacdo definida por f(t,A) = A? +tBA —
I. Entao, f é de classe C*, f(0,I) = 0 e g—f‘(t,A) é a aplicacao linear
Hw— AH + HA+tBH, H € M(n). Em particular, %(O,I) é o isomorfismo
H — 2H. Segue-se, portanto, do Teorema da Funcao Implicita, que existe um
intervalo aberto (—e¢,¢€), tal que, para cada ¢t € (—¢,€), existe uma matriz
A = A(t) satisfazendo f(t, A(t)) = 0. Além disso, a curva A(t), assim defi-
nida, é de classe C>° e cumpre A(0) = I. Por fim, derivando-se a igualdade
A(t)2 +tBA(t) = I com respeito a t, obtém-se

A(t)A'(t) + A'(t)A(t) + BA(t) + tBA'(t) = 0,
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donde 2A4’(0) + B = 0.

Definamos f : R"™' x R — R por f(z,t) = ps(t) = 2o + 21t + -+ + 1,7, em
que * = (zg,...,2,) € R* 1. Temos que f é de classe C™, f(a,ty) =0 e

O (0,10) = 22(10) = alt0) #0.

Logo, fazendo-se z = (a,tg), pelo Teorema da Funcao Implicita, existem bo-
las abertas B(a,r) C R e B(z,¢) C R"™! x R, tais que, para todo z €
B(a,r), existe um tunico ¢t = t(z) € R que satisfaz (z,t(z)) € B(z,¢€) e
f(z,t(z)) = 0. Uma vez que a projegdo de B(z,€) sobre {0} x R é o inter-
valo (tg — €, to+€), isto significa que t(x) é a tnica raiz de p, neste intervalo.
A funcao t = t(x) é C™, pois [ 0é, e, claramente, satisfaz t(a) = to. Também,
observando-se que uma raiz t de um polindomio p é simples se, e somente
se, p'(t) # 0, tem-se que, se r é suficientemente pequeno, entdo, para todo
x € B(a,r), t(x) é uma raiz simples de p,. Com efeito, uma vez que
%(a, t(a)) # 0, pela continuidade de f’, bem como da aplicagdo x +— (x,t(z)),
existe r > 0, tal que, para todo x € B(a,r), tem-se

0 +# %(x,t(m)) = 8;? (t(z)).

Sejam U = {(z,y) € R%; 2,y > 0} e f,g: U — R as fungoes definidas por
flz,y) = %xp + %yq e g(z,y) = xy. Devemos, entdo, provar que o valor minimo

de flar é 1, em que M = g=*({1}). Temos que f e g sdo de classe C*,
Vf(z,y) = (P71 y97 1) e Vg(z,y) = (y,x) # (0,0). Em particular, g é uma
submersao. Assim, pelo método dos multiplicadores de Lagrange, os pontos
criticos (x,y) de f|p slo tais que, para algum X € R,

Pt = )y
y=t =
Yy = 1,

donde se obtém A = 2P = y9 e, entdo, P79 = 1. Uma vez que p +q = pq # 0,
devemos ter x = 1 e, portanto, y = 1, donde se conclui que o valor minimo
de flm é f(1,1) = %—i—% = 1, como desejado (note que f|y ¢ ilimitada
superiormente, pois a sequéncia (f(k,1/k))ken ¢ ilimitada superiormente).
Dados reais z,y > 0, facamos z¢o = ¥/z/¢/y, yo = ¢y//x, e observemos
que zyrh = 2P e xyyd = y?. Uma vez que zoyo = 1, pelas consideragoes do
paragrafo anterior, temos que 1 < %xg + %yg . Assim, multiplicando-se ambos
os membros dessa desigualdade por xy, obtém-se xy < %xp + %yq.

Consideremos agora 2n numeros reais positivos, Z1,...,Tn,Y1,...,Yn, € faca-
mos
1 1
n P n q
- } : P _ } : q
i=1 i=1
Dado, entao, i € {1,...,n}, escrevendo-se x = x;/0, y = y;/1, e considerando-

se a ultima desigualdade do paragrafo anterior, obtém-se
TiYi LI S S R
UuﬁﬁwiJrMyi, 1=1,...,n.
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Somando-se, entao, membro a membro, estas n desigualdades, chega-se a

n

1 n
—_ xzyzgi p Z 7""‘7

TH i=1
n a
B
=1

isto é,

=

n n
Zzzgﬁ <op= (fo)
i=1
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