SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Definigao

Dados os nimeros reais a,,a,,...,a,,b, com n>1, a equacdo a,-x,+a, -x, +..+a,-x, =b onde
X,,X,,...,X, S30 variaveis ou incognitas, ¢ denominada equacio linear nas variaveis x,x,,...,x, .
Os numeros reais a,,a,,...,a, sao denominados coeficientes das variaveis x,,x,,..,x, ,

respectivamente, e b ¢ denominado de termo independente.

Um Sistema Linear sobre R com m equacdes e n incégnitas ¢ um conjunto de m>1 equagdes
lineares com n >1 variaveis, e ¢ representado por:

a,-x, +a, x,+..+a,  x
Ay "X, +ay, -x,+..+a, -x, =b,

n

n m

Com a,,

b.eR,i=1...mej=1..,n.

Matrizes Associadas a um Sistema Linear
Sistemas podem ser representados na forma matricial:

ay Ay a, X b,

ay A4y a,, Xy | b,

aml amZ amn ‘xn bm
— —

C X B

Denominadas, matriz C de Coeficientes, matriz X de Variaveis ¢ matriz B de Termos
Independentes.

Assim, um sistema linear com m equagdes e n incognitas fica representado pela equacdo matricial
C-X=8B.

Outra matriz que se pode associar a um sistema linear ¢ a Matriz Ampliada ou Completa do sistema.

a,  ap a, b
A= a, 4y a,, b,
am 1 am 2 amn bm
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Classificacao de Sistemas
Classifica-se um sistema linear de acordo com o tipo de solugao.
Uma solucio para um sistema de equagdes lineares ¢ uma n-upla de nimeros reais (s,,s,,...,5,) que
satisfaz todas as equagdes, simultaneamente, isto €, substituindo-se a variavel x, pelo valor s,, x,
por s,, .. e x, por s, em cada uma das equagdes, todas as igualdades sdo verdadeiras. O conjunto
solucdo S do sistema ¢ o conjunto de todas as solugdes.

X 2x —_ y = 4 , ~ . .
Exemplo: Dado o sistema 5 o par ordenado (2,0) ¢ solucdo deste sistema. Assim, o

X+y=

conjunto solugdo S = {(2,0)}.

De forma geral, temos que um dado sistema de equagdes lineares sobre R pode ser classificado como:

o Sistema Possivel (ou Compativel ou Consistente)
e Determinado (SPD): hd uma unica solugao
¢ Indeterminado (SPI): ha infinitas solugdes
¢ Sistema Impossivel (ou Incompativel ou Inconsistente) (SI): ndao ha solugao.

Resolucao de Sistemas utilizando o Método de Eliminacao Gaussiana

Dado um sistema de equacdes lineares, espera-se encontrar sua solugao, isto € resolvé-lo. O método de
resolucao utilizado serd o Método de Elimina¢ao Gaussiana.

A idéia do método ¢ obter um sistema mais “simples” equivalente ao sistema dado. Dois sistemas de
equacdes lineares s3o denominados sistemas equivalentes quando possuem a mesma solugao.

sdo equivalentes pois ambos possuem 0 mesmo

) 2x+y=2 2x+y=2
Exemplo: Os sistemas e

x-y=4 2x -2y =8

conjunto solugdao S ={(2,-2)}.

O Método de Eliminacao Gaussiana
Dado um sistema linear com m equagdes € n variaveis:
1. Obter a matriz ampliada.

2. Escalonar a matriz ampliada utilizando operagdes elementares.

3. Fazer a analise, de acordo com o teorema abaixo:
Teorema: Um sistema linear de m equacdes e n variaveis admite solugdo se € somente se o posto
da matriz ampliada escalonada (P,) for igual ao posto da matriz de coeficientes (P.).

Assim:
a) Se P, =P.=n,osistema ¢ Possivel Determinado (SPD).

b) Se P, =P. <n, o sistema ¢ Possivel Indeterminado (SPI).

c) Se P, #P., o sistema ¢ Impossivel (SI).

4. Reescrever o sistema, associado a matriz escalonada, equivalente ao sistema dado, e:
a) Se o sistema for SPD, encontrar o valor de uma variavel e, por substitui¢do, determinar as
demais variaveis. Indicar o conjunto solucao S, que neste caso, contera apenas uma n-upla.
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b) Se o sistema for SPI, escolher n — P, varidveis livres ou independentes. O nimero, n— P,

também ¢ denominado o grau de liberdade ou grau de indeterminacgéo do sistema.

As variaveis que dependem das variaveis livres sdo denominadas varidveis amarradas ou
ligadas.

Indicar o conjunto solugdo S, apresentando todas as ordenadas da n-upla em funcao das variaveis
livres.

¢) Se o sistema for SI, indicar S =9 .

x+y+z=1

Exemplo: Seja o sistema {2x —y+3z =0 com 3 equacdes e 3 incognitas.

-x+y—-5z=2
1 1 11
A matrizampliada¢ | 2 -1 3 0.
-1 1 -5 2

ApoOs o escalonamento, a matriz escalonada ¢

S O =
S =
|

R|— W —

_ W=

[ S w—
|
—_ W= —

1
E a matriz de coeficientes é: | 0
0

Andlise: P, =P. =n=3.

Logo, o sistema € possivel determinado (SPD).
x+y+z=1

O sistema equivalente ¢ {y —3z =2

—_1
2=

o 1
ApOs as substituigdes, y = 5 e x=1.

A solucdo do sistema é S = {(l,%,— %)}

, : : 2
Resolvendo e Interpretando Geometricamente Sistemas Lineares no R
O conjunto de pares ordenados de nimeros reais ¢ designado por R* = {(x,y)|x€ReyeR}.

Geometricamente tem-se o plano R?, descrito por dois eixos - eixo X e eixo Y - perpendiculares entre
si, interceptando-se no ponto (0,0), denominado origem.

Exemplos:
L N L jx+y=1
1) Seja o sistema com 2 equagdes e 2 variaveis:
2x+3y =17
Aplicando o Método de Eliminacdo Gaussiana:

1 11
Matri liad .
atriz ampliada (2 3 7)

I 11
Matri lonada: .
atriz escalonada ( 01 SJ

26



1 1
Matriz de coeficientes ( 0 J .

Anilise, P, = P. =n=2: Sistema Possivel Determinado (SPD).
x+y=1

y=35

Substituindo o valor de y na primeira equacao, tem-se x =—4.
Logo a solugao do sistema ¢ descrita por S = {(—4,5)}.

Sistema equivalente {

Interpretando geometricamente: cada equacao do sistema representa uma reta, estas retas se
interceptam em um unico ponto (—4,5).

. x=2y=-2
2) Dado o sistema:
2x -4y =-4

1 -2 -
Matriz ampliada: ( y 4 _ 4].

Matriz escalonada: -2 -2
0 0 0

1 -2
Matriz de coeficientes: [0 Oj .

Anilise, P, = P. =1<n=2: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

) ) x=2y=-2
Sistema equivalente
0y=0
A variavel y esta livre, podendo assumir qualquer valor real, e a varidvel x amarrada em fun¢do de
y,istoé, x=2y—-2.

A solucdo do sistema é S ={(x,y)eR* |x=2y -2} ={(2y-2,y),yeR}.

Geometricamente, tem-se duas retas coincidentes, a equacdo 2x —4y =-4 ¢ multipla da equacio
x —2y=-2. Assim, as retas se interceptam em infinitos pontos.
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) xX+y=2
3) Dado o sistema
x+y=-3

, . 11 2
Matriz ampliada .
11 -3

) 1 1 2
Matriz escalonada: .
0 0 -5

1 1
Matriz de coeficientes (0 OJ'

Anilise, P, =2 # 1 = P.: Sistema Impossivel.

) ) x+y=2 .  |x+y=2
Sistema equivalente , isto €,
0y=-5 0=-5
A solugao é S = .

Assim, se um sistema possui equagdes que representam retas paralelas, como no exemplo, uma
solugdo ¢ impossivel, pois ndo ha ponto de interse¢do entre retas paralelas.

Resumindo, para sistemas de equagdes de duas incdgnitas com duas ou mais equagdes, tem-se o
seguinte quadro:

Retas Classificacdo do Sistema
Concorrentes | Possivel e Determinado
Coincidentes | Possivel e Indeterminado

Paralelas Impossivel

Resolvendo e Interpretando Geometricamente Sistemas Lineares no R’
O conjunto de todos as triplas de nimeros reais é designado por R* = {(x, y,z)|x€R, yeRezeR}.

Geometricamente tem-se 0 espaco R®, descrito por trés eixos, eixo X, eixo Y e eixo Z, que sdo
perpendiculares entre si, interceptando-se no ponto (0,0,0), denominado origem.
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Exemplos:

xX+y+z=3
1) Considere o sistema {2y +z=2

y+2z=2
1 1 1 3 1 1 1 3

Matriz ampliada |0 2 1 2|, matriz escalonada |0 1 2 2| e matriz de coeficientes
01 2 2 0 0 -3 -2

11

0 1 2

0 0 -3

Analise, P, = P, =n =3: Sistema Possivel Determinado (SPD) .

xX+y+z=3
Sistema equivalente < y +2z=2
—3z=-2

2 . 2 5
Sendo z = 3’ fazendo-se as substitui¢des: y = 3 e x=—.
A solugdio do sistema é § ={(3,2,2)}.

32323

Geometricamente, o sistema representa trés planos distintos que se interceptam no ponto (%,%,%)
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xX+y+z=3
2) Dado o sistema < y +2z =2

x—z=1
1 1 1 3 1 1 1 3
Matriz ampliada [0 1 2 2|, matriz escalonada |0 1 2 2| e matriz de coeficientes
1 0 -1 1 0 0 0 0

(e e
O =
S N =

Anélise, P, = P. =2 <n =3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

X+y+z=3
Sistema equivalente < y +2z =2
0z=0

Pela terceira equacdo, a varidvel z esta livre, assim a variavel y fica em fungdo de z, isto ¢&,

y=2-2z. A variavel x também fica amarrada a varidvel z, apos as substitui¢des, tem-se que
x =1+ z. Esta sistema possui grau de liberdade 1.

A solugao do sistema ¢ S={(1+2z,2-2z,z),zeR}.

Geometricamente, o sistema representa trés planos distintos que se interceptam em uma reta.
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x+2y+z=3

3) Seja o sistema s —x -2y —z=-3

2x+4y+2z=6
12 1 3 |( 121 3\|
Matriz ampliada | -1 -2 -1 -3, matriz escalonada [0 0 O 0| e matriz de coeficientes
2 4 2 6 LO 0 0 OJ

S o =
S O N
S O =

Andlise, P, = P. =1<n =3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

xX+2y+z=3
Sistema equivalente{0y =0
0z=0

As variaveis y e z estdo livres, o grau de liberdade do sistema ¢ igual a 2, e a varidvel x estd
amarrada pela relagdo x=3-2y —z.

A solucdo do sistema é S={(3-2y—2z,y,2),y,z€R}.

Geometricamente, os trés planos sdo coincidentes e, consequentemente, qualquer ponto deste plano
¢ solugdo para o sistema.
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x—4y—-3z=2
4) Seja o sistema <3x —12y -9z=6

x+y+z=1
I -4 -3 2 1 -4 -3 2
Matriz ampliada 3 —12 -9 6|, matriz escalonada |0 1 ¢ —1| e matriz de
1 | I 1 0 0 O 0
1 -4 -3
coeficientes |0 1  £|.
0 0 0

Anélise, P, = P. =2 <n =3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

x—4y-3z=2
) ) 4 1
Sistema equivalente < y + g g=—_

5
0z=0

A variavel z esta livre, o grau de liberdade € 1. As varidveis x e y estdo ligadas a variavel z, e irdo
-1-4z 6-z
e x= .

5 5

assumir valores de acordo as relagdes y =

A solucdo é S = {((’;Z 242 7) zeR}.

5 b

Geometricamente, o sistema representa dois planos coincidentes que interceptam um terceiro. A
intersecdo ¢ uma reta.
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x+y+z=-10
5) Seja o sistema <2x + y +z =-20

y+z=-40
1 11 -10 1 1 1 -10
Matriz ampliada |2 1 1 —20]|, matriz escalonada |0 1 1 -40| e matriz de coeficientes
011 -40 0 0 0 —40

oS O =
O = =
O =

Anilise, P, =3 # P. =2 Sistema Impossivel (SI).

x+y+z=-10
Sistema equivalente § y +z = —40
0z =-40

A terceira equagdo ¢ equivalente a 0 =—40, o que ¢ impossivel. A solugdo ¢ S=O .

Geometricamente, o sistema representa trés planos distintos que se interceptam dois a dois, isto &,
sem solucao comum.
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X+y+z=
6) Dado o sistema <x+ y +z=
x+y+z=30

1 11 10 1 1
Matriz ampliada |1 1 1 20|, matriz escalonada |0 0
1 1 1 30 0 0

S O =
S O =

Anélise, P, =3# P. =1: Sistema Impossivel (SI).

x+y+z=10
Sistema equivalente <0y =10
0z=20

As duas ultimas equagdes sdo impossiveis. A solugdo ¢ S=O .

Geometricamente, o sistema representa trés planos paralelos.

e
o
St

b
e

Y

i

e

R

et
i

1 10
0 10
0 20

e matriz de coeficientes
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x+3y—-5z=-20

7) Dado o sistema: < 7x —2y +3z=2
2x+6y—-10z=50

I3 -5 -20 1 3 -5 =20

Matriz ampliada |7 -2 3 2|, matriz escalonada [ () —23 38 142 |e matriz de

2 6 —-10 50 0 0 0 90
1 3 -5
coeficientes | 0 —23 38 |.
0 0 0

Anilise, P, =3 # P. =2 Sistema Impossivel (SI).

x+3y—-5z=-20
Sistema equivalente < — 23y + 38z =142
0z=90

A tltima equagdo ndo possui solugdo. Assim, a solucdo do sistema é S=.

Geometricamente, o sistema representa dois planos paralelos interceptados por um terceiro.

%
2
St
Ry TR
P L e by
i
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Ox+y-5z=16
8) Seja o sistema < 18x +2y —10z =32

-9x—-y+5z=4
9 1 -5 16 9 1 -5 16
Matriz ampliada | 18 2 —10 32|, matriz escalonada [0 0 0 20| e matriz de
-9 -1 5 4 00 0 0
9 1 -5
coeficientes [0 0 0
00 O

Analise, P, =2 # P. =1: Sistema Impossivel (SI).

9x+y-5=16
Sistema equivalente <0y =20
0z=0

A segunda equacdo ndo possui solugdo. A solugdo ¢ S=O.

Geometricamente, o sistema representa dois planos coincidentes paralelos a um terceiro.
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Sistema Homogéneo

E um sistema de equacgdes lineares onde todos os termos independentes sao iguais a zero.
a,-x +a, x,+..+a,-x,=0
Ay X, +ay X, +..+a, x, =0

A matriz de Termos Independentes B ¢ a matriz nula, assim um sistema homogéneo é sempre possivel,
ja que admite a solucgao trivial, isto ¢, S ={(0,0,...,0)} .

No entanto, um sistema possivel pode ainda ser classificado como determinado ou indeterminado. Se o
sistema € possivel e determinado, a Unica solugdo ¢ a trivial. Se o sistema € possivel e indeterminado,
outras solu¢des, além da trivial, existem.

Exemplos:
x+y—z=0
1) Seja o sistema <2x—y+z=0
x+2y—-z=0
1 1 -1 0 1 1 -10
Matriz ampliada |2 -1 1 O], matriz escalonada |0 1 0 0| e matriz de coeficientes
1 2 -1 0 0 O 30
1 1 -1
0 1 0]
0 0 3
Anélise, P, = P. =n =3: Sistema Possivel Determinado (SPD).
x+y—z=0
Sistema equivalente { y =0
3z=0
Este sistema so admite solugdo trivial. Assim, S = {(0,0,0)} .
x+y+z=0
) ) 2x—y—-2z=0
2) Seja o sistema
x—2y-3z=0
6x—-3y—-6z=0
1 1 10 1 110
: : 2 -1 -20 : 01 %20 : .
Matriz ampliada , matriz escalonada 3 e matriz de coeficientes
1 -2 -3 0 0 00O
6 -3 -6 0 0000
1 1 1
01 4 .
0 0 0
0 0 0
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Andlise, P, = P, =2 <n =3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).
x+y+z=0

Sistema equivalente < y + 4 z=0
0z 230

A variavel z estd livre e as varidveis x e y estdo amarradas.
A solugdio do sistema ¢ S ={1z,~%4z,z),zeR}.

Resoluc¢ao de Sistemas utilizando Inversao de Matrizes

O sistema de equacdes lineares com m equagdes € n incognitas, com m = n , pode ser representado pela
equacdo matricial C- X = B, sendo C uma matriz quadrada de ordem .

. . ’ . ’ . . . . -1 . . . ’ ’
Se a matriz C for invertivel, isto €, existir a matriz inversa C~ , significa que o sistema ¢ possivel e
determinado.

C-X=B
c'-(C-X)=C"-B
(C'-C)-X=C"-B

I,-X=C" B
X=C"-B
X
X
Como X é uma matriz de ordem nx1, X =| "> |=C"-B
x}'l
x+y+z=1
Exemplo: Seja o sistema {2x —y +3z=0
—x+y—-5z=2
1 1 1) (x 1
A equagdo matricial C- X =B é:| 2 -1 Jy|=10].
-1 1 -5/ 1z 2
3 2
5 5 5
A matriz inversa damatriz Cé C™' =| L -2 —L|.
1 _1 _3
10 5 10
x i+ 3 2 (1 1
Assim, |y |=| & -2 -5 |[-|0(=] %]
z) & -5 —w)\2) (=2

A solugdo do sistema ¢ S ={(1,3,—1)}.
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Exercicios

Utilizando o Método de Eliminacao Gaussiana:

x—=2y+4z=2
1) Resolva o sistema {2x —3y +5z=3.
3x-4y+6z=7
x—2y—-3z=2
2) Indique a solucdo do sistema 4x —y —4z=1 , o posto da matriz ampliada e o posto da matriz de
2x+3y—2z=5

coeficientes.

3) Um fabricante de objetos de ceramica produz jarras e pratos decorativos. Cada jarra exige 16
minutos de modelagem, 8 minutos de polimento e 30 minutos de pintura. Cada prato decorativo
necessita de 12 minutos de modelagem, 6 de polimento e 15 de pintura. Sabendo-se que sdo
reservadas por semana 8 horas para modelagem, 4 horas para polimento ¢ 13 horas para pintura,
encontre a quantidade de cada tipo de objeto que devera ser fabricada por semana, considerando-se
a melhor utilizacdo do tempo disponivel para cada etapa.

Jarras Pratos Decorativos Minutos Por Semana
Modelagem 16 12 8.60
Polimento 8 6 4.60
Pintura 30 15 13.60

Considerando-se x como sendo a quantidade de jarras a serem produzidas por semana ¢ y a
quantidade de pratos decorativos, escreva o sistema de equagdes lineares que representa o problema
e resolva-o.

x+y—z=1
4) Determine os valores de @ de modo que o sistema < 2x + 3y + az =3 seja:
xX+ay+3z=2

a) SPD
b) SPI
c) SI

xX+2y+2z=a
5) Calcule os valores para a e b de modo que o sistema {3x+ 6y —4z=4 seja SPI e resolva-o para
x+by—-6z=1

estes valores.

6) Estabeleca a condi¢do que deve ser satisfeita pelos termos independentes para que o sistema
2x+4y+2z=a

3x+6y+3z=>b sejapossivel.
-3x-4y-z=c
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x+8y—-2z=a
7) Escreva a condicdo para que o sistema {5x +4y —2z =5, tenha solugao.

Tx—-16y+2z=c

x+y+z=0
8) Indique o conjunto solugdo do sistema homogéneo {x+2y+3z=0 .

-3x+y—-z=0

X—y+z+t=0
) ) N i x+y—z+t=0
9) Determine o conjunto solucdo S do sistema
-x+y—z-t=0

2x—y—z+3t=0

10) Escreva um sistema homogéneo com quatro incognitas, x, y, z € ¢, quatro equacdes e grau de
liberdade igual a dois. Resolva-o.

x+2y—-2z=1
11) Considere o sistema < 2x + 5y —4z =2 . Escreva na forma matricial e calcule a matriz X utilizando
3x+7y—-5z=3

a inversao de matrizes.

Respostas
1) Sistema Impossivel 6) 2b—3a =0 e cqualquer
2) S={(-1%,2,-2)} 7)3a—-2b+c=0
3) x=18,y=16 8) S = {(0,0,0)}
4) a)a#2ea+-3 9 S={(-2z,z,z,2z),ze R} ou
E)) a2 S={-11.5.1)1 R}
3 -4 2 1
5)a=3eb=2 1y cl=|-2 1 0lex=|0
-1 -1 1 0
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