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ESPAÇO VETORIAL REAL DE DIMENSÃO FINITA 
 
Definição 
Sejam um conjunto não vazio V, o conjunto dos números reais R e duas operações binárias, adição e 
multiplicação por escalar.  

uvuv
VVV
+

→×+
a),(      

:
                    

vkvk
VV
⋅

→×⋅
a),(     

: R
 

                  
V é um Espaço Vetorial sobre R, ou Espaço Vetorial Real ou um R-espaço vetorial, com estas 
operações se as propriedades abaixo, chamadas axiomas do espaço vetorial, forem satisfeitas: 
 

EV1. (Associativa) Para quaisquer Vwuv ∈,, , )()( wuvwuv ++=++ .  
EV2. (Comutativa) Para todo Vuv ∈, , vuuv +=+ . 
EV3. (Elemento Neutro) Existe Ve∈  tal que para todo Vv∈ , vevve =+=+ . 

Notação: Ve 0=   
EV4. (Elemento Simétrico) Para todo Vv∈ , existe Vv ∈'  tal que Vvvvv 0=+=+ '' . 

Notação: vv −='   
Assim, uvuv −=−+ )(  

EV5. Para quaisquer R∈21 , kk e para todo Vv∈ , vkkvkk ⋅=⋅⋅ )()( 2121 . 
EV6. Para quaisquer R∈21 , kk e para todo Vv∈ , )()()( 2121 vkvkvkk ⋅+⋅=⋅+ . 
EV7. Para todo R∈k e para quaisquer Vuv ∈, , )()()( ukvkuvk ⋅+⋅=+⋅ . 
EV8. Para todo Vv∈ , vv =⋅1 . 

 
Os elementos de um espaço vetorial são denominados vetores e os números reais de escalares.      

 
Exemplos : 
1) R2 com as operações: 

),(),(),( tyzxtzyx ++=+  
),(),( kykxyxk =⋅  

É um espaço vetorial pois os oito axiomas acima são verificados, cabe lembrar que o elemento 
neutro da adição V0  é o par ordenado )0,0( . 

 
2) Rn com as operações: 

),...,,(),...,,(),...,,( 22112121 nnnn yxyxyxyyyxxx +++=+  
),...,,(),...,,( 2121 nn kxkxkxxxxk =⋅  

 
3)  O conjunto das matrizes reais de ordem nm × , com as operações usuais é um espaço vetorial, tal 

que o elemento neutro da adição é a matriz nula. 
 
4)  O conjunto dos polinômios, com coeficientes reais, de grau menor ou igual a n, com as operações 

abaixo: 
)()(...)()()( 0011 baxbaxbaxqxp n

nn ++++++=+  

01...)( kaxkaxkaxpk n
n +++=⋅  

onde 01...)( axaxaxp n
n +++=  e 01...)( bxbxbxq n

n +++= .     
É um espaço vetorial, onde o elemento neutro da adição V0  é o polinômio 00...0 +++ xx n . 
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5)  R2 com as operações abaixo não é um espaço vetorial. 
)0,(),(),( zxtzyx +=+  

),(),( kykxyxk =⋅  
Não possui elemento neutro, pois: 
Seja ),( 21 eeV =0   tal que ),(),(),( 21 yxeeyx =+ .      
Mas, )0,(),(),( 121 exeeyx +=+ .      
Assim, )0,(),( 1exyx += .   
Portanto,  para todo 0, =∈ yy R . 
Logo, não existe elemento neutro.  
 
 

Subespaço Vetorial 
Um subespaço vetorial de V é um subconjunto não vazio VS ⊆ com as seguintes propriedades: 
 

Sub1. SV ∈0 . 
Sub2. Fechamento de S em relação à operação de Adição. 
          Se SvSu ∈∈  e então Svu ∈+ .  
Sub3. Fechamento de S em relação à operação de Multiplicação por Escalar 
          Se R∈∈ k e Su então Suk ∈⋅ .    

 
Notação: VS ≤ .  

 
Exemplos: 
1)  }),0,0,{( R∈= xxS  é um subespaço vetorial do R3  com as operações de adição e multiplicação por 

escalar usuais. 
Um vetor u pertence ao subespaço S quando possui a 2ª e 3ª coordenadas iguais a zero. 
Verificando as propriedades de subespaço. 
  
1. SV ∈0 ? Sim, S∈)0,0,0( .  
 
2. Se SvSu ∈∈  e então Svu ∈+ ?  

Sejam SxvSxu ∈=∈= )0,0,( e )0,0,( 21 . 
Então Sxxvu ∈+=+ )0,0,( 21 . 
Logo, S é fechado sob a operação de adição de vetores.  
 

3. Se R∈∈ k e Su então Suk ∈⋅ ?  
Seja Sxu ∈= )0,0,( 1 . 
Então Skxuk ∈=⋅ )0,0,( 1 . 
Logo, S é fechado sob a operação de multiplicação por escalar.   

O subespaço S poderia ser descrito ainda por }0 e 0|),,{( ==∈ zyzyx 3R .   
 

2)  O conjunto } e 0|),,{( zyxzyxS ≥=∈= 3R  não é um subespaço vetorial do R3 com as operações 
usuais.  

 
1. SV ∈0 ? Sim, )0,0,0( satisfaz as condições zyx ≥=  e 0 .  
 
2. Se SvSu ∈∈  e então Svu ∈+ ?  

Sejam SrtvSzyu ∈=∈= ),,0( e ),,0( , com rtzy ≥≥ e . 
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Então rztySrztyvu +≥+∈++=+  com ,),,0( . 
 

3. Se R∈∈ k e Su então Suk ∈⋅ ?  
Não. (Contra-exemplo)  

Sejam R∈−∈− 2 e )1,4,0( S . 
S∉−=−⋅− )2,8,0()1,4,0()2( , pois 28 ≤− . 

 
3)  }1|),,{( +=∈= yxzyxS 3R  não é um subespaço do R3, pois S∉)0,0,0( . 
 
O fato do vetor V0  pertencer ao conjunto S não implica que este seja um subespaço.  
Todo espaço vetorial V admite pelo menos dois subespaços: o próprio espaço V e o conjunto }{ V0 , 
chamado subespaço nulo. Estes dois subespaços são denominados subespaços triviais de V e os 
demais subespaços próprios de V. 
 
 
Combinação Linear 
Sejam os vetores Vvvv n ∈,...,, 21 . Um vetor Vw∈  está escrito como combinação linear dos vetores 

nvvv ,...,, 21  quando existem R∈nkkk ,...,, 21  tais que nn vkvkvkw ⋅++⋅+⋅= ...2211 .       
 

Exemplos: 
1)  O vetor )1,1( −−  é uma combinação linear dos vetores  )2,1( e (3,5) , pois: 

)5,3()1()2,1(2)1,1( ⋅−+⋅=−−  
 

2)  O vetor )3,2,1( não pode ser escrito como combinação linear dos vetores )1,0,0( e )0,0,1( , pois:  
(*)     )3,2,1()1,0,0()0,0,1( 21 =⋅+⋅ kk  

)3,2,1(),0,0()0,0,( 21 =+ kk  
)3,2,1(),0,( 21 =kk  

Assim, 







=
=
=

3
20
1

2

1

k

k
 

O sistema é impossível.  
Logo não existem valores reais para 21  e kk  que satisfaçam a igualdade (*).  
 

3)  Determinando a “lei” que define (todos) os vetores que podem ser escritos como combinação linear 
de )1,0,0( e )0,0,1( . 

),,()1,0,0()0,0,1( 21 zyxkk =⋅+⋅  
),,(),0,0()0,0,( 21 zyxkk =+  

),,(),0,( 21 zyxkk =  

Assim, 







=
=
=

zk
y
xk

2

1

0  

O sistema é possível quando 0=y  e para quaisquer R∈zx, .   
Assim, }0|),,{( =∈ yzyx 3R  é o conjunto de todos os vetores escritos como combinação linear de 

)1,0,0( e )0,0,1( .  
Geometricamente, trata-se do plano XZ.   
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Subespaço Vetorial Gerado e Conjunto Gerador 
Sejam os vetores Vvvv n ∈,...,, 21  e ],...,,[ 21 nvvv  o conjunto de todas as combinações lineares destes 
vetores. O conjunto ],...,,[ 21 nvvv  é um subespaço vetorial de V, denominado subespaço vetorial 
gerado pelos vetores nvvv ,...,, 21 . 
O conjunto },...,,{ 21 nvvv  é o conjunto gerador do subespaço ],...,,[ 21 nvvv . 

 
Exemplos: 
1)  O vetor 2R∈)2,1(  gera o conjunto }),2,{()]2,1[( R∈= xxx .  

),()2,1( yxk =⋅  
),()2,( yxkk =  

Assim, 




=∴=
=

xyyk
xk

22
 

O conjunto de todas as combinações lineares do vetor )2,1(  é o conjunto de todos os seus múltiplos 
escalares.  
Geometricamente, )]2,1[(  é uma reta definida pela equação 02 =− xy .  

  
2)  }0|),,{()]1,2,1(),0,1,1[( =+−∈= zyxzyx 3R . 

),,()1,2,1()0,1,1( 21 zyxkk =⋅+⋅  
),,(),2,()0,,( 22211 zyxkkkkk =+  

),,(),2,( 22121 zyxkkkkk =++  

Assim, 







=
=+
=+

zk
ykk

xkk

2

21

21

2  

Matriz ampliada 
















z
y
x

10
21
11

 e matriz escalonada 
















+−
−

xyz
xy

x

00
10
11

. 

 
Para se determinar os vetores que são combinações lineares de )1,2,1( e )0,1,1(  é necessário que o 
sistema seja possível, isto é, 0=+− zyx .  
Logo, },),,,{(}0|),,{()]1,2,1(),0,1,1[( RR 3 ∈−==+−∈= zyzyzyzyxzyx . 
Geometricamente, )]1,2,1(),0,1,1[( é um plano no 3R  com equação  0=+− zyx . 
 

3)  2R=)]2,4(),3,1[( . 
),()2,4()3,1( 21 yxkk =⋅+⋅  

  ),()23,4( 2121 yxkkkk =++  

Assim, 




=+
=+

ykk
xkk

21

21

23
4

 

Matriz ampliada 







y
x

23
41

 e matriz escalonada 













−

10
310

41
yx

x
. 

Como o sistema é possível e determinado, nenhuma condição deve ser satisfeita.  
Logo, 2R=)]2,4(),3,1[( . 
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4)  Encontre a equação do espaço gerado pelos vetores )3,1,1( e )1,0,2(),2,1,1( −− .  

O espaço gerado é o conjunto de vetores 3R∈= ),,( zyxv  que possam ser escritos como 
combinação linear dos vetores dados, isto é, ),,()3,1,1()1,0,2()2,1,1( 321 zyxkkk =−⋅+−⋅+⋅ . 

Assim,  
322

0
2

321

321

321








=++
=++
=−−

zkkk
ykkk
xkkk

 

Matriz ampliada 














 −−

z
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x
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 e matriz escalonada 
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−
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2
25000
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zyx
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x
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Para que o sistema seja possível é necessário que 025 =+− zyx .  
Assim, com esta condição satisfeita, obtém-se vetores 3R∈),,( zyx  que são combinação linear dos 
vetores dados.  
Portanto, o espaço gerado é }025|),,{( =+−∈ zyxzyx 3R , que geometricamente representa um 
plano em R3. 
 
 

Vetores Linearmente Independentes e Linearmente Dependentes 
Um conjunto de vetores Vvvv n ⊆},...,,{ 21  é linearmente independente (LI) quando 

Vnn vkvkvk 0=⋅++⋅+⋅ ...2211   se e somente se  0...21 ==== nkkk .  
Se existir pelo menos um  0≠ik , com ni ,...,1 = , então o conjunto é linearmente dependente (LD).  
 
Exemplos: 
1)    )}2,4(),3,1{( é LI, pois:  

)0,0()2,4()3,1( 21 =⋅+⋅ kk  
  )0,0()23,4( 2121 =++ kkkk  

Assim, 




=+
=+

023
04

21

21

kk
kk

 

Matriz ampliada 







023
041

 e matriz escalonada 
1 4 0
0 1 0






 . 

O sistema é possível e determinado com 021 == kk . 
Assim, o conjunto é LI. Um dos vetores não é múltiplo escalar do outro.  
Foi visto que o espaço gerado por {(1,3), (4,2)} é  R2, ou seja  [(1,3), (4,2)] = R2.  

 
2)  )}6,2(),3,1{( é LD, pois:  

)0,0()6,2()3,1( 21 =⋅+⋅ kk  
  )0,0()63,2( 2121 =++ kkkk  

Assim,   
063
02

21

21





=+
=+

kk
kk
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Matriz ampliada 
1 2 0
3 6 0






  e matriz escalonada

1 2 0
0 0 0






 . 

O sistema é possível e indeterminado, com 21 2kk −= . Então, o conjunto é LD, pois ).3,1(2)6,2( ⋅=  
Os vetores (1,3) e (2,6) pertencem a uma mesma reta. O espaço gerado pelo conjunto {(1,3), (2,6)} 
é  },3|),{( xyyx =∈ 2R  isto é, }.3|),{()]6,2(),3,1[( xyyx =∈= 2R  
 

3)  {(2,0,5),(1,2,3),(3,2,8)} é LD, pois: )0,0,0()8,2,3()3,2,1()5,0,2( 321 =⋅+⋅+⋅ kkk   

Assim, 







=++
=+

=++

0835
022

032

321

32

321

kkk
kk

kkk
 

Matriz ampliada 
2 1 3 0
0 2 2 0
5 3 8 0

















 e matriz escalonada  
1

1
2

3
2

0
0 1 1 0
0 0 0 0



















. 

Como o sistema é possível e indeterminado, o conjunto é LD.  
 
 
Base e Dimensão de um Espaço Vetorial 
Seja um conjunto finito .VB ⊆  Diz-se que B é uma base do espaço vetorial V quando B é um conjunto 
linearmente independente e gera V, isto é,      .][ VB =   
O número de elementos (cardinalidade) de uma base B do espaço vetorial V é denominado dimensão 
do espaço vetorial V. 
Se a dimensão de V é igual a n, diz-se que V é um espaço vetorial finito n-dimensional. Em particular, 
a dimensão do espaço nulo {0V} é zero. Não há base para o espaço nulo. 
 
Notação:  Vdim  
 
Exemplos: 
1) Os conjuntos {(1,0), (0,1)} e {(1,3), (4,2)} são bases do R2. 

O conjunto {(1,2), (3,5), (2,1)} não é base do R2 , pois apesar de gerar R2 , não é LI. 
O conjunto {(1,2)} é LI mas não gera o R2 ,  portanto também não é uma base do R2. 
Toda base de R2 tem dois vetores de R2 que geram R2 e que são LI.  
Logo, 2dim =2R .  
 

2) {(-1,0,1),(2,3,0),(1,2,3)} é uma base do R3.  
O conjunto {(-1,0,1),(2,3,0)} é LI, mas não gera o R3. Logo, não é base do R3.  
O conjunto {(-1,0,1),(2,3,0),(1,2,3),(0,2,4)} gera o R3, mas não é LI. Também não é uma base do 
R3.  
Toda base de R3 é formada por três vetores LI de R3 .  
Logo, 3dim =3R .  
 

Um vetor qualquer 3R∈),,( zyx  pode ser escrito como  )1,0,0()0,1,0()0,0,1(),,( ⋅+⋅+⋅= zyxzyx  
Assim, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} gera o R3, isto é, .)]1,0,0(),0,1,0(),0,0,1[( 3R=   
Além disso, este conjunto é LI.  
Logo, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base do R3, denominada a base canônica do R3.  
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Espaço Vetorial Base Canônica Dimensão 

R {1} 1 
R2 {(1,0),(0,1)} 2 
R4 {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} 4 

)(22 R×Mat  









































10
00

,
00
10

,
01
00

,
00
01

 
4 

Polinômios com coeficientes reais de 
grau menor ou igual a 2 

},,1{ 2xx  3 

 
Operações com Subespaços Vetoriais 
1. Interseção 

Sejam 21  e SS  subespaços do espaço vetorial real V.  
O conjunto interseção de } e |{  , e 212121 SvSvVvSSSS ∈∈∈=∩ , é também um subespaço 
vetorial de V.  
 
(Sub1) 21 SSV ∩∈0  ? 

VSSV ≤∈ 11  pois ,0 .   
VSSV ≤∈ 22  pois ,0 .   

Assim, 21 SSV ∩∈0 .  
(Sub2) Se 2121  e SSuSSv ∩∈∩∈  então  21 SSuv ∩∈+ ?  

2121  e     SvSvSSv ∈∈∴∩∈   

2121  e     SuSuSSu ∈∈∴∩∈   
Então,  21   e  SuvSuv ∈+∈+ .  
Logo, 21 SSuv ∩∈+ .  

(Sub3) Se R∈∩∈ kSSv   e 21  então  21 SSvk ∩∈⋅ ? 
  e     2121 SvSvSSv ∈∈∴∩∈   

Então, 21   e  SvkSvk ∈⋅∈⋅ .  
Logo, 21 SSvk ∩∈⋅ .  

 
Exemplos: 
1)  Sejam } com ),0,0,{(1 R∈= xxS  e }|),,{(2 zxyzyxS +=∈= 3R .  

}),,( e ),,(|),,{( 2121 SzyxSzyxzyxSS ∈∈∈=∩ 3R .  

Assim, 







+=
=
=

zxy
z
y

0
0

 

Logo, )}0,0,0{(21 =∩ SS .  
Geometricamente, tem-se uma reta e um plano no R3 que se interceptam na origem.  

 
2)  Sejam }3|),,{(1 xyzyxS =∈= 3R  e }032|),,{(2 =+−∈= zyxzyxS 3R .  

}032  e  3|),,{(21 =+−=∈=∩ zyxxyzyxSS 3R .  
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Assim, 




=+−
=+−

032
03
zyx

yx
 









−

−
0312
0013

→ 







−

−
0910
001 3

1

 

Logo, }),,9,3{(21 R∈=∩ zzzzSS , ou seja, }),1,9,3({21 R∈⋅=∩ zzSS .  
Geometricamente, a interseção é representada por uma reta que passa pelos pontos (0,0,0) e    
(3,9,1). 
 

2. Soma 
Sejam 21  e SS  subespaços do espaço vetorial real V.  
O conjunto soma de } e  com ,|{  , e 2211212121 SsSsssvVvSSSS ∈∈+=∈=+ , é também um 
subespaço vetorial de V.  
 
Exemplos: 
1)  Sejam } ),0,0,{(1 R∈= xxS  e }|),,{(2 zxyzyxS +=∈= 3R .  

} e  com ,),,(|),,{( 22112121 SsSssszyxzyxSS ∈∈+=∈=+ 3R .  
Tem-se que, 21 ),,(  e  )0,0,( SzzxxSx ∈+∈ , para quaisquer R∈zx, . 
Mas, 21 )1,1,0()0,1,1(  e  )0,0,1( SzxSx ∈⋅+⋅∈⋅ , para quaisquer R∈zx, . 
Assim, {(1,0,0)} é base do subespaço 1S  e {(1,1,0),(0,1,1)} é uma base do subespaço 2S . 
Então,  (0,1,1)(1,1,0)(1,0,0)),,(  quando  ),,( 32121 ⋅+⋅+⋅=+∈ kkkzyxSSzyx .  

Assim, 







=
=+
=+

zk
ykk
xkk

3

32

21

 

Sistema possível, logo 3R=+ 21 SS . 
 

2)  Sejam }),0,,0,0{( e }0|),,,{( 21 RR 4 ∈==−−∈= zzStyxtzyxS . 
} e  com ,),,,(|),,,{( 22112121 SsSssstzyxtzyxSS ∈∈+=∈=+ 4R .  

Tem-se que, 21 )0,,0,0(  e  ),,,( SzStzyty ∈∈+ , para quaisquer R∈tzy ,, . 
Mas, 21 )0,1,0,0(  e  )1,0,0,1()0,1,0,0()0,0,1,1( SzStzy ∈⋅∈⋅+⋅+⋅ , para quaisquer R∈tzy ,, . 

 (0,0,1,0)(1,0,0,1)(0,0,1,0)(1,1,0,0)),,,(  quando  ),,,( 432121 ⋅+⋅+⋅+⋅=+∈ kkkktzyxSStzyx

Assim, 










=
=+

=
=+

tk
zkk

yk
xkk

3
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1

31

 



















t
z
y
x

0100
1010
0001
0101

→



















−+
−−

xyt
xy

z
x

0000
0100
1010
0101

 

 
Para que o sistema seja possível é necessário que 0=−+ xyt . 
Então, }0|),,,{(21 =−+∈=+ xyttzyxSS 4R .  
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Seja V um espaço vetorial n-dimensional. Se 21  e SS  são subespaços de V então:  
)dim(dimdim)dim( 212121 SSSSSS ∩−+=+ .  

Este resultado é conhecido como Teorema da Dimensão.  
 
3. Soma Direta 

Sejam 21  e SS  subespaços do espaço vetorial real V.  
A soma de 21  e SS  é denominada soma direta quando }{21 VSS 0=∩ .  
Notação: 21 SS ⊕  

 
 
Coordenadas de um Vetor em relação a uma Base Ordenada 
Seja V é um espaço vetorial n-dimensional, qualquer conjunto LI com n vetores é uma base de V. 
Ao se escolher uma base para o espaço vetorial V, está-se adotando um sistema referencial no qual 
pode-se expressar qualquer vetor de V. 
Considere VvvvA n ⊆= },...,,{ 21  uma base, qualquer vetor  Vv∈  pode ser expresso de maneira única 
como combinação linear dos vetores da base A, 

 
nn vkvkvkv ⋅++⋅+⋅= ...2211  

 
onde R∈nkkk ,...,, 21  são as coordenadas do vetor v em relação a base ordenada A.  

Notação:  ),...,,( 21 nA kkkv =  e na forma matricial 



















=

n

A

k

k
k

v
...

][ 2

1

. 

 
Toda vez que a expressão “coordenadas em relação a uma base” é utilizada, uma base ordenada está 
sendo considerada.  

 
Exemplos: O vetor )2,1(=v  pode ser escrito:  
1) Considerando a base canônica do R2. 

)1,0(2)0,1(1)2,1( ⋅+⋅=  ou seja 







=

2
1

][v . 

 
2) Considerando a base )}0,1(),1,1{( −=A . 

)0,1()1,1()2,1( 21 −⋅+⋅= kk  

 Assim, 




=+
=−

20
1

21

21

kk
kk

     

 Logo, 1  e  2 21 == kk . 

Portanto, 







=−⋅+⋅=

1
2

][  e  )0,1(1)1,1(2)2,1( Av . 
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Matriz de Transição de uma Base para uma outra Base 
Que relação existe entre as coordenadas de um vetor no antigo referencial e em um novo referencial? 
Uma matriz permitirá a relação entre estes referenciais, as bases do espaço vetorial. Esta matriz é 
denominada matriz de transição ou matriz mudança de base.  
O desenvolvimento a seguir considera duas bases do R2, no entanto o mesmo raciocínio pode ser 
utilizado para qualquer espaço vetorial V n-dimensional.  
Sejam },{  e  },{ 2121 wwBuuA == bases do R2.  
Para qualquer 2R∈v , tem-se:   

21 ubuav ⋅+⋅=               (1)  

isto é, 







=

b
a

v A][ . 

Como  21  e uu  são vetores do R2, podem ser escritos como combinação linear dos vetores da base B. 





⋅+⋅=
⋅+⋅=

2221122

2211111

wawau
wawau

    (2) 

Substituindo (2) em (1):  
)()( 222112221111 wawabwawaav ⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅=  

2222111211 )()( wabaawabaav ⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅=  
 

Portanto,     e  22211211 abaaabaa ⋅+⋅⋅+⋅ são as coordenadas de v em relação à base B. 
 

Assim,  







⋅+⋅
⋅+⋅

=
2221

1211][
abaa
abaa

v B . 

Podendo ser rescrito como,  .][ 
2221

1211








⋅








=

b
a

aa
aa

v B  

A matriz 








2221

1211

aa
aa

  acima é denotada por A
BI ][  sendo denominada a matriz de transição da base A 

para a base B.  
As colunas da  matriz A

BI ][   são as coordenadas dos vetores da base A em relação à base B.  
Obtém-se a equação matricial, .][][][ A

A
BB vIv ⋅=  

Analogamente,  ][][][ B
B
AA vIv ⋅= para mudança da base B para a base A. 

Observe que, .][][][ A
A
BB vIv ⋅=  

Como, B
B
AA vIv ][][][ ⋅= . 

Tem-se que, .][][][][ B
B
A

A
BB vIIv ⋅⋅=          

Como, .][][ BnB vIv ⋅=  
Então, .][][ B

A
A
Bn III ⋅=          

Logo, .)]([][ 1−= B
A

A
B II  
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Exercícios 
1) Verifique se R2  é um espaço vetorial, para as operações definidas abaixo.  

a) 
),(),(

),(),(),(
kykxyxk

tyzxtzyx
−−=⋅

−−=+
 

 

b) 
)0,(),(

),(),(),(
kxyxk

tyzxtzyx
=⋅

++=+
 

 

c) 
)2,2(),(

),(),(),(
kykxyxk

tyzxtzyx
=⋅

++=+
 

 

d) 
),(),(

)0,0(),(),(
kykxyxk

tzyx
=⋅

=+
 

 

e) 
),(),(

),(),(),(
kykxyxk

ytxztzyx
=⋅

=+
 

 

f) 
),(),(

)1,1(),(),(
kykxyxk

tyzxtzyx
=⋅

++++=+
 

 

g) 
),(),(

),(),(),(
ykxyxk

tyzxtzyx
=⋅

++=+
 

 
2) Considere o conjunto  )(RFun  de todas as funções  : RR →f . Definem-se duas operações 

binárias  )()()(: RRR FunFunFun →×+  tal que )()())(( xgxfxgf +=+ e               
 )()(: RRR FunFun →×⋅  tal que )())(( xfkxfk ⋅=⋅ . 

Estas operações definem um espaço vetorial?  
 
3) Verifique se os seguintes subconjuntos são subespaços de R3.  

a) }3|),,{( =∈= zzyxS 3R  
b) }|),,{( 2 yxzyxS =∈= 3R  
c) }2|),,{( yxzyxS =∈= 3R  
d) }0|),,{( >∈= xzyxS 3R  
e) }|),,{( zxyzyxS +=∈= 3R  
f) }),,,0{( R∈= yyyS  

 

4) Verifique se o conjunto solução do  sistema  







=−−
=−+

=+−

12
042

2

zyx
zyx

zyx
 é um subespaço vetorial de R3.  

 
5) Escreva )2,1( −=u  como combinação linear de )3,0(  e  )2,1( . 

 
6) O vetor )0,1,2(−=v  pode ser escrito como combinação linear dos vetores (1,2,0) e (0,1,0)? 
 

7) Escreva 1)( 2 −+= xxxp  como combinação linear  de 
3
42)(  e  2)( 22 −=−= xxrxxxq . 
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8) O conjunto )}1,3(),1,0(),2,1{(−  gera o R2? 
 
9) Determine a equação do plano gerado pelos vetores )2,5,2( e )2,1,0(),0,2,1( −− .     
 
10) Verifique se os conjuntos abaixo são LI ou LD. 

a) )}5,2,3(),5,3,1(),0,0,1{(  
b) )}1,0,3(),3,2,1(),1,0,0(),1,2,1{( −−  
c) )}1,2(),5,3(),2,1{(  
d) )}2,0,0(),3,1,0(),2,0,1{( −  
e) )}1,1,1,1(),0,1,1,1(),0,0,1,1(),0,0,0,1{(  

 
11) Mostre que se Vwvu ⊆},,{  é LI então },,{ wvwuvu +++  também é um conjunto LI.  
 
12) Complete com V(erdadeiro)  ou F(also).  

(   )  [(1,2,0),(2,4,0) ] é um plano no  R3  que passa pela origem.  
(   )  [(1,2,0),(2,3,0) ] é um plano no  R3  que passa pela origem.  
(   ) Vvvv n ⊆},...,,{ 21  é LD quando pelo menos um destes vetores é combinação linear dos demais.     
(   )  )}1,1,1(),2,1,0(),3,2,1{( −− gera o R3.  
(   )  O conjunto {(1,2,3),(0,0,0),(2,3,5)} é LI. 
(   )  Se Vvvv n ⊆},...,,{ 21  é LI então qualquer um dos seus subconjuntos também é LI.  
(   )  Se  todo subconjunto próprio de Vvvv n ⊆},...,,{ 21  é LI  então },...,,{ 21 nvvv é LI. 
(   ) [(1,2)] possui somente duas bases {(1,2)} e {(2,4)}.  
(   ) {(1,0,4),(7,8,0)} é base de [(1,0,4),(7,8,0)].  
(   ) Todo conjunto LI de vetores é uma base de seu subespaço gerado.  
(   ) {(3,5),(0,0)} é base do R2.  
(   ){(2,3),(4,5),(7,9)} gera o R2 então {(2,3),(4,5)}, {(2,3),(7,9)} e {(4,5),(7,9)} são bases do R2.  
(   ) Se 3R=],,,[ 4321 vvvv  então quaisquer três vetores deste conjunto formam uma base do R3.  
(   ) Um conjunto com três vetores do R3 é base do R3.  
(   ) Um conjunto com mais do que três vetores do R3 não será uma base do R3. 
(   ) )}3,1,2(),3,2,1{( −  é base do R2.  
(   ) Qualquer base de um espaço vetorial tem sempre o mesmo número de elementos.  
(   ) )},(),3,2{( yx  é base do R2 quando )]3,2[(),( ∉yx . 
(   ) Sejam V um espaço vetorial n-dimensional e o conjunto Vvvv n ⊆− },...,,{ 121  LI.  
      Então },,...,,{ 121 vvvv n−  é base de V qualquer que seja o vetor Vv∈ . 
(   ) Se nV =dim  então qualquer conjunto LI com n vetores é uma base de V. 
(   ) {(0,1,2),(1,0,1)} gera R2 . 
(   ) Todo conjunto gerador de um espaço vetorial V é uma base para V. 
(   ) Se )]4,1,1(),3,1,2(),1,0,1[( −=S  então .3dim =S   
  

13) Para que valores de k os vetores )3,2,0,1( e )0,1,2,0(),1,,1,0(),,0,2,1( kkk −  geram um espaço 
tridimensional ?  

 
14) Determine uma base e a dimensão dos seguintes subespaços de R3. 

a)   } e 2|),,{( yzyxzyx ==∈ 3R  
b) }02|),,{( =−+∈ zyxzyx 3R  
c) }0 e 0|),,{( =+=∈ zxyzyx 3R  
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15) Encontre uma base e a dimensão para o conjunto solução do sistema  







=+++
=+++
=−−+

0232
042
022

tzyx
tzyx
tzyx

. 

16) Mostre que a soma de subespaços é também um subespaço.  
 
17) Determine o subespaço interseção e o subespaço soma para os casos abaixo, indicando quando a 

soma é direta.  
a) }03|),,{(  e  }02|),,{( 21 =+∈==+−∈= yxzyxSzyxzyxS 33 RR  
b) }0|),,{(  e  }|),,{( 21 =++∈==∈= zyxzyxSyxzyxS 33 RR  

 
19) Sejam }0|),,{(1 =∈= yzyxS 3R  e )].1,1,3(),0,2,1[(2 −=S  Determine 21 SS ∩  e 21 SS + , indicando 

uma base e a dimensão  em cada um dos casos.  
 
20) Seja )3,2,1(=v  e a base )}6,1,2(),5,7,1(),3,0,1{( −−=A . Indique Av][ . 
 
21) Considere )}1,2,0(),3,2,0(),1,1,1{( −=A  uma base para o R3. Encontre as coordenadas de 

)2,5,3( −=v  em relação a esta base.  
 
22) Seja )}1,0,0(),3,2,0(),1,1,1{( −−=A  e )3,0,2()( −=Av . Determine v. 
 

23) Sendo )}0,2(),1,3{( −−=A  uma base para o R2 e 







=

5
1

][ Av . Encontre: 

a) As coordenadas de v na base canônica.  
b) As coordenadas de v na base )}5,1(),1,2{(=B . 
 

24) Encontre as coordenadas do vetor  )(
30
21

 22 R×∈







= Matv em  relação à base 




















−








−












=

00
30

,
21

00
,

01
10

,
12
21

B . 

 
25) Dadas as bases do R3, )}.1,0,1(),1,2,0(),1,0,0{(  e  )}2,0,0(),0,1,0(),2,0,1{( −−=−= BA  

a) Determine  A
BI ][ .   

b) Considere 














−
=

3
2
1

][ Av . Calcule Bv][ . 

 
26) Considere as bases )}.7,3,2(),4,6,2(),0,6,6{(  e  )}1,6,1(),1,2,3(),3,0,3{( −−−−−−=−−−−= BA  
    a) Achar a matriz mudança de base de B para A. 

b) Dado )5,8,5( −−=v , calcule Av][ . 
 

27) Seja 







−
−

=
30
21

][ A
BI  e )}.0,2(),2,1{( −=B Determine a base A.  
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28) Seja 
1 2
0 3






 a matriz mudança de base de B para A. Determinar a base A, sabendo que 

)}.1,0(),1,1{( −=B  
 

29) Sabendo que },{ e },{ 2121 wwBuuA ==  são bases do R2 tais que: 






−
=

0
1

][ Av ,  211 uuw −=  e 

212 32 uuw ⋅−⋅= , determine Bv][ . 
 
30) Considere )}1,0,0(),0,1,1(),0,1,1{(  e  )}1,2,0(),3,2,0(),1,1,1{( −=−= BA . Determine as matrizes 

mudança de base. 
 
 
Respostas 
1) Nenhum é espaço vetorial.  
3) a)b)d) Não 
    c)e)f) Sim 
4) Não 
5) )3,0()()2,1(1)2,1( 3

4 ⋅−+⋅=−  

20) 
















−
=

2
0
5

][ Av  

21) )2,1,3()( −=Av  
6) Sim, 5 e 2 21 =−= kk  
7) )()()()( 4

3
2
1 xrxqxp ⋅+⋅−=  

9) 024 =−+ zyx  
10) a)d)e) LI 
      b)c) LD   

 
22)   )5,2,2( −−=v  

23) a) 







−

=
1
7

][v    b) 







−

=
1
4

][ Bv  

 
12) F,V,V,F,F,V,F,F,V,V, 
      F,V,F,F,V,F,V,V,F,V, 
      F,F,F 
 

24) 



















−
−

=

3
1

1
1
1

][ Bv  

13) 2
3 ou 1 −== kk  

14) a) base : 1dim e )}1,1,2{( =   
      b) base : 2dim e )}1,0,1(),0,1,2{( =−  
      c) base : 1dim e }1,0,1{( =  

25) a) 
















−
−=

001
00
21

][ 2
1
2
1

A
BI  b) 
















−=

1
1
6

][ Bv  

15) base :  )}1,,0,(),0,0,1,2{( 5
3

5
1 −−−    

      2dim =  26) a)
















−−−
−−=

12
1

6
5

2
3

4
5

2
1

2
3

9
17

9
80

][ B
AI  b) 















−
=

2
1
2
5
3
2

][ Av  

18) a) }),5,,3{(21 R∈−=∩ yyyySS  
           3R=+ 21 SS  
       b) }),2,,{(21 R∈−=∩ yyyySS  
            3R=+ 21 SS  
       Nenhum é soma direta. 

27) )}4,8(),2,1{( −−=A   
28) )}1,(),1,1{( 3

2−−=A  

29) 






−
=

1
3

][ Bv  

19) }),,0,{( 2
7

21 R∈=∩ zzzSS  
      base : 1dim e )}2,0,7{( =    
      3R=+ 21 SS  
      base :  3dim e )}1,0,0(),0,1,0(),0,0,1{( =  

30) 
















−
−−=

131
110
111

][ A
BI  e 

















−−
−−=

4
1

2
1

4
1

4
1

2
1

4
1

011
][ B

AI  
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Apêndice B – Teoremas 
 
Teo1. O elemento neutro é único. 
Demonstração por Redução ao Absurdo (RAA) 

Supondo que o elemento neutro não é único, isto é, existem ''   ,, VVVV V 0000 ≠∈  ambos 
elementos neutros. 

VVV 000  ' =+   por EV3, '
V0  é elemento neutro à direita.  

''  VVV 000 =+   por EV3, V0  é elemento neutro à esquerda.  
Então, '

VV 00 = . Contradição. 
Logo, só existe um elemento neutro para a operação de adição em V .  

 
Teo2. (Lei do Corte ou Lei do Cancelamento) 

Para quaisquer Vwuv ∈,, , se wvuv +=+  então wu = .     
dem.: Por hipótese, wvuv +=+ .  

Pelo axioma EV4, )()()()( wvvuvv ++−=++− .  
Por EV1, wvvuvv ++−=++− ))(())(( .  
Por EV4, wu VV +=+ 00 .  
Por EV3,  wu = .  

 
Teo3. O elemento simétrico é único.  

 
Teo4. Para quaisquer Vuv ∈, , se vuv =+  então Vu 0= .  
dem.: Por hipótese, vuv =+ .  

Pelo axioma EV3, vv V =+ 0 .  
Assim, Vvuv 0+=+ .  
Pela Lei do Corte, Vu 0= .  

 
Teo5. Para quaisquer Vuv ∈, , se Vuv 0=+  então vu −= .  
 
Teo6. Para todo Vv∈ , Vv 0=⋅0 .  
dem.: Considere o vetor Vvv ∈⋅+ 0 .  

  0 =⋅+ vv    por EV8. 
  01 =⋅+⋅ vv  por EV6.              

  )01( =⋅+ v   0 é o elemento neutro da adição em R. 
  1 =⋅ v   por EV8. 

    =v   por EV3. 
  Vv 0+   

Assim, Vvvv 0+=⋅+ 0 . 
Pela Lei do Corte, Vv 0=⋅0 . 

 
Teo7. Para todo R ∈k , VVk 00 =⋅  . 
dem.: Considere o vetor Vkk VV ∈⋅+⋅ 00 .  

=⋅+⋅ VV kk 00     por EV6.  
=+⋅ )( VVk 00   por EV3. 

  =⋅ Vk 0     por EV3. 
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    VVk 00 +⋅   
Assim, VVVV kkk 0000 +⋅=⋅+⋅ . 
Pela Lei do Corte, VVk 00 =⋅ . 

 
Teo8. Para todo  , VvVv 0≠∈ e para todo 0, ≠∈ kk R , Vvk 0≠⋅ .    
dem.: (RAA) Supondo que VV vkkv 00    e  0  , =⋅≠≠     

=v    por EV8. 
=⋅ v1   por hipótese e pela existência de elemento inverso em R. 

=⋅





 vk

k
1   por EV5. 

=⋅⋅ )(1 vk
k

  por hipótese.  

=⋅ Vk
01   pela Teo5. 

V0  
Assim, Vv 0= . Contradição.  
Logo, Vvk 0≠⋅ . 

   
Corolário8. Para todo  Vv∈ e para todo R∈k , se Vvk 0=⋅  então Vvk 0==   ou  0 .    
 
Teo9. Para todo Vv∈ , vv −=⋅− )1( .     
dem.: Considere o vetor Vvv ∈⋅−+ )1( .  

  )1( =⋅−+ vv    por EV8. 
  )1(1 =⋅−+⋅ vv  por EV6.              

  ))1(1( =⋅−+ v  0 é o elemento neutro da adição em R. 
  0 =⋅ v   por EV8. 

  V0   
Assim, Vvv 0=⋅−+ )1( . 
Então, )()1( vvvv −+=⋅−+  
Pela Lei do Corte, vv −=⋅− )1( . 

 
Teo10. Para todo }0{ para todo  e  −∈∈ NnVv , vvvvn +++=⋅ ...  (soma com n parcelas).  
Demonstração usando indução em n. 

Base: Para 1=k .  
 Por EV8, vv =⋅1 .  

Passo: (Hipótese de Indução) Supor que vale a igualdade para 1, >∈ kk N , isto é, 
4434421

parcelas  

...  
k

vvvvk +++=⋅ .  

Vale a igualdade para 1+k ?  
=⋅+ vk )1(     por EV6. 

=⋅+⋅ vvk 1   por EV8.  
 

=+⋅ vvk    por hipótese de indução.    
=++++ vvvv

k
44 344 21

parcelas  

)...(   por EV1.  

  ...
parcelas  )1(

4434421
+

+++
k

vvv  
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Assim, 4434421
parcelas  )1(

...)1(
+

+++=⋅+
k

vvvvk .  

Logo, vale a igualdade para todo }.0{−∈Nn         
 
Teo11. Todo subespaço vetorial é um espaço vetorial.  

 
Teo12. Se Vvvv r ⊆},...,,{ 21  então ],...,,[ 21 rvvv  é um subespaço vetorial de V. 
 
Teo13. Sejam Vvvv r ⊆},...,,{ 21  e Vv∈ . Se v é uma combinação linear dos vetores rvvv ,...,, 21  então 

],...,,[],,...,,[ 2121 rr vvvvvvv = .  
dem.: ],...,,[],,...,,[  )( 2121 rr vvvvvvv ⊆⊆  ?  

rr vkvkv ⋅++⋅= ...11   com R∈rkk ,...,1 .   (1) 
Seja ],,...,[ 1 vvvu r∈  qualquer.  
Então vlvlvlu rrr ⋅+⋅++⋅= +111 ...   com R∈+11 ,..., rll . (2) 
Substituindo (1) em (2),    

=⋅++⋅⋅+⋅++⋅= + )...(... 11111 rrrrr vkvklvlvlu    por EV7. 
=⋅⋅++⋅⋅+⋅++⋅= ++ ))(...)((... 111111 rrrrrr vklvklvlvl   por EV5 e EV1 

=⋅++⋅+⋅++⋅= ++ rrrrrr vklvklvlvl )(...)(... 111111   por EV2 
=⋅+⋅++⋅+⋅= ++ rrrrrr vklvlvklvl )(...)( 111111    por EV6 

=⋅+++⋅+= ++ rrrrr vkllvkll )(...)( 11111  pelo fechamento da multiplicação e 
da adição em R. 

rr vmvm ⋅++⋅= ...11   com R∈+11 ,..., rmm .  
Assim, rr vmvmu ⋅++⋅= ...11   com R∈+11 ,..., rmm .  
Logo, ],...,[ 1 rvvu∈ .  

],,...,,[],...,,[  )( 2121 vvvvvvv rr ⊆⊇   (exercício) 
  

Teo14. Sejam Vvvv r ⊆},...,,{ 21  e Vuuu s ⊆},...,,{ 21 . ],...,,[],...,,[ 2121 sr uuuvvv =  se e somente se 
cada um dos vetores do conjunto },...,,{ 21 rvvv  é uma combinação linear dos vetores  

suuu ,...,, 21  e cada um dos vetores do conjunto },...,,{ 21 suuu  é uma combinação linear dos 
vetores rvvv ,...,, 21 . 

 
Teo15. Seja VvVv 0≠∈ , , }{v  é linearmente independente.  
 
Teo16. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . Se Viv 0=  , para algum ri ,...,1=   então },...,,{ 21 rvvv  é linearmente 

dependente. 
dem.: VrrVi vkkvk 00 =⋅++⋅++⋅ ......11  

Para qualquer VVii kk 00R =⋅∈   , .  
Logo, o conjunto },...,,{ 21 rvvv  é LD. 

 
Teo17. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . O conjunto },...,,{ 21 rvvv  é linearmente dependente se e somente se 

pelo menos um destes vetores é combinação linear dos demais.   
dem.: )(→  Considere },...,,{ 21 rvvv  linearmente dependente.   

Vrrii vkvkvkvk 0=⋅++⋅++⋅+⋅ ......2211  
Então existe um 0  , ≠∈ ii kk R ,  com ],1[ ri∈ . 
Pelo EV4 e o Teo7,    
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rriiiiii vkvkvkvkvk ⋅++⋅+⋅++⋅=⋅− ++−− ......)( 111111  

Multiplicando ambos os lados da igualdade por R∈







−

ik
1 ,  

)......(1))((1
111111 rriiii

i
ii

i

vkvkvkvk
k

vk
k

⋅++⋅+⋅++⋅⋅







−=⋅−⋅








− ++−−  

Por  EV5, EV7 e propriedades em R,  

)(1...)(1)(1...)(1)(
111111 rr

i
ii

i
ii

ii
i

i

i vk
k

vk
k

vk
k

vk
k

v
k
k

⋅⋅







−++⋅⋅








−+⋅⋅








−++⋅⋅








−=⋅







 −
− ++−−  

Por EV5,  

)(1...)(1)(1...)(11 111111 rr
i

ii
i

ii
ii

i vk
k

vk
k

vk
k

vk
k

v ⋅⋅







−++⋅⋅








−+⋅⋅








−++⋅⋅








−=⋅ ++−−  

Por EV8 e propriedades em R, 

r
i

r
i

i

i
i

i

i

i
i v

k
k

v
k

k
v

k
k

v
k
k

v ⋅







−++⋅








−+⋅








−++⋅








−= +

+
−

− ...... 1
1

1
1

1
1  

Assim, rriiiii vmvmvmvmv ⋅++⋅+⋅++⋅= ++−− ...... 111111  
Logo,  iv , com ],1[ ri∈ , é combinação linear dos demais vetores.     

 
)(←  Seja o vetor },...,,{ 21 ri vvvv ∈  tal que rriiiii vkvkvkvkv ⋅++⋅+⋅++⋅= ++−− ...... 111111 . 

Vrriiiii vkvkvvkvk 0=⋅++⋅+⋅−+⋅++⋅ ++−− ...)1(... 111111 . 
Então, 0)1( ≠−=ik .  
Logo, },...,,{ 21 rvvv  é linearmente dependente.   

 
Corolário17. Sejam Vvvv r ⊆},...,,{ 21  e  Vv∈ . Se },...,,{ 21 rvvv  é linearmente independente e 

},,...,,{ 21 vvvv r  é linearmente dependente então v é uma combinação linear dos vetores 

rvvv ,...,, 21 .         
dem.: },,...,,{ 21 vvvv r  é LD.  

Pelo Teo17, pelo menos um destes vetores é combinação linear dos demais.  
Mas, },...,,{ 21 rvvv  é LI.   
Logo, este vetor é o vetor v. 

 
Teo18. Seja VvvvS r ⊆⊂ },...,,{ 21 tal que ∅≠S .  Se S é linearmente dependente então },...,,{ 21 rvvv  

é linearmente dependente. 
dem.: Seja },...,,{ 21 rvvvS ⊆  qualquer. 

},...,{
1 pSS vvS =    com },...,{ 1 rS vvv

i
∈    para todo pi ,...,1= .  

S é LD. 
Pela Teo17, existe Sv

jS ∈  que é combinação linear dos demais vetores de S. 

Mas, },...,{ 1 rS vvSv
j

⊆∈ .  

Então, },...,{ 1 rS vvv
j
∈  que é combinação linear destes vetores.  

Logo, },...,,{ 21 rvvv  é LD.  
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Teo19. Sejam Vvvv r ⊆},...,,{ 21  um conjunto linearmente independente e R∈rr llkk ,...,,,..., 11 .  
Se rrrr vlvlvkvk ⋅++⋅=⋅++⋅ ...... 1111  então ii lk = ,  para todo ri ,...,1= .        
 

Corolário19. Seja Vvvv n ⊆},...,,{ 21 . Se },...,,{ 21 nvvv  é uma base de V então todo vetor Vv∈  pode 
ser escrito de forma única como combinação linear dos vetores  nvvv ,...,, 21   da base.   

 
Teo20. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . O conjunto },...,,{ 21 rvvv  é linearmente independente se e somente se 

nenhum destes vetores é combinação linear dos demais.   
 
Corolário20a. Seja Vuv ⊆},{ . O conjunto },{ uv  é linearmente independente se e somente se um vetor 

não é múltiplo escalar do outro.     
 
Corolário20b. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21  um conjunto linearmente independente e Vv∈ .  

Se  ],...,,[ 21 rvvvv∉ então  },,...,,{ 21 vvvv r  é um conjunto linearmente independente.  
 
 Teo21. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . Se },...,,{ 21 rvvv  é linearmente independente então qualquer um de 

seus subconjuntos é linearmente independente.        
 

Teo22. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . Se Vvvv r =],...,,[ 21  então existe uma base A de V  tal que 
},...,,{ 21 rvvvA⊆ .  

dem.: Se },...,,{ 21 rvvv  é LI então },...,,{ 21 rvvvA =  é uma base de V. 
Se },...,,{ 21 rvvv é LD, 
Então, pelo Teo17, existe },...,,{ 21 ri vvvv ∈ , com ],1[ ri∈ , tal que:  ],...,,[ 21 ri vvvv ∈ .  
Pelo Teo13, ],...,,[ ],...,,...,[ 21111 rrii vvvvvvv =+− .  
Como, por hipótese,  Vvvv r =],...,,[ 21 .  
Assim, Vvvvv rii =+−  ],...,,...,[ 111 .     
Se },...,,...,{ 111 rii vvvv +−  é LI então },...,,...,{ 111 rii vvvvA +−=  é uma base de V.  
Caso contrário este processo continua até a obtenção de um certo conjunto },...,,{ 21 rvvvA⊆  LI 
e tal que VA =][ .  
Assim, A é uma base do espaço vetorial V. 

   
Corolário22a. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . Se },...,,{ 21 rvvv  gera o espaço vetorial V então qualquer 

conjunto de vetores de  V  com mais do que r elementos é linearmente dependente. 
 

Corolário22b. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . 
Se },...,,{ 21 rvvv  gera V então qualquer conjunto de vetores de  V  linearmente 
independente tem no máximo r elementos. 

 
Teo23. Seja Vvvv r ⊆},...,,{ 21 . Se },...,,{ 21 rvvv  é linearmente independente então pode-se estender o 

conjunto },...,,{ 21 rvvv  a um conjunto B  base de V. 
dem.: Se Vvvv r =],...,,[ 21  então  },...,,{ 21 rvvvB =  é uma base de V. 

Se Vvvv r ⊂],...,,[ 21 ,  
Então,  seja Vv∈  tal que ],...,,[ 21 rvvvv∉ . 
Pelo Corol20b, },,...,,{ 21 vvvv r  é LI. 
Se Vvvvv r =],,...,,[ 21  então },,...,,{ 21 vvvvB r=  é uma base de V. 
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Caso contrário este processo continua até a obtenção de um certo conjunto B  tal que 
Bvvv r ⊆},...,,{ 21 ,  B é  LI  e  VB =][ .  

Assim, B é uma base do espaço vetorial V. 
 
Teo24. Sejam nV =dim  e Vvvv n ⊆},...,,{ 21 . O conjunto },...,,{ 21 nvvv  é uma base de V  se  é 

linearmente independente ou se gera o espaço vetorial V. 
    
Teo25. Seja },...,,{ 21 nvvv  uma base do espaço vetorial V  e Vuuu m ⊆},...,,{ 21 .  

i)  Se nm >  então o conjunto },...,,{ 21 muuu  é linearmente dependente.   
ii) Se nm <  então o conjunto },...,,{ 21 muuu  não gera o espaço vetorial V.   
 

Teo26. Todas as bases de um espaço vetorial possuem o mesmo número de vetores.  
 
Teo27. Para quaisquer subespaços vetoriais US   e   de V,  ∅≠∩US  e ∅≠+US .  
dem.: SVS V ∈∴≤ 0 . 

UVU V ∈∴≤ 0 . 
Assim, USV ∩∈0  e USVVV +∈=+ 000 . 
Logo, ∅≠∩US  e ∅≠+US . 

 
Teo28. Para quaisquer subespaços vetoriais US   e   de V,   US ∩ é um subespaços vetorial de V. 
 
Teo29. Para quaisquer subespaços vetoriais US   e   de V, US +  é um subespaço vetorial de V. 
 
Teo30. Seja  S é um subespaço vetorial de V  tal que }{ VS 0≠ . Então VS dimdim ≤ .   
 
Teo31. Se V é a soma direta dos subespaços vetoriais US   e   então todo vetor Vv∈  é escrito de 

maneira única na forma usv += , com UuSs ∈∈   e  .    
dem.: (escrita) 

Como USV +=  
Então, para todo usvVv +=∈ ,  para algum UuSs ∈∈   e  .   

(unicidade) (RAA) 
Supondo que existam '  e  ',', uU,uu,u'ssSss ≠∈≠∈  tais que usv +=  e '' usv += .  
Assim, '' usus +=+ .       
Pelas propriedades do EV, )(')'( uuss −+=−+ . 
Como SssVS ∈−+≤ )'(  , , e, analogamente, como UuuVU ∈−+≤ )('  , . 
Assim, USuuUSss ∩∈−+∩∈−+ )('  e  )'( .   
Por hipótese,  }{ VUS 0=∩ .  
Então, VV uuss 00 =−+=−+ )('  e )'( . 
Assim, uuss == '  e  ' . Contradição. 
Logo, vale a unicidade.   
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Teo32. (Teorema da Dimensão) 

Se US   e   são subespaços vetoriais de V  então )dim(dimdim)dim( USUSUS ∩−+=+ .  
dem.: Seja },...,,{ 21 rvvv  uma base do subespaço interseção US ∩ . 

Pelo Teo23, },...,,,,...,,{ 2121 sr wwwvvv  é uma base do subespaço S.   
Analogamente, },...,,,,...,,{ 2121 tr uuuvvv  é uma base do subespaço U. 
O subespaço soma US +  é gerado pelo conjunto },...,,,...,,,...,{ 111 tsr uuwwvv , isto é, 

],...,,,...,,,...,[ 111 tsr uuwwvvUS =+ .  
Seja Vttssrr umumwlwlvkvk 0=⋅++⋅+⋅++⋅+⋅++⋅ ......... 111111  (1)  
Mas, ssrrtt wlwlvkvkumum ⋅++⋅+⋅++⋅=⋅++⋅− ......)...( 111111  
Assim, Sumum tt ∈⋅++⋅ ...11  
Mas, Uumum tt ∈⋅++⋅ ...11  
Assim, rrtt vpvpumum ⋅++⋅=⋅++⋅ ...... 1111 , para certos R∈rppp ,...,, 21 .  
Como },...,,,,...,,{ 2121 tr uuuvvv  é uma base. 
Então,  0...21 ==== tmmm . 
Substituindo em (1): Vssrr wlwlvkvk 0=⋅++⋅+⋅++⋅ ...... 1111  
Como },...,,,,...,,{ 2121 sr wwwvvv  é uma base.  
Tem-se, 0...... 11 ====== sr llkk .   
Então, },...,,,...,,,...,{ 111 tsr uuwwvv é LI.  
Logo, },...,,,...,,,...,{ 111 tsr uuwwvv é uma base para o subespaço soma US + .  
Assim, )dim()dim()()()(dimdim USUStsrrtrsrUS ++∩=+++=+++=+ . 
Logo, )dim(dimdim)dim( USUSUS ∩−+=+ . 

 
Corolário32. Seja S é um subespaço vetorial de V. Se VS dimdim =  então VS = .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


