ESPACO VETORIAL REAL DE DIMENSAO FINITA

Definicao
Sejam um conjunto ndo vazio ¥, o conjunto dos nimeros reais R e duas operacdes binarias, adi¢do e

multiplicag@o por escalar.
+:VxV >V < RxV >V

(v,u) > v+u (k,v)y—> k-v

J ¢ um Espago Vetorial sobre R, ou Espaco Vetorial Real ou um R-espago vetorial, com estas
operagoes se as propriedades abaixo, chamadas axiomas do espago vetorial, forem satisfeitas:

EV1. (Associativa) Para quaisquer v,u,weV , (v+u)+w=v+(u+w).

EV2. (Comutativa) Paratodo v,uelV , v+u=u+v.

EV3. (Elemento Neutro) Existe e}V tal que paratodo velV , e+v=v+e=v.
Notacdo: e=0,

EV4. (Elemento Simétrico) Para todo vel , existe v'elV talque v+v'=v'+v=0,.
Notagdo: v'=—-v
Assim, v+ (—u)=v—u

EVS. Para quaisquer k,,k, eReparatodo veV , k, -(k, -v)=(kk,)-v.

EV6. Para quaisquer k,,k, eReparatodo velV , (k, +k,)-v=(k -v)+(k, V).

EV7.Paratodo k € Re para quaisquer viueV , k-(v+u)=(k-v)+(k-u).

EVS8. Paratodo velV ,1-v=v.

Os elementos de um espaco vetorial s3o denominados vetores e os numeros reais de escalares.

Exemplos :
1) R’ com as operacoes:
(X, »)+(z,t)=(x+2z,y+1)
k -(x,y) :(kkay)
E um espago vetorial pois os oito axiomas acima sdo verificados, cabe lembrar que o elemento
neutro da adi¢do 0, € o par ordenado (0,0).

2) R” com as operagdes:
(xlaxza'“)xn)+(y13y25"'3yn)=(x1 +yl"x2 +y2"""xn +yn)
k-(x;,%y50,x,)=(kx,, kx,,...kx,)

3) O conjunto das matrizes reais de ordem m x n, com as operagdes usuais ¢ um espago vetorial, tal
que o elemento neutro da adi¢do ¢ a matriz nula.

4) O conjunto dos polindmios, com coeficientes reais, de grau menor ou igual a n, com as operagdes
abaixo:

p(x)+qg(x)=(a, +b,)x" +..+(a, +b)x+(a, +b,)
k-p(x)=ka,x" +...+ ka,x +ka,
onde p(x)=a,x" +..+ax+a,e q(x)=bx" +..+bx+b,.

E um espaco vetorial, onde o elemento neutro da adi¢io 0, ¢ o polinomio Ox" +...+0x+0.

41



5) R? com as operagdes abaixo nio ¢ um espaco vetorial.

(x,y)+(z,t)=(x+z,0)
k- (x,y) :(kkay)

Nao possui elemento neutro, pois:

Seja 0, =(e,,e,) talque (x,y)+(e,e,)=(x,y).

Mas, (x,y)+(e;,e,)=(x+¢,,0).

Assim, (x,y)=(x+e¢,,0).

Portanto, paratodo yeR,y=0.

Logo, ndo existe elemento neutro.

Subespaco Vetorial

Um subespaco vetorial de V¢ um subconjunto ndo vazio S < V' com as seguintes propriedades:

Subl. 0, € S.

Sub2. Fechamento de S em relagdo a operagdo de Adigao.
SeueSeveSentdo u+ves.

Sub3. Fechamento de S em relagdo a operacdo de Multiplicagdo por Escalar
SeueSekeRentdo k-ues.

Notagdo: SV .

Exemplos:

1) §={(x,0,0),x €R} éum subespaco vetorial do R com as operagdes de adigdo e multiplicagdo por
escalar usuais.
Um vetor u pertence ao subespago S quando possui a 2’ e 3’ coordenadas iguais a zero.
Verificando as propriedades de subespacgo.

1.0, €S? Sim, (0,0,0)€S.

2.SeueSeveSentiou+veS?
Sejam u =(x,,0,0)eSev=(x,,0,00€S.
Entdo u +v=(x, +x,,0,0)eS.
Logo, S ¢ fechado sob a operagdo de adi¢do de vetores.

3.SeueSekeRentio k-uessS?
Seja u=(x,,0,0)eS.
Entdo k-u=(kx,,0,0)eS.
Logo, S ¢ fechado sob a operacdo de multiplicagdo por escalar.
O subespago S poderia ser descrito ainda por {(x,y,z)eR*|y=0ez=0}.

2) O conjunto S ={(x,y,z)eR*|x=0¢ y >z} nio é um subespaco vetorial do R* com as operagdes
usuais.

1. 0, €S?Sim, (0,0,0) satisfaz as condi¢des x=0e y>z.

2.SeueSeveSentio u+veS?
Sejam u=(0,y,z)eSev=(0,t,r)eS,com y>zet>r.
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Entdo u+v=(0,y+t,z+r)eS,comy+t>z+r.

3.SeueSekeRentio k-uesS?
N3ao. (Contra-exemplo)
Sejam (0,4,-1)e Se—2€eR.
(-2)-(0,4,-1)=(0,-8,2) ¢ S, pois —8<2.

3) S={(x,y,z) eR*®|x=y+1} ndo é um subespaco do R?, pois (0,0,0) &S .

O fato do vetor 0, pertencer ao conjunto S ndo implica que este seja um subespaco.
Todo espago vetorial V" admite pelo menos dois subespacos: o proprio espago V e o conjunto {0, },

chamado subespago nulo. Estes dois subespagos sdo denominados subespacos triviais de V e os
demais subespacos proprios de V.

Combinacao Linear
Sejam os vetores v,,v,,...,v, €V . Um vetor wel  estd escrito como combinagdo linear dos vetores

Vi, V,,...,v, quando existem k,,k,,...k, R taisque w=k, v, +k, v, +..+k, -v, .

Exemplos:
I)O wvetor (-1,-1) ¢é uma combinagdo linear dos vetores (1,2)e (3,5), pois:
(_19_1) =2 (172) + (_1) : (375)

2) O vetor (1,2,3)ndo pode ser escrito como combinagao linear dos vetores (1,0,0) e (0,0,1), pois:
k, -(1,0,0) + &, - (0,0,1) = (1,2,3) (*)
(k,,0,0) +(0,0,k,) =(1,2,3)
(k,,0,k,)=(1,2,3)

k, =1
Assim, <0=2
k,=3

O sistema ¢ impossivel.
Logo ndo existem valores reais para k, e k, que satisfacam a igualdade (*).

3) Determinando a “lei” que define (todos) os vetores que podem ser escritos como combinagao linear
de (1,0,0)e(0,0,1).
k, -(1,0,0) + k&, - (0,0,1) = (x, y,2)
(k,,0,0) +(0,0,k,) = (x, y,2)
(k,,0,k,) =(x,,2)

k,=x
Assim, {0=y
k,=z

O sistema ¢ possivel quando y =0 e para quaisquer x,z € R.

Assim, {(x,y,z)eR*|y =0} é o conjunto de todos os vetores escritos como combinacio linear de
(1,0,0)e (0,0,1).
Geometricamente, trata-se do plano XZ.
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Subespaco Vetorial Gerado e Conjunto Gerador
Sejam os vetores v,,v,,..,v, €V e [v,,v,,...,v,] 0 conjunto de todas as combinagdes lineares destes

vetores. O conjunto [v,,v,,...,v,] ¢ um subespago vetorial de V, denominado subespago vetorial

gerado pelos vetores v,,v,,...,V,.
O conjunto {v,,v,,...,v,} € o conjunto gerador do subespago [v,,v,,...,v,].

Exemplos:
1) O vetor (1,2) e R* gera o conjunto [(1,2)]= {(x,2x),x €R}.

k- (1>2) = (xay)

(k.2k)=(x, )
) k=x
Assim,
{2k=y.‘.y=2x

O conjunto de todas as combinagdes lineares do vetor (1,2) € o conjunto de todos os seus multiplos

escalares.
Geometricamente, [(1,2)] ¢ uma reta definida pela equacao y —2x=0.

2) [(13130)5(1:271)] = {(x’ y:Z) € R3 |x —ytz= 0} .
kl ’ (19190) + kz ' (17271) = (X, yvz)
(klakl 90) + (kz =2k29k2) = ()C, yaz)
(k, +k,,k, +2k,,k,)=(x,,2)

k,+k,=x
Assim, 1k, +2k, =y
k,=z
I 1 x I 1 X
Matrizampliada |1 2 yp | e matrizescalonada |0 1  y—x
01 z 0 0 z—y+x

Para se determinar os vetores que sdo combinagdes lineares de (1,1,0) e (1,2,1) € necessario que o
sistema seja possivel, isto ¢, x — y+z=0.

Logo, [(1,1,0),(1L2,D)]={(x,y,2)eR’ |x =y +z=0={(y — z,y,2), v,z€R}.

Geometricamente, [(1,1,0),(1,2,1)]é um plano no R* com equagdo x—y+z=0.

3) [(1,3),(4,2)]=R*.
ki -(L3) +ky - (4.2) = (x, )
(k, + 4k, 3k, +2k,)=(x,y)
k, +4k, =x

Assim,
{3]{1 +2k, =y

1 4 x 1 4 X
Matriz ampliada e matriz escalonada 3x—y |
3 2 vy 0 1 10

Como o sistema ¢ possivel e determinado, nenhuma condigdo deve ser satisfeita.
Logo, [(13).(4.2)]=R".
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4) Encontre a equagdo do espago gerado pelos vetores (1,1,2),(-2,0,1) e (=1,1,3).
O espago gerado ¢ o conjunto de vetores v=(x,y,z)eR’ que possam ser escritos como
combinacdo linear dos vetores dados, isto ¢, k, - (1,1,2) + k, - (=2,0,1) + k, - (-L1,3) =(x, y,2).
k, =2k, =k, =x
Assim, <k, +0k, +k, =y
2k, + 2k, + 3k, =z

1 -2 -1 x 1 -2 -1 X
Matrizampliada |1 0 1 yp | ematrizescalonada |0 1 1 24 ; al
2 1 3 z —
0o o0 o0 % 5 )2/ +2z

Para que o sistema seja possivel € necessario que x—5y+2z=0.
Assim, com esta condicdo satisfeita, obtém-se vetores (x,y,z) € R® que sdo combinagio linear dos

vetores dados.
Portanto, o espago gerado é {(x,y,z)eR*|x -5y +2z=0}, que geometricamente representa um

plano em R®.

Vetores Linearmente Independentes e Linearmente Dependentes
Um conjunto de vetores {v,,v,,..,v,}cV ¢ linearmente independente (LI) quando

ky-vi+ky, - v,+..+k,-v,=0, seesomentese k, =k,=...=k, =0.

Se existir pelo menos um k; # 0, com i=1,...,n, entdo o conjunto ¢ linearmente dependente (LD).

Exemplos:

1) {(1,3),(4,2)} ¢éLlI, pois:
k,-(1,3)+k, - (4,2)=(0,0)
(k, +4k,,3k, +2k,)=(0,0)

k, +4k, =0

Assim,
{31{1 +2k, =0

. . 1 40 . 1 40
Matriz ampliada e matriz escalonada .
320 0 1 0

O sistema ¢ possivel e determinado com &, =k, = 0.

Assim, o conjunto ¢ LI. Um dos vetores ndo ¢ multiplo escalar do outro.
Foi visto que o espago gerado por {(1,3), (4,2)} ¢ R?, ou seja [(1,3), (4,2)] = R’.

2) {(1,3),(2,6)} € LD, pois:
k, - (1,3) + k, - (2,6) = (0,0)
(k, + 2k, 3k, + 6k,)=(0,0)
k, +2k, =0

Assim,
{31{1 +6k, =0
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Matri 1‘d(120j _ 1d(120j
atriz ampliada 36 0 € matriz escalonada 00 0)

O sistema ¢ possivel e indeterminado, com k, = -2k, . Entdo, o conjunto ¢ LD, pois (2,6) =2 -(1,3).

Os vetores (1,3) e (2,6) pertencem a uma mesma reta. O espaco gerado pelo conjunto {(1,3), (2,6)}
¢ {(x,y)eR*|y=3x}, isto &, [(1,3),(2,6)] = {(x,y) e R* | y =3x}.

3) {(2,0,5),(1,2,3),(3,2,8)} ¢ LD, pois: &, -(2,0,5) +k, -(1,2,3) + &, - (3,2,8) = (0,0,0)
2k, +k, +3k; =0
Assim, <2k, +2k; =0
Sk, +3k, + 8k, =0

1 3

21 30 1 35 0
Matrizampliada |0 2 2 0| e matrizescalonada |0 1 1
5 3 80 0 0 O

Como o sistema ¢ possivel e indeterminado, o conjunto ¢ LD.

Base ¢ Dimensao de um Espago Vetorial

Seja um conjunto finito B < V. Diz-se que B ¢ uma base do espago vetorial /' quando B ¢ um conjunto
linearmente independente e gera V, isto é, [B]=V.

O ntimero de elementos (cardinalidade) de uma base B do espago vetorial ' ¢ denominado dimenséao
do espaco vetorial V.

Se a dimensdo de V' ¢ igual a n, diz-se que V' € um espaco vetorial finito n-dimensional. Em particular,
a dimensao do espaco nulo {0y} ¢ zero. Nao ha base para o espago nulo.

Notagao: dimV

Exemplos:

1) Os conjuntos {(1,0), (0,1)} e {(1,3), (4,2)} sdo bases do R>.
O conjunto {(1,2), (3,5), (2,1)} ndo & base do R, pois apesar de gerar R?, ndo é LL
O conjunto {(1,2)} ¢ LI mas nio gera o R?, portanto também ndo é uma base do R%.
Toda base de R* tem dois vetores de R? que geram R? ¢ que sio LI

Logo, dimR?* =2.

2) {(-1,0,1),(2,3,0),(1,2,3)} é uma base do R’
O conjunto {(-1,0,1),(2,3,0)} é LI mas ndo gera o R’. Logo, ndo & base do R®.
O conjunto {(-1,0,1),(2,3,0),(1,2,3),(0,2,4)} gera o R®, mas ndo ¢ LI. Também ndo ¢ uma base do
R’.
Toda base de R* é formada por trés vetores LI de R® .

Logo, dimR* =3.

Um vetor qualquer (x, y,z) € R* pode ser escrito como (x, y,z) = x - (1,0,0) + y - (0,1,0) + z - (0,0,1)
Assim, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} gera o R, isto ¢, [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,)]=R*.

Além disso, este conjunto ¢ LI.

Logo, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ uma base do R’ , denominada a base canonica do R’
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Espacgo Vetorial Base Canonica
R {1}
R’ {(1,0),(0,1)}
R* {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
Mat, ,(R) I 0)(0 0Y(O 1)(0 O
o o} oo ol 1)
Polindbmios com coeficientes reais de {1,x,x>}

grau menor ou igual a 2

Operacdes com Subespacos Vetoriais
1. Intersecao
Sejam S, e S, subespacos do espago vetorial real V.

O conjunto intersecdo de S, eS,, S, NS, ={veV|veS eves,}, é também um

vetorial de V.

(Subl) 0, €S, NS, ?
0, eS,,poisS, V.
0,eS,,poisS, <V.
Assim, 0, €S, N S,.
(Sub2) Se ve S, nS,euesS NS, entdo v+ues NS, ?
veS, NS, .veS eves,
ueS NS, ~ueS euels,
Entdo, v+ueS, ev+uels,.
Logo, v+uesS nNS,.
(Sub3)Se veS, nS,e keR entdo k-veS NS, ?
veS NS, ~ve§ eves,
Entdo, k-veS, e k-ves,.
Logo, k-veS NS,.

Exemplos:
1) Sejam S, ={(x,0,0),comxeR} e S, ={(x,y,z)eR* |y=x+2z}.
S, NS, ={(x,y,2)eR?|(x,y,2) €S, e(x,y,2) €S, }.
y=0
Assim, <z=0
y=x+z
Logo, S, S, ={(0,0,0)} .

Dimensdao
1

2
4
4

Geometricamente, tem-se uma reta ¢ um plano no R’ que se interceptam na origem.

2) Sejam S, ={(x,y,z)eR* |y=3x} e S, ={(x,y,2)eR*|2x - y +3z=0}.
S, NS, ={(x,y,z)eR’|y=3x e 2x -y +3z=0}.

subespaco
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-3x+y=0
2x -y +3z=0

-3 1.0 0 1 -+ 00
%
2 -1 30 0 1 -9 0
Logo, S, NS, ={(32,9z,z),ze R}, ouseja, S, NS, ={z-(3,9,1),ze R}.

Geometricamente, a intersecdo € representada por uma reta que passa pelos pontos (0,0,0) e
(3,9,1).

Assim, {

2. Soma
Sejam S, e S, subespacos do espago vetorial real V.

O conjunto soma de S,eS,, S, +S,={vel|v=s +5,,coms, €S, es,eS,}, ¢ também um
subespaco vetorial de V.

Exemplos:
1) Sejam S, ={(x,0,0),xeR} e S, ={(x,y,z)eR* |y =x+2z}.
S, +S, ={(x,y,2)eR*|(x,y,2z) =5, +5,,coms, €S, es, €S, }.
Tem-se que, (x,0,0)eS, e (x,x+z,z)€S,, para quaisquer x,zeR.
Mas, x-(1,0,0)€ S, e x-(1,1,0) +z-(0,L,1) e S,, para quaisquer x,zeR.
Assim, {(1,0,0)} é base do subespaco S, e {(1,1,0),(0,1,1)} ¢ uma base do subespaco S, .
Entdo, (x,y,z)e S, +S, quando (x,y,z)=k, -(1,0,0) + &, - (1,1,0) + &, - (0,1,1) .

k,+k,=x
Assim, 1k, +k, =y
ky=z

Sistema possivel, logo S, +S, =R*>.

2) Sejam S, ={(x,y,z,t)eR*|x—y—t=0e S, ={(0,0,2,0),zeR}.
S, +8, ={(x,y,z,t)eR* |(x,y,2,t) =5, +5,,coms, €S, es, €S,}.
Tem-se que, (¥ +¢,y,z,t) €S, e (0,0,z,0)€S,, para quaisquer y,z,teR.
Mas, y-(1,1,0,0) + z-(0,0,1,0) + - (1,0,0,1) S, e z-(0,0,1,0) € S,, para quaisquer y,z,f€R.
(x,y,2z,t) €S, +S, quando (x,y,zt)=k, -(1,1,0,0)+ £, -(0,0,1,0) + &, - (1,0,0,1) + &, - (0,0,1,0)

k, +k,=x
ko=
Assim,ly
ky,+k,=z
ky=
1 01 0 «x 1 0 1 O X
1 00 0 y 01 0 1 z
_)
01 01 z 00 -1 0 y—-x
0 01 0 ¢ 00 0 0 t+y—x

Para que o sistema seja possivel é necessarioque ¢+ y —x=0.
Entdo, S, +S, ={(x,y,z,t)eR* |t + y —x =0}.
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Seja Vum espago vetorial n-dimensional. Se S, e S, sdo subespagos de V entdo:
dim(S, + §,)=dim S, +dim S, —dim(S, N S,).
Este resultado ¢ conhecido como Teorema da Dimensao.

3. Soma Direta
Sejam S, e S, subespacos do espago vetorial real V.

A somade S, eS, ¢ denominada soma direta quando S, NS, ={0, }.
Notagao: S, @ S,

Coordenadas de um Vetor em relacao a uma Base Ordenada

Seja V' € um espago vetorial n-dimensional, qualquer conjunto LI com » vetores ¢ uma base de V.

Ao se escolher uma base para o espago vetorial V, estd-se adotando um sistema referencial no qual
pode-se expressar qualquer vetor de V.

Considere 4={v,,v,,...,v,} €V uma base, qualquer vetor vel pode ser expresso de maneira unica

como combinagao linear dos vetores da base A4,
v=k v, +k, v, +..+k, v,

onde k,,k,,....k, € R sdo as coordenadas do vetor v em relaciio a base ordenada A.
kl

Notagdo: v, =(k,,k,,....k,) e na forma matricial [v], = ?

Toda vez que a expressdo “coordenadas em relacdo a uma base” ¢ utilizada, uma base ordenada esté
sendo considerada.

Exemplos: O vetor v =(1,2) pode ser escrito:
1) Considerando a base candnica do RZ.

(L2)=1-(1,0)+2-(0,1) ouseja [v]= CJ

2) Considerando a base 4= {(1,1),(—1,0)}.
L2)=k, - (L)) + £, - (-1,0)

k,—k,=1

k, +0k, =2

Logo, k, =2 ¢ k, =1.

Assim, {

Portanto, (1,2)=2-(1,1)+1-(-10) e [v], = Gj
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Matriz de Transi¢cdo de uma Base para uma outra Base

Que relacdo existe entre as coordenadas de um vetor no antigo referencial € em um novo referencial?
Uma matriz permitird a relacdo entre estes referenciais, as bases do espago vetorial. Esta matriz ¢é
denominada matriz de transicio ou matriz mudanca de base.

O desenvolvimento a seguir considera duas bases do R%, no entanto o mesmo raciocinio pode ser
utilizado para qualquer espago vetorial V' n-dimensional.

Sejam A= {u,,u,} ¢ B={w,,w,}bases do R%.

Para qualquer v e R?, tem-se:

isto &, [v] (aj
, [v], = .
b

~ 2 . . ~ .
Como u, eu, sdo vetores do R”, podem ser escritos como combinacdo linear dos vetores da base B.

u, =a,,-w, +a,, -w
1 TR 2" W,
{ - @)
Uy =ap, W, +a, - w,

v=a-u, +b-u, (1)

Substituindo (2) em (1):
v=a-(a, -w +ay, -w))+b-(a, w +a, -w,)
v=(a-a, +b-a,) w+(a-a, +b-ay) w,

Portanto, a-a, +b-a, € a-a,, +b-a,, sdo ascoordenadas de v em relagdo a base B.

. +b-
Assim, [V]B:[a ap a12].

a-a, +b-a,,

. [ 4n 4p a
Podendo ser rescrito como, [v], = A1)

ay Ay

a, a

A matriz ( ! 12] acima ¢ denotada por [/]; sendo denominada a matriz de transi¢do da base 4
dy Ay

para a base B.

As colunas da matriz [/]; sdo as coordenadas dos vetores da base 4 em relagio a base B.

Obtém-se a equagio matricial, [v], =[1]5 -[v],.

Analogamente, [v], =[] -[v], para mudanga da base B para a base 4.

Observe que, [v], =[1]1; -[v],.

Como, [v], =[11% -[v],.

Tem-se que, [v], =713 -[11% - [V],.

Como, [v], =1, -[V];.

Entdo, 1, =[1]; -[1]%.

Logo, [11; =([117) "
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Exercicios
1) Verifique se R* é um espago vetorial, para as operagdes definidas abaixo.
(xay) + (Zat) :(x —Z,)y - t)

k- (x,y)=(—kx,—ky)
b (x, )+ (z,t)=(x+z,y+1)
) k- (x,y)=(kx,0)
(x, )+ (z,t)=(x+z,y+1)
D k() = ke 2ky)
d) (x,¥)+(z,1)=(0,0)
k- (x,y)=(kx,ky)
0 (x, )+ (2,8) = (xz, yt)
k- (x,y)=(kx,ky)
N (x,)+(zt)=(x+z+Ly+t+1)
k- (x,y)=(kx,ky)
(x, )+ (z,t)=(x+z,y+1)
g)

k- (x,y) = (kx, y)

2) Considere o conjunto Fun(R) de todas as fungdes f:R — R . Definem-se duas operacdes
binarias +: Fun(R) x Fun(R) — Fun(R) tal que (f+2)x)=f(x)+g(x) e
-: Rx Fun(R) = Fun(R) talque (k- f)(x)=k- f(x).
Estas operagdes definem um espago vetorial?

3) Verifique se os seguintes subconjuntos sdo subespacos de R’.
a) S={(x,y,z)eR*|z=3}
b) S={(x,y,2)eR’|x* =y}
) S={(x,y,2)eR’|x=2y}
d) S={(x,y,z)eR*| x>0
e) S={(x,y,z)eR*|y=x+2z}
f) §={(0,y,y),y€R;}

X—-y+z=2
4) Verifique se o conjunto solugdo do sistema {2x+4y —z=0 éum subespaco vetorial de R’.

x—-2y—-z=1
5) Escreva u =(1,-2) como combinagao linear de (1,2) e (0,3).
6) O vetor v=(-2,1,0) pode ser escrito como combinagao linear dos vetores (1,2,0) e (0,1,0)?

7) Escreva p(x)=x"+ x —1 como combinacdo linear de g(x)=x> —2x e r(x)=2x" — %
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8) O conjunto {(~1,2),(0,1),(3,1)} gera o R*?
9) Determine a equagdo do plano gerado pelos vetores (—1,2,0),(0,1,2) e (-2,5,2).

10) Verifique se os conjuntos abaixo sdo LI ou LD.
a) {(1,0,0),(1,3,5),(3,2,5)}
b) {(1,2,-1),(0,0,1),(1,-2,3),(3,0,1)}
) {(1,2),(3,5),(2,1)}
d) {(1,0,2),(0,-1,3),(0,0,2)}
e) {(1,0,0,0),(11,0,0),(1,LL0),(1,1,1,1)}

11) Mostre que se {u,v,w}cV ¢ Llentdo {u+v,u+ w,v+w} também ¢ um conjunto LI.

12) Complete com V(erdadeiro) ou F(also).
( ) [(1,2,0),(2,4,0) ] ¢ um plano no R® que passa pela origem.
( ) [(1,2,0),(2,3,0) ] ¢ um plano no R® que passa pela origem.
() {v,vy,ev, <V € LD quando pelo menos um destes vetores € combinagao linear dos demais.
() {(-123),(0,L2),(-LL])} gerao R’.
( ) O conjunto {(1,2,3),(0,0,0),(2,3,5)} ¢ LL
() Se {v,,v,,....,v,} =V €Ll entdo qualquer um dos seus subconjuntos também ¢ LI.
() Se todo subconjunto proprio de {v,,v,,....,v,} <V ¢LI entdo {v,,v,,...,v, } € LL
( ) [(1,2)] possui somente duas bases {(1,2)} e {(2,4)}.
( ) {(1,0,4),(7,8,0)} ¢ base de [(1,0,4),(7,8,0)].
() Todo conjunto LI de vetores ¢ uma base de seu subespaco gerado.
( ) {(3,5),(0,0)} & base do R%.
( ){(2.3).(4.5),(7.9)} gera o R entdo {(2,3),(4.5)}, {(2.3).(7.9)} ¢ {(4.5).(7.9)} sdo bases do R”,
( )Se [v,,v,,v,v,]=R’ entio quaisquer trés vetores deste conjunto formam uma base do R’.
() Um conjunto com trés vetores do R? ¢ base do R’.
() Um conjunto com mais do que trés vetores do R® ndo serd uma base do R’.
( ) {(1,2,3),(2,-1,3)} é base do R%.
() Qualquer base de um espago vetorial tem sempre o0 mesmo niimero de elementos.
(1) {(2.3),(x,)} € base do R* quando (x,y) £[(2,3)].
() Sejam V' um espago vetorial n-dimensional e o conjunto {v,,v,,...,v, ;} =V LL
Entdo {v,,v,,...,v,_,,v} ¢ébase de V' qualquer que seja o vetor vel .
) Se dim}V =n entdo qualquer conjunto LI com # vetores ¢ uma base de V.
) 1(0,1,2),(1,0,1)} gera R*.
) Todo conjunto gerador de um espago vetorial V' ¢ uma base para V.
) Se S =[(1,0,-1),(2,1,3),(L,1,4)] entdo dim S =3.

NN AN AN

13)Para que valores de k os vetores (1,2,0,k),(0,—1,%,1),(0,2,1,0)e(1,0,2,3k) geram um espago
tridimensional ?

14) Determine uma base e a dimensdo dos seguintes subespacos de R®.
a) {(x,y,z)eR*|x=2yez=1y}
b) {(x,y,2)eR’ |x+2y-z=0}
¢) {(x,y,2)eR*|y=0ex+z=0
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x+2y-2z-t=0
15) Encontre uma base e a dimensao para o conjunto solugdo do sistema < 2x+4y+z+¢t=0 .
X+2y+3z+2t=0

16) Mostre que a soma de subespagos ¢ também um subespaco.

17) Determine o subespaco intersecdo e o subespago soma para os casos abaixo, indicando quando a
soma ¢ direta.
a) S, ={(x,y,z)eR’ |x-2y+z=0'e S, ={(x,y,2)eR* |x+3y =0}
b) S, ={(x,3,2)eR* [x=y} ¢ S, ={(x,3,2) R [x + y + 2= 0}

19)Sejam S, = {(x,y,z) e R’ | y =0} e S, =[(-1,2,0),(3,1,1)]. Determine S, NS, € S, +S,, indicando
uma base e a dimensdo em cada um dos casos.

20) Seja v=(1,2,3) eabase 4=1{(1,0,3),(~17,5),(2,-1,6)} . Indique [v], .

21)Considere A4 ={(1,1,1),(0,2,3),(0,2,—1)} uma base para o R®. Encontre as coordenadas de
v =(3,5,-2) em relagao a esta base.

22)Seja 4={(-11,1),(0,2,3),(0,0,-1)} e (v) , =(-2,0,3). Determine v.

1
23)Sendo A4 = {(-3,~1),(2,0)} uma base para o R*e v], = (SJ . Encontre:

a) As coordenadas de v na base canonica.
b) As coordenadas de v na base B = {(2,1),(1,5)}.

1 2
24)Encontre as coordenadas do vetor v=[0 3jeMatM(R) em relacdo a  base

S I AT

25)Dadas as bases do R3, A=1{(-1,0,2),(0,1,0),(0,0,2)} e B={(0,0,1),(0,-2,1),(1,0,-1)}.
a) Determine [/];.
-1
b) Considere [v], =| 2 |. Calcule [v],.
3

26) Considere as bases 4 ={(-3,0,3),(-3,2,-1),(1,6,-1)} e B ={(-6,-6,0),(-2,-6,4),(-2,-3,7)}.

a) Achar a matriz mudanga de base de B para A.
b) Dado v =(-5,8,-5), calcule [v],.

1 -2
27)Seja [I]; = (0 ~ 3] e B={(1,-2),(2,0)}. Determine a base A.
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1
5 .
8) Seja (0 3

B={(1,-1),(0,1)}.

ja matriz mudanga de base de B para A. Determinar a base A4, sabendo que

-1
29) Sabendo que A= {u,,u,}eB={w,,w,} sio bases do R tais que: [v], 2( Oj’ W, =u, —u, €

w, =2-u, —3-u,,determine [v],.

30) Considere A4 ={(1,1,1),(0,2,3),(0,2,-1)} e B=1{(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)}. Determine as matrizes

mudanca de base.

Respostas
1) Nenhum ¢ espago vetorial.
3) a)b)d) Nao

c)e)f) Sim
4) Nao
5) (1’_2) =1- (1’2) + (_%) ’ (053)
6) Sim, k, =-2¢k, =5
7) p(x)=(=3)-q(x) + 3 7(x)
9)4x+2y—-z=0
10) a)d)e) LI

b)c) LD

12) F,V,V,F,F,V.F,F,V.V,
FV.EEVEV,V.EV,
F,F,F

13) k=louk=-3

14) a) base : {(2,L,1)}edim=1
b) base : {(-2,1,0),(1,0,1)} edim =2
c) base : {(1,0,1}edim=1

15) base : {(-2,1,0,0),(-1,0,—2.1)}
dim=2

18)a) §; NS, ={(3y,».5y),y €R}
S, +8,=R’
b) §; NS, ={(»,y,-2y),y R}
S, +S, =R’
Nenhum é soma direta.
19) $,nS, ={(z0,z),zeR}
base : {(7,0,2)} edim =1
S, +S, =R’
base :{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e dim =3

5
20) v, =| 0
-2

21) (v), =(3,-12)

22) v=(2,-2,-5)
7 4
23) a) [v]=(_1] b) [v]Bz[_J
1
24 = !
)[V]B_ _1
1 12 6
25)a) [U]z=| 0 =% 0]b)[v],=|-1
-1 0 0 1
o 5 ¥ -2
200)[115=| 3 -5 —3|DDL=| 3

27) A= {(1’_2)’(_854)}
28) A={(L-1),(-3.D}

-3
29) [v1s =( J

11 1 1 0
30) [[]15=|0 -1 —1|e[f]f=-4 -4+ !
b3 -l T Ty
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Apéndice B — Teoremas

Teol. O elemento neutro € Unico.
Demonstracao por Redugdo ao Absurdo (RAA)

Supondo que o elemento neutro ndo ¢ tUnico, isto ¢, existem 0,,0, €V, 0, #0, ambos

elementos neutros.
0,+0,=0, por EV3, 0, é elemento neutro a direita.

0, +0, =0, por EV3, 0, ¢ elemento neutro a esquerda.
Entdo, 0, =0, . Contradicdo.
Logo, s6 existe um elemento neutro para a operagdo de adigdo em V.

Teo2. (Lei do Corte ou Lei do Cancelamento)
Para quaisquer v,u,weV ,se v+u=v+w entdo u=w.

dem.: Por hipotese, v+u=v+w.
Pelo axioma EV4, (—v)+ (v+u)=(—v)+ (v +w).
Por EV1, (—v)+Vv)+u=((-v)+v)+w.
PorEV4,0, +u=0, +w.
PorEV3, u=w.

Teo3. O elemento simétrico é unico.

Teo4. Para quaisquer v,uelV ,se v+u=v entdo u=0,.

dem.: Por hipotese, v+u=v.
Pelo axioma EV3, v+0, =v.

Assim, v+u=v+0,.
Pela Lei do Corte, u =0, .

TeoS5. Para quaisquer v,uelV ,se v+u=0, entdo u=—-v.

Teo6. Paratodo vel ,0-v=0,.
dem.: Considere o vetor v+0-vel .

v+0-v= por EV&.
I-v+0-v= por EV6.
(I+0)-v= 0 ¢ o elemento neutro da adi¢do em R.
l-v= por EV8.
V= por EV3.
v+0,

Assim, v+0-v=v+0,.
Pela Lei do Corte, 0-v =0, .

Teo7. Paratodo kR, k-0, =0,.

dem.: Considere o vetor k-0, +k-0, V.

k-0, +k-0, = por EV6.
k-(0,+0,)= por EV3.
k-0, = por EV3.
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k-0,+0,
Assim, k-0, +k-0, =k-0, +0,.
Pela Lei do Corte, k-0, =0, .

Teo8. Paratodo velV,v#0, eparatodo keR,k#0, k-v+0,.

dem.: (RAA) Supondo que v#0,, k#0¢e k-v=0,

V= por EVS8.
l-v= por hipotese e pela existéncia de elemento inverso em R.
(l kj V= por EVS5.

k

1 .
—(k-v)= por hipotese.
k
%- 0, = pela TeoS.
0V

Assim, v =0, . Contradigao.

Logo, k-v#0,.

Corolario8. Para todo velV eparatodo keR,se k-v=0, entdo k=0 ou v=0,.

Teo09. Paratodo velV , (-1)-v=—v.
dem.: Considere o vetor v+ (=1)-veV .
v+(=1)-v= por EVS.
l-v+(=1)-v=por EV6.

(I+(-1))-v= 0 ¢ o elemento neutro da adi¢cao em R.
0-v= por EV8.
0V

Assim, v+ (=1)-v=0,.
Entdo, v+ (=) -v=v+(-v)
Pela Lei do Corte, (-1)-v=—v.

Teol0. Paratodo velV e paratodone N—{0}, n-v=v+v+..4+v (soma com n parcelas).

Demonstracao usando indugao em 7.
Base: Para k =1.
Por EVS, 1-v=v.

Passo: (Hipotese de Indugdo) Supor que vale a igualdade para keN,k>1, isto ¢,

k-v=v+v+..+v.
| R

k parcelas
Vale a igualdade para k +17?
(k+1)-v=
k-v+l-v=

k-v+v=
v+v+..+Vv)+v=
S —

k parcelas

vV+v+.+v
%/—J
(k+1) parcelas

por EV6.
por EVS.

por hipdtese de indugao.
por EV1.
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Assim, (k+1)-v=v+v+..+v.
%/_/
(k+1) parcelas

Logo, vale a igualdade para todo n € N — {0}.

Teoll. Todo subespago vetorial ¢ um espaco vetorial.

Teol2. Se {v,,v,,..,v,} =V entdo [v,,v,,...,v,] € um subespaco vetorial de V.

Teol3. Sejam {v,,v,,...,v,} =V e vel . Se v ¢éuma combinagio linear dos vetores v,,v,,...,v, entdo
[Vis VoV, V=V, V), v, ]
dem.: (©) [v,, VsV, , VIS [V, V) ses v, ] ?
v=k v, +..+k v, comk,,..,k eR. (1)
Seja u €[v,,...,v,,v] qualquer.

Entdo u=/,-v, +..+1 v, +[ v com/,.,[ . eR. 2)
Substituindo (1) em (2),
u=Il v, +..+1 v, +1 (kv +..+k v)= por EV7.
=l v+ +l v+, (kv)+o+ L (kv = por EV5 e EV1
=l v+ +l v+ k) v+ k)Y, = por EV2
=l v+ k) v, +.+ v, +( k) v, = por EV6
=+ k) v+ + +1 k) v, = pelo fechamento da multiplicagdo e

da adicao em R.

=m,-v,+..+m, v, com m,,..,m,, €R.

.
Assim, u=m, -v, +...+m,-v, com m,,...m,, €R.
Logo, ue[v,,...,v,].

(2) [VisVyseev, 1S [V, Vy 5. v,, V] (€Xercicio)

Teol4. Sejam {v,,v,,...,v.} <V e {u,u,,...,u } V. [v,,vy,...,v.]=[u,,u,,.,u, ] se e somente se
cada um dos vetores do conjunto {v,,v,,..,v.} € uma combinacdo linear dos vetores
u,,u,,..,u, € cada um dos vetores do conjunto {u,,u,,...,u,} ¢ uma combinagdo linear dos

vetores v, ,Vv,,..,V, .
Teol5. Seja veV,v#0,, {v} ¢élinearmente independente.

Teol6. Seja {v,,v,,...,v.} <V .Se v, =0, , para algum i =1,...,r entdo {v,v,,..,v,} € linearmente
dependente.
dem.: k, -v,+..+k, -0, +...+k -v, =0,
Para qualquer k£, R, k£, -0, =0,.

Logo, o conjunto {v,,v,,...,v,} € LD.

Teol7. Seja {v,,v,,...,v,.} <V . O conjunto {v,,v,,...,v,} € linearmente dependente se € somente se

pelo menos um destes vetores ¢ combinagao linear dos demais.
dem.: (—) Considere {v,,v,,...,v,} linearmente dependente.

ky v, +k, vy +..+k, v, +..+k v, =0,
Entdo existe um &, eR, k, #0, com i €[l,r].
Pelo EV4 e 0 Teo7,
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(k) v, =k v, +..+k_ v +k, v, +.+k v

Multiplicando ambos os lados da igualdade por (— ki] eR,

1

J'((_ki)'vi):(_ki)'(kl Vit etk v R Y et kY

b
ki i

Por EVS5, EV7 e propriedades em R,

_(_lfi)]% =[—%].(k1 .v1)+...+£—kiij.(ki_l .vi_1)+[_kiJ.(kM .vi+l)+m+£_k%)(k” )

1 1

Por EVS,

l-v, :K_kiij'(kl -v])+...+(—k%)(ki_1 -vi_l)+[—kiij-(ki+1 -vi+1)+...+(—klij-(k, v,)

Por EVS ¢ propriedades em R,

kl ki—l ki+1 kr
v, == v e | v | - Vi et | =LY,
k, k, k, k,

Assim, v, =m, v, +..+m,_ v, +m, -V, +..+tm v,

Logo, v,,com ie[l,r], é combinagdo linear dos demais vetores.

(«) Sejaovetor v, € {v,,v,,...,v.} talque v, =k, -v, +...+k,_ v, +k, v, +..+k -v.
kv +..+k_ v, +(=D)v, +k v, otk v, =0,
Entdo, k, =(-1)#0.
Logo, {v,,v,,...,v,} € linearmente dependente.

i+l

Corolériol7. Sejam {v,,v,,..,v,}cV e velV. Se {v,v,,.,v,} ¢é linearmente independente e
{v{,v,,...,v,,v} € linearmente dependente entdo v ¢ uma combinagdo linear dos vetores
VisVysenV, .
dem.: {v,,v,,...,v,,v} ¢ LD.
Pelo Teol7, pelo menos um destes vetores ¢ combinacao linear dos demais.
Mas, {v,,v,,...,v.} €LL
Logo, este vetor € o vetor v.

Teol8. Seja S < {v,,v,,....,v.}cVtalque S#. Se S ¢ linearmente dependente entdo {v,,v,,...,v,}
¢ linearmente dependente.
dem.: Seja S < {v,,v,,...,v,} qualquer.
S={vg, ,...,vsp} com vy €{v,,...,v,} paratodoi=1,..,p.

S¢LD.
Pela Teol7, existe vy € § que ¢ combinagio linear dos demais vetores de S.

Mas, v €S c{v,....,v,}.
Entdo, vg €{v,,...,v,} que é combinag¢ao linear destes vetores.
J

Logo, {v,,v,,...,v.} € LD.
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Teol9. Sejam {v,,v,,...,v,} €V um conjunto linearmente independente ¢ &,...,k,,/,,....[. eR.
Se ky-v, +..+k, -v. =1 -v,+..+1 -v_entdo k, =I,, paratodo i=1,...,r.

Corolariol9. Seja {v,,v,,...,v,} <V .Se {v,,v,,..,v,} € uma base de V" entdo todo vetor velV pode

ser escrito de forma unica como combinagao linear dos vetores v,,v,,...,v, da base.

n

Teo20. Seja {v,,v,,...,v,} <V . O conjunto {v,,v,,...,v,} € linearmente independente se e somente se
nenhum destes vetores é combinagao linear dos demais.

Corolério20a. Seja {v,u} <V . O conjunto {v,u} ¢ linearmente independente se e somente se um vetor
nao ¢ multiplo escalar do outro.

Corolario20b. Seja {v,,v,,...,v,} ¥ um conjunto linearmente independente e vel .
Se ve[v,,v,,...,v,] entdo {v,,v,,...,v,,v} ¢€um conjunto linearmente independente.

Teo2l. Seja {v,,v,,...,v,} <V . Se {v,,v,,....,v,} ¢é linearmente independente entdo qualquer um de
seus subconjuntos ¢ linearmente independente.

Teo22. Seja {v,,v,,..,v,}cV . Se [v,,v,,.,v,]=FV entdo existe uma base 4 de V tal que
Ac{v,, v,V }.
dem.: Se {v,,v,,...,v,} ¢ Llentdo 4A={v,,v,,...,v,} € uma base de V.
Se {v|,v,,...,v, } ¢LD,
Entdo, pelo Teol7, existe v, € {v,,v,,...,v,},com i €[Lr], tal que: v, €[v,,v,,...,v,] .
Pelo Teol3, [v,,...,V, |, VsV, 1=V Vy sV, ]
Como, por hipotese, [v,,v,,...v. ]=V".
v =1

Se {v,,..., V|V, + € LLentdo A={v,...,v, |,Vv,,,...v,} éuma base de V.

i—1>Visl >

Assim, [V,,...,V, |, V.,
Caso contrario este processo continua até a obtengdo de um certo conjunto 4 < {v,,v,,...,v,} LI
etal que [4]=V".

Assim, 4 ¢ uma base do espago vetorial V.

Corolério22a. Seja {v,,v,,..,v,} <V . Se {v,,v,,..,v,} gera o espago vetorial V' entdo qualquer
conjunto de vetores de V' com mais do que » elementos ¢ linearmente dependente.

Corolario22b. Seja {v,,v,,...,v,} V.
Se {v,,v,,..,v,} gera V entdo qualquer conjunto de vetores de JV linearmente
independente tem no maximo 7 elementos.

Teo23. Seja {v,,v,,...,v,} =V .Se {v,,v,,....v,} € linearmente independente entdo pode-se estender o
conjunto {v,,v,,...,v,} aum conjunto B base de V.
dem.: Se [v,,v,,..,v,]=V entdo B={v,,v,,..,v,} € umabasede V.
Se [v,,v,,..,v.]cV,
Entdo, seja vel talque vel[v,,v,,..,v,].
Pelo Corol20b, {v,,v,,...,v,,v} € LL
Se [v,,v,,...,v,,v]=V entdo B={v,,v,,...,v,,v} € uma base de V.

59



Caso contrario este processo continua até a obtengdo de um certo conjunto B tal que
{vi,vyev, < B, Bé Ll e [B]=V.
Assim, B ¢ uma base do espago vetorial V.

Teo24. Sejam dimV =n e {v,v,,...,v,} <V . O conjunto {v,v,,..,v,} € uma base de V' se ¢

linearmente independente ou se gera o espago vetorial V.

Teo25. Seja {v,,v,,...,v,} uma base do espago vetorial V' e {u,,u,,...,u, V.
1) Se m>n entdo o conjunto {u,,u,,...,u, } € linearmente dependente.

i1) Sem <n entdo o conjunto {u,,u,,....u, } ndo gera o espaco vetorial V.

m
Teo26. Todas as bases de um espaco vetorial possuem o mesmo niimero de vetores.

Teo27. Para quaisquer subespacgos vetoriais S e U deV, SNnU=J e S+U#J.
dem.: S<V .0, eS.

Uu<v.o0,eU.

Assim, 0, eSnU €0, +0,=0,eS5+U.

Logo, SNU#D0 e S+U=J.

Teo28. Para quaisquer subespagos vetoriais S ¢ U de V, S nU ¢ um subespagos vetorial de V.
Teo29. Para quaisquer subespacos vetoriais S ¢ U de V, S+ U ¢é um subespago vetorial de V.

Teo30. Seja S € um subespago vetorial de V' tal que S #{0, }. Entdo dimS <dim/V .

Teo31. Se V' ¢ a soma direta dos subespacos vetoriais S ¢ U entdo todo vetor vel ¢ escrito de
maneira Unica na forma v=s+u,com seS e uelU.
dem.: (escrita)
Como V=S+U
Entdo, paratodo veV,v=s+u paraalgum se€S e uelU.
(unicidade) (RAA)
Supondo que existam s,s'€e S,s#s' e w,u'eUu+u' taisque v=s+u e v=s'+u'.
Assim, s +u=s"tu'.
Pelas propriedades do EV, s+ (—s') = u'+(—u) .
Como S <V, s+(—s')e S, e, analogamente, como U <V, u'+(—u)eU .
Assim, s+ (—=s')eSNU e u'+(-u)e SNU.
Por hipotese, SNU={0,}.
Entdo, s +(-s')=0, e u'+(-u)=0,.
Assim, s =s' e u'=u . Contradicao.
Logo, vale a unicidade.
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Teo32. (Teorema da Dimensao)
Se § e U sdo subespagos vetoriais de V' entdo dim(S +U)=dim S + dimU —dim(S N U).

dem.: Seja {v,,v,,...,v,} uma base do subespaco intersegdo S " U .
Pelo Teo23, {v,,v,,...,v,,w,,W,,...,w,} € uma base do subespago S.
Analogamente, {v,,v,,...,V,,u,,U,,...u,} € uma base do subespago U.
O subespago soma S+U ¢ gerado pelo conjunto {v,,..,v,,W,.. W, u,...,u,}, 1sto &,
SHU =[Vseis V, y W ooy W U U, ]
Seja kv, +...+k, v+ -w+..+ -w +m u +.+m, -u =0, (1)
Mas, —(m, -u, +...+m, -u,) =k -v,+..+k -v. +1 -w +..+1 -w,
Assim, m, -u, +...+m, -u, €S
Mas, m, -u, +...+m, -u, €U
Assim, m, -u, +...+m, -u, = p,-v, +...+ p, v _, paracertos p,p,,...p, €R.
Como {v,,v,,...,v, ,u,,u,,...,u,} €uma base.
Entdo, m, =m, =...=m, =0.
Substituindo em (1): &, -v, +...+k, -v, +1,-w, +..+[ -w =0,
Como {v,,v,,...,v, , W, W,,...,w, } € uma base.
Tem-se, k, =...=k, =1, =...=[ =0.
Entdo, {v,,..,V ,W ..., W ,u,,....u,} € LL
Logo, {v,,... V, s, Wy oo, W, Uy ..., 1, } € uma base para o subespaco soma S +U .
Assim, dim S +dimU =(r+s)+(r+t)=r+ (@ +s+t)=dim(SNU)+dim(S +U) .
Logo, dim(S +U) =dim S + dimU —dim(S " U).

Corolario32. Seja S ¢ um subespaco vetorial de V. Se dim S =dim} entdo S=V".
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