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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. La recta real

Suponemos conocidos los ntimeros reales, asi como su representacion en la
recta real.

Los numeros reales se pueden representar mediante expresiones deci-
males finitas o infinitas. Si la expresién decimal es finita o peridédica infinita,
entonces el niimero real se puede expresar como el cociente de dos nimeros
enteros y se dice que el ntimero real es racional. Reciprocamente cualquier
nimero racional (cociente de dos enteros) se puede expresar mediante una
expresion decimal finita o infinita periddica. Cuando la expresion decimal
tiene infinitas cifras que no se repiten de manera periddica se dice que el
nimero real es irracional.

Los ntimeros reales admiten una representaciéon geométrica en una recta.
En dicha representacién cada nimero real se representa por un solo punto
de la recta y cada punto de la recta representa un solo nimero real. En con-
secuencia, hablaremos indistintamente de numero o de punto. Por convenio,
los niimeros positivos se representan a la derecha del cero y los negativos a
la izquierda. Se llama recta real a una recta en la que se han representado
los ntimeros reales.

NIX)
=
Ne

Figura 1.1: La recta real

1.1.1. Orden, desigualdades e intervalos

Definicién 1.1 (Numeros positivos y nimeros negativos).
1) Para cada nimero real, a, estd definida una y sélo una de las siguientes
relaciones:
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a) a es mayor que cero (es positivo), a > 0;

b) a esigual a cero, a = 0;
c) a es menor que cero (es negativo), a < 0.

2) Si a y b son nimeros positivos, entonces:

a) Su suma es positiva, a +b > 0.
b) Su producto es también positivo, ab > 0.

Definicién 1.2 (Orden en la recta real). Dados dos niumeros reales a y
b. Se dice que a es menor que b y se denota a < b, si b — a es positivo.

a<b & b—a>0

Si a es menor que b, también se dice que b es mayor que a y se escribe b > a
El simbolo a < b significa que a es menor o igual que b.

Si a < b, entonces a se representa en la recta a la izquierda de b.

Proposicién 1.1 (Propiedades de las desigualdades). Sia, b, ¢ y d
son numeros reales, se tiene:
1. Transitiva: St a < b y b < ¢, entonces a < ¢
2. Aditiva: Sia <byc<d, entoncesa+c<b+d
3. Sia < b, entonces, para cualquier nimero real ¢ { etec<bre
a—c<b-c
4. Sia<byp>0, entonces ap < bp
5

Sia <byn<0, entonces an > bn

Nota: En consecuencia, podemos decir que con las desigualdades se pueden realizar las
mismas transformaciones que con las igualdades, salvo que al multiplicar o dividir, ambos
miembros, por un nimero negativo hay que invertir el sentido de la desigualdad. Asi,

—2r<6 < x>-3

Una desigualdad en la que aparecen una o varias variables también se llama inecuacion.

Definicién 1.3 (Intervalos). Sean a y b dos nimeros reales tales que
a < b. Se llama intervalo abierto de extremos a y b, al conjunto de puntos
comprendidos entre a y b, excluidos dichos puntos

(a,b) ={x e R/a < x < b}

Se llama intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto de puntos com-
prendidos entre a y b, incluidos dichos puntos

[a,b) ={z e R/a <z < b}
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Nota: Usamos paréntesis (a,b), tanto para representar el intervalo abierto (a,b), como
para indicar el punto del plano de coordenadas (a,b). No obstante, el contexto determi-
nara en cada caso a qué nos estamos refiriendo.

También se definen los siguientes tipos de intervalos:
Intervalos semiabiertos

[a,b) ={z € R/a <z <b}
(a,b] ={z e R/a <z <b}
Intervalos infinitos
b ={zxeR/z<b}
b)) ={zeR/xz < b}
a,+o00) ={r € R/a <z}

a,+o0) ={r e R/a < x}
(—o00,4+00) =R

—00
—00

(
(
(
[

Ejemplo 1.1 (Resolviendo inecuaciones). Hallar el conjunto solucion de las
siguientes desigualdades

a)2r —3 <5 b)3 -2z <5

Solucidn. a) Operando, como si se tratara de una ecuacién, resulta:
8
2r-3<5 & 2z<5+4+3 & x<§ & <2
Por tanto, el conjunto solucién es el intervalo (—oo, 2).

b) En este caso operamos de la misma manera, pero al dividir por -2 inver-
timos el sentido de la desigualdad. Asi,

2
3—2r<H & 2r<b-3 < :1:>_—2 & > —1

Luego el conjunto solucién es el intervalo (—1, 4+00).

Ejemplo 1.2 (Resolviendo sistemas de inecuaciones). Hallar el conjunto
solucion del siguiente sistema de desigualdades

20+1>—1
3r—7<2

Solucion. Se trata de hallar la intersecciéon de los conjuntos solucién de
cada una de las desigualdades. Para ello, resolvemos ambas inecuaciones
por separado y luego hallamos la interseccién

20+1> —1 20 > —1—1 20 > —2 x> —1
3t —7<2 30 <2+7 3¢ <9 <3

Luego el intervalo solucién es [—1, 3]
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Ejemplo 1.3 (Resolviendo inecuaciones dobles). Hallar el conjunto solucion
del siguiente sistema de desigualdades

2—-3zx>-1
2-3xz <11

Solucion. Podemos resolver cada inecuacién por separado, o bien, utilizar el
hecho de que la expresiéon 2 — 3z aparece en ambas inecuaciones y trabajar
conjuntamente. Asfi,

2—3xz>—1

—1<2 - <
2_3$§11} 1<2-3z<11

restando 2 en los tres miembros, resulta
—3<-3x<9

y dividiendo por -3
1>x2> -3

Luego el conjunto solucién es el intervalo [—3, 1].

Ejemplo 1.4 (Resolviendo inecuaciones cuadriticas). Hallar el conjunto
solucién de la inecuacion x? < 6z — 8

Solucion. El camino més facil para resolver estas inecuaciones es dejar sola-
mente cero en el segundo miembro. Asi,

22— 6x+8<0

hallamos las raices del polinomio p(z) = 2% — 6x + 8,

6E£+v36—-32 6X2 {4
Tr = = =
2 2 2

2 —6r+8=0 <

Teniendo en cuenta que un polinomio cambia de signo sélo en sus ceros',

podemos resolver la desigualdad probando el signo del polinomio en cada
uno de los intervalos

T < 2, 2 <x <4, x >4

que puede hacerse eligiendo un punto cualquiera en cada uno de los intervalos
y viendo el valor del polinomio en ese punto (puesto que en todo el intervalo
el polinomio conserva el signo). Asi,

p(0) =48>0, p(38)=9-1848=-1<0, p(5)=25-30+8=+3>0

Como la desigualdad se cumple sélo en el intervalo central, se concluye que
el conjunto solucién es

2 <z <4 esdecir, el intervalo (2,4)

'yer Corolario 1.3 en la pégina 69
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Ejemplo 1.5 (Resolviendo inecuaciones racionales). Hallar el conjunto solu-
cion de la desigualdad

T —2

r—4

<2

Solucion. Dejamos cero en el segundo miembro, y operamos

T — 2 z— 2 r—2—2x+8 6 —x
2 e — 29 e b
.73—4< <:>.’L'—4 <0 & ] <0<:>x_4<0

Consideramos la funcién racional

Y teniendo en cuenta que una funcion racional puede cambiar de signo tanto
en los ceros del numerador como en los ceros del denominador, resulta que la
funcién puede cambiar de signo en los puntos: x = 4y x = 6. Luego podemos
resolver la desigualdad comprobando el signo de la funcién racional en cada
uno de los intervalos

T < 4, 4 <z <6, z>6

que puede hacerse eligiendo un punto cualquiera en cada uno de los intervalos
y viendo el valor de la funcién en ese punto. Asi,

1 —1
r(O):_i4<o, rB)=1 >0, 0= <0

Como la desigualdad se cumple sélo en los dos intervalos de los extremos,
se concluye que el conjunto solucién es

x <4 6 x> 06, es decir, la unién de los intervalos (—o0,4) U (6, +00)

Ejemplo 1.6 (Resolviendo inecuaciones racionales mediante la consideracién

sucesiva de distintos casos). Hallar el conjunto solucion de la desigualdad
20 — 3 - 1
x+3 2

(z # —3)

Solucidn. Puesto que no sabemos de antemano si z+3 es positivo o negativo,
no podemos multiplicar, ambos miembros de la desigualdad, por x + 3, ya
que no sabemos si ha de mantenerse el sentido de la desigualdad o si ha de
cambiarse. Para ello, consideramos sucesivamente los dos casos siguientes:

a)r+3>0
b)z+3<0
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a) Consideremos el caso x+3 > 0. Al ser x + 3 positivo podemos multiplicar
ambos miembros de la desigualdad por x 4 3, manteniendo el sentido de la
misma. Co lo que resulta,

r+3>0 )

x> -3
2w —3 1 -
v f M—6<x+3@3x<9@x<3} sersd

< —
T+ 3 2
b) Consideremos ahora el caso x+3 < 0. Al ser z+3 negativo para multiplicar
ambos miembros de la desigualdad por x + 3, tenemos que invertir el sentido
de la misma. Co lo que resulta,

5;3501‘ v <3
} dr—6>rx+3<3x>9<x>3

<
x+3 2

que no tiene solucién, puesto que ningin nimero x es, a la vez, x < =3y
x> 3.
En consecuencia se concluye que el conjunto solucién es:

—3 <z < 3, es decir, el intervalo (-3, 3).

Resoluciéon de desigualdades por factorizaciéon

Las desigualdades polinémicas y las racionales también pueden resolverse
por factorizacion, como se describe en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.7 (Resolviendo desigualdades por factorizacién). Resolver
(x4+2)(x—1)(x—3)>0

Solucion. Hallamos los ceros de cada uno de los factores:

y consideramos los intervalos determinados por dichos ceros,
(_007_2)7 (_271)7 (173)7 (3,—|—OO)

Como el producto (z 4+ 2)(z — 1)(x — 3) conserva el signo dentro de cada
intervalo, se trata de estudiar el signo del mismo en cada uno de ellos. Sin
embargo, en vez de elegir un nimero en cada intervalo y ver el signo del
producto para dicho valor, lo que hacemos es recorrer la recta de derecha
a izquierda y tener en cuenta que cada factor cambia de signo al pasar por
su rafz correspondiente. En consecuencia tenemos la siguiente relacién de
signos,

——— -+ —++  +++
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Multiplicando los signos en cada intervalo, resulta que el producto es positivo
para los intervalos (—2,1) y (3, 400), luego el conjunto solucién es

(—2,1) U (3, +00).

Las desigualdades racionales se resuelven igual que las polinémicas. En
efecto, teniendo en cuenta que el signo del cociente de dos niimeros es el mis-
mo que el signo de su producto, resulta que el conjunto solucién del cociente
P(z)/Q(x) > 0 es el mismo que el del producto P(z)-Q(x) > 0. En conse-
cuencia, consideramos los ceros, tanto del numerador como del denominador,
y repetimos el proceso del ejemplo anterior.

1.1.2. Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un nimero real x se designa por |x| y se define del modo
siguiente:

x| =2 six >0,

|z| = —z sixz <0,

0] = 0.

Ahora bien, teniendo en cuenta que para x = 0 es valida la igualdad |z| = z,
podemos escribir més brevemente

r six>0
|$’: —x siz <0

En consecuencia, podemos dar la siguiente

Definicién 1.4 (Valor absoluto). Se llama valor absoluto de un nimero
real z, y se denota por el simbolo |x|, a dicho nimero si es positivo o cero,
Y a su opuesto Si es neqgativo.

x sitx >0
@ |= -z s1x <0

Es decir, |z| representa la distancia desde el origen al punto x.
Ejemplo, 13| =3, [0/=0, |—3|=3.

Nota: El valor absoluto de un ntimero nunca es negativo. Puede sorprender que —x sea
positivo, sin embargo, esto no es nada sorprendente, ya que podemos pensar en —(—3) =
+3 que también es positivo, a pesar del signo menos inicial, ya que los dos signos menos
se compensan. Igual ocurre con —x donde el signo menos que aparece de manera explicita
se compensa con el signo menos que z tiene implicitamente, ya que hemos supuesto, en el
segundo apartado, que x es negativo.

El valor absoluto también se puede definir de la siguiente forma.

|z| = méx{z, —z}

Al valor absoluto de un niimero también se le llama su mddulo.
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Ejemplo 1.8. Eliminar el valor absoluto en las siguientes erpresiones:
(a) [1+vV2-+V3]  (b) |1+v2—- V10|

Solucion. Tenemos que comprobar si la expresién que hay dentro del valor
absoluto da como resultado un ntimero positivo o negativo, si es positivo la
dejamos igual, y si es negativo la cambiamos de signo para convertirlo en
positivo. En consecuencia:

() [1+v2— V3| =1+v2— V3

(b) [14+v2 =10/ = —(1+ V2 -V10) = =1 = V2 + V10

Propiedades del valor absoluto

1. |z| > 0 El valor absoluto nunca es negativo.
2. |x| =0< 2 =0 Elvalor absoluto igualado a cero se puede suprimir.
3. ]a:\Q = \xQ\ = 22 El valor absoluto elevado al cuadrado se puede suprimir.
4. ’:L'| = | — 1:’ Dentro del valor absoluto se puede cambiar de signo.
Va? = |z|
—|z] <z < |z

[z +y| < x| + |yl

®© N o

lzy| = || - |y
9. [zl=lyl & =z=24y

Si p es positivo, se tiene: x| <p
10. [z|<pe -—p<z<p —p 0 p
|
1
(z>p lz| =p
11. |z|>p& o} \ /

r<—p lz| > p

Aunque formalmente no es correcto, esta propiedad puede expresarse
de la forma:
x| >pe —p>x>p

Habra que tener en cuenta que cada desigualdad va por separado.

Nota: (Aclaraciones sobre la raiz cuadrada). Veamos algunas aclaraciones acerca de
la raiz cuadrada. En Matematicas, la raiz cuadrada de un nimero se define de la siguiente
forma

Definicién 1.5. El nimero b se llama raiz cuadrada del nimero a si b*> = a.

b=+va & b*=a
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Esta definicién significa lo siguiente:

1. Si el nimero a es positivo, existen exactamente dos raices cuadradas de a, una
positiva y la otra negativa.

2. Sia =0, existe una sola raiz cuadrada de a, la que es igual a cero.

3. Si el nimero a es negativo, no existe ninguna raiz cuadrada de a.

En Caélculo, esta definicién de raiz cuadrada, si la aceptamos tal cual, presenta varias
dificultades:

1. La ecuacién y = y/= no representaria una funcién ya que, dicha relacién, asignaria
dos valores a un mismo niimero, por ejemplo, f(4) = £2, lo que no estd permitido
para las funciones como veremos en la Seccién 1.3.

2. Segiin esta definicién v/4 no serfa un nimero, sino un conjunto de nimeros, ya que
Vi = {—2,2}, y no tendria sentido hablar de la suma 3 + V/4, ya que no sabriamos
si dicha suma es 1 o 5.

Para resolver estos problemas, en Caélculo, lo que se hace es diferenciar ambas raices,
introduciendo el concepto de raiz aritmética.

Definicién 1.6 (Raiz cuadrada aritmética). Se llama raiz cuadrada aritmética de un
numero positivo, a, a la raiz cuadrada positiva de este niumero.

b=va & b®=a y b>0

En consecuencia, la afirmacién de que b es la raiz cuadrada aritmética de a es equi-
valente a un conjunto de dos afirmaciones: b*> = a y b > 0; con esto se supone que a es un
ntimero positivo o cero.

En Célculo, cuando hablamos de raiz cuadrada nos referimos, siempre, a la raiz cuadra-
da aritmética. Asi, por ejemplo, aunque 4 tenga dos raices cuadradas, 2 y -2, con el simbo-
lo v/4 solamente nos referimos a la rafz cuadrada positiva V4 = +2. Para indicar la rafz
cuadrada negativa tendremos que explicitarlo con un signo menos —v/4 = —2. Es de-
cir, en Calculo, para evitar la ambivalencia, el stmbolo /x denota exclusivamente la raiz
no-negativa de x.

Tenemos que tanto = como —z son raices cuadradas de z2, ya que (+x)2 =2y
(—x)? = z*. Sin embargo, en Célculo, V/z2 no es simplemente un nimero cualquiera que
elevado al cuadrado da 22, sino que es indispensablemente un niimero positivo o cero. En

consecuencia,
Va? = |z

Lo que significa que, en general, no se va a poder compensar el cuadrado con la raiz
cuadrada, salvo que el radicando sea positivo.

\/mizséx

Por otro lado, la solucién de la ecuacién 2 = p no se puede expresar simplemente
con x = /p, ya que con este simbolo nos vamos a referir, exclusivamente, a una de las dos
posible soluciones. En consecuencia tendremos que indicar

x2=p = =47

Ejemplo 1.9 (Ecuaciones con valor absoluto). Resolver las siguientes ecua-
ciones:

l|z—5=4, 2 |z—5=-4, 3. |]z—5=0, 4. |z+1=3z-9

Solucion.
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((2—5=4 ) =9
1. |[x=5]=4 = 6
r—5=—4 r=1

2. |z —5]=—-4 No tiene solucién.

3. |lz=5=0 = x-5=0 = z=5

( z+1>0 }xZ—l}I75\
1 r4+1=3x-9 10 = 2z o
4. Jz+1=32-9= 6 ?:>x:5
1 24+1<0 } azg—l}N :
l 2-1=32-9 8=4 ° )

En general, el método mas directo de atacar un problema referente a
valores absolutos requiere la consideracién por separado de distintos casos,
con objeto de eliminar el valor absoluto. En particular, siempre habra que
considerar si lo que hay dentro del valor absoluto es positivo o es negativo.
Esto hace que cuando aparecen varios valores absolutos, la casuistica se
complique, ya que hay que considerar, por separado, todas las posibilidades,
en cuanto al signo, de las expresiones que hay dentro de cada uno de los
valores absolutos.

Sin embargo, en ocasiones pueden emplearse otros métodos mas sencillo
que eliminen el valor absoluto, sin tener que acudir a la casuistica de los sig-
nos. Bien, acudiendo a las propiedades del valor absoluto, o bien, utilizando
la representacién grafica. Por ejemplo, la ecuacién |z + 1| = 3z — 9 también
puede resolverse graficamente, estudiando los puntos de corte de las graficas
de las funciones f(z) = |z + 1| y g(z) = 3z — 9. Otra manera de abordar
esta ecuacién es resolviendo la ecuacion irracional: \/(z +1)2 =3z — 9
Nota: Al resolver una ecuacién con valores absolutos, cada caso supone resolver un sistema
formado por una inecuacién y una ecuaciéon. Evidentemente, la inecuacién no es necesario
resolverla, ya que podemos resolver la ecuaciéon y comprobar si las soluciones de la misma
cumplen o no la inecuacién. Si la cumplen la aceptamos como solucién y si no la cumplen
la rechazamos.

Puede ocurrir que una solucién rechazada en un caso, aparezca como solucion valida
en otro de los casos. En tal caso se acepta la solucién (siempre estd la posibilidad de
comprobar las soluciones en la ecuacién inicial).

Cuando se trata de resolver una inecuacién con valores absolutos, entonces si que hay

que resolver todas las desigualdades, ya que se trata de encontrar la intersecciéon de los
conjuntos solucién.

Si aparecen varios valores absolutos cada sistema tendria varias inecuaciones que corre-

rian la misma suerte de lo dicho anteriormente.
Ejemplo 1.10. Resolver la ecuacién |v? —2x — 8| =z + 2
Solucion. Consideramos sucesivamente los dos casos:

a) x> — 22 —8 >0,
b) x2 — 22 — 8 < 0.
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a) 2 — 2x — 8 > 0. En este caso resulta la ecuacion: 2% — 2x — 8 = x + 2.
En consecuencia tenemos que resolver el sistema

22 =22 —-8>0
22 —-3x—-10=0

Para ello resolvemos la ecuacién y comprobamos las soluciones en la in-
ecuacion. Asi,

22 -3x—-10=0

$_3i\/9+40_3i7_{ 5

2 2 -2
de donde,

r=5=52-2.5-8=25—-10-8=7 >0,
r=-2=(-2)2-2-(-2)-8=4+4-8=0.

Luego las dos soluciones son validas.

b) 22 — 2z — 8 < 0. En este caso resulta la ecuacién: —22 + 2z + 8 = x + 2.
En consecuencia tenemos que resolver el sistema

22 —2x—-8<0
> —2x—-6=0

Para ello resolvemos la ecuacién y comprobamos las soluciones en la in-
ecuacion. Asi,

-z —-6=0

141424 145 {3
x: fr— =
2 2 -2

de donde,

r=3=32-2.3-8=9-6-8=-5<0,
r=-2=(-2)?%2-2.(-2)-8=4+4-8=0.

En este caso la primera solucién es valida y la segunda no. No obstante,
x = —2 es valida, por el caso anterior.

En consecuencia las soluciones de la ecuacion inicial son z = —2, z = 3
y & =5.

Ejemplo 1.11. Resolver la ecuacion x? — 4|x| —5 =0

Solucidon. En este ejemplo, para liberarnos del médulo podemos considerar
sucesivamente los dos casos x > 0 y « < 0; o bien, teniendo en cuenta que
x? = |z|?, transformar la ecuacién inicial en |z|>—4|z|—5 = 0 que se resuelve
con un cambio de variable, o bien, directamente:

4i\/16+20_4i6_{ 5=x=56 —5

2 gl r _
|7 — 4fz] =5 = 0= |z 2 9 —1 no es solucién

Luego la ecuacion inicial tiene dos soluciones x =5y x = —5.
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Ejemplo 1.12 (Desigualdades con valor absoluto). Resolver las siguientes
desigualdades:

1. |z—1]<3, 2. [2—4z]<6, 3. x| >2
4. lz—1]>2 5 [22-3]<-2, 6. |20—3]>—2
Solucion.
1 Jz—1<3=-3<z-1<3=-2<z<d4d=z€[—2/4]
2. |2-4z|<6=>—6<2-4r<6=-8< dr<4=2>z>-1=
= -1<z<2=z€c[-1,2]

x> 2

. > -
3 ’:L‘|_2:>{x§_2

};xxe (o0, —2] U2, +o0)

Tz >3
4. lx—=1]>2=-2>zx-1>2=-1>2>3= o1 (7

=x€c (oo,—l] U [3,+oo)

5. |2z — 3| < =2 = No tiene solucién.

6. |2z —3| > —2 = Se cumple siempre, luego z € (—o0, +00)
Ejemplo 1.13 (Sistemas de desigualdades). Resolver el sistema de desigual-
dades:

|22 — 2| < 4

|20 — 3| >1
Solucion. Resolvemos cada desigualdad por separado y luego hallamos la
interseccion de los conjuntos solucién.

‘Qx_2’§4]—4§2x—2§4:>—2§2x§6:>—1§x§3 b
r>2 3=
r <1

=ze[-1,1U]|23]

20— 3] > 1 —122x—321:>222x24:>12x22:>{

Expresion de intervalos mediante valor absoluto

Cualquier intervalo se puede expresar en términos de valor absoluto de la
siguiente formas:

[a,b]:{xeR/\x—a+b b—a}

| <
2 2

Si m es el punto medio del intervalo [a,b], y r el radio, entonces:

|l —m| <r
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Nota: Para hallar el punto medio de un intervalo basta con hallar la media aritmética de
sus extremos. Es decir, el punto medio del intervalo (a,b) es

_a+b
2

Ejemplo 1.14 (Expresién de intervalos mediante valor absoluto). Ezxpresar
mediante valor absoluto los siguientes intervalos:

1L[-22], 2 [-13], 3. (—o00,—2JU[2,4+00), 4. (—o00,1]U[5,+00).

Solucion.

—_

[—2,2]={zeR/ |z[<2}

2. [-1,3|={zeR/ |z—-1<2}

3. (—o0,—2]U[2,+00)={z R/ |a] >2}
4. (=00, 1JU[5,400) ={z €R/ |z —3|>2}

Definicién 1.7 (Intervalo reducido de un punto). Se llama entorno
reducido de un punto a un entorno en el que se ha suprimido el punto.

Ejemplo 1.15 (Expresién mediante valor absoluto de un entorno reducido).
Ezpresar mediante valor absoluto un entorno reducido de 4 de radio 2.

Solucion.
(2,4)U(4,6)={zeR/ 0<|z—4| <2}

La manera de expresar que = # 4 es mediante la desigualdad 0 < |z — 4|

Distancia entre dos puntos de la recta real

Definicién 1.8 (Distancia entre dos puntos de la recta real). La
distancia entre dos puntos x1 y xo de la recta real, viene definida por el
valor absoluto de su diferencia

d= ’.732—:61‘ = (.1'2—.731)2

Nota: El orden en que se restan los puntos 1 y 22 no importa, ya que |22 —z1| = |x1 — 22|
A la diferencia de los ntimeros (sin el valor absoluto) se le llama distancia dirigida.
Asi,
a) la distancia dirigida de z1 a x2 es x2 — x1; y,
b) la distancia dirigida de 2 a z1 es 1 — z2.

En consecuencia, la distancia dirigida es positiva cuando se mide hacia la derecha
(orden creciente de los nimeros) y negativa cuando se mide hacia la izquierda (orden

decreciente de los ntmeros).

Ejemplo 1.16 (Distancia en la recta). Hallar la distancia entre -2 y 5
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Solucion. a) La distancia entre -2 y 5 viene dada por:

d=15—-(=2)|=[1l=7

b) La distancia dirigida desde -2 a 5 es 5-(-2)=7
c¢) La distancia dirigida desde 5 a -2 es -2-5=-7

J— Distancia = 7 —l
Il Il A

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 1.2: Distancia en la recta real

Ejercicios propuestos de la seccién 1.1. La recta real

1.1.1.

1.1.2.

1.1.3.

1.1.4.

1.1.5.

1.1.6.

1.1.7.

1.1.8.

Soluciones en la pdgina 389

Resolver las inecuaciones:
a) 3z —4 < -1 b) 2 — 3z > 11

Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones

) 3r—2>7 b) dr—1> -5 )372x271
Y sr—7<3 Tr—1<13 ) 3_w<T
Resolver las desigualdades:

a) 2° +5 < 6z b) 21—3<1

x—5
Resolver las desigualdades:
a)x<% b)3§x2—6x+8§8
Resolver las ecuaciones:
a) [le+1/+2|=2 b)[lz+1[+2|=1 o) |lz+1+2|=3

Resolver las ecuaciones:

T —2
3z —6| = 2 b =3
a) |30 — 6| =z + ) ||
c) |#? — 6z + 8| =z — 2 d) 2+ |2 -2=0
Resolver las desigualdades
a)[3z—6|<z+2 D) ‘m_2‘<3
z—1

Expresar mediante valor absoluto las siguientes desigualdades:

m075<a¢<x0+5} b)l—e< f(z)<l+e

a) T # To
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1.2. El plano y el espacio cartesiano

1.2.1. Sistema rectangular de coordenadas cartesianas

a) Plano cartesiano. Un sistema de coordenadas rectangulares o carte-
siano, en el plano, se construye mediante dos rectas perpendiculares, lla-
madas ejes de coordenadas. La recta real horizontal se llama tradicional-
mente eje x y la vertical eje y. Su punto de interseccién se llama origen de
coordenadas.

Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro partes llamadas cua-
drantes.

Cada punto del plano se identifica por un par ordenado (x, y) de niimeros
reales, llamados coordenadas del punto. El niimero = se llama coordenada x
o abscisa y representa la distancia dirigida desde el eje y al punto. El ntimero
y se llama coordenada y u ordenada y representa la distancia dirigida desde
el eje x al punto.

y
Cuadrante 1T~ 3T Cuadrante I
Tz _.l.(:r., Y)
T -
I I I I 1
T T T T T T
-3 -2 -1 ‘\1 273
14
—2+  Origen

Cuadrante 11T _3 ] Cuadrante IV

Figura 1.3: El plano cartesiano

Nota: Usamos paréntesis (a,b), tanto para representar el intervalo abierto (a,b), como
para indicar el punto del plano de coordenadas (a,b). No obstante, el contexto determi-
nard en cada caso a qué nos estamos refiriendo.
b) Espacio cartesiano. Un sistema de coordenadas rectangulares o carte-
siano, en el espacio, se construye mediante tres rectas perpendiculares, lla-
madas ejes de coordenadas. El primer eje se llama tradicionalmente eje x,
el segundo eje y, y el tercero eje z. Su punto de interseccion se llama origen
de coordenadas.

Un sistema de referencia tridimensional puede tener orientacién positiva
u orientacién negativa. Tiene orientacién positiva si un “tornillo” situado
en el eje z que gire desde el eje x hacia el eje y, avanza hacia la direccion
positiva del eje z; y orientacion negativa si avanza en direccién contraria.

Los ejes de coordenadas, tomados de dos en dos, determinan tres planos
coordenados, denominados por plano xy, plano xz vy plano yz. Estos planos
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zZ z

€ Y,

Orientacion positiva Orientacion negativa

Figura 1.4: Las dos orientaciones del espacio.

coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas octantes. El primer
octante es aquel en que las tres coordenadas son positivas.

Cada punto del espacio se identifica por una terna ordenada (z,y, z) de
numeros reales, llamados coordenadas del punto. El nimero x se llama co-
ordenada = o abscisa y representa la distancia dirigida desde el plano yx al
punto. El nimero y se llama coordenada y u ordenada y representa la dis-
tancia dirigida desde el plano zz al punto. El niimero z se llama coordenada
z o cota y representa la distancia dirigida desde el plano zy al punto.

P(x,y, 2)

El

Figura 1.5: El espacio cartesiano

1.2.2. Distancia entre dos puntos

a) En el plano. Para hallar la distancia entre dos puntos del plano (x1,y1)
y (22,y2). Formamos con ellos un tridngulo rectdngulo, con lados paralelos
a los ejes de coordenadas, y aplicamos el teorema de Pitdgoras.

Figura 1.6: Distancia entre dos puntos

En su virtud, resulta

d* = (z2 — 21)* + (y2 — 1)?
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de donde, tomando la raiz cuadrada positiva, ya que la distancia entre dos
puntos es un numero positivo, resulta

d= \/($2 —x1)? + (y2 — n1)?

Proposicién 1.2 (Distancia entre dos puntos del plano). La distancia
d entre los puntos (x1,y1) y (x2,y2) viene dada por

d=\/(z2 — 1) + (y2 — 1)

b) En el espacio. Para hallar la distancia entre dos puntos del espacio,
(x1,y1,21) y (w2,y2,22), se aplica el teorema de Pitdgoras dos veces y se
obtiene la siguiente férmula

d=1/(ra —21)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)?

c) En el espacio n-dimensional. Se llama punto x de un espacio n-
dimensional al conjunto ordenado (n-upla) de nimeros reales (z1, z2,- -, Tp)
El nimero z; se llama coordenada i-ésima del punto x; i =1,2,...,n.

Definicién 1.9 (Distancia entre dos puntos de R"). La distancia
entre dos puntos x = (x1, - ,2p) €y = (Y1, ,yn) Se define por la
formula

d(x,y) = /(x1 —y1)2 + -+ (zp — yn)? (1.1)

Ejemplo 1.17 (Distancia entre dos puntos). Hallar la distancia:

a) Entre los puntos (—2,4) y (2,1).
b) Entre los puntos (2,2,3) y (3,4,5).

Solucion. Aplicando, en cada caso, la férmula (1.1), resulta

a)d=/2— (-2)2+(1-42=vI6+9=V25=5
b)d=/(3-22+(4-22+(5-32=yVI+4+4=/9=3

1.2.3. El circulo y la esfera

a) La circunferencia en el plano. Teniendo en cuenta que la circunferen-
cia de centro (zg,yo) y radio r estd formada por los puntos del plano cuya
distancia al centro (xg,yo) es el radio r, resulta

Proposicién 1.3 (Ecuacién de la circunferencia). El punto (z,y)
estd en la circunferencia de centro (xg,y0) y radio v si y sélo si

(z — 20)* + (y — yo)* = r? (1.2)
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Demostracion. En efecto, si (z,y) es un punto de la circunferencia, su dis-
tancia al centro (g, o), serd r, en consecuencia

\/(if—l‘o)2+(y—yo)2:7"

y elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad se obtiene la ecuacién
de la circunferencia

(z—20)” + (y —w0)* =17 O

Si la circunferencia tiene su centro en el origen de coordenadas (0,0) y

radio r, su ecuacién sera

22 442 = 12

Se llama circulo o disco al interior de una circunferencia. En consecuencia

Proposicién 1.4 (Ecuacién de un circulo o disco). El punto (z,y)
estd en el circulo de centro (xo,yo) y radio r si y sdlo si

2 2 2
(x—20)"+(y—wo)" <r (1.3)
Si consideramos que el circulo incluye la circunferencia, su ecuacion es

(x —20)* + (y —yo)? < 1

(z,y) (z,y)
[ ! [ !
[(m—xo)2+(y—yo)2=7’2] [(m—xo)2+(y—yo)2§7”2]

Figura 1.7: Circunferencia y circulo

Ejemplo 1.18 (Hallando la ecuacién de una circunferencia). Una circunfe-
rencia tiene su centro en el punto (—2,1) y contiene al punto (1,3)

a) Halla la ecuacion de la circunferencia
b) Halla la ecuacion del circulo delimitado por la circunferencia

Solucion. El radio es la distancia entre el centro (—2,1) y el punto (1, 3). En
consecuencia,

r=y1-(-2P2+@B-1)2=V9+4=13
Por lo tanto, se tiene: a) Fcuacion de la circunferencia.

[ = (=2)° + (y - 1)* = (V13)?



1.2. EL PLANO Y EL ESPACIO CARTESIANO 19

de donde,

(x4+2)2+(y—-1)?=13

b) Ecuacion del circulo.

Figura 1.8: (z +2)° + (y —1)> < 13

Ecuacion general de la circunferencia. Si en la ecuacién canénica de la

circunferencia

(& —20)? + (y = y0)* = 1

eliminamos los paréntesis y simplificamos, resulta una ecuacion del tipo
Az + Ay + Dx+Ey+F =0, A#0 (1.4)

que es la forma general de la ecuacién de la circunferencia.

Nota: Obsérvese que los coeficientes de 2 y de y? han de ser iguales para que se trate

de una circunferencia.

Ejemplo 1.19 (Completando cuadrados). Hallar el centro y el radio de la
circunferencia cuya ecuacion en forma general es

4a? + 4y? + 42 — 16y + 13 =0

Solucidon. Pasamos de la forma general a la forma candnica completando
cuadrados. Para ello; en primer lugar, dividimos por 4 para que los coefi-
cientes de 2 e y? sean 1.

13

42 4+ 4y? + 42— 16y +13=0 — x2+y2+$—4y—|—Z:0

y, en segundo lugar, agrupamos los términos semejantes.

13
(@ 4ot )+ -yt )=—

Completamos los cuadrados

1 13 1
<$2+1$—|—1)+(y2—4y+4):—z+1+4
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de donde resulta
12 5
<x+§) +(y—2)"=1
y por tanto, la circunferencia tiene centro en el punto (%1, 2) y radio 1.

Ejemplo 1.20 (Conjunto solucién con un tnico punto). Discutir la grifica
de la ecuacion
322 + 3y — 182 — 12y +39 =0

Solucion. Pasamos de la forma general a la forma canénica completando
cuadrados. Para ello, en primer lugar dividimos por 3 para que los coefi-
cientes de 22 e y? sean 1.

322 +3y2 — 182 — 12y +39=0 — 2?4+ ¢y>—6x—4y+13=0
en segundo lugar agrupamos los términos semejantes
(2? — 6+ )+ (y* —4dy+ )=-13
completamos los cuadrados, con lo que resulta
(2> —624+9)+ (2 —4y+4) =-13+9+4

de donde
(=32 +@wy—-22%*=0

y esta ecuacion solo se cumple cuando z = 3 e y = 2. Es decir, la grafica de
la ecuacién se reduce al punto (3,2)

Ejemplo 1.21 (Ecuacién sin conjunto solucién). Discutir la grdfica de la
ecuacion
2+ 2 420 —4y+9=0

Solucion. Pasamos de la forma general a la forma canénica completando
cuadrados. Agrupamos los términos semejantes, tenemos

(2% + 22+ )+ @ —dy+ )+9=0
completando cuadrados
(x4+1)2—1+(@y—2°-4+9=0

de donde resulta
(x+1)°+(y—2)* = —4

que no tiene soluciéon ya que la suma de dos cuadrados no puede dar un
resultado negativo.
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Nota: La ecuacién general Az? + Ay? + Dz + Fy + F = 0 no siempre representa una
circunferencia, sino que, en algunas ocasiones se reduce a un punto, y en otras no tiene

solucién

b) La esfera en el espacio. Teniendo en cuenta que la superficie esférica
de centro (g, Y0, 20) y radio r estd formada por los puntos del espacio cuya
distancia al centro (xg,yo, 20) es el radio r, resulta la siguiente

Proposicién 1.5 (Ecuacién de la superficie esférica). FEl punto
(x,y,2) estd en la superficie esférica de centro (xo,yo,x0) y radio r si
y solo si

(z —20)* 4+ (y — y0)> + (2 — 20)* = r? (1.5)

Demostracion. En efecto, si (z,y, z) es un punto de la superficie esférica, su
distancia al centro (xg,yo, 20), serd r. En consecuencia

Ve =20 + (g —90)* + (= 20) = v

y elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad se obtiene la ecuacién
de la superficie esférica
(= @0)? + (y — 0)* + (2 — 20)* = B

Si la esfera tiene su centro en el origen de coordenadas (0,0,0) y radio
r, la ecuacion de la superficie esférica serd

2+t + 2 =12

Se llama esfera o bola al interior de una superficie esférica. En conse-
cuencia

Proposicién 1.6 (Ecuacién de una esfera o bola). El punto (z,y,2)
estd en la esfera de centro (xo,yo,20) y radio r si y sélo si

(@ —20)* + (y —90)* + (2 — 20)* < 7° (1.6)
Si consideramos que la esfera incluye la superficie esférica, su ecuacion es
(z —20)* + (y — y0)* + (z — 20)* < r?

Ejemplo 1.22 (Hallando la ecuacién de una esfera). Una superficie esférica
tiene su centro en el punto (—2,1,3) y contiene al punto (1,3,2)

a) Halla la ecuacion de la superficie esférica

b) Halla la ecuacidn de la esfera delimitada por la superficie esférica

Solucion. El radio es la distancia entre el centro (—2, 1, 3) y el punto (1, 3, 2).
En consecuencia,

r=Vl- (2P +B-12+2-32=V0+iri=Vl
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Por lo tanto, se tiene: a) Fcuacion de la superficie esférica.
[z = (=2)]" + (y = 1)° + (2 = 3)" = (V14)?

de donde,
(z+22+@wy—-1)2%+(2-3)>2=14

b) Ecuacion de la esfera.

(x4+2°2+y-1)2+(z2-3?2<14

Ejercicios propuestos de la seccion 1.2. El plano y el espacio
cartesiano

Soluciones en la pdgina 389

1.2.1. Hallar la distancia entre las siguientes parejas de punto:
a‘) (_la_l) y (—2,—2) b) (2,173) Yy (4a27 1)

1.2.2. Hallar z tal que la distancia del origen al punto (z,4) sea 5.
1.2.3. Hallar y de modo que la distancia de (—1,2) a (2,y) sea 5.

1.2.4. Hallar la ecuacion de una circunferencias:
a) Que tiene su centro en el punto (1,1) y pasa por el origen de coordenadas.
b) Que pasa por los puntos (1,1), (3,1) y (3,3).

1.2.5. Discutir las graficas de las ecuaciones:
a) 2’4y  +6z—4y+12 b) 2’ +9° —224+4y+5=0 c) 2’ +y°—4zx—6y+14 =0
1.2.6. Hallar, en cada caso, el conjunto de todos los puntos que verifican la desigualdad
a) 22 +y°—6x—4y+9<0 b) 2’ +y°—42—2y+1>0 c) 2’ +y*+22—4y+6 <0

1.2.7. Determinar la gréfica de la ecuacién: 2(z +y) — (z +v)? = (z — y)?

1.2.8. Hallar la ecuacién de una superficie esférica que tiene a los puntos (3,2,3) y
(—=1,—2,1) como extremos de un didmetro.

1.3. Funciones

1.3.1. Definiciones

En la vida real nos encontramos con magnitudes que estan relacionadas entre
si, bien, porque existe una relacién numeérica entre ella, de manera que el
valor de una de ellas depende del valor de la otra. Por ejemplo la distancia
recorrida por un automévil depende del tiempo que lleva circulando. La
demanda de un determinado producto depende de su precio; o bien, porque
existe entre ellas una relacién no numérica, de cualquier naturaleza. Por
ejemplo los ciudadanos y los paises del mundo estan relacionados por la
nacionalidad.
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De las causas de estas relaciones se ocupan las distintas ramas del saber
(Fisica, Economia, Derecho, etc.). En Calculo nos ocupamos del estudio de
estas relaciones vistas en si mismas, desposeyéndolas del significado material
de las magnitudes que intervienen. Ademads, nos limitamos, en gran medida,
a un tipo particular de relaciones denominadas funciones.

Una funcién es una correspondencia entre dos magnitudes (numéricas
0 no numéricas). Ahora bien, cuando nos referimos a funciones, la corres-
pondencia siempre hay que entenderla en una direccién determinada, por
ejemplo, el espacio funcién del tiempo (el espacio seria la imagen y el tiem-
po el origen). No obstante, hay que advertir que no se considera funcién a
cualquier correspondencia, sino que para que una correspondencia sea fun-
cion, la imagen de cada elemento tiene que ser unica y estar bien determi-
nada. Por ejemplo, la relacién entre los ciudadanos y los paises del mundo
mediante la nacionalidad no es una funcién, porque existen ciudadanos con
doble nacionalidad. Es decir, para que una correspondencia sea funcién, los
originales no pueden tener mas de una imagen, si bien, varios originales
distintos si que pueden tener la misma imagen. En consecuencia una corres-
pondencia puede ser funcién en un sentido y no serlo en el sentido contrario.

Nota: Aunque el concepto de funcién nace del estudio de la relacién existente entre
dos magnitudes que estdn vinculadas por una relacién de causalidad (causa-efecto), y se
establece la causa como variable independiente y el efecto como variable dependiente. Sin
embargo, en Matematicas se pueden establecer funciones entre dos magnitudes, aunque
no exista ningin tipo de causalidad entre ellas. Es decir, se pueden establecer relaciones

de manera artificial.

La idea de «funcién» que se adquiere en los primeros contactos con el
Calculo, tanto en la Ensenanza Secundaria como en el Bachillerato, por
lo comtn, suele identificar el concepto de funciéon con una «férmular, por
ejemplo

f(z) = 2* — 52 + 6,

y se entiende que esta férmula asocia a cada ntimero real x otro nimero real
f(x). Basta sustituir 2 por un nimero concreto y hacer las operaciones indi-
cadas, para obtener su imagen. También se comprende que ciertas férmulas,
tales como

g(l‘) = VI - 47

no estén definidas para todos los numeros reales, y por tanto, que haya
nimeros reales que no tengan imagen mediante dichas funciones, de ahi el
estudio de los dominios. Sin embargo, el alumno de Secundaria, e incluso el
de Bachillerato, se suele resistir a comprender que haya funciones definidas
«a trozosr, «en partes», o «segun los casos». Es decir, funciones en las que
no todos los numeros tienen el mismo tratamiento, sino que segin sea el
nimero se le aplica una férmula u otra para calcular su imagen. El ejemplo
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mas caracteristico de este tipo de funciones es la funcién valor absoluto
h(z) = |z|
que se define «a trozos» de la siguiente forma

r siz>0

h(z) = —x siz <0

Mas incomprensible suelen se las funciones que se definen «con un punto
aparte» como la funcién

sen x 4
o osiz#0

k(z) = 1 siz=0

o las funciones definidas «segtin la naturaleza» del punto, como por ejemplo

B r sizeQ
i) = -z sizeR-Q

en donde a los nimeros racionales se les aplica una férmula y a los irra-
cionales otra.

Dentro de esta asociacién de ideas, funciéon wversus férmula, todavia es
mucho mas incomprensible el hecho de que haya funciones para las que no
exista una «férmula» que las represente.

Otra asociacion de ideas que también suele resultar perniciosa a la ho-
ra de generalizar el concepto de funcion es el identificar la funcién con su
«graficar. Tanto la «férmula» como la «grafica» son dos instrumentos que
nos ayudan, enormemente, a comprender el concepto de «funcién», pero no
debemos identificar los instrumentos con el concepto mismo, ni sentirnos
“atrapados” por los instrumentos a la hora de generalizar los conceptos.

Estas identificaciones de ideas que realizan los alumnos de Secundaria y
Bachillerato no nos deben de preocupar en demasia ya que responden a las
mismas identificaciones de ideas que han realizado los matematicos a lo largo
de la historia de las Matematicas, pero es bueno explicitarlas y ponerlas de
manifiesto con objeto de superarlas.

Estas observaciones ponen de manifiesto que el requisito de que una fun-
cién sea una féormula es indebidamente restrictivo, y mas aun, el identificar
las funciones con sus gréaficas. Por otro lado, también resulta importante
hacer una clara distincion entre la funcién misma y los valores de la funcion.
Es decir, una cosa es la funcién f y otra el valor f(x).

Una primera aproximacion al concepto de funcién podria ser la siguiente
definicion:

Una funcion f de un conjunto A a un conjunto B (A y B no necesaria-
mente distintos) es una regla de correspondencia que asigna a cada elemento
x de un cierto subconjunto D de A, un elemento (y sdlo uno) bien determi-
nado y de B (ademds, ni A ni B pueden ser el conjunto vacio).
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Esto lo indicaremos de la siguiente forma,

DQALB obien f:DCA— B
f:x—y, obien y= f(x)

Esta definiciéon admite la posibilidad de que la funcién pueda no estar
definida para ciertos elementos de A, asi como que haya elementos de B que
no sean imagenes de elementos de A. Es decir, que tanto en A como en B
puede haber elementos no relacionados mediante la funcién f. Y ademas,
admite la consideracion de funciones para las cuales los conjuntos A y B no
son necesariamente de ntmeros reales. Sin embargo, la definicion presenta
un inconveniente y es que no es totalmente clara, ya que no se define lo que
deba interpretarse por «regla de correspondencia».

Una forma mas precisa de definir el concepto de funcién consiste en
imaginarla como el conjunto formado por las parejas de elementos que estdn
relacionados entre si. La funcién, asi concebida, seria un conjunto de pares
ordenados f C A x B. Evidentemente cualquier conjunto de pares ordenados
no define una funcién, ya que el primer elemento de las parejas no se puede
repetir dentro del conjunto. La funcién, asi concebida, seria un conjunto, y
la podemos pensar como el conjunto de puntos que integran la grafica de la
funcién. La definicién, en estos términos, es la siguiente:

Definicién 1.10 (Funcidén). Sean A y B conjuntos (no vacios y no nece-
sariamente distintos). Una funcion de A a B es un conjunto f de pares
ordenados de A X B con la propiedad de que si (a,b) y (a,b’) son elementos
de f, entonces b=1.

f={(a,b) e Ax B/ (a,b) € f y (a,b) e f=b=10}

Resulta conveniente tener siempre presente esta doble concepcién de las
funciones: una estédtica, como un conjunto de pares ordenados (a,b); y otra
dindmica, como una transformacion del primer elemento de cada par en el
segundo b = f(a).

Si (a,b) es un elemento de una funcién f, entonces, en vez de escribir
(a,b) € f, se escribe:

b=fla) 6 f:ar—b

es decir, por lo general, se hace referencia al elemento b como el valor de f
en el punto a, o la imagen de a bajo f.

Al exigir que la imagen ha de estar bien determinada lo que estamos
haciendo es eliminar la posibilidad de definir una funcién mediante la que
se estableciera, por ejemplo, que la imagen de 4 serd 2 o —2, segiin nos
convenga en cada caso.

Dominio y recorrido de una funcién
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Dominio. Al conjunto de todos los elementos de A que pueden aparecer
como primeros miembros de elementos de f se le llama dominio de f,y
se denota por Dy, o simplemente D. Es decir, el dominio estd formado
por todos los elementos de A que tienen imagen.

Recorrido. Al conjunto de todos los elementos de B que puedan aparecer
como segundos miembros de elementos de f se le llama rango, recor-
rido, imagen o conjunto de valores de f y se denota por Ry, o simple-
mente R. Es decir, el recorrido estd formado por todos los elementos
de B que son imagen.

En el caso de que Dy = A, la funcién se llama «aplicacién», y se dice que
f mapea o proyecta A en B (o que es un mapeo o proyeccién de A en B) y
se escribe f: A — B.
Nota: No obstante, hay que advertir que algunos autores exigen en la definicién de funcién
que el dominio coincida con el conjunto inicial, Dy = A, e identifican «funcién» con
«aplicacion».

Sin embargo, nosotros entendemos que no es necesario incluir dicha restricciéon en la

definicién de funcidén, y preferimos considerar las «aplicaciones» como un caso particular
de las «funciones».

Nosotros hablaremos indistintamente de la funcién f : A — B con dominio D C A,y
de la aplicacién f : D — B, salvo que, por cualquier motivo, tengamos que diferenciarlas.
Y, en general, escribiremos f : D C A — B para hacer referencia a cualquiera de las dos

funciones.

En las funciones que se estudian en Célculo los conjuntos A y B son
subconjuntos de R o de R", y escribiremos:

f:DCR—R
f:x+——y obien, y= f(z)

En esta notacién se enfatiza el dominio D de la funcién, sin embargo, el
rango no queda explicito. En Célculo nos ocupamos mucho mas del dominio
que del rango. Las funciones de este tipo se llaman funciones reales de una
variable real (funciones reales porque las imdgenes, f(x), son nimeros reales;
de una variable real porque = € R).

1.3.2. Representacién de funciones

Existen diversas maneras de visualizar una funcién, las mas usuales son
mediante las cuatro representaciones siguientes:

1. Verbal —mediante una descripcion con palabras.
2. Numérica —mediante una tabla de valores.
3. Algebraica—mediante una ecuacion.
4. Visual —mediante —una grdfica,
—un diagrama de flechas,
—una mdaquina.
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Unas representaciones responden mejor a la concepcion estatica de la
funcién, como conjunto de pares ordenados; y otras a la concepcion dindmi-
ca, como proyeccion o transformacion.

Nota: Si bien, una misma funciéon puede representarse mediante todas las maneras posi-
bles, incluso, a veces, es conveniente utilizar varias representaciones de una misma funcién
para tener un conocimiento mas completo de la misma. Hay que tener en cuenta que
ciertas funciones se describen de manera mas natural con uno de los métodos que con

otro.

a) Descripcién verbal. Una funcién puede venir definida mediante una
descripcién verbal. Por ejemplo, la funcién que indica la relacion existente
entre el peso de las manzanas y el precio que hay que pagar por ellas,
suponiendo que el kilo de manzanas cuesta 1.5 euros.

b) Representacién tabular. Una manera importante de representar una
funcién es mediante una tabla. Es lo que hacemos, normalmente, cuando
vamos a representar graficamente una funcién: darle valores y formar una
tabla con ellos. La tabla puede construirse de manera horizontal o vertical.

ZL"l‘o I
ylyw n

Este procedimiento es especialmente 1til cuando se trata de representar
funciones no numéricas. Por ejemplo, si queremos asociar una serie de paises
con sus capitales, podemos tener la siguiente funcion:

Pais Capital
Argentina | Buenos Aires
Chile Santiago
Espana Madrid
Meéxico México
Pert Lima

c) Expresion algebraica. En Célculo la principal manera de representar
una funcién es mediante una ecuacién que liga a las variables (dependiente e
independiente). Para evaluar la funcién se aisla la variable dependiente en la
parte izquierda de la ecuacion, con objeto de obtener la relacién funcional.
Asi, si escribimos la ecuacién 3x + 2y = 1 de la forma

1—-3x
y = ——

2

tenemos descrita y como funciéon de x y podemos denotar la relacién fun-
cional mediante la expresion

_1—31’

fa) ==
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Lo que nos permite evaluar la funcién f en cualquier punto de su dominio,
sin mas que sustituir z por el valor concreto. Asi,

_1-3() _ -4

f6) =5 =

Esta manera de expresar las funciones permite definir funciones por sec-
ciones, es decir, mediante varias férmulas, de tal manera que segin los casos
se aplica una u otra.

Ejemplo 1.23 (Evaluando una funcién definida por varias férmulas). Dada
la funcion definida por

2 .

r+3 six>1
f(z) = )

20+5 stz <1

Evaluar f(0), f(1) y f(2).

Solucidon. Lo que significa la expresion de f(x) es que antes de decidirnos por
la férmula a aplicar hay que ver de qué niimero se trata. Asi, para evaluar los
nimeros mayores o iguales que 1 se aplica la expresiéon 22 43, y para evaluar
los ntimeros menores que 1 se aplica la expresién 2z 4+ 5. En consecuencia,

f(0)=2-0+45=0+5=5
f()=12+3=1+3=4
f(2)=224+3=4+3=7

d) Grafica. Una manera de visualizar una funcién es por medio de una
grafica. La grafica de una funcién de una variable, por lo general, es una
curva en el plano. Sin embargo, no toda curva del plano es la representacion
de una funcién. Para que una curva represente una funcién no puede tener
dos puntos en la misma vertical, ya que para que una correspondencia entre
dos magnitudes sea funcién, la imagen tiene que ser unica. Por lo tanto, una
recta vertical puede cortar a la grafica de una funcién a los sumo una vez
(test de la recta vertical).

Y

)
/\ y = f(z) v
J(y/x |

T

Figura 1.9: Gréfica de una funcién de una variable. La circunferencia no es la grafica de
una funcién (test de la recta vertical).
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Nota: Aunque la grafica de una funcién y la propia funcién son dos conceptos totalmente
diferentes (la gréfica no es mds que uno de los multiples instrumentos que podemos utilizar
para visualizar la funcién), es usual identificar una funcién con su gréfica. Asi, por ejem-

plo, es costumbre referirse a la pardbola y = x°

, como si ambos conceptos fueran lo mismo.
(Nosotros, para evitar sutilezas, por lo general, diremos la pardbola de ecuacion y = xz).

De lo dicho se desprende que existe una gran cantidad de «curvas» que
quedan excluidas del concepto de funcion, entre ellas, la circunferencia y la
elipse. Sin embargo, no por ello quedan excluidas de nuestro estudio. Sino
que aplicaremos las propiedades de las funciones a las correspondencias que
no lo son descomponiéndolas en funciones. Por ejemplo, la ecuacién de una
circunferencia 22 +y? = 1 no representa (globalmente) una funcién, ya que
para cada valor de una de las variables hay dos valores de la otra, con lo
cual se viola el concepto de funcion. En consecuencia, la descomponemos en
dos funciones: una que toma el valor positivo (semicircunferencia superior),
y otra el valor negativo (semicircunferencia inferior). En efecto, tenemos:

2, .2 2 2 1 =+vV1—a?
=l=>y=1-2°=y=ty/1-2%2 = —
=ty Y T Y T {yz—— =2

Figura 1.10: La circunferencia no es una funcién, pero podemos descomponerla en dos
funciones.

e) Diagrama de flechas. Existe otra manera de visualizar una funcién,
sobre todo a nivel tedrico, como una proyeccion de una parte del conjunto
A hacia una parte del conjunto B. Para visualizarla se utiliza un diagrama

de flechas.
Q | O

Figura 1.11: Funcién vista como proyeccién

Cuando (a,b) € f, nos imaginamos que f toma el elemento a del subcon-
junto Dy de Ay lo proyecta o mapea en el elemento b = f(a) del subconjunto
Ry de B.
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f) La funcién como una maquina. Existe otra manera de visualizar una
funcién, concebida como una transformacion, especialmente ttil para com-
prender algunas propiedades tedricas, y que consiste en imaginar la funcion
como una «maquina» que acepta elementos de Dy como materia prima pro-
duciendo elementos correspondientes de Ry como producto final.

v = = f@)
Figura 1.12: La funcién como una méquina de transformacién.

Esta representacion aclara la diferencia entre f y f(z); lo primero es la
maquina y lo segundo el producto de la maquina al ser alimentada por x.

1.3.3. Dominio implicito de una funcién

El dominio de una funcién puede venir expresado explicitamente junto con
la ecuacién que define la funcién (dominio explicito), o bien, no se expresa
porque se entiende que viene determinado implicitamente en la ecuacién que
define la funcién (dominio implicito). El dominio implicito es el conjunto de
todos los niimeros para los que esta definida la ecuacién que define la funcién.
Por ejemplo, la funcién

fx)=Vz+3 ze{l,6, 13}

tiene como dominio explicito solamente Dy = {1, 6, 13}, y por tanto sélo se
debe aplica a los niimero indicados, mientras que la funcion

f(x)=+vx+3

tiene como dominio implicito Dy = {z /2 > —3} que son todos los niimeros
para los que tiene sentido la ecuacién que define la funcion.

En las aplicaciones practicas del Céalculo, cuando se conoce el significado
de las magnitudes que intervienen, el dominio de la funcién, por lo general,
queda determinado por el contexto del problema (dominio contextual).

Ejemplo 1.24 (Hallando el dominio de una funcién). Encontrar el dominio
de las funciones

8) f(2) = o b) g(e) = Va =1 ¢) h(z) = =

2 -1 x—1

d) k(z) =Inx

Solucion. a) Se trata de encontrar aquellos nimeros, x, para los cuales tiene
sentido la férmula dada para f(x). Es decir ;qué valores pueden darse a
x, de manera que al realizar las operaciones indicadas en la expresion que
define f(x) se obtenga un valor numérico y no tropecemos con una operacién
imposible?
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Es evidente que, en este caso, el dominio de la funcién es todo el con-
junto R excepto los ntimeros 1 y -1, es decir, Dy = R — {—1,1}, pues la
expresion puede ser calculada para cualquier niimero real, excepto para esos
dos nimeros. En efecto,

Sin embargo, al sustituir cualquiera de los nimeros 1 o -1 tropezamos con
una operacion imposible, como es dividir por cero.

La determinacion de los ntimeros 1 y -1 se realiza resolviendo la ecuacion
2 _ 2 _ _
z —1=0 — z==1 — zxz=4=1

Téngase en cuenta que en una fraccion la tnica limitacion que existe es que
el denominador no puede tomar el valor cero, mientras que el numerador
puede tomar cualquier valor.

b) Se trata de una raiz cuadrada, luego el radicando no puede ser negativo.
En consecuencia

r—1>0 — x>1 = D;=]I1,+0)

c¢) En esta caso, al estar la raiz cuadrada en el denominador no puede tomar
el valor cero, luego el radicando ha de ser estrictamente positivo, En conse-
cuencia

r—1>0 — 2>1 = D,=(1,+0)

d) El logaritmo sélo esté definida para los niimeros positivos. En consecuen-
cia
Dy = (0, 4+00)

Nota: Al calcular el dominio de una funcién deben tenerse en cuenta, entre otras, las
siguientes circunstancias:

1. Que no se puede dividir por cero.
Que las raices de indice par sélo estan definidas para los nimeros positivos y el
cero.

3. Que los logaritmos sdlo estan definidos para los niimeros positivos.
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1.3.4. Restricciones y extensiones de funciones

Restriccién Si f es una funcién con dominio Dy y D; es un subconjunto
de Dy, D1 C Dy, se puede definir una nueva funcién f; con dominio
D; por medio de f1(z) = f(z) para cada x € D;. Esta funcién se llama
restriccion de f al conjunto Dy. Es decir,

fi=A{(a,b) € f/ a €D}

y se escribe fi = f|D; para denotar la restriccién de la funcién f al
conjunto Dj.

Extensién Si g es una funcién con dominio D, y Dy 2 D,, entonces
cualquier funcién ge con dominio Dy tal que go(x) = g(x) para to-
do z € D, se llama una extension de g al conjunto Do.

Nota: Usualmente no nos referiremos explicitamente a las restricciones de una funcién,
sino que lo haremos de manera implicita utilizando el siguiente lenguaje: Sea f una funcion
definida en un entorno de xo, entonces ... o bien, sea f una funcion definida y que cumple
tal condicion en un conjunto D1, entonces ... u otras expresiones similares. Entendemos
que, en dichos casos, la funcién puede tener un dominio superior, pero que el entorno o el
conjunto D1, respectivamente, estan contenidos en ese dominio. Sin hacer disquisiciones

exquisitas sobre si nos estamos refiriendo a la funcién o a una restricciéon de la misma.

1.3.5. Composicién de funciones.

Composicion de funciones, en general. Componer dos funciones con-
siste en aplicar la sequnda funcion al resultado de la primera. Es decir, para
«componer» dos funciones se aplica primero f a cada z en Dy y después se
aplica g a f(x), siempre que sea posible (es decir, cuando f(x) pertenezca a
Dy).

f g

rH—— Yy 2z
z— f(2)— g(f(x))
Por ejemplo, si f estd definida en todo R por f(z) = 2 y g estd definida sélo para
x > 0 por g(z) = \/z, entonces, la composicién g o f sélo se puede definir para z > 0, y
para estos numeros reales deberd tener el valor V3.
En consecuencia, para poder componer dos funciones el conjunto final
de la primera funcién tiene que coincidir, de alguna manera, con el conjunto
inicial de la segunda.

Al ¢
Definicién 1.11 (Composicién como aplicacién sucesiva de fun-
ciones). Sea f una funcion con dominio Dy en A y rango Ry en B y

sea g una funcion con dominio Dy en B y rango Ry en C. La composicion
go f (observe el orden) es la funcion desde A a C dada por

gof ={(a,c) € AxC / existe un elemento b € Btal que (a,b) € f y (b,c) € g}
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De la propia definicién se desprende inmediatamente que si f y ¢ son fun-
ciones, entonces la composicién g o f es una funcién con

Dgoy = {x € Dy / f(z) € Dy}
Rgof = {g(f(a:)) /& € Dyos}

La composicién de funciones también se puede interpretar como una susti-
tucion de una funcion en la otra. En este sentido, la composiciéon también
se puede definir de la siguiente forma

Definicién 1.12 (Composicién como sustituciéon de la variable).
Sean f y g dos funciones cualesquiera. Se llama composicion de f con g, y
se representa por go f, a la funcion definida del siguiente modo:

go f(x)=g[f(x)]

El dominio de go f es el conjunto de todas las x del dominio de f tales que
f(z) esté en el dominio de g

Dgof = {.%' S Df / f(l') S Dg}

Obsérvese que el orden en que se escribe la composicién go f es el inverso
al orden en que actian las funciones (primero f, después g).

La composicion de funciones se puede visualizar mediante un diagrama
de mdquinas (Fig. 1.13) o un diagrama de flechas (Fig. 1.14)

N 2
EPECECEES | W)

Figura 1.13: La maquina g o f est4 compuesta por las dos méquinas.

/ g

gof

Figura 1.14: Composicién de funciones

De la definicién se deduce que la composicién de funciones no siempre
estd definida, siendo necesario y suficiente para ello que el recorrido de la
primera tenga puntos comunes con en el dominio de la segunda. Es decir,

RfﬂDg#(b
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con objeto de que se pueda establecer la conexién

z— f(z) — g(f(2))

para algun elemento x € Dy.

Nota: No obstante, en ocasiones, y sobre todo a nivel tedrico, nos va a interesar que
el dominio de la funcién compuesta no se reduzca a un conjunto de «puntos aislados»,
sino que se trate de un «conjunto abierto», con objeto de poder asegurar determinados
teoremas, por ejemplo, de derivacién. En el caso particular de que el recorrido de la primera
funcién esté totalmente contenido en el dominio de la segunda, resultarda que el dominio
de la composicién coincidird con el dominio de la primera funcién.

/ g

—

gof
Figura 1.15: f(Dy) € Dy < Dyor = Dy

Si no se da esta situacion, entonces exigiremos la posibilidad de poder restringir la
funcién f a un nuevo dominio D}, que cumpla las condiciones exigidas en el teorema
correpondiente, y para el que se cumpla f(D}) C Dy, con objeto de que Dyoy = Dj.

Ahora bien, en la practica, cuando vamos a resolver un problema de composicién de
funciones, para ver si es posible la composicién, simplemente nos fijaremos en los conjun-
tos inicial y final de cada funcién, sin hacer referencia a los dominios. En consecuencia,
bastard observar si el conjunto final de la primera funcién coincide (o se puede hacer coin-
cidir, de alguna manera) con el conjunto inicial de la segunda, y posteriormente haremos
referencia al dominio de la composicién obtenida. Es decir, para componer buscaremos la
posibilidad de la situacién:

Al.B B L
para poder establecer:
AL o

Para representar la composicién de funciones, algunas veces, son cémodos
los siguientes diagramas conmutativos:

A 1

AN Sy
C

Decir que el esquema es conmutativo significa que da lo mismo pasar de A a
C por la derecha que por la izquierda. Lo que equivale a escribir: h = go f.

También es costumbre representar el diagrama anterior con un aspecto
mas lineal
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Hay que advertir que, en general, la composicién de funciones no es
conmutativa, es decir, en la generalidad de los casos seré fog # go f, incluso,
puede suceder que esté definida la composicién en un orden y no en el otro.
Sin embargo, si se cumple la propiedad asociativa fo (goh) = (fog)oh.

Composicion de funciones reales de una variable real. Componer dos
funciones consiste en aplicar la segunda funcion al resultado de la primera.
Ahora bien, desde el punto de vista analitico, este concepto puede tener
una segunda lectura. Analiticamente, la composicién de funciones, también
significa sustituir una funcion en la otra. Es decir, si tenemos la funcion
y = f(x) que establece la dependencia entre y y z, y la funcién = = ¢(t),
que establece la dependencia entre x y t, podemos sustituir esta ultima en
la primera y obtener y = f (g(t)) A la funcién asi obtenida (que envia ¢ a
y) se le llama composicién de f con g y se denota por f o g. Obsérvese que
el orden en que se escribe la composicién f o g es el inverso al orden en que
actian las funciones (primero g, después f).

Conviene tener siempre presente esta doble visualizacion de la composi-
cion de funciones: como aplicacion sucesiva de dos funciones, y como susti-
tucién de la variable por una funcion de otra variable. En esquema seria lo
siguiente:

(a) Como aplicacién sucesiva de funciones:

g f

fog

Figura 1.16: Composicién de funciones

(b) Como sustitucién de la variable:

Ak YE(0)

Es evidente, como ya se ha dicho, que para poder componer dos fun-
ciones, en su totalidad, el rango de la primera ha de estar contenido en el
dominio de la segunda g(Dy) C Dy, en caso contrario, después de aplicar g
no podriamos aplicar f. Sin embargo, esta restriccion no es necesaria para
poder realizar, parcialmente, la composicién de las funciones, sélo que, en
este caso, habra que reducir el dominio de la composicién a los puntos del
dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio de la segunda.

Desde el punto de vista formal la composicion, de funciones reales de una
variable real, puede enunciarse de la siguiente forma: Dadas las funciones



36 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

g: I CR—-R, f:JCR—R (tales que g(I) C J), se llama composicion
de f con g y se denota fog: I CR — R, ala funcidn (fog)(x) = f(g(x))

:ICR—R NN
?:jéRHR}LMQJQR%JQMf%MMZf@@D

En el caso de que no se cumpla la condicién g(I) C J, la composicién también
es posible, siempre que g(I) N J # @. En tal caso habré que restringir las
funciones a aquellos puntos en los que la composicion sea posible. Es decir,
a los puntos del dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio
de la segunda.

Ejemplo 1.25 (Componiendo funciones). Dada las funciones
flx)=32z—-1 y g(x)=a*+2

Hallar f o g(x) y go f(z)

Solucion. Tenemos que f o g(x) = f(g(:v)), luego, bastard con sustituir en
f(x) el valor de = por g(z). Asi,

foglz)=f(g9(z)) =3g(x) —1=3("+2)—1=32"+6—-1=32>+5

Mientras que go f(z) = g(f(x)), luego, bastara con sustituir en g(x) el valor
de z por f(x). Asi,

gof () = g(f(@)) = (f(2)) 42 = (Br—1)2+2 = 92— 62+142 = 92— 62+3

Nota: Como se observa en este ejemplo, en general, la composicién de funciones no cumple

la propiedad conmutativa. Es decir, fog # go f.

1.3.6. Funciones inyectivas e inversas

Funcién inyectiva. Una funcion se dice que es inyectiva cuando elementos
distintos tienen imdgenes distintas, es decir, cuando no existen dos elementos
distintos con la misma imagen. Por tanto, f es inyectiva si y sélo si:

f@) = fa) = a=d

O bien, alternativamente, f es inyectiva si y sélo si, para a y a’ en Dy, se
tiene

a#a = f(a) # f(d)
Formalmente se puede establecer la siguiente definicion:
Definicién 1.13 (Funcién inyectiva). Sea f una funcion con dominio

Dy en A y rango Ry en B. Se dice que f es inyectiva o uno a uno si, cada
vez que (a,b) y (a’,b) son elementos de f, entonces a = a’
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Si f es inyectiva se dice que f es una inyeccion.

Funcién inversa. Se llama reciproca de una funcién a la correspondencia
que se obtiene al intercambiar las imagenes por los correspondientes origi-
nales de dicha funcion. Evidentemente la reciproca de una funcién no tiene
por qué ser otra funcion. En efecto, basta que dos elementos diferentes ten-
gan la misma imagen, para que la reciproca asigne a esa imagen los dos
originales, lo que contradice la definiciéon de funcién. Sin embargo, si la fun-
cién es inyectiva, entonces la reciproca es una funcién y, ademas, es inyectiva.
Es decir, si f es inyectiva desde A a B, entonces el conjunto de pares orde-
nados en B x A que se obtienen al intercambiar las componentes de cada
uno de los pares ordenados de f da una funcién g que también es inyectiva.

Teorema 1.1 (Existencia de funcién la inversa). Una funcion posee
funcion inversa si y solo si es inyectiva

Las relaciones entre una funcién f y su inversa g son las siguientes:

A—

f 5 { D, =Ry, Ry =Dy
g

< (a,b) € f < (b,a) €g obien b= f(a) < a=g(b)

La funcién g se llama funcién inversa o reciproca de f y se denota por f~1.
En consecuencia:

f Dy =Ry, Ry =D
f! (a,b) € f < (b,a) € f~' o bien b= f(a) < a= f~1(b)

En consecuencia, se puede establecer la siguiente

Definicién 1.14 (Funcién reciproca o inversa). Sea [ una inyeccion
con dominio Dy en A y rango Ry en B. Sig = {(b,a) € B x A/ (a,b) € f},
entonces g es una inyeccion con dominio Dy = Ry en B y con rango Ry =
Dy en A. La funcion g se llama funcion inversa de f y se denota por 1

Desde el punto de vista del mapeo, la funcién inversa se puede interpretar
de la siguiente forma: Si f es inyectiva mapea elementos distintos de Dy hacia
elementos distintos de R¢. De tal manera que cada elemento b de Ry es la
imagen bajo f de un tinico elemento a de Dy. La funcién inversa f ~! mapea
el elemento b hacia este elemento tnico a.

Proposicién 1.7 (Composiciéon de funciones reciprocas). Dos fun-
ctones son reciprocas si y solamente si, al componerlas se obtiene la identi-
dad. Es decir,

f(ffl(x)) = para todo x del dominio de f~*

Y
1 (f(m)) =z para todo x del dominio de f
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Figura 1.17: Funcién inversa

Nota: En consecuencia, para que dos funciones reales de variable real, f y g, sean inversas
la una de la otra se ha de cumplir:
1. Dy=Rys, yRg=
2. Que ambas sean inyectivas:
flx) = f(z2) > z1=22 y g(z1) =g( )=>I1 = z2
3.  Que su composicién sea la identidad f( ) (f )

Ejemplo 1.26 (Componiendo funciones reciprocas). Comprobar que las si-
guientes funciones son reciprocas

f@)=23+1 y glz)=Va -1

Solucion. Se tiene:

a) Los dominios y recorridos de ambas funciones coinciden con el conjunto
de los nimeros reales. En consecuencia Dy = Ry, y Ry = Dy

b) Ambas funciones son inyectivas. En efecto.

f(acl):f(a:2):>x?+1:x§+1:>m:{’:x§:>x1:m2

9($1)29($2):>\3/$1*1:\3/$2*1:>1:1—1::U2—1:>x1:x2

¢) La composicién de f con g viene dada por

flg@)=(Va—1) ' +1=2-1+1=2

y la composiciéon de g con f viene dada por

g(f@) = (@B +1)—1= Ve +1-1=VaP =2

Luego se tiene que f(g(:v)) = g(f(:c)) = z y, en consecuencia, podemos
concluir que f y g son inversas una de otra.

En la Figura 1.18 aparecen las grafica de las funciones f y g. Como puede
verse, son simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante,
y = z. Es decir, la grafica de f~! es una reflexién de la grifica de f en la
linea y = z.
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Figura 1.18:

Proposicién 1.8 (Reciproca de la reciproca). Si g es la inversa de f,
entonces también f es la inversa de g. Es decir, la reciproca de la reciproca

es la propia funcion.
-1
(=) =7

Nota: Hay que advertir que aunque para denotar a la funcién inversa se utiliza el expo-
nente —1, no por eso se trata de una potencia. La utilizacién de esta notacién es comoda
porque algunas propiedades de la funcién inversa recuerdan las propiedades de las poten-
cias, como es que la reciproca de la reciproca coincide con la propia funcién (ffl) = f.
Sin embargo, hay que advertir que esta notacién puede inducir a engano, ya que, en general

_ 1
@) # =
7 7@
Calculo de la correspondencia reciproca. Para calcular la reciproca de
una funcién se pueden seguir dos procedimientos:

a) Deshaciendo operaciones. Consiste en deshacer las operaciones en el
orden inverso al que estan realizadas en la funciéon dada. Este método so-
lamente es aplicable a funciones que vienen definidas mediante ecuaciones
sencillas, en las que aparece una sola vez la variable independiente x. Par-
tiendo de x vemos qué operaciones hay que realizar para construir la funcién
f(z). La inversa se obtiene deshaciendo las operaciones en el orden inverso
al que estan realizadas en la funcién dada.

b) Despejando la variable independiente. Consiste en despejar la vari-
able independiente, x, en la ecuacién y = f(x), con objeto de obtener la
reciproca, = g(y) (que puede expresarse en términos de z intercambiando
x por y para obtener y = g(x)).

Nota: Los pasos a seguir para calcular la funcién inversa son:

1. Comprobar que la funcién es inyectiva y, en consecuencia, tiene funcién inversa
(Teorema 1.1 pag. 37).

Despejar x en funcién de y: z = g(y) = £ *(y).

Intercambiar x por y, con objeto de tener la funcién inversa en términos de x:

y=g(z)=f""(2).
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4. Definir el dominio de f~! como el recorrido de f.

Ejemplo 1.27 (Deshaciendo operaciones). Calcular la reciproca de las si-
guientes funciones

a) f(x)=x+3 b) f(z) =3z b) f(z) = 5>+ 2

Solucion. Las tres funciones son inyectivas y estan definidas para todos los
nuimeros reales, en consecuencia, sus correspondencias reciprocas son fun-
ciones. Para calcularlas, partimos de x y deshacemos las operaciones, en el
orden inverso al que estan dadas. Asi,

a) La funcién f supone sumar 3. En consecuencia, su reciproca consistird en
restar 3.

f@)=z+3 = fla)=z-3

b) La funcién f supone multiplicar por 3. En consecuencia, su reciproca
consistira en dividir por 3.

fla)=3z = [l z)=2/3

c)La funcién f supone:
1°) Elevar al cubo 2°) Multiplicar por 5 3°) Sumar 2
En consecuencia, su reciproca consistird en:
1°) Restar 2 2°) Dividir por 5 3°) Extraer la raiz cubica.

—2
Luego, f~}(z) = {/ 5

Ejemplo 1.28 (Hallando la funcién reciproca). Hallar, si existen, las fun-
ciones inversas de:

a) f(z)=2>

b) f(x) =2% con Dy ={z € R/z >0}
¢) f(x)=2%con Dy ={x € R/z <0}

Solucién. a) La funcién f(z) = 22 con dominio Dy = R no es inyectiva y

en consecuencia la correspondencia inversa no es una funcién. En efecto, la
funcién f es la funcién f = {(z,2?);x € R}, y facilmente se ve que no es
uno a uno. En efecto, f(2) = f(—2) = 4, y en consecuencia los dos pares
ordenados (2,4) y (—2,4) pertenecen a f. En general, se tiene

Tl = X9

Jan) = fz) = 22 = ad = {

Tl = —X9

b) En este caso, al haberse restringido el dominio de la funcién, exclusiva-
mente, a los nimeros no negativos, la funcién resulta inyectiva. En efecto,

f(x1) = f(xg) = x% = 1‘% = T = T9
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En consecuencia, la funcién tiene inversa. El procedimiento para calcular la
funcién inversa consiste en expresar x en funcién de y.

y:x2:>a::\/§ y€Ry={ycRyy>0}

O bien, expresado en términos de z, f~!(z) = /&

c) Este caso es similar al caso anterior. La funcién también es inyectiva y,
en consecuencia, tiene inversa.

f@) = Ve

Ejemplo 1.29 (Hallando la funcién reciproca). Hallar, si existe, la funcion

reciproca de:
3z +5
fla) =22

Solucion. —La funcién es inyectiva. En efecto, sea f(x1) = f(z2), serd;

3r1+5  3x2+5
1 —2  x19—2

de donde, quitando denominadores y operando, resulta
(3.%'1 + 5)(%’2 — 2) = (3.%'2 + 5)(%’1 — 2)

3r1ry — 611 + g — 10 = 327209 — 69 + D1 — 10

y simplificando, resulta x1 = x9
—Despejando la variable x resulta,

3r —5
y= - 5 =sylx—2)=3y+5=yr—2y=3y+5=2(y—3)=2y+5
Tz —
20+ 5
xr =
y—3

De donde, intercambiando la variables, se tiene

_293+5
-3

_2x+5

R

—En lo que respecta al dominio y recorrido, se tiene:
Ry=D;1 =R {3}

Nota: El proceso para obtener la ecuacién correspondiente a la reciproca de una funcién,
suele ser complicado y en muchos casos imposible. Asi,
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1. Mediante el procedimiento de deshacer operaciones solamente es posible hallar la
ecuacién de la reciproca de funciones sencillas, tales que en su férmula sélo aparezca
una vez la variable x. De manera que sea posible establecer una cadena lineal que
vaya desde x hasta y. Con objeto de poder invertir el proceso.

2.  Mediante el despeje de la variable independiente es posible hallar la ecuacién corres-
pondiente a la funcién inversa de funcién con ecuaciones algo mas complejas que el
caso anterior. Sin embargo, no siempre es posible despejar la variable independiente
en una ecuacién.

3. Existen muchas ecuaciones para las que no es posible encontrar la ecuacién que
corresponde a la funcién inversa, a pesar de que dicha funcién existe. Por ejemplo,
la funcién f(z) = e 4+ x es inyectiva y, en consecuencia, tiene funcién inversa, sin
embargo, no sabemos encontrar su ecuacion.

Proposicién 1.9 (Simetria de las correspondencias inversas). La
grdfica de una correspondencia f y la de su reciproca f~' son simétricas
respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante, y = x

Demostracion. En efecto, por definicién de la inversa, se tiene

(a,b) € f < (b,a) € 1 O
y f P
bay
N
//\3’— f71
/- /e @)
VA 4
/ '| x
// /’
A
/-
. /
7/
7

Figura 1.19: Simetria de las correspondencias inversas

Para que la correspondencia reciproca f~!' de una funcién f sea otra
funcién, la funciéon f ha de ser inyectiva. Graficamente puede determinarse
si una funcién es inyectiva o no mediante el criterio de la recta horizontal.
Una funcion es inyectiva si y solo si su grdfica no tiene nunca dos puntos
en la misma horizontal. Por tanto, una funcién f tiene funcion inversa si y
sélo si cada recta horizontal corta a la grafica de f a lo sumo una vez.
Nota: En consecuencia se tienen los dos criterios:

a) Criterio de la recta vertical. Para que una curva represente una funcién, no puede
tener dos puntos en la misma vertical.

b) Criterio de la recta horizontal. Para que una funcién sea inyectiva y, en consecuen-

cia, tenga funcién inversa, su grafica no puede tener dos puntos en la misma horizontal.

Proposicién 1.10 (Las funciones estrictamente mondétonas son in-
yectivas). Si una funcion f es estrictamente mondtona en un intervalo,
entonces es inyectiva en ese intervalo.
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Demostracion. Una funcién es estrictamente mondtona en un intervalo si
es: o bien estrictamente creciente, en dicho intervalo; o bien estrictamente
decreciente.

Por otro lado, una funcién es inyectiva si puntos distintos tienen imagenes
distintas. Es decir,

r1 # 13 = f(71) # f(22)

Elijamos x1 y x2 en el intervalo dado. Si x1 # x2 sera: o bien x1 < x2; 0
bien z1 > x9. Y al ser f estrictamente moné6tona serd f(z1) < f(x2); o bien
f(z1) > f(x2). En ambos casos f(z1) # f(x2). Por tanto f es inyectiva en
el intervalo.

(27 <22 ) ( f(z1) < f(z2)
RN 6 :i 6 }:»f(xlwf(xz) O
f(z1)

T > o > f(r2)

Nota: El reciproco de esta proposicién no es cierto. Es decir, una funcién inyectiva no
tiene porqué ser estrictamente mondtona. Es maés, puede ser estrictamente creciente en un
intervalo y estrictamente decreciente en otro intervalo, con tal de que no haya dos puntos

en la misma horizontal

Corolario 1.1. 5@ una funcion es estrictamente mondtona, entonces tiene
funcion inversa.

Demostracion. En efecto, si la funcién es estrictamente mondtona, entonces
serd inyectiva y, en consecuencia, tendra inversa. O

1.3.7. Funciones suprayectivas y biyectivas

Definicién 1.15 (Funcién suprayectiva). Sea f una funcion con Dy C A
y rango Ry C B. Se dice que f es suprayectiva o sobreyectiva cuando el
rango coincide con el conjunto final Ry = B

Definicién 1.16 (Funcién biyectiva). Sea f una funcidn con Dy C Ay
rango Ry C B. Se dice que f es biyectiva si es, simultdneamente, inyectiva
Yy suprayectiva.

Si una funcion es biyectiva, se dice que es una biyeccién.

1.3.8. Imagenes directa e inversa de un conjunto

Sea f una funcién arbitraria con dominio Dy en A y rango Ry en B. Se
define?,

Definicién 1.17 (Imagen directa de un conjunto). Si E es un subcon-
Junto de A, entonces la imagen directa de E bajo f es el subconjunto de Ry
dado por

f(E) ={f(x);z € ENDy}

*Para més detalles sobre estos temas véase [3, Bartle], citado en la bibliograffa.
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Si ENDy = @, entonces f(F) = @. Si E contiene un tinico elemento p
de Dy, entonces el conjunto f(F) contiene un tnico punto f(p)

Definicién 1.18 (Imagen inversa de un conjunto). Si H es un sub-

conjunto de B, entonces, la imagen inversa de H bajo f es el subconjunto
de Dy dado por:

fHH) = {a; f(x) € H}

1.3.9. Funciones pares e impares

Definicién 1.19 (Funciones pares e impares). Una funcion y = f(x)
se dice que es par si

Nota: En las funciones pares al cambiar & por —x se obtiene la misma expresién total.

En las funciones impares al cambiar & por —x la expresién total cambia de signo.
Ejemplo 1.30. Determinar si las siguientes funciones son pares o impares
a) fx)=2>—-1  b)gla)=2+z ¢ h(z)=2>+z

Solucion. a) Esta funcién es par ya que
)= (-2 —1=22-1=
f(—a) = (~2)? 1= a2 —1 = f(x)
b) Esta funcién es impar ya que
g(~2) = (—2)* + (—2) =~ — & = —(&" + 2) = —g(a)

c¢) Esta funcién no es ni par ni impar. En efecto,

-a) = (-2 + (o) =~ { M0

Proposicién 1.11 (Simetria de las funciones pares e impares). La
grifica de una funcion par es simétrica respecto del eje vertical y la grafica
de una funcion impar es simétrica respecto del origen de coordenadas.
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Funcién par: f(—z) = f(z) Funcién impar: f(—z) = —f(z)

Figura 1.20: Simetria de las funciones pares e impares

Figura 1.21: Grafica de la funcién valor absoluto f(z) = ||

1.3.10. La funcién valor absoluto
Ejemplo 1.31. Representar la funcion f(z) = |z|
Solucion. Expresando la funciéon “por casos”, se tiene:

f(:c):{m sizx>0

—x siz <0

Luego, se trata de dos semirrectas con un origen comun (las bisectrices del
primer y segundo cuadrante que confluyen en el origen de coordenadas).

Ejemplo 1.32. Representar la funcién f(z) = |22 — 6z + 5|

Solucion. La grafica de la funcién g(x) = 22 — 62 + 5, es una pardbola. El
valor absoluto convierte la parte negativa de esa parabola en positiva. En
consecuencia, lo que en la parabola estda por debajo del eje horizontal se
refleja por encima de dicho eje.

Y

=N W s Ot

X

01 2 3 4 5 6

Figura 1.22: Gréfica de la funcién f(z) = |2 — 62 + 5|
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Ejercicios propuestos de la seccion 1.3. Funciones

Soluciones en la pdgina 389

1.3.1. Dada la funcién f(z) = vz + I, hallar
a) f(=2)  b) f(=1) ) f(3) d) flz+ Az)
1.3.2. Hallar el dominio de las funciones
a) f(x)=1/22—1 b)glx)=In(x—3) c) h(z)=arcsen(z — 1)
1.3.3. Dadas las funciones f(z) = v/Z y g(z) = « — 1, Hallar
a) f(9(1))  b) f(9(0)) <) f9(x)) ) g(f(1) e)g(f(0) f)g(f(2))

1.3.4. Dadas las funciones:
r—4
2 +1

f(z) = g(x) =2z +3

hallar a) g(f(z)) b) f(9(z))

1.3.5. Comprobar, mediante su composicién, que las siguientes funciones son reciprocas:
3
fla)=Vz+1,  gla)=(z—1)

1.3.6. Hallar la reciproca de las funciones:

2z + 1
r—1

@) fl) =1 b)gle) =

1.3.7. Eliminar el valor absoluto de las siguientes ecuaciones, expresando las funciones
“por casos”.

a) fx)=a2"=3lz|+2 b) g(x)=|z—2/+z|+3

1.4. Limite de sucesiones

Sucesion

Una sucesién es un conjunto de infinitos ntimeros ordenados segiin algin
criterio. Ejemplo,

1111 1
Lo, =, oo, =,
{ 2737475’ n’ }
{lg§§§ n }
2'374’576’ "n+1’
{1,0,-1,0,1 -~,senng,-~-}

Las sucesiones se pueden considerar como funciones, donde el primer con-
junto es el de los ntimeros naturales.

1 2 3 v n ... N
L P I !

{ al a2 a3 PR an o e } R
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Aunque las sucesiones son funciones, es costumbre representarlas mediante
subindices en lugar de la notacién funcional. Asi, en vez de a(n) se escribe
Q-

Nota: El motivo de esta notacién es que con a, queremos enfatizar, mas que la imagen

del nimero n, el término que ocupa en lugar n en la sucesion.

A los numeros que componen la sucesion ai, ao, as, ..., se les llama
términos de la sucesion y a a, se le llama “término general” o “n-simo
término” de la sucesién y denotaremos la sucesién por {a,}.

Definicién 1.20 (Sucesién). Una sucesion a, es una funcion cuyo do-
minio es el conjunto de los nimeros naturales, a : N — R. A los valores de
la funcion ay, ag, as, ..., se les llama términos de la sucesion y al térmi-
no a, se le llama “término general” o “n-simo término” de la sucesion y
denotaremos la sucesion por {ay}.

La grafica de una sucesion es un conjunto de infinitos puntos separados
(aislados) unos de otros.

an an = % an, Gy = niﬂ anp ap =sennyg

1 d 1 - o e TTeTTTeT 1 L d

0 C e e 4N 0 ° 7 0 7

1 1 2 3 45 1 1 2 3 45 1 12345
Figura 1.23:

Limite de una sucesion

Centraremos nuestra atencién en ver si los términos de una sucesion se van
aproximando cada vez mas a algin valor. A ese valor se le llama limite de
la sucesién. Las sucesiones que tienen limite se llaman convergentes.

1111 1
1.2 2. 2 2 ... 2 ... 50
{727374757 7n7 }

n
7n+17

{

) 7§7é7§7 }_>1
4°5°6

N =
[SVRIR

{1,0,—-1,0,1,--- ,senng, -+ } — Sin limite

Definicién 1.21 (Limite de una sucesién). Se dice que el limite de la
sucesion {an} es l y escribimos

lim a, =/
n—oo

Si para cada € > 0 existe k > 0 tal que |a, — ¢| < € siempre que n > k.
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n—oo

lim a, ={ < (VE>O)(3k>O)(Vn€N)‘n>ké\an—€|<5‘

Las sucesiones que tienen limite finito se llaman convergentes y las demdas
divergentes

Gréaficamente, la definicién dice que desde un lugar en adelante (n > k),
todos los términos de la sucesion tienen que estar comprendidos dentro de
la franja limitada por las rectasy =¢—cey=~¢+¢

Qn
° Para n > k los términos de la sucesién
° estdn todos entre { —ecy £+ ¢
[ ]
{+¢ =
é———-o———o———.-o———o—'—.—°0
(—E ...
®e
|||||||||||||||||||n
T T
123 --- k

Figura 1.24: lim a, =¢

n—o0

Nota: Para que exista el limite, £, por muy estrecha que sea la franja (£ —¢, {+¢), siempre
se ha de poder encontrar un término a partir del cual todos los que le siguen estan dentro

de la franja.

Ejemplo 1.33 (Determinando la convergencia o divergencia de una sucesién).
Determinar la convergencia o divergencia de las sucesiones

a) ap =2+ (—1)" b) bn:senng

Solucion. a) Los términos de la sucesion a, = 2+ (—1)" son
173)1)3>1737 ]-737” :

Como la sucesiéon siempre tiene términos que oscilan entre 1 y 3, resulta que
no tiene limite y en consecuencia diverge (por oscilacién).

n
b)Los términos de la sucesion b,, = sen " son
1>O) _13 07 17 07 _17 T

Como la sucesién siempre tiene términos que oscilan entre -1 y 1, resulta
que no tiene limite y en consecuencia diverge (por oscilacién).
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1.4.1. Calculo de limites de sucesiones

Proposicién 1.12 (Propiedades algebraicas de los limites de suce-
siones). Si

lim a, =41 y lim b, = {5

n—oo n—oo

entonces se cumplen las siguientes propiedades

1. nlinolo(anibn>:€1i€2 2. nlirgoran:rﬁl, relR
L
3. 1m anb, = (14 4 limZ—:g—l, by #0 y by £ 0
n—oo n—oo n 2

5. lim (an)™ = (02)", sit1 >0

Reglas elementales para el calculo de limites. Las reglas mas fre-
cuentes para eliminar la indeterminacion del limite de una sucesion son las
siguientes:

1. Indeterminacidn del tipo 2. Se suele eliminar dividiendo numerador y
denominador por un término que elimine uno de los dos infinitos (por
ejemplo, maxima potencia de n).

2. Cociente de dos polinomios. Es un caso particular de la anterior. Este
caso se reduce al cociente de los términos de mayor grado, y se simpli-
fica la n.

—1
apn? + ap_1nP~" + -+ ag . apn?

11m =
n—o00 bqnq + bq_lnq—l + -+ by n—o00 bqnq

3. Indeterminacion del tipo co — oco. En el caso de que se trate de raices
cuadradas la indeterminacion se suele eliminar multiplicando y divi-
diendo por el conjugado, con objeto de tener suma por diferencia, de
manera que al aplicar la diferencia de cuadrados se elimine la raiz
cuadrada.

4. Indeterminacion del tipo 1°°. Se aplica el ntimero e.

1 n
lim <1 + 7> =e=2,718
n

n—oo

que se generaliza para los limites del tipo:

1\
lim (1 + —) =e=2718
n— o0 G,
siempre que lim a, = 400 6 lim a, = —c©
n—oo n—oo

Ejemplo 1.34. Calcular los siguientes limites:

., n+3 ,oon
Lot g = i e =0
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1 1\ an 2n -2 1
- = 3 =
< + 3n> c 3/ o2

3. lim Ya= lim an =a® =1

1 2n
9. Hm(1—§) ~ lim

n—0o0 n n—0o0

n—oo n—oo
., Inn , Inn , 1 1
4. lim — = lim — = lim = —
n—ooInhn n—ooln5+Inn n—oo Inbd 1 0+1

Inn

In(n + 3) , 111[71(1—!-%)] o Inn+1In(l+3)

n

5. lim —_— = hm —_— = hm =
n—00 Inn n—00 Inn n—00 Inn
In(1+ 32
:1m1<y+fii¥2>:1+0:1
n—o00 In

2— (n?+ (a+bn+ab
6. lim (n—+/(n+a)(n+0) :Hmﬂ/ @ (a+b)n a):

) —(a+bn—ab ) —(a+0b)—2
= lim = lim n =
n—>oon+\/n2+(a+b)n+ab n_>001+ 1+@+Z_g
__a+b
N 2

Criterio de Stoltz.

Es un criterio relacionado con las Reglas de L’Hopital que sélo se puede
aplicar a las sucesiones. Y del que, sin danimo de demostrar nada, podemos
dar la siguiente justificacién:

an+1 - an _ Gn+1 an _ Gp4+1 — Qn

R =
im -— = 11m — = — =
n—oo bn n—=00 bn—i—l bn bn+1 bn bn+1 - bn

Nota: Téngase en cuenta que si dos fracciones son equivalente, entonces, al restar los
numeradores y los denominadores, también se obtiene otra fraccién equivalente.

a_c_
b d

c—a

@ _
b d—b

El Criterio de Stoltz se puede resumir en el siguiente esquema:

0, oo] ,  Qpy1 — ap

n—oo b, L0~ ool  n—oo by g — by

Formalmente el Criterio de Stoltz puede enunciarse de la siguiente manera

Teorema 1.2 (Criterio de Stolz). Sean {a,} y {b,} dos sucesiones.
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. . ’ Gp4+1 — An ; Qnp, ’ Up41 — Ap
Si existe lim +—, entonces lim — = lim ———
n—o00 bn+1 — by, n—oo b, n—o0 bn+1 — by,

stempre que:

1. {b,} es una sucesion mondtona divergente, o bien,
2. an — 0, b, — 0 y b, es mondtona.

Ejemplo 1.35 (Aplicando el criterio de Stolz). Calcular los siguientes limites:

244+--+2" o0
1. im :[7]:
2+44---+2" 427t —(2444...427) ol
= 11m = [1im =
’I'L*)OO(3+9+...+3n+3n+1)_(3+9+...+3n) n=oo 3n+l
2 n+1 2 +o00
() () o
| | 1) -1 1
2. lim BT [X) = gy RO T n
n—oo n 00 n—o0 n+1-—n n—o0 n
Inn
lim In V/n lim — o
3. lim {/n=en—ox \/_:enﬂoo n :[ez]:
n—oo
, In(n+1)—1Inn ) n+1
lim lim In
=™ n+1_n = eN—0 n :611’1126021
It In(n? + n)
im ————~
4. lm {/n?2+n=enr—> n =
n—oo
; In[(n+1)2+n+1] —In(n?+n)
_ oo ntl_n _
, n2+2n+1+n+1
lim In 5
:enHOO n +n 261111:60:1

Nota: Hay que advertir que el Criterio de Stoltz, en general, no se puede aplicar de
manera parcial dentro de un limite. Por ejemplo, el siguiente limite existe y vale 1.

Sin embargo, una aplicacién incorrecta del Criterio de Stoltz puede producir un resultado
erréneo. Asi,

2

1
lfm = lfm — = #
n—oo T n—oo N N
2 _ 2 2 2
I 1(n+1)"—n ~ lim In+2n+1-n" _ lim 2n+1:2

n—oonN N+1—mn n—oo N 1 n—oo N
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Por eso en el Teorema 1.2, en la pagina 50, se exige que el limite del cociente de las
diferencias de los términos consecutivos exista. Asi, seria correcta la siguiente aplicacién
del Criterio de Stoltz

’ an ’ . an . . An+1 — Gn
lfm cp—2 = lfim ¢, lim — = lfim ¢, lim 2" —p, gy =4
n—oo n n— oo n—oo Op n—oo n—oo bn+1 — bn

Ahora bien, si #1 o {2 no existen o son infinito, no estd permitido continuar con el limite

unificando nuevamente ambos factores.

Teorema 1.3 (Criterio de la Raiz n-sima). Sea {a,} una sucesion es-
trictamente creciente tal que lim a, = 400, entonces:
n—oo

. ;. Qn41
lim ¥a, = lim nt

n—00 n—oo  q,

Demostracion: En efecto, aplicando el Criterio de Stolz a la raiz resulta:
Ina,y1 —Inn

Iim In ¥/a lim Iim
lim (L/(Tn:enﬂoo nzen—»oo n = en—® n+1l—n _
n—oo
z an 1
lfm In =2+ nst
=" Gn = lim

n—oo @,
Nota: En el criterio de la raiz hay que hacer la misma advertencia que en el criterio de
Stotlz. No se puede hacer una aplicacién parcial. En este caso,

1. La raiz tiene que ser n-sima.

a
lim 2%/a, # lim —t1

n—oo n—oo On

2. La raiz ha de estar sola

. , QAn+1
lim b, Ya, # lim b, nt
n—oo n—oo

an
Ejemplo 1.36 (Aplicando el criterio de la raiz). Calcula los siguientes
limites:
1. nlLrgo \/(n+1)(n—|—2)---(n+n) =
(2n+1)(2n + 2)

. (n+2)n+3)---(n+n+2) B
_nh—>nolo (n+1)(n+2)---(n+n) _nh—>n<;o (n+1) -

2. lim lV(3n—|—1)(3n+2)...(?m_|_n):

. d(3n+1)(3n—;3)---(3n+n) _

_ oy (Bn+4)B3n+5)---Bn+n+4) Bn+1)---Bn+n)

o n1—>nc}o (n + 1)n+1 ’ nn -
(Bn+4)(3n+5)---(Bn+n+4)n"

w50 (3n + 1)(3n+2) - (3n + n)(n + )nFl

Bn+n+1)Bn+n+2)3n+n+3)3n+n+4)n"

n—0o0

3

= Bn+1)Bn+2)Bn+3)(n+ H(n+ 1)n
— lim (n+D)(An+2)(dn+3)(4n+4) 444 1 &

=00 30+ 1)(3n +2)(3n +3)(n + 1) (=51)" 333 ¢ 3
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Simplificacién de sumas.

Algunas sumas se pueden simplificar expresando sus términos de forma
telescopica, es decir, como la diferencia de dos términos consecutivos, de
manera que al sumar se eliminan los términos intermedios.

Ejemplo 1.37 (Simplificando sumas). Calcula el siguiente limite.

If (1 TRNL SR )—
nooo\1-2 2.3 nn+1))

I <1 1—}—1 1—1— —1—1 L ) 1
— lm —_ e — o« o e _—— pr—
2 2 3 n n+1

Calculo de limites por acotacién.

Teorema 1.4 (Teorema del encaje para sucesiones). Si
lim a, =¢= lim b,
n—oo n—oo
y existe un entero k tal que a, < ¢, < by, para todo n > k, entonces
lim ¢, =/
n—oo
Esquematicamente podemos escribir,

b—ap<c,<b,—l = ¢,/

Ejemplo 1.38 (Encajando sucesiones). Calcular el siguiente limite.

) (n—1)!
lim

me (L V(L4 V2) - (14 Vi)

Solucidn. Teniendo en cuenta las siguientes desigualdades,
—_ 1) . —
< (n—1) . VIVaeyad -

LV +V2)--(L+vn) A+ VDI+V2)-(1+ v

_ 1+ vVI)(A+V2)---(1++/n—1) _ 1

I+VDI+V2)---(I+vn) L+

Resulta:
) (n—1)!

lim =0

= (L4 V(L4 V2) - (14 /)
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La constante de Euler.

Para resolver algunos limites puede tenerse en cuenta la siguiente igualdad:
1 1
1+-+--F+—=lnn+~v+e,
2 n

donde:

1. €,—0
2.~ = Constante de Euler ~ 0’5

Ejemplo 1.39 (Aplicando la constante de Euler). Calcular los siguientes
limites:

1+45+---+1 1
1 lim — 2 R T s e s R B
n—00 Inn n—00 Inn
1 1
) e\/é\?’/é--- {L/é o elel/2.. . pl/n L eltat+g -
2 Jim S = i = i e =
In n4+~vy+e€n . oY o€n
—lm S = lim CC — el =
n—oo n n—oo n
gy RO g+t i 04y ten)
n—00 In(Inn) n—00 In(Inn)
o[ (D) mmm ()
~ i In(Inn) ~ D% In(Inn) N

1.4.2. Sucesiones monotonas

Definicién 1.22 (Sucesién mondtona). Una sucesion {a,} se dice que
es mondtona si sus términos son crecientes

ap < az<az << ap <o

o decrecientes
ay > a2 >a3 2 -+ 2 Qp 2> -

Ejemplo 1.40 (Determinando la monotonia de una sucesién). Determinar
la monotonia de la sucesion
3n
n+2

Gn

Solucion. Determinar que una sucesién no es mondétona puede hacerse, de
una manera facil, comparando tres términos de la misma. Sin embargo, de-
terminar que es monétona es algo mas complicado, ya que hay que determi-
nar que sus términos crecen o decrecen siempre, para todo valor de n. Para
determinar la monotonia de una sucesién pueden seguirse varios métodos.
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Veamos aqui varios de ellos. En primer lugar hallamos a, y ap+1. En este

caso,
3n 3(n+1)

- T (nt1)+2

ap = —— Gnt1
" n 42 nr
a) Construyendo comparativamente a, Y ap41.

1
(4D +2>n+2= o <G FD 12
3n 3n 3(n+1)

= < < = a, <
nt2 St +2  (ntl)r2 MmO

luego la sucesién es mondtona (estrictamente creciente).

b) Deshaciendo comparativamente a, y a,+1. Partimos del supuesto de que

an < Gnt1y deshacemos las operaciones. Asi,
3n 5 3(n+1)

n+2 (n+1)+2

an = = Gn+1

3n[(n+1)+2] <" 3(n+1)(n+2)
3n(n+3) <’ 3(n*+3n+2)
3n2+9n <" 3n2+9n+6
0<6

Como hemos llegado a una desigualdad final valida, podemos invertir los
pasos para concluir que la desigualdad original también es valida, y por
tanto la sucesién es monotona.

¢) Usando derivadas. Consideramos que n es una variable continua. Es decir
consideramos la funcién f(n) = a,. O bien en términos de z.

3x
Hallamos su derivada
f,(x)_S(x+2)—3x_3x+6—3x_ 6
(2422 (2422 (z+2)2

que es positiva para todo x, luego podemos concluir que la funcién f es
creciente en todo R. En consecuencia la sucesién a,, es creciente.

Definicién 1.23 (Sucesién acotada). Una sucesion {a,} se dice que es
acotada si existe un nimero real positivo M tal que |a,| < M para todo n.

{an} acotada < (ElM € R+) (Vn € N)
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Teorema 1.5 (Sucesiones mondtonas y acotadas). Si una sucesion
{an}es mondtona y acotada, entonces es convergente.

Nota: Ademds de los métodos aqui expuestos para el cilculo de limite de sucesiones
veremos otros métodos basados en los criterios para el cdlculo de limite de funciones,

asi como un caso particular para comprobar que el limite de una sucesién es cero, basado
en la convergencia de las series.

Ejercicios propuestos de la seccion 1.4. Limite de sucesiones

Soluciones en la pagina 390
1.4.1. Escribir los cinco primeros términos de las sucesiones

n(nt1) n! sen(nm/2)
_ n+1 _ _ _
a) an = (—1) n b) bn = (—1) 2 C) Cpn = m d) dn = T
1.4.2. Escribir una expresion del término general de las sucesiones
1 2 3 4 112 4 8
2,—4,6,-8,10,... b) —,—, —, —, .. T T
a) ) ) ) ) ) )2.373.474'575.6’ C) 2’3’9’277817
1.4.3. Calcular los siguientes limites:
., (n—=1)! ( n-+2 )”
lim —= b) 1
R ] Vi e s
¢) lim (\/n2—|—3n—n> d) lim (\/2n2+3—\/n2+5)

1.4.4. Calcular los siguientes limites:

n (n?+2)
E\" 2n? 4+ 3n 2n + 3
I 14— If == 20 1§ v
2) ninio( +n) b) nlnio(2n2+4> ¢) lm ( 2 +5

1.4.5. Calcular los siguientes limites:

1P 4P 4P ., In(1-2---n)
Vo e peR D M T
1 32 (n+1)"
lm — (2+ %+ . —F2 ).
) nLHolon2< +2+ nn—t

1.4.6. Determinar si son convergentes las siguientes sucesiones y en caso afirmativo cal-
cular su limite.
n!
a) Cp = n—n
1.4.7. Determinar la monotonia de las siguientes sucesiones

1.5. Limite y continuidad de funciones

1.5.1. Definicién de limite

Nota: El concepto de limite es fundamental en el Célculo, de manera que para poder
profundizar en el conocimiento de la materia es impresindible, tanto el manejo préctico de
las reglas para el cdlculo de limites, como la comprensién teérica del concepto de limite.
Suponemos conocida la idea intuitiva de limite y las reglas bésicas para el cédlculo de
limites. No obstante, profundizaremos en ambos puntos.
En este curso centraremos la atencién en los potentes instrumentos para el calculo de
limites de funciones de una variable, como son
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1. Los infinitésimos (apartado 1.5.9, en la pdgina 82).

2. Las reglas de L "Hoépital (apartado 3.3.3, en la pdgina 173).
3. El desarrollo de Taylor (apartado 3.5.7, en la pdgina 195).
4. El concepto de integral (apartado 5.1.2, en la pagina 334).

Asi mismo estudiaremos los limites para funciones de varias variables en el capitulo 2.

Idea intuitiva. En el lenguaje ordinario la palabra limite tiene un caracter
estatico y significa término, confin o lindero. Sin embargo, en Célculo, el
concepto de limite es un concepto dindmico y tiene que ver con la idea
de acercarse los mds posible a un punto o un valor (z — zg). En otras
ocasiones tiene que ver con la idea de alejarse lo mas posible del origen, o
hacer lo mas grande posible un nimero (x — 00). Y, en otras ocasiones, el
concepto de limite tiene que ver con traspasar una frontera, aparentemente
infranqueable, como es el caso de la suma de infinitos nimeros. Veamos la
nocion de limite a partir de un ejemplo.

2
—1

Ejemplo 1.41. Dada la funcion f(z) = x—l, x#1

x

a) Estudiar su comportamiento en los alrededores del punto x =1
b) Esbozar su grdfica.

Solucion. a) Para estudiar el comportamiento de la funcién en los alrededores
del punto z = 1 damos a x valores cada vez mds proximos a 1. Aproxi-
mandonos tanto por la izquierda como por la derecha. Los correspondientes
valores de f(x) se muestran en la siguiente tabla

| x se acerca a 1 por la izquierda >< x se acerca a 1 por la derecha

T 051075 (1091]099 0999 |1 |1.001|1.01|11]125]|15

flx) || 1.5 | 1.75 | 1.9 | 1.99 | 1.999 | ? | 2.001 | 2.01 | 2.1 | 2.25 | 2.5

| f(z) se acerca a 2>< f(x) se acerca a 2 |

b) Al representar estos puntos, se ve que la grafica de f es una recta con un
hueco en el punto (1,2) (véase Figura 1.25).

Aunque z no puede ser igual a 1, podemos acercarnos a 1 cuanto que-
ramos y como resultado f(x) se aproxima cuanto queramos al valor 2. Por
eso decimos que el limite de f(z) cuando z tiende a 1 es 2, y lo denotamos
como

=2

lim f(z) = 2 bi I r? -1
lim f(z) =2 obien, lim-——r7

En consecuencia podemos dar la siguiente descripcién intuitiva del con-
cepto de limite. Decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a xq es ¢, si
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Yy
3__
2 59
|
1
|
I
-3 —¥—1 1 2 3
14
o4
2_
Figura 1.25: lim ~—1 — 2
z—1 T — 1

f(x) se aproxima, tanto como se quiera, a un unico nimero £ cuando x se
aproxima a xo por ambos lados, y escribimos

(x)=1¢

lim f
r—xQ

Nota: Al calcular el limite de la funcién f en el punto xg, el valor de la funcién en dicho
punto, f(zo), no afecta al limite. Es més no importa que la funcién no esté definida en
dicho punto.

Hablaremos indistintamente de limite en x¢, o bien, limite cuando x tiende o se apro-
xima a xg.

Para muchas funciones se puede intuir el valor del limite usando una
calculadora y evaluando los valores de la funcién en varios puntos proximos

a xg.
Ejemplo 1.42 (Estimacién del limite con calculadora). Dada la funcion

x—2
Ve—1-1’

a) Estudiar su comportamiento en los alrededores del punto x = 2
b) Esbozar su grdifica.

fla) = #2

Solucion. a) Para estudiar el comportamiento de la funcién en los alrededores
del punto z = 2 damos a x valores cada vez mas proximos a 2. Aproxi-
mandonos tanto por la izquierda como por la derecha. Los correspondientes
valores de f(z) se muestran en la siguiente tabla

| T se acerca a 2 por la izquierda >< x se acerca a 2 por la derecha

1.5

1.75 1.9 | 1.99

1.999 | 2

2.001 | 2.01 | 2.1 | 2.25

2.5

1.707

1.866 | 1.949 | 1.99

1.999 | 7

2.0005

2.005 | 2.49 | 2.12

2.22

| f(x) se acerca a 2

<

f(x) se acerca a 2
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Y
3__
2_- /
ive
1 1 1 1 ] 1 *
T T T T T T
-3 -2 -1 1 2 3
14
_ol1
Figura 1.26: lfim —~—2 _ — 2
z—2/xr—1—1

b) Al representar estos puntos, se ve que la gréfica de f es una curva con
un hueco en el punto (2,2) (véase Figura 1.26

Aunque = no puede ser igual a 2, podemos acercarnos a 2 cuanto que-
ramos y como resultado f(z) se aproxima cuanto queramos al valor 2. Por
eso decimos que el limite de f(z) cuando z tiende a 2 es 2, y lo denotamos
como

-2
11’1112 f(z) =2 o bien, lim x 2
xr—

=2 r—1-1

Inexistencia de limite. En los ejemplos anteriores cuando x se acerca a
xg, tanto por la derecha como por la izquierda, f(z) se acerca, en ambos
casos, a un mismo valor ¢, que llamabamos limite de la funcién. En ocasiones
esto no ocurre y entonces decimos que la funcién f no tiene limite en el punto
xq. Las situaciones més frecuentes que conducen a la inexistencia del limite
de la funcion f en el punto zy son las siguientes:

1. Limites laterales diferentes. f(x) se aproxima por la derecha de z a
un valor y por la izquierda a otro valor diferente.

2. El limite se hace infinito. f(x) crece o decrece sin tope cuando x se
acerca a xg, por la derecha o por la izquierda.

3. Inexistencia del limite por oscilacion. Las valores de f(z) oscilan, in-
definidamente, entre dos valores fijos cuando x se acerca a xg.

Ejemplo 1.43 (Limites laterales diferentes). Probar que el siguiente limite
no existe

lim m
z—0 T
Solucion. Consideremos la funcién
|z
fla)="
Para comprender su significado, demos varios valores a x. Asi,
3 3 0 -3 3
f(3):%: 3 =1, f(O):aznodeﬁnido, f(—3):—‘ _3‘ :—l__gz_l
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En general, f(z) para valores positivos de x toma el valor 1, y para valores

negativos de x toma el valor -1. En efecto

T
250 = fl—z = fla)=_%_y
T T
x —x
r<0 = |z|=-2 = f(;p):u:_:_l
T
En consecuencia, la funcién f puede definirse por casos de la siguiente forma
lz] [ 1 siz>0
f(:v)—?_ -1 six<O0

Y su grafica viene reflejada en la figura 1.27
Y
1

——1

Figura 1.27: f(z) ~

En consecuencia el limite no existe, ya que se tiene

Iim =1 lim = -1
z—0t 7& z—0—

Ejemplo 1.44 (Comportamiento no acotado). Discutir la existencia del si-

guiente limite

Demos valores a x cada vez més cercanos al origen

| x se acerca a 0 por la izquierda>< x se acerca a 0 por la derecha |
0 0.01 0.1 | 0.25

-0.5 | -0.25 | -0.1 | -0.01 -0.001 0.001
4 16 100 | 10000 | 1000000 | ? | 1000000 | 10000 | 100 16

T
f(z)
| f(z) crece sin tope

f(x) crece sin tope |
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De la tabla se desprende que cuando x se acerca a 0, tanto por la derecha
como por la izquierda, f(x) crece sin limite. Es més, podemos hacer que
f(x) crezca cuanto queramos sin mas que acercarnos suficientemente al ori-
gen. Asi, por ejemplo, si queremos que f(z) sea mayor que 100000 000,
bastard tomar un valor de = menor que 1/10000. En efecto,

1
0< |z| < f(x) = —5 > 100000000

1
10000
Como f(x) no se aproxima a ningin nimero real cuando x se acerca a 0,
decimos que el limite no existe. La gréafica de la funcién f viene reflejada en
la figura 1.28

Yy
6
4
2
T
L L
1 1 T 1 T 1 1
-6 —4 -2 2 4 6
1
— = No existe

Figura 1.28: lfrnO

2

Nota: Aunque el limite no existe, como numero real, la situacién reflejada en este ejemplo
es lo suficientemente importante y lo suficientemente frecuente en Célculo, como para
tenerla en especial consideracién. Asi, en las situaciones del ejemplo anterior se dice que
el limite de la funcién cuando z tiende a cero, es infinito, y se expresa

No obstante hay que decir que +0o0 no es ningin nimero real, sino que es un simbolo que

se utiliza para reflejar el comportamiento no acotado de la funcién.

Ejemplo 1.45 (Comportamiento oscilante). Discutir la existencia del si-
guiente limite

} 1
lim sen (—)
x—0 €T
Solucion. Consideremos la funcién
1
f(x) =sen <—)

T

Su gréfica viene representada en la figura 1.29.

El limite no existe, puesto que siempre es posible coger una sucesiéon de
puntos, con limite cero; y sin embargo, la sucesiéon formada con sus imagenes
no tiene limite.

{zn} — 0 1y sin embargo {f(zy)} no tiene limite

como puede verse en la siguiente tabla
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Figura 1.29: lin}) sen (i) = No existe

: | 222222 z—0
m | 37 | 57 | "m | 97 | 1lm
flz) | 1| -1 1 -1 1 -1 No tiene limite

Para probar que el limite no existe, también podemos encontrar dos suce-
siones diferentes con limite cero tales que sus imégenes tengan limites difer-

i) 20 menas e (N0

Por ejemplo, para la sucesion
1 1 1 1 ]
{an} = {E} = {;7 o 3_777} — 0 se tiene

(T} =47 (7)1 = tsen (7= )} = fsen(nm)} = 0.0.0,0--} =0

entes.

mientras que para la sucesion

2 2 2 2

L e

2

Uy = (e )t = b (1gmmyn )} =

:{sen<w>}:{1,1,1,...}—>1;&0

.-+ } — 0 se tiene

Definicién 1.24 (La definicién ¢ — ¢ de limite). Se dice que el limite de
la funcion f en el punto xg es £, y se denota por

lim f(z) =1/

r—x0
st para cada € > 0 existe un > 0 tal que

|f(x) — ¢ <e siempre que 0< |z —x0| <§

lim f(z)=¢<Ve>0,30>0:Vz R,

T—x(

O<|m—a:o|<6:>|f(:n)—€|<e‘ (1.7)
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Nota: La definicién refleja la siguiente idea:
El hecho de que f(z) estd tan cerca de £ como queramos, quiere decir que para
cualquier ¢, todo lo pequeno que queramos, estard f(z) entre £ —e y £ + €, es decir,

L—e< f(z)<l+e
que en valor absoluto se expresa como
|f(z) -4 <e

y esta situacién tiene que darse cuando z se acerca suficientemente a (. Este acercamiento
se mide encontrando algin ¢ para el cual x esté entre o — & y xo + 0, es decir,

ro—0<xz<xp+06
que en valor absoluto se expresa como
|z — 20| < ¢

El hecho de que el punto ¢ no interviene en la definicién de limite se indica con la
expresién
0<|z—xo| <6

A pesar de la importancia de la definicién € — 4, a nivel tedrico, especialmente en la
demostracion de teoremas; a nivel préactico, en el cdlculo de limites, la definicién € — § no
es util. La definicién € — § solamente nos permite comprobar si un limite dado es correcto
0 no, pero no nos permite calcular limites, el posible limite tendremos que intuirlo por
otro método. Ademsds, su aplicacién para comprobar limites suele ser artificial y dificil.

La definiciéon de limite se refleja en el grafico de la figura 1.30
Y Para x entre xo — § y xo + § los valores de la
funcién f(x) estdn todos entre £ —ey £+ &

l+e
{—¢

zo— 0 L0 xg+ 6

Figura 1.30: lim a, =/

Ejemplo 1.46 (Hallando § para un ¢ dado). Sabiendo que
lim(2x+1) =7
T—3

hallar 6 tal que |(2x 4+ 1) — 7| < 0,01 siempre que 0 < |z — 3| < 4.

Solucion. Dado € = 0,01 queremos encontrar el § apropiado. Para ello in-
tentamos establecer una relacion entre los dos valores absolutos

|2z +1) -7/ <001l y |zx—3|<e
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de manera que desde el segundo se pueda llegar hasta el primero. La ma-
nera de hacerlo consiste en expresar el primer valor absoluto en funcién del
segundo. Asi,

(22 + 1) — 7| = |22 — 6] = 2|z — 3| < 0,01

En consecuencia se tiene que

0,01

|z —3| < = 0,005

Por tanto, eligiendo 6 = 0,005, se tiene que
0<|z—3]<0,005=|(2x+1)— 7| = 2]z — 3| < 2(0,005) = 0,01

Luego hemos encontrado un § para el € dado. Esto no demuestra la existencia
del limite dado. Para demostrar que el limite existe tenemos que encontrar
un J para cada €.

Ejemplo 1.47 (Usando la definicién £ —3). Usando la definicion € — 6 probar
que
lim (52 —2) =3

r—1

Solucion. Tenemos que probar que para cada € > 0, existe un § > 0, que
dependerd del e correspondiente, tal que

O<|z—1l<d=|Bxr—2)—3|<e

Para ello intentamos establecer una conexién entre ambos valores absolutos,
expresando el segundo en funcion del primero

(52 —2) — 3| = |5z — 5| =5lz — 1| < e

Luego, para que se cumpla la desigualdad |(5x —2) — 3| < € se ha de cumplir
que 5|z — 1] < £y, en consecuencia

€
—1 < —
-1 < 2
Luego eligiendo § = %, se tiene que la desigualdad
€
O<|z—1<d=—
implica que
(52 — 2) — 3| = |5z — 5| = 5|z — 1 <5<§) =

y la veracidad del limite queda probada.

Proposicién 1.13 (Unicidad del limite). El limite de una funcion en
un punto, si exriste es unico.
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1.5.2. Limites laterales

Al calcular el limite de una funcién f en un punto xg, nos acercamos al
punto xg tanto por la derecha como por la izquierda. Si limitamos nuestro
estudio, exclusivamente, a los puntos que estan a la derecha de xg, o bien a la
izquierda, respectivamente, obtenemos lo que se llaman los limites laterales.

Definicién 1.25 (Limites laterales). Se dice que el limite de la funcion
f cuando x tiende a xq, por la derecha, es £, y se denota por

lim f(z) =/

T—T0+

st para cada € > 0 existe un § > 0 tal que

|f(z) — 4| <e siempre que 0<z—x0<0

lim f(z)=¢<Ve>0,30>0:Vz eR,

r—xo+

0<z-m<d=|flx)—ll<e| (18)

Se dice que el limite de la funcion f cuando x tiende a xg, por la izquierda,
es {, y se denota por
lim f(z)=1¢

T—ro—

si para cada € > 0 existe un 0 > 0 tal que

|f(z) — ¢ <e siempre que 0<xg—2 <0

lim f(z) =(&Ve>0,36>0:¥2 €R[0<z0—w<d=|fx)—f<e| (19)

T—xo—

Nota: Para simplificar la escritura, en ocasiones escribiremos

flzot+) = lim f(z)  f(ro—)= lm f(x)

T—xo+ T—xT)—

Ejemplo 1.48 (Calculando un limite lateral). Hallar el limite de la funcion
f definida por f(x) =+/x en el punto x =0

Solucion. La funcién solamente esta definida a la derecha del origen, por lo
tanto no podemos hablar de limite por la izquierda, pero si de limite por la
derecha. Si observamos la grafica se tiene

lim vz =0

z—0t

Teorema 1.6 (Unicidad de los limites laterales). El limite de la fun-
cion f en el punto xqy existe y es igual a £ si y solamente si, los dos limites
laterales existen y son iguales a £.

lim f(z)=¢ < lim f(z)= lim f(z)=14¢

T—T0 T—To— T—x0+
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1 T
-3 -2 -1 TOI 2 3

Figura 1.31: f(z) = V=

1.5.3. Propiedades de los limites

Proposicién 1.14 (Propiedades algebraicas de los limites). Son cier-
tas las siguientes propiedades:

1. Multiplo escalar: lim [r f(x)] = T[ lim f(x)], relR

T—x0 T—x0

2. Suma o diferencia: 1im [f(x) :i:g(x)] = lim f(z)+ lim g(z)

T—T0 T—T0 T—T0

3. Producto: lim [f(ac) g(x)] = lim f(z)- lim g(x)

T—T0 T—T0 T—To

lim f(x)
4. Cociente: lim /@) =% ,  si lim g(x) #0
a—zo g(x) lim g(z) z—0
T—T0

5. Potencia: lim [f(z)]" = [h’m f(x)y

Tr—xQ Tr—x0

1.5.4. Continuidad de una funcién en un punto

En el lenguaje cotidiano la palabra continuo se utiliza para indicar que algo
dura sin interrupcion, o bien que las cosas tienen union entre si. En Calculo
el significado es similar. Decir que una funcién f es continua en un punto xg
significa que no sufre interrupcion en xg, que no se rompe ni tiene huecos,
que su grafica “atraviesa” el punto (zg,yo).

Definicién 1.26 (Continuidad en un punto). Una funcion f se dice
que es continua en el punto xg si se verifican las tres relaciones siguientes:

1. f(xo) estd definido 2. IILIE f(z) existe 3. lim f(x)= f(xo)

T—T0

lo que se puede resumir escribiendo

[ es continua en xo < lim f(x) = f(xo) (1.10)

r—x0

Nota: Las situaciones por las que una funcién no es continua en un punto son las siguien-
tes:
1. La funcion no estd definida en el punto.

2. El limite de la funcién en el punto no existe.
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3. El limite de la funcién en el punto existe pero no coincide con el valor de la funcién
en dicho punto.

Definicién 1.27 (Discontinuidad en un punto). Se dice que la funcion
f es discontinua en un punto xg si la funcion estd definida en un entorno
de dicho punto (excepto quizds en xqg) y no es continua en dicho punto.
Una discontinuidad se dice evitable si la funcion puede hacerse continua
redefiniendola en dicho punto; y se llama inevitable si esto no es posible.

Nota: Para hablar de discontinuidad se exige que la funcién esté definida en los alrededores
del punto. No tiene sentido decir que f(z) = \/x es discontinua en z = —3, ya que en los
alrededores de -3 la funcién no esta definida.

Para que la discontinuidad de una funcién f en un punto xo sea evitable el limite de
la funcién en dicho punto tiene que existir, con objeto de hacerla continua redefiniendo
f(xo) con el valor del limite

f(zo) = lim f(a)
T—x0
Es evidente que la nueva funcién que se obtiene con esta redefinicién de f(zo), es continua
en ro

La grafica de una funcién de una variable es una curva en el plano. Esta

Y

/\\—/y= f(z)

T

Figura 1.32: Gréfica de una funcién de una variable.

curva puede presentar las situaciones de discontinuidad que se muestran en
la figura 1.33.

Definicién 1.28 (Continuidad en un intervalo). Una funcion f se dice
que es continua en un intervalo abierto (a,b) si lo es en todos los puntos del
intervalo.

Una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b] si lo es en el
intervalo abierto (a,b) y ademds:

lim f(z)=fla) y lim f(z)=F(b)

z—at r—b—

Nota: Una funcion se dice que es continua por la derecha en xo cuando

lim f(z) = f(xo)

r—xo+

y se dice que es continua por la izquierda cuando

lim f(z) = f(zo0)

T—x0—
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Flx] /

"

fle] #—

| RN

Evitable Salta Azintdtica

i

rube de puntos
Por Ozcilacion S0lo es continua en no & continua nunca

Figura 1.33: Situaciones de discontinuidad en funciones de una variable

1.5.5. Propiedades de las funciones continuas

Proposicién 1.15 (Propiedades algebraicas). Si f y g son continuas
en xg, entonces también son continuas:

1. Multiplo escalar: rf 2. Suma y diferencia: f £ g
3. Producto: fg 4.  Cociente: i, st g(xo) #0
g

Proposicién 1.16 (Continuidad de las funciones elementales). Las
siguientes funciones son continuas en todos los puntos de su dominio

1. Polinomicas

2. Racionales

3. Radicales

4. Trigonométricas
5. Exzponenciales

En general, cualquier funcion elemental es continua en todos los puntos en
los que estan definidas.

Teorema 1.7 (Continuidad de la funcién compuesta). Sig es continua
enxg y f lo es en g(xg), entonces la funcion compuesta dada por fog(x) =
f(g(x)) es continua en xg.

Nota: La importancia de este teorema la podemos ver con un simple ejemplo. Si la funcién

y = f(x) es continua en un punto, entonces también son continuas en ese punto ef(z),

sen (f()), etc.
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Teorema 1.8 (Teorema del valor intermedio). Si f es continua en
[a,b] y C es cualquier nimero entre f(a) y f(b), entonces existe al menos
un numero ¢ entre a y b tal que f(c) = C.

El teorema afirma que si x toma todos los valores entre a y b, entonces
la funcién continua f debe tomar todos los valores entre f(a) y f(b).

Corolario 1.2 (Teorema de los ceros de Bolzano). Si f es continua
en la,b] y Sig f(a) # Sig f(b), entonces existe al menos un nimero ¢ entre
a y b tal que f(c) =0.

Nota: Con Sig f(a) # Sig f(b), queremos indicar que f(a) y f(b) tienen signos distintos.
Es decir; o bien, f(a) <0y f(b) > 0; o bien, f(a) >0y f(b) <O0.

Corolario 1.3 (Intervalos de signo constante). Una funcion solamente
puede cambiar de signo al pasar por por puntos en los que sea nula o puntos
en los que sea discontinua

Ejemplo 1.49 (Probando la existencia de raices). Probar que

1. La ecuacion x> + 2z — 1 = 0 tiene, al menos, una raiz real en el
intervalo (0,1)

2. La ecuacion x> — 3x + 1 = 0 tiene, al menos, una raiz real

Solucion. a) Consideramos la funcién f(z) = 2®+2x—1, que al ser polinémi-
ca es continua en todo R, y en consecuencia en [0, 1], ademads, se tiene

fO)=-1<0 y f(1)=2>0

luego, aplicando el Teorema 1.2 de los ceros de Bolzano, podemos concluir
que existe al menos un c en (0,1) en el cual f(c) = 0.

b) Consideramos la funcién f(z) = 2® — 3z + 1, que al ser polinémica es
continua en todo R. En esta ocasién no se nos da el intervalo, en consecuencia
lo determinamos nosotros. Buscamos, para ello, un punto donde la funcién
sea negativa y otro donde sea positiva. Asi,

FO)=+1>0 v f(-2)=-8+6+1=-1<0

En consecuencia la ecuacién tiene, al menos, una raiz en el intervalo (—2,0).

1.5.6. Limites infinitos

Comencemos realizando nuevamente el ejemplo 1.44. Alli se dijo que el limite
no existia como nimero real, pero que la situaciéon planteada merecia un
tratamiento particular. Vedmoslo.
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Ejemplo 1.50 (Comportamiento no acotado). Discutir la ezistencia del si-
guiente limite

Demos valores a x cada vez més cercanos al origen

| x se acerca a 0 por la izquierda>< x se acerca a 0 por la derecha|
0

a -0.25 | -0.1 | -0.01 -0.001 0.001 0.01 0.1 0.25
f(z) 16 100 | 10000 | 1000000 | ? | 1000000 | 10000 | 100 16

| f(x) crece sin tope f(z) crece sin tope |

De la tabla se desprende que cuando x se acerca a 0, tanto por la derecha
como por la izquierda, f(z) crece sin limite. Es mas, podemos hacer que
f(z) crezca cuanto queramos sin mas que acercarnos suficientemente al ori-
gen. Asi, por ejemplo, si queremos que f(z) sea mayor que 100000 000,
bastard tomar un valor de x menor que 1/10000. En efecto,

0<|z| <

1

10000 f(z) = o~ > 100000 000

Como f(z) no se aproxima a ningin nimero real cuando z se acerca a
0, decimos que el limite no existe. Ahora bien, aunque el limite no existe,
como numero real, la situacién reflejada en este ejemplo es lo suficientemente
importante y lo suficientemente frecuente en Calculo, como para tenerla en
especial consideracion. Asi, en estas situaciones, se dice que el limite de la
funcién cuando x tiende a cero, es infinito, y se expresa

No obstante hay que decir que +00 no es ningin ntmero real, sino el reflejo
de una situacién concreta.

Ahora bien, para que quede probado que el limite es infinito, no basta con
probar que la funcién toma valores superiores a 100 000 000 en los alrededores
del origen, sino que hemos de probar que la funcién, en los alrededores del
origen, toma valores superiores a cualquier numero real M, por muy grande
que sea. En efecto. Sea M > 0 un nimero positivo cualquiera, sera

= f(x):i>M

0< <
2 -

2l
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Lo que prueba que f(x) toma valores arbitrariamente grandes en los alre-
dedores del origen. Es decir, para cualquier numero positivo M, se tiene
que

1
f(z)>M cuando 0<|z| < —

VM

Lo que prueba que el limite es infinito.
La grafica de la funciéon f viene reflejada en la figura 1.34

-6 —4 -2 2 4 6
Figura 1.34: lim % = +00
x—0 T

Veamos otra situacion parecida.

Ejemplo 1.51 (Limites + y - infinito). FEstudiar el comportamiento de la
siguiente funcion en los alrededores del punto v = 2

fla) = —

:a:—2

Solucion. Demos valores a x cada vez mas cercanos a 2

| x se acerca a 2 por la izquierda>< x se acerca a 2 por la derecha |

z | 175 1.9 [ 1.99 [ 1.999 | 2 | 2.001 | 2.01 | 2.1 2.25
f@) | -4 | -10 [ -100 | -1000 | ? | 1000 | 100 | 10 1

| f(x) decrece sin tope>< f(x) crece sin tope |

De la tabla se desprende que cuando z se acerca a 2, por la derecha, f(x)
crece sin limite, mientras que cuando z se acerca a 2, por la izquierda, f(z)
decrece sin limite. Es més, podemos hacer que f(x) crezca cuanto queramos
sin més que acercarnos suficientemente al origen, por la derecha; y que f(z)
decrezca cuanto queramos sin mas que acercarnos suficientemente al origen,
por la izquierda. Asi, por ejemplo, si queremos que f(x) sea mayor que
100000 000, bastara tomar un valor de 2 > 2 y menor que 2+ 1/100 000 000.
En efecto,

1 1
2 24— B |
<z< +100000000 = f(x) p— > 100000 000

Por otro lado, si, por ejemplo, queremos que f(x) sea menor que -100 000 000,

bastard tomar un valor de x < 2 mayor que 2 — 1/100000000. En efecto,

1 1
2 9 = — > 100000000
=% =27 700000000 fa)= =35>



72 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

En estas situaciones, se dice que el limite de la funcién cuando x tiende a 2,
por la derecha, es mas infinito, y el limite de la funcién cuando x tiende a
2, por la izquierda, es menos infinito, y se expresa

1 1

lim = 400 lim = -0
=2+ T — 2 Y r—2— T — 2

No obstante, igual que en ejemplo anterior, hay que decir que +00 y —oc0 no
son ningun ndmero real, sino el reflejo de una situacion concreta.

Ahora bien, para que quede probado que el limite es mas infinito o
menos infinito, no basta con probar que la funciéon toma valores superio-
res a 100 000000 o menores a -100 000 000 en los alrededores de x = 2, sino
que hemos de probar que la funcién, en los alrededores de x = 2, toma
valores superiores a cualquier nimero real M, por muy grande que sea, o
menores a cualquier nimero real negativo N (por muy grande que sea, en
valor absoluto). En efecto. Sea M > 0 un niimero positivo cualquiera, sera

1 1
2 2+ — =——>M
<z < +_ﬂ =  f(z) i

Lo que prueba que f(z) toma valores arbitrariamente grandes a la derecha
del 2. Es decir, para cualquier numero positivo M, se tiene que

1
f(x)>M cuando 2<x <2+ —

M
Y, por otro lado, sea N = —M < 0 un nimero negativo cualquiera. Sera
2>x<2 ! = f(z) <-M
x - — )= —
M x—2

Lo que prueba que f(x) toma valores negativos (arbitrariamente grandes en
valor absoluto) a la izquierda del 2. Es decir, para cualquier numero negativo
N = —M, se tiene que

1
f(z) < =M cuando 2>x>2—M

Lo que prueba que el limite es menos infinito.
La grafica de la funcién f viene reflejada en la figura 1.35

Definicién 1.29 (Limites infinitos). Se dice que el limite de la funcion
f en el punto xy es mds infinito, y se denota

g, f(@) = oo

st para cada M > 0 existe un § > 0 tal que

f(xz) > M siempre que 0 < |z —xo| <.
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. 1
Figura 1.35: I =— 1 =
& 35 o T —2 oo zigl+ T —2 oo

lim f(z) =400 < VM > 0,30 >0:Vx € R,

r—xQ

0<|z—m|<d= flz)>M]| (111)

Se dice que el limite de la funcion f en el punto xo es menos infinito, y se
denota

lim f(z) = —o0
T—T0

si para cada N < 0 eziste un § > 0 tal que

f(z) < N siempre que 0 < |x — xo| <.

lim f(zx) =—-00 < VN < 0,36 >0:Vz €R,

T—x(

0<|z—m|<d=flz) <N| (112)

Las definiciones se ilustran en la Figura 1.36

Para todo = # xo
que esté aqui

b y

f(z) estd aqui >

|
S

< f(z) estd aqui |

/_/\_\
Para todo = # xo
que esté aqui

Figura 1.36: lim f(z) = 4oo,

T—x0
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Para definir el limite infinito por la izquierda, basta con sustituir

0<|z—x09| <0 por my—0d<z<xg

y para definir el limite infinito por la derecha, basta con sustituir

0<|z—x9| <0 por my<z<z9+0

Si el limite de la funcién f en el punto xg es mas o menos infinito, o bien
alguno de los limites laterales es mas o menos infinito, entonces decimos que
la funcién f presenta en x = xg una discontinuidad infinita o asintotica.

Proposicién 1.17 (Propiedades de los limites infinitos). Si f y g son
funciones tales que

lim g(z) =/

T—T0

lim f(z) =400 y

T—xQ
entonces son validas las siguientes propiedades:

1. Suma o diferencia: 1im [f(x) :tg(z:)] = 400
T—x0

xlirgo f(x)g(x)] =-00 si{<0
g9(x) _
3. IIHIO (o) 0

Propiedades similares son vdlidas si lim f(x) = +o0
T—T

0

Las propiedades anteriores pueden recordarse de la siguiente forma:

+oo+l =40 —o0F+l=-0

p(+00) =400 p(=o0) = —oc

—p(+00) = —00 —p(—00) = +00
4

_— = —:0

—+00 —00

No esta permitido dividir por cero. Sin embargo, Cuando el limite del
denominador es cero, el cociente puede tener limite infinito, si bien, hay
que determinar el signo del denominador para poder determinar el signo del

infinito. Asi,

(P _ [ —P__
7_7:‘?{ o~ P _7{ or %
0o 1 P __ 0 ) =p_

Lo~~~ Lo =1
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Definicién 1.30 (Asintotas verticales). Diremos que la recta © = xg
es una asintota vertical de la grdfica de la funcion f, si el limite de f(x),
cuando x tiende a xo por la derecha o por la izquierda, es +00 (0 —00).

Nota: Cuando la funcién f venga definida por un cociente

fla) = 92

h(x)

las asintotas verticales habrd que buscarlas en los ceros del denominador h(z) = 0.

1.5.7. Limites en el infinito

Con concepto de limite de una funcién cuando x tiende a +00 0 —o0 se
pretende estudiar el comportamiento de la funcién cuando z crece (o decrece)
sin limite. Es decir, z toma valores extremadamente grandes, positivos (o
negativos). El concepto es andlogo al de limite de una sucesién. Vedmoslo
con un ejemplo,

Ejemplo 1.52. FEstudiar el comportamiento de la funcion

3

f(if):m

cuando x crece o decrece sin limite.

Solucion. Los valores de f(x), cuando a x crece o decrece sin limite, vienen
recogidos en la siguiente tabla.

< x decrece sin limite | | x crece sin limite >

7t —o0 « | -1000 | -100 | -10 [ O | 10 | 100 | 1000 | — +o0
f(z) || =3« |-2997 | -297 |-2.73 |0 |273|297 2997 —3

< f(z) se acerca a —3 | | f(z) se acerca a 3 >

De la tabla se desprende que los valores de f(z) tienden a 3 cuando x
crece sin limite y a —3 cuando x decrece sin limite. En consecuencia diremos
que

, , 3x , , 3x
Jm fe) = Mm oeg =y i fe) = i o =

La grafica de la funcién f es una curva con dos asintotas horizontales: la
recta x = 3, por la derecha; y la recta x = —3, por la izquierda. (véase
Figura 1.37).

En consecuencia podemos decir que:

El limite de la funcién f, cuando x tiende a +o00 es £, si f(x) estd tan
proximo a £ como queramos, siempre que x sea los suficientemente grande,
y se escribe:

lim f(x)=1/¢

T——+400
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De manera andloga, se dice que el limite de la funcién f, cuando x tiende
a —ooes (, si f(x) estd tan préximo a ¢ como queramos, siempre que = tome
valores negativos, suficientemente grande en valor absoluto, y se escribe:

lim f(x)=1¢

r——00
Formalmente se puede dar la siguiente definicién:

Definicién 1.31 (Limites en el infinito). El limite de la funcion f,
cuando x tiende a +00 es {, y se denota

lim f(z) =/

r——+00

st para cada € > 0 existe un M > 0 tal que

|f(z) — 4| <e siempre que x> M

lim f(z)=¢<Ve>0,3M >0:Vx € R,

xr— 400

m>M:>\f(;r)—€|<5‘ (1.13)

El limite de la funcion f, cuando x tiende a —oo es £, y se denota

lim f(z)="¢

Tr——00

st para cada € > 0 existe un N < 0 tal que

|f(z) — ¢ <e siempre que x <N

lim f(x):€®V5>O,HN<O:VQ:€R,‘$<N:|f(ac)—€|<5‘ (1.14)

r——00

Las definiciones se ilustran en la Figura 1.38
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f(z) esta

f(x) estd
aqui

aqui

\
\
| X
N
Figura 1.38: 1lim f(z) = ¢, lim f(z)=1¢
T——00 z—+00

Definicién 1.32 (Asintotas horizontales). Si

lim f(z)=¢ o lim f(x)=/¢

T——00 T—+400

entonces la recta y = £ se llama asintota horizontal de la grdfica de f.

Nota: La asintota por la derecha y la asintota por la izquierda pueden coincidir o no.
Ahora bien, la gréafica de una funcién puede tener a lo sumo dos asintotas horizontales,
una por la derecha y otra por la izquierda.

Los limites en el infinito comparten muchas propiedades con los limites
de funciones en un punto zy y con los limites de sucesiones.

Proposicién 1.18 (Propiedades algebraicas de los limites en el in-
finito). Son ciertas las siguientes propiedades:

1. Constante: lim c=c¢
Tr——+00

2. Multiplo escalar: 1im [7“ f(:v)] = 7"[ lim f(z )} relR

T—+00 T—+00

3. Suma o diferencia: hm [f(:z:):l:g(x)] = hm f(x) £ lim g(x)

r—-+ T—+00 r—-+00

4. Producto: lim [f(ac)g(:c)]: lim f(z)- lm g(x)

T——400 T— 00 T—+00

() lim  f(x)

5. Cociente: i = It 1 0
ociente IHH}rloo 9(7) xhrfoog( z)’ S1 xHIIEOOQ( T) #

6. Potencia: lm [f(x)]" = { lim f(x )y

T——+400 T——+400

=

Raices: 11'111 Vf( &»/hm f(x

— 400

Las mismas propiedades se dan cuando x — —o0
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1.5.8. Técnicas elementales para el calculo de limites

Todas las funciones elementales son continuas en todos los puntos en los
que estan definidas. En consecuencia para calcular el limite de una funcién
elemental en un punto de su dominio bastara con hacer la sustitucion directa.
Es decir

lm f(z) = f(xo)

T—x0

El problema esta en calcular el limite de una funcién elemental en un punto
en el que no estd definida. Es decir, en un punto tal que al hacer la susti-
tucién directa nos encontramos con una indeterminacion. Habra que hacer
las operaciones necesarias para romper la indeterminacion.

Teorema 1.9 (Funciones que coinciden en todos sus puntos excepto
en uno). Sea xg un nimero real y sean f y g dos funciones que coinciden
en todos los puntos de un entorno de xg, salvo quizds en xg. Entonces, si
existe el limite de una de ellas en xg, también existe el limite de la otra y
ademds son iguales.

f(@) = g(x) para x # 7o = lim f(x) = lim g(x)

Tr—XT0

Demostracion. Supongamos que existe el limite de g(z) cuando z — xg y
que dicho limite es £. Entonces, por definicién, se tiene que para cada € > 0
existe un § > 0 tal que

lg(x) — €| <e siempre que 0 < |z —z9| <0

Ahora bien, teniendo en cuenta que f(z) = g(z) para todo z del entorno de
xg, salvo quizéds para xg y teniendo en cuenta que xg no se contempla en la
definicién de limite (ya que 0 < |z — x¢|), resulta que

|f(x) — ¢ <e siempre que 0< |z —x9| <9
luego el limite de f(z) cuando z — z( también es /. O

a) Técnicas de cancelacién. Se aplica en las funciones racionales cuando
nos encontramos con una indeterminacién del tipo 0/0. Sea

q(x)

y supongamos que nos encontramos con la situacién

- p(x)

r(x

p@)  plee) O
i q(z) | )
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Al ser p(xg) = 0 quiere decir que p(z) es multiplo de (x — z(). Del mismo
modo, al ser g(xg) = 0 quiere decir que ¢(x) es multiplo de (z — xp). En
consecuencia, en virtud del Teorema 1.9, cancelando el factor (x — z¢) en el
numerados y denominador podemos eliminar la indeterminacién y aplicar la

sustitucion directa.
0
- plz) _ [p(l’o) _ - pi(x) _ pi(xo)

q(zo) o) = i, (z —zo)qi(x) =m0 qu(z)  qi(wo)

Ejemplo 1.53 (Calculo de limites mediante cancelacién de factores). Calcu-

22 —5x+6

lim ——————

-2 1% + 20 — 8
Solucion. Al probar la sustitucion directa nos encontramos con una indeter-
minacién del tipo 0/0. En consecuencia factorizamos numerador y denomi-

nador y cancelamos los factores comunes, con lo cual se tiene,

0

., 22—-5z+6 0 , (2—=2)(x-3) ., -3 2-3 -1
_[]:lm——lm = — =
a—2 (x —2)(x+4) =2-22+4 244 6

fm —————— = =
e—2 32+ 2x — 8

b) Técnicas de racionalizacién. Se aplica en las funciones irracionales
cuando nos encontramos con indeterminaciones del tipo 0/0 o bien oo — co.
En el caso de que se trate de raices cuadradas la indeterminacién se suele
eliminar multiplicando y dividiendo por el conjugado, con objeto de tener
suma por diferencia, de manera que al aplicar la diferencia de cuadrados se
elimine la raiz cuadrada.

Ejemplo 1.54 (Célculo de limites mediante racionalizacién). Calcular

Solucion. Al aplicar la sustitucién directa nos encontramos con una indeter-
minacién del tipo 0/0. En consecuencia racionalizamos el numerador, mul-
tiplicando y dividiendo por el conjugado, del numerador, de manera que al
aplicar la diferencia de cuadrados se elimine la raiz cuadrada. En efecto,

0

)
(z-1)(vVz+1) ==l(@-1)(vVa+1)
1 1

oy VE—1 [o] . (v —1)(Va +1) . (V7)? — 12
z—1 1 —1 r—1
; T — 1

1
= lim = lfm = ==
=l (z—1)(Va+1) ==1vo+l Vil 2

c) Caélculo de limites mediante el niimero e. Las indeterminaciones
del tipo 1°° se pueden resolver haciendo transformaciones para expresar el
limite de cualquiera de las formas siguientes:

1 T
lim (1 +z)/* = e lim (1—1——) =e
x

z—0 T—00
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o bien, de manera general

lim (14 h(2))"" = ¢, si lim h(z) =0

T—T0 T—T0
Nota: Estos limites se resuelven en la seccién 3.3.3 (pag. 177) mediante las reglas de
L’Hopital.
2
Ejemplo 1.55. Calcular: lim (1‘ — 3) r—4

x—>4

Solucion. Si hacemos la sustitucién directa nos encontramos con una inde-
terminaciéon del tipo 1°°. El limite se resuelve mediante el niimero e de la
siguiente forma

2 1 7°
lim (z—3)2 =4 =lim | (14 (2 —4)) 7 —4| =¢

r—4 r—4

d) Teorema del encaje y de la acotacién. Si una funcién estd compren-
dida, en los alrededores de un punto, entre dos que tienen el mismo limite,
en dicho punto, entonces dicha funcién también tiene el mismo limite en
dicho punto.

fz) < h(z) < g(x)
lim f(z)= lim g(x)

T—T0 T—T0

= lim h(z) = lim f(z)= lim g(x)

T—T0 T—T0 T—T0

Teorema 1.10 (Teorema del encaje). Si f(x) < h(z) < g(z) para todo
x en un entorno de xg, excepto quizds en el propio xg, y St

lim f(z)=¢= lim g(x)
T—T0

r—x0
entonces
lim h(x) =/

T—To

Demostracion. Dado € > 0 existen §; y d2 tales que

|f(x) —¢| <e siempre que 0 < |r—xg| <

lg(x) — €| <e siempre que 0 < |z — z¢] < o

Sea ¢ el menor de §; y d2. Entonces si 0 < |x — xg| < J, se siguen las dos
relaciones
|f(z)—tl<e y |g(x) L <e

lo cual, expresado mediante desigualdades, significa que

—e< flr)—Ll<e y —e<glx)—tl<e
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de donde, sumando ¢
l—e<f(z) v glx)<l+e
y teniendo en cuenta que f(z) < h(z) < g(x), se tiene
l—e< f(x) <h(x)<glz)<l+e
de donde,
l—e<h(zx)<l+e

que en valor absoluto, se expresa
|h(z) — ¢ <e

lo que significa que lim h(z) = /¢ O

T—X0

Si una funcién tiene limite cero, en un punto, y otra estda acotada en
los alrededores del punto, entonces su producto también tiene limite cero en
dicho punto.

g(x) acotada
Jim f(z)=0 [~ —k<g(x) <k = —kf(z) < f(z)g(z) < kf(z) =

0 < lim [f(y:)g(:v)] <0= lim [f(x)g(:n)] =0=0-Acot =0

r—x0 r—x0

Nota: Si f(z) < 0, cambiarfa el sentido de la desigualdad, pero el resultado final serfa el
mismo.

El teorema se cumple aunque la funcién g(x) no tenga limite en el punto xo. De ahi la

importancia del teorema.

Ejemplo 1.56 (Cero por acotado). Calcular el siguiente limite
, 1

lim <x sen —)
xr— x

Solucion. Dado que la funcién seno esté acotada

1
—1<sen— <1
T

resulta
lim <x sen l) =0-Acot =0

xr— X

. 1 .
Nota: El resultado es correcto, a pesar de que lim sen — no existe.
z—0 x
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1.5.9. Infinitésimos equivalentes

Definicién 1.33 (Infinitésimos). Una funcion, f, se dice que es un in-
finitésimo en un punto xg, si su limite en dicho punto es cero.

f infinitésimo en xy < lim f(x) =0

T—T0

Definicién 1.34 (Infinitésimos equivalentes). Dos infinitésimos, en un
mismo punto, se dice que son equivalentes, cuando el limite de su cociente
es la unidad.

LG 2) ~ alz
i = (5] =1 f(@) ~g(x)

Teorema 1.11 (Sustitucién de infinitésimos). Cuando, en un limite,
un infinitésimo esté multiplicando o dividiendo se le puede sustituir por otro
equivalente.

f(z)

Demostracion. Supongamos que, en xg, es f(x) ~ g(x), sera lim ——= = 1.
w0 g(z)
Y supongamos que nos encontramos con un limite en el que aparece f(z)

multiplicando o dividiendo:

lim f(z)h(xz) = lim Mg(an)h(;zc) = lim 1-g(x)h(x) = lim g(z)h(x)

T—To T—T0 g(x) T—T0 T—T0

Es decir, hemos sustituido f(z) por g(z) y el nuevo limite puede resultar
mas facil que el anterior.

Proposicién 1.19. Si un infinitésimo estd sumando o restando, en general,
no se le puede sustituir por otro equivalente.

lim (f(z) £ h(z)) # lim (g(z) & h(z))

r—x0 T—x0

Existen casos muy concretos en los que se pueden aplicar infinitésimos
al caso de sumas, como es el siguiente

Proposicion 1.20. La suma de varios infinitésimos de distinto orden se
puede reducir al de menor orden.
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1.5.10. Infinitésimos mas frecuentes en z — 0

Trigonométricos
senz ~ z arcsenz ~ z
tgz~z arctgz ~ z

22
1—cosz~—
2

Exponenciales, logaritmicos, potencias y raices

(z~1In(l+2)
bt -1~z

1n(1+Z)Nz{ @*—1~z-lna
(I+2)"—1~rz

VTrz-1~2
n

————

Ejemplo 1.57. Calcular los siguientes limites:

2sen? x ,oet—1 , Inx

lim ———— 2. 3.
Py 22(1 + cosx)

im im
z—0 sen 2x z—11—2x
1.1
T {1—71} ¥ .
v (5> g xl—>ml %—1 z—0 1 —coszx

Solucion.
Lk 2sen? [0] i 212 y 2 2
i - = =IllmMm —-——=11IM — = —
a—0x2(1 +cosx) 0 2-022(1+cosw) 2—01+cosz 2

CI—]._[O]ZI, T 1

Ve —1 6 i sen® z + 23

83

2. lim = |- im— = —
x—0 sen 2z 0 z—02x 2
., Iz 0y . In(l4+zx-1) . -1 1—=x
e -t erh e
, i , 1!
4. mlirgox{l—(g) }:[00-0]:11520—30[(5) —1}:
If (111) In » (In1 —In5) = —(0—In5) =1In5
=lm —z(-In-)=—-In-=—(Inl—-1nd5)=—(0—1nd)=1In
T—00 r 5 5

- Yr—1 Z[O]:h'm ln[l-}—({b/:?—l)] ~m In /z
(

5.1 — 1 _
=1 Yz —1 04 a=ln 1+ (ga - 1)] el In /2
o Ling
= lim ¢
z—1 Rlnx
6 1 sen2x+x3_[9]_h, sen? x i 2 _
2—0 1—cosw 04 2-01—cosx a—022/2
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Limite de sucesiones considerandolas como funciones

Si unimos los puntos que representan una sucesion obtenemos la grafica de
una funcién. Sin embargo, podemos obtener infinitas funciones que contienen
los puntos de una misma sucesién. Lo normal es coger la funcién que tiene
la misma férmula que la sucesion, es decir considerar que la variable n es
continua y no discreta.

Si la funcién que representa a la sucesion tiene limite, ese es el limite de
la sucesién, pero si la funcién no tiene limite, entonces la sucesién si puede
tenerlo.

Por tanto, se pueden aplicar los infinitésimos y las reglas de L’Hopital
a las sucesiones, el limite que encontremos sera el limite de la sucesién y
si la sucesion considerada como funcién no tiene limite entonces habra que
aplicar otro criterio.

Ejemplo 1.58. Calcular los siguientes limites:

1
1. 1fm(€f—\3/n—1)—1im%<1—3” >—
n—oo n

n—0o0

n—oo

—1 —1
= lim —%(31—1———1): lfm—3n3—20
n

n—00 v n n—oco  3n 3
1
an—1
3. lim n(%— "_\l/a): lim n{a|1—-— =
n—oo n—oo an

n—nm+1
= lim n¥/a (1 —aﬁ—%) — lfm n\"/E(I —a—”(”—U) -

n—oo n—oo

= lim n%(—%) =0

n—1

L] P 4+2P 4. 0P ooy o, (n+1)P
- lim ] = [g] = (n+ 1)+l — e+l
— lim (n+ 17 _
T nSoo ( n ]_)erl |:1 < n >p+1:| =
" n+41
T 1 T 1 1
= 1am 11m =
N 00 1 p+1 n—o00 p+1 p+1
(n—i—l){l (1 n+1) (n+1)
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Ejercicios propuestos de la secciéon 1.5. Limite de funciones
Soluciones en la pagina 390
1.5.1. Hallar, si existen, los siguientes limites

a) lim 2% ) pm Y23

im
z—4 22 — 16

1
I 2 -
oy O lime'+apsen

1.5.2. Determinar los valores de a y b que hacen continua la funcién

1 six <1
fl@)=1% azx+b sil<z<3
5 six>1

1.5.3. Hallar, si existen, los siguientes limites

11 b) i
a) lm —— b) lim Jim o5

1.5.4. Hallar, si existen, los siguientes limites

2_
b) lim S - c) lim L

1i —_—
a) lim ooz (z + 2)2 oy (z — 2)3

r—2 (17 — 2)2

1.6. Funciones hiperbdlicas.

Las dos funciones siguientes, a primera vista, no presentan ninguna parti-
cularidad, incluso pueden parecer dos funciones “ingenuas”:

et +e )
fla) = N }
9(95)_6 26 )

Sin embargo, el comportamiento de estas dos funciones es bastante curioso
ya que nos recuerdan las funciones circulares de la trigonometria, por eso
reciben unos nombres especiales: coseno hiperbédlico y seno hiperbdlico.

1.6.1. Coseno y seno hiperbdlico

Definicion 1.35. Se llaman funciones hiperbdlicas a las siguientes:

cosh(x) = % ]'}
senh(x) = % )

Con las funciones hiperbdlicas se puede construir una trigonometria muy
parecida a la ordinaria.

Una primera analogia la podemos ver en el 0 donde toman los mismos valores
que el coseno y el seno de la trigonometria ordinaria. En efecto:

O4e 0 141 2
COSh(O) — € —|-2€ — —; = 5 =1 ]I COShO — 1
0_¢0 1-1 0 } _
senh(0) = € 26 = 5 — 5 -0 j senh0 =0
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Sin embargo, una diferencia fundamental estd en que estas funciones no son
periodicas, ni van oscilando en torno al cero. En efecto.

coshz = e’ e ") Siempre es positivo (y ademds siempre es > 1)

2 >0 =-senhz >0
el —e " } Puede ser positivo o negativo . i
- z <0 =senhz <0

senhx = 5 )

1.6.2. Férmula fundamental de la Trigonometria hiperbdlica

Si en vez de hacer la suma de los cuadrados hacemos la diferencia, tenemos:

€T —X 2 x _ - 2
cosh? x — senh? x = <%> — <u> =

€2 4 QeTe T 472 2T _ 9Tt 4 o2 242 4 1
4 4 4 4

Que nos da la férmula fundamental de la trigonometria hiperbélica:

cosh?z —senh?z = 1

Que también puede expresarse de la forma:

cosh’z =1 +senh?®z

Lo que permite expresar cada una de las funciones hiperbdlicas en términos

de la otra.
( coshx = +v/1+ senh?
i senhz = :I:\/costh —1

Esto no quiere decir que el senh tome dos valores simultaneamente, sino que
en cada caso, habra que elegir como signo de la raiz el del propio x.

1.6.3. Significado del término “hiperbdlicas”.

Estas funciones se llaman hiperbdlicas porque la trigonometria que se con-
struye con ellas viene definida sobre una hipérbola, de manera analoga a
como la trigonometria ordinaria se construye sobre una circunferencia.

Trigonometria circular:

Trigonometria hiperbéliyé’: punto (z,y) de la circunferencia cumple:

Nota: En la trigonometria hiperbdlica nos limitamags a la rama derecha de
., r+y =1
la hipérbola.

Y llamando:{ x = cost } se tiene :

y =sent cos’t +sen’t =1
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Y

(z,9)

Figura 1.39: 2% + 4> =1

Y (2.9) Un punto (z,y) de la hipérbola cumple:
\ 1/ x v -y’ =1
0 .
x = cosht se tiene :
/ \ Y llamando.{ y = senht } cosh?t —senh?t = 1

Figura 1.40: 2% —y*> =1

1.6.4. Otras razones hiperbdlicas

Las demas razones hiperbdlicas se definen igual que en la trigonometria
circular:

senhxz e —e * coshe e*+4e*
tghz = = cothx = =
cosh x et +e % senhz e? —e7®

(ea: o e—m)(em + e—z) B
2 2 2 N
A N —x
:26 €. ¢ +26 = 2-senhx - coshzx

27 4o 20 (%) 4 (e_’”)2 (") + 2+ (e“”)2 -2
cosh 2z = 5 = 5 — 5 _

B (e%) 4 2% + (e*x) -2 (ex —|—e*m)2 1o <ex —|—ex>2 1

= 2cosh? x — 1 = 2cosh? z — (cosh? z — senh? ) =
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= 2cosh? z — cosh? x + senh? z = cosh? z + senh? x

cosh 2z = 2cosh?z — 1 = cosh? z + senh? z

1.6.6. El cuadrado del senh y del cosh

Las siguientes férmulas se emplean en el calculo de integrales.

cosh2x + 1

cosh 22 = 2cosh?x — 1 = 2cosh?x = 1 + cosh 22 = | cosh? z = >

cosh 2z = cosh? z + senh? z = (1 + senh? z) + senh® z = 1 + 2senh?z =

h2zr —1
= 2senh?z = cosh 2z — 1 = |senh?z = COS+

1.6.7. Grafica de las funciones hiperbdlicas
Grafica de la funcién f(x) = senhz

T 6—$

senhz = B_T =1/2e" —1/2e"

1/2¢3,

senh x

—x
1/2e z

—1/2e*

Figura 1.41: f(z) = senh=x

Gréfica de la funcién f(z) = coshz

X —X
coshzx = % =1/2¢" +1/2e™"

Gréfica de la funcién f(z) = tghx

senh z et —e *

cosh x et +e 7
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Y

coshz
1/2e”

1/2e*

Figura 1.42: f(z) = coshz

tgh0 =20
6—$
, et —e " [oo} , 1—6—1 o l—e 2 1
m ———0=|—|= 11m — . = m = =
z——+o0 e 4 e~ 7 o0 T—+00 e T z——+o0o 1 + 6—237 1 + 0
em
630
, et —e " %) i T ) er—1 0-1
Iim — = [—} = lim &5—— = lim = =
z——00 T 4 =% o0 r——00 € 1 z——00 2% 4 ] 0+1
e
Y 1
tghx
x
—1

Figura 1.43: f(z) = tgha

1.6.8. Funciones hiperbdlicas inversas

1

—1

89

Para las funciones hiperbdlicas inversas en vez de la palabra arco se utiliza

la palabra argumento.

y = argcoshx <= = = coshy } < Siempre positivo

y = argsenh xz <= x = senhy

Dado que la funcién cosh no es inyectiva, ya que existen dos argumentos
con el mismo coseno hiperbdlico: coshy = cosh (—y), su correspondencia
reciproca no es funcién, ya que para cada valor de x tendriamos dos posibles
valores para su imagen: y y —y. Para salvar esta circunstancia elegiremos

siempre el valor positivo del argumento.
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Yy

cosh x

arg cosh x
/ e

Figura 1.44: f(z) = argcoshx

1.6.9. Identidad hiperbdlica

b et +e % )
coshy = —— ! T —x x __ ,—x 2e®

o _26_3; ?coshx—l—senha::6 26 +6 26 :%:eﬂf
senhx:T )

e¥ = coshx +senhz | = x:ln[coshx+senhx]

1.6.10. Formula logaritmica de las funciones hiperbdlicas in-
versas

Sea y = argcoshzx, a partir de ahi, los valores del coshy y senhy son los
siguientes:

a) Por la propia definicién del arg cosh, sera: coshy = .

b) A partir de la férmula fundamental podemos expresar el senh en fun-
cion del cosh, y a partir de ahi, expresarlo en funcion de z.

cosh?y —senh?y = 1 = senh?y = cosh?y — 1 =

= senhy = +y/cosh?y — 1 = senhy = /a2 — 1

Y sustituyendo ambas expresiones en la identidad logaritmica resulta:

y=In [coshy—i—senhy] =1In [x+ \/ﬁ}

de donde:

arg coshz = In [l‘+ Va2 -1

De la misma forma se obtiene la expresion para el argsenh:

Sea y = argsenhz, a partir de ahi, los valores del coshy y seny son los
siguientes:
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a) Por la propia definicién del argsenh, sera: senhy = x.

b) A partir de la férmula fundamental podemos expresar el cosh en fun-
cion del senh, y a partir de ahi, expresarlo en funcién de .

cosh?y —senh?y = 1 = cosh?y = senh?y + 1 =
= coshy = +/senh?y + 1 = coshy = /22 + 1

Y sustituyendo ambas expresiones en la identidad logaritmica resulta:

y=In [coshy—i—senhy] =1In [:g_q_ \/m

de donde:
argsenhz = In [:1: +Vx2+ 1]
. . . e’ +e Y
También puede hacerse despejando y en las ecuacion x = — para el
arg cosh, o bien en x = — para el argsenh

1.7. Problemas propuestos del Capitulo 1

Ejercicios propuestos del Capitulo 1
Soluciones en la pagina 390
1.1. Hallar los intervalos definidos por las siguientes desigualdades:

2 xr—2
-2 3 b
a) x x <3, )m—4

<2, o 2z—6/<4, d)|7T—3z[>2,

1.2. Dada la circunferencia de ecuacién z* + 3> + 4z — 2y +1 =0
a) Hallar el centro y el radio
b) Determinar si los puntos (0,0), (—2,—1) y (—2,1) estdn dentro, fuera o en ella.

1.3. Hallar el dominio de las siguientes funciones:

a)f(w):x—ig—&-\/m—l b) f(z) = VTl

1.4. Hallar, si existen, los siguientes limites de sucesiones

2
a) lim o0 — 2040 b) lim (\/9n% +n+1—+/9n2 —2n),

n—oo 6712 +5n— 1’ n—oo
(n2+5n+1)n

n—oo n—0o0

1.5. Hallar, si existen, los siguientes limites de funciones

27 p— p—
a) me—4 b) lim ve-1-1 1 (‘T_H)I—Q

z—2 22 + 3z — 10’ =2 x—=2 2
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Problemas resueltos del Capitulo 1

1.1 (Aplicando el criterio de Stolz). Calcular el siguiente limite:

. In[(n+1)!
lim
n—oo In [(n + 1)”]

Solucion. Aplicando el criterio de Stolz, resulta

In (n+2)!
Cmfeen] . W[+ -mesn] o PG
lim = lim = lim ————5 =
n—oo In [(n+1)“] n—oo In [(n+2)“+1] —In [(nJrl)”] oo (n+2)""
(n+1)"
= lim ln(n+n22~_2 == = lim ln(n+23l+2 w =
T T e -0 (2
= lim ! = ! - =1
Tl n+2\" S 141/ 140
141 1 2
#in(5) /il
Donde se ha tenido en cuenta que
n
. n+2\" . T \" I \"" M+t o, 1
i i (723) =t (4 ) i [ (14 ) 2w =

Problemas propuestos del Capitulo 1

Soluciones en la pagina 390

1.1. Hallar, si existen, los siguientes limites de sucesiones

7L2
) < 3n+2>( "
a) lim

n—oo 3n—2>5



Capitulo 2

Funciones de varias variables:
Limites

2.1. Funciones de varias variables

2.1.1. Definiciones

Funcién de una variable Una funcién de una variable es una corres-
pondencia entre dos magnitudes. Por ejemplo, el espacio y el tiempo. No
obstante, hay que advertir que no se considera funcién a cualquier corres-
pondencia, sino que para que una correspondencia sea funcion, la imagen de
cada elemento tiene que ser Unica y estar bien determinada.

Una manera de visualizar una funcién es por medio de una grafica. La
grafica de una funcién de una variable, por lo general, es una curva en el
plano. Sin embargo, no toda curva del plano es la representacion de una
funcién. Para que una curva represente una funcién no puede tener dos
puntos en la misma vertical (criterio de la recta vertical), ya que para que
una correspondencia entre dos magnitudes sea funcién, la imagen tiene que
ser Unica.

Y

/\ y=f(x)

Y T g
x x

Figura 2.1: Gréfica de una funcién de una variable. La circunferencia no es la grafica de
una funcién.

Para poder aplicar las propiedades de las funciones a las correspondencia
que no lo son hay que descomponerlas en funciones. Por ejemplo, la ecuacion

93
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de una circunferencia 22 +y? = 1 no representa (globalmente) una funcién, ya
que para cada valor de una de las variables hay dos valores de la otra, con lo
cual se viola el concepto de funcién. En consecuencia, la descomponemos en
dos funciones: una que toma el valor positivo (semicircunferencia superior),
y otra el valor negativo (semicircunferencia inferior). En efecto, tenemos:

2, 2 2 2 y1=+v1—a?
=l=sy=1-2=y=tyl-22 = —s
oty Y x Y T {y2:_ -

Figura 2.2: La circunferencia no es una funcién, pero podemos descomponerla en dos
funciones.

Funcién de varias variables. Una funcién de varias variables es una
correspondencia entre mas de dos magnitudes. En este caso, las imagenes
también serdn numeros reales, pero los originales no seran ntmeros indivi-
duales, sino parejas o ternas de ntumeros reales. Es decir, para poder dar
el resultado de la funciéon necesitamos tener varios datos. En consecuencia,
los valores de la funcién (las imdgenes), que seran nimeros reales, dependen
(son funcién) de més de una variable.

Ejemplo: Si expresamos el area de un triangulo en funcion de la base y de
la altura, tendremos una funcién de dos variables.

a=-bh = a=f(b,h) b>0, h>0
b
Figura 2.3:

En general, sera:
f:DCR?* —R
fo@y)—z  z2=[f(zy)

Ejemplo: Si expresamos el volumen de un paralelepipedo rectangular (caja
de zapatos) en funcién de sus aristas, tendremos una funcién de tres varia-

bles.
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Yy v=uayz = v=f(x,y,2), t>0,y>0,2>0

T

Figura 2.4:

En general seré,

f:DCR®—R
f: ($7y7z)'—>v ,U:f(x’y7z)

Denotamos una funcién de dos o maés variables por una notacién similar
a la utilizada con las funciones de una sola variable. Asi, en los ejemplos
anteriores, tenemos:

1
z= f(x,y) zixy y v= f(z,y,2) = xyz
~—— —_——

2 variables 3 variables

Definicién 2.1 (Funcién de dos variables). Sea D un conjunto de pares
ordenados de numeros reales. Si a cada par ordenado (x,y) de D le corres-
ponde un nimero real f(x,y), entonces se dice que f es funcion de x e y.
El conjunto D es el dominio de f y el correspondiente conjunto de valores
de f(xz,y) es el recorrido de f.

Para la funcién dada por z = f(z,y), a = e y se les llaman variables
independientes, v a z variable dependiente.

Nota: Nétese el doble papel que juega la letra z en la notacién: En funciones de dos
variables se le suele usar para denotar los valores de la funcién, escribiendo z = f(z,vy)
(aqui, la z es la “funcién”, la variable dependiente), mientras que en funciones de tres o
mas variables suele aparecer denotando a una de las variables de la funcién, por ejemplo,
en v = f(x,y,z) (aqui la z es una variable independiente).

El par ordenado (x,y) puede tener una doble interpretacién: por un lado,
lo podemos considerar como una pareja de nimeros reales (es decir, vemos
dos nimeros, dos variables); y por otro, lo podemos considerar como una
unidad, como las componentes de un vector, v.= (x,y) (y, en este sentido,
s6lo veremos una variable, un vector). En consecuencia las funciones de
varias variables, también, pueden considerarse como funciones de una sola
variable vectorial.

f:DCR? —R

fo@wy) —2z 2= f(zy)
fiviz z=f(v) con v=(z,y)
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En general, tendremos funciones del tipo:

f:DCR" —R
fi(xr,...,zp) —y y=f(x1,...,2p)
frxr—y y=f(x)

que llamaremos funciones reales de n variables reales, si consideramos a los
puntos de R™ como n-adas de niimeros reales (es decir, veremos n variable),
o bien, funciones reales de variable vectorial, si consideramos a los elementos
de R™ como vectores (es decir, s6lo veremos una variable: un vector).

Es decir, una funcion f : D C R"™ — R es una regla que asocia a cada
n-ada ordenada de nimeros reales (x1,...,xy,) de D, o bien, a cada vector
x de D, un numero real (y sélo uno) bien determinado f(x1,...,zy).

En consecuencia, una funcién de varias variables esté constituida por:
a) Su dominio D C R,
b) su codominio R,
c) laregla, z = f(x), que asocia a cada elemento del dominio x € D,

su imagen z € R.
A la magnitud que se despeja (la imagen) se le llama variable dependiente

y a las otras variables independientes.

A las funciones de varias variables también se les llama campos escalares.
Igual que en una variable, para que la correspondencia sea funcién la ima-

gen tiene que ser Unica. Para poder aplicar las propiedades de las funciones

a las correspondencias que no lo son, hay que descomponerlas en funciones.

Ejemplo. La ecuacién de la esfera 22 +y?+422 = 1 no representa (globalmente)
una funcion, ya que si le damos valores a dos de las variables obtenemos dos
valores de la tercera, lo que viola el concepto de funcién.

z

P2+ 4+22=1 = 2Z2=1-22-y* =

[ ‘ Y = z=+y1-22—-9y% (no es funcién) =
. % N z1 = +4/1 — 22 — y2 (si es funcién)
29 = —y/1 =122 —y? (sies funcién)

Figura 2.5:

Funciones vectoriales. Una funcién se dice que es vectorial cuando el
resultado no es un nimero, sino un vector, es decir, una pareja de nimeros
o una terna de nimeros.

Ejemplo. Si las ecuaciones paramétricas de una recta son las siguientes:

((x=1—t
y=2+3t
z=1+t
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para cada valor del parametro tiempo, t, obtenemos las tres coordenadas del
punto de situacion, (z,y, z).

En general, tendremos,
f:DCR—R3

((z=ux(t)
i t+—>(a:,y,z) y:y(t)
z = z(t)

También se pueden definir funciones vectoriales que dependan de varias
variables. Por ejemplo:
f:DCR? —R3

foo (xy) — (2y,2%y,Inz)

En general, podemos establecer la siguiente clasificacion:

( n=m =1 {funcién de una variable
i n>1 » ] )

f:DCR" —R™ { — } funcién de varias variables
1 n cualquiera
(

} funcién vectorial
m > 1

Campos vectoriales. Se llaman campos vectoriales a las funciones vecto-
riales de R™ en si mismo. Es decir, se llama campo vectorial a las funciones
del tipo f : D C R™ — R". Una practica para visualizar los campos vec-
toriales consiste en jugar con la naturaleza “dual”de los elementos de R";
los elementos del dominio x € D se ven como puntos y los de la imagen
f(x) como vectores. El vector f(x) se representa mediante una flecha que se
puede colocar en cualquier punto del espacio, sin embargo, para tener una
visualizacion del campo, la flecha se colocard de manera que su punto inicial
sea el punto x.

Ejemplo. El campo F : R? — R? de ecuacién, F(z,y) = (z,y), que asocia
al punto (z,y) € R? el vector (x,7) € R2, se llama campo radial en R?, y se
puede representar graficamente como un conjunto de flechas en direcciéon ra-
dial, cuya longitud crece al alejarnos del origen de coordenadas y disminuye
al acercarnos a él.

2.1.2. Dominio de una funcion de varias variables

El dominio de una funcion se define como el conjunto de puntos que tienen
1magen.

En la practica el dominio de una funciéon de varias variables, normal-
mente, viene determinado por el contexto del problema (por ejemplo 4rea
de un tridngulo). Por eso, para definir las funciones es usual dar simplemente
la férmula z = f(x), sin especificar el dominio D.

Dominio implicito en la férmula. Cuando no se dispone de un contexto
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\'/

™LX //;
A I

/TN

Figura 2.6: Campo radial en R?

de aplicacién, también es usual definir las funciones dando simplemente la
regla z = f(x), sin especificar el dominio D. En tal caso se entiende que
el dominio viene implicito en la propia férmula, y queda determinado por
todos aquellos valores para los cuales tiene sentido aplicar la féormula que
define la funcién. O sea, el dominio estd formado por todos aquellos valores
tales que al sustituirlos en la férmula y realizadas las operaciones indicadas
se obtiene un valor numérico y no una operacién imposible. Es decir, se
entiende que el dominio de la funcién f es el mayor subconjunto D de R"
para el cual la regla f(z) tiene sentido (si el dominio es mas pequeno hay
que indicarlo). Por ejemplo, si definimos la funcién a = %azy el dominio seria
cualquier pareja de ntimeros reales (x,y). Ahora bien, si queremos que esa
funcién represente el area de un triangulo, los valores = e y tienen que ser
positivos. Por lo tanto dicha restriccién habrd que indicarla junto con la
formula a = %xy x > 0, y > 0. Si no se indica ninguna restricciéon esta-
mos suponiendo que el dominio es el maximo “permitido” por la férmula. El
conocimiento del dominio nos permite saber qué valores pueden sustituirse
en la férmula y cuales no.

El dominio de una funcién de dos variables f(z,y) serd una regién del
plano, y el dominio de una funcién de tres variables f(z,y, z) una regién del
espacio. Y vendré determinado por la propia férmula (dominio implicito), o
bien, por una restriccién arbitraria que nosotros impongamos.

Se llama Rango o Recorrido de una funcién al conjunto de elementos
que son imagen. En general, nos ocuparemos del Dominio y sélo en casos
particulares nos ocuparemos del Recorrido.

Ejemplo 2.1 (Encontrando un dominio). Encontrar el dominio de definicion

de funcion
Ty

f(z,y) = e

Solucion. Se trata de encontrar aquellas parejas de nimeros (z,y), para
las cuales tiene sentido la férmula dada para f(z,y). Es decir, jqué valores
pueden darse a x e y, de manera que al realizar las operaciones indicadas en
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la formula se obtenga un valor numérico y no tropecemos con una operacion
imposible?

Es evidente que, en este caso, el dominio de la funcién es todo el espacio
R? excepto el origen de coordenadas, es decir, Dy = R? — {(0,0)}, pues la
férmula puede ser calculada para cualquier pareja de nimeros reales, salvo
para la pareja (0,0). En efecto,

1.1 1
2.3 —6
F(=2,3) = (—2)2+ (32 13
0-3 0
JO3) =G @r =9 0

Sin embargo, al sustituir la pareja (z,y) por (0,0) tropezamos con una ope-
racion imposible, como es dividir por cero.

0-0 0

00 =Gre =5

Ejemplo 2.2. Encontrar el dominio de la funcion
rT+y+z

Va2 +y? + 22

Solucion. El mismo razonamiento del ejemplo anterior nos conduce a

f(x7y7z) =

Dy = R® — {(0,0,0)}

Nota: Recordemos que al calcular el dominio de una funcién deben tenerse en cuenta,
entre otras, las siguientes circunstancias:

1. Que no se puede dividir por cero.

2. Que las raices de indice par sélo estan definidas para los ntimeros positivos y el
cero.

3. Que los logaritmos sélo estan definidos para los niimeros positivos.

Ejemplo 2.3 (Representando un dominio). Encontrar el dominio de defini-
cion de las siguientes funciones, indicando su significado grdfico.

T

L. f(ﬂﬁy)_ﬁ 2. f(way):\/ﬁ

24y -9 - sen (yz)
3. f(xvy) - # 4. f(xayaz)_ \/4_3:2 y2 z2
5 f(x,y) =Inzy 6. flz,y)= l,ly

7. f(z,y) = arcsen(z + y)

Solucion.
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_y

T — 12
Para que la raiz cuadrada /o — y2 esté definida, el radicando no puede
ser negativo, luego x —y% > 0, pero, al estar en el denominador, ha de
ser distinto de cero,  — y? # 0. En consecuencia,

L. f(xvy) =

Ty 20 r—y*>0 = z>9y° = Dj={(z,y) € R*/z >¢*}
z—y?#0 ! ’

Para representar la inecuacién > y? representamos la ecuacién z = y2,
y obtenemos una pardbola. En los puntos de la pardabola se tiene
la igualdad z = y?. En consecuencia, a la derecha de la pardbola
serd x > y?. Luego el dominio de la funcién coincide con el interior de
la parabola, excluido el contorno.

y ;L-—y2 ”/‘
’/
-~
s 2
s T >y

4 x

\ sin el contorno

2 f(y) = e
JE P9
Para que la raiz cuadrada esté definida, el radicando no puede ser
negativo, luego z? + y? — 9 > 0, pero al estar en el denominador, no
puede ser cero, 22 + 32 — 9 # 0. En consecuencia

Y
//_-\\\
y v, P2 +2—9>0 = 22 +y2>9 =
" |
1
\ A Dy = {(x,y) € R*/a? +y* > 9}
/
S~ Exterior del circulo de centro el Origen y radio
3, excluido el contorno
Figura 2.8:
Va2 +y* =9
3. floy)=——""

Igual que en el caso anterior, para que la raiz cuadrada esté definida,
el radicando no puede ser negativo, luego 2 + 3% —9 > 0. Ahora bien,
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en este caso, al estar en el numerador, no se le exige que sea distinto
de cero. No obstante, al estar x en el denominador, no puede ser cero,
x # 0. En consecuencia

Y 2242 -9>0 = 22+ 42> 9
m x 75 0 =
z Dy ={(z,y) e R*/2* +y* 29, x # 0}
\j}/ Exterior del circulo de centro el Origen y radio
. 3, incluido el contorno y excluido el eje OY. Los
: puntos (0,3) y (0,—3) quedan excluidos.
Figura 2.9:
sen (yz
4. f(z,y,2) = (v2)

\/4 —p2 g2 — 22
En numerador no tiene ningiin problema, estd definidos para cualquier
valor de = e y. Luego,

z
? 4—g? = —22>0 = 2242+ <4 =
)
Dy ={(z,y) e R¥/a® +y* + 2? < 4}
x Z’; El dominio es el interior de la esfera de centro
el Origen y radio 2, excluido el contorno.

Figura 2.10:

5 f(z,y) =Inzy

.r :1:>0}

) y>0 Dy = {(z,y) € R*/[z > 0,y > 0]
xy>0:>{ x <0 :>é[$<0,y<0]}

'L y<0

Es decir, el dominio estd formado por el primer y el tercer cuadrante,
excluidos los ejes de coordenadas.

6. f(lny):é

sy #0 =z #£0ey#0 = Dy={(x,y) € R?/xy # 0}
El dominio comprende todo el plano menos los dos ejes de coordenadas

7. f(x,y) = arcsen (x + y)
Que f(z,y) sea el arcsen de x + y, significa que = + y es el seno de
un angulo. Para que x 4+ y pueda ser el seno de un angulo ha de estar
comprendido entre 1 y -1, —1 <z +y < 1. En consecuencia
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r4+y<l=y<l-x

-1< <
1<z+y <1 :>{ l<atyosy>-l-uz

= Dy={(z,y) eR*/-1<z+y<1}

El dominio es la franja comprendida entre las rec-
tasy = 1—x ey = —1 —ux, incluidas ambas rectas.

Figura 2.11:

2.1.3. Operaciones con funciones de varias variables.

Las funciones de varias variables se pueden combinar de la misma forma
que las funciones de una sola variable. Por tanto se pueden sumar, restar,
multiplicar, dividir, etc.

f(z,y)
9(z,y)

Asi, las operaciones entre funciones de varias variables se definen de manera
analoga a como se definen en el caso de una sola variable:

(f+9)(x,y) = f(z,y) +g(x,y)
(f9)(x,y) = f(z,y)g(z,y)
f ~ f(=,y)
(g) (@y) = g9(z,y)

No obstante, hay que hacer notar que operar con funciones significa operar
con las imagenes de un mismo punto.

, e

f(xay)ig(xvy) ) f(x,y)'g(:n,y) )

f(z,y)
(z,9) < > f(x,y) +g(z,y)

9(z,y)
En consecuencia, para que la operacién con las imagenes se pueda considerar
como una operacién de funciones, las dos funciones tienen que estar definidas
sobre ese mismo punto. Por tanto, para operar, todas las funciones tienen
que ser del mismo nimero de variables (aunque en la férmula no tienen por

que aparecer todas).
Ejemplo, se pueden sumar las funciones:
flz,y) = }
20 +y = f(z,y) +g(x,y) = (f + g)(z,
o(oy) = 5+ y=flz,y) +9(z.y) = (f+9)(@,y)

Sin embargo, no se puede expresar como suma de funciones la siguiente
suma:

g(x{g)::cﬂ Y } sty =t tte = 0t
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Considerando los dominios, se tiene,
f:Dy CR" —R } f+g:DyNnDy CR" — R
g:Dg CR" =R } (f+g)(x)=f(x)+g(x)

Es decir, el dominio de la funcién suma es la interseccion de los dominios
de las funciones sumandos. Igual ocurre con la diferencia y el producto. Sin
embargo, en el cociente hay que hacer una restriccién adicional y eliminar
aquellos puntos que anulan el denominador, ya que no esta permitido dividir
por cero. Asi,

Df/g = Df N Dg — {X S Dg/g(X) = 0}

Ejemplo 2.4 (Hallando el dominio de una suma de funciones). Encontrar el
dominio de la funcion:

2
7y z—1
flz,y) = +
\/y—x2 \/1—m2—y2
Solucion. Hallamos el dominio de cada uno de los sumandos, por separado.
Y luego hallamos la intersecciéon de los dominios obtenidos.

y—22>0=y>z>=D ={(z,y) e R?/ y > z?}
1—2> -2 >0=>2+ 1y <1=Dy={(z,y) eR?/ 2? +¢% < 1}

La interseccion de estos dominios esta constituida por los puntos interiores
al cfrculo unitario 2% 4+ y? = 1 (excluyendo su frontera) que estdn en el
interior de la pardbola de ecuacién y = 22 (excluyendo su frontera).

1
Y e /
\<// \\I
4 7\
1 ’ x
[ ~ 1l e
\
\

1

1
1
T

1

2 r—1

Figura 2.12: Dominio de la funcién f(z,y) = ——2%— +
\/yfo \/17:v27y2

Funciones polinémicas.

En varias variables se suele utilizar una terminologia similar a la utilizada
en una variable. Asi, una funcién que se puede expresar como suma de
funciones de la forma ca™y"™ (donde ¢ es un nimero real y m y n son
enteros no negativos) se conoce como funcion polindmica de dos variables.
Por ejemplo, son funciones polinémicas de dos variables, las siguientes:

fly) =2 +y* —3ay+a+2 y g(z,y) =22y —y+3
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la primera de segundo grado y la segunda de tercero. Al cociente de dos
funciones polindémicas se le llama funcion racional.

2.1.4. Composiciéon de funciones

Composicion de funciones, en general. Componer dos funciones con-
siste en aplicar la sequnda funcion al resultado de la primera. Es decir, para
«componer» dos funciones se aplica primero f a cada z en Dy y después se
aplica g a f(x), siempre que sea posible (es decir, cuando f(x) pertenezca a
Dy).

Hay que advertir que, en general, la composicion de funciones no es
conmutativa, es decir, en la generalidad de los casos serd fog # go f, incluso,
puede suceder que esté definida la composicién en un orden y no en el otro.
Sin embargo, si se cumple la propiedad asociativa fo (goh) = (fog)oh.

Composicion de funciones reales de una variable real. Componer dos
funciones consiste en aplicar la segunda funcién al resultado de la primera.
Ahora bien, desde el punto de vista analitico, este concepto puede tener
una segunda lectura. Analiticamente, la composicién de funciones, también
significa sustituir una funcion en la otra. Es decir, si tenemos la funcion
y = f(x) que establece la dependencia entre y y x, y la funcién x = g(t),
que establece la dependencia entre x y ¢, podemos sustituir esta tltima en la
primera y obtener y = f (g(t)) A la funcién asi obtenida (que envia t a y) se
le llama composicion de f con g y se denota por fog. Obsérvese que el orden
en que se escribe la composicion f o g es el inverso al orden en que actiian
las funciones (primero g, después f). Conviene tener siempre presente esta
doble visualizacién de la composicién de funciones: como aplicacion sucesiva
de dos funciones, y como sustitucion de la variable por una funcién de otra
variable. En esquema seria lo siguiente:

(a) Como aplicacién sucesiva de funciones:

g /

fog

Figura 2.13: Composicién de funciones

(b) Como sustitucién de la variable:

v2 I = 1(at0)

Es evidente, como ya se ha dicho, que para poder componer dos fun-
ciones, en su totalidad, el rango de la primera ha de estar contenido en el
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dominio de la segunda g(Dy) C Dy, en caso contrario, después de aplicar g
no podriamos aplicar f. Sin embargo, esta restriccion no es necesaria para
poder realizar, parcialmente, la composicién de las funciones, sélo que, en
este caso, habra que reducir el dominio de la composicién a los puntos del
dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio de la segunda.
Desde el punto de vista formal la composicion, de funciones reales de una
variable real, puede enunciarse de la siguiente forma: Dadas las funciones
g: ICR—-R, f:JCR—R (tales que g(I) C J), se llama composicion
de f con g y se denota fog: I CR — R, ala funcién (fog)(x) = f(g(x))

g:ICR—-R IR R B
f;JCRHR} fog:ICR—R }(fog)(:v)—f(g(x))

En el caso de que no se cumpla la condicién g(I) C J, la composicién también
es posible, siempre que ¢g(I) N J # &. En tal caso habrd que restringir las
funciones a aquellos puntos en los que la composicién sea posible. Es decir,
a los puntos del dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio
de la segunda.

Composicion de funciones vectoriales. Para funciones de varias varia-
bles la situacion es, en principio, algo mas complicada. Téngase en cuenta
que dos campos escalares f, g : D C R" — R no se pueden componer, pues
la operacion de composicion entre funciones solamente se puede realizar
cuando el rango de una de ellas estd contenido (o al menos tiene alguna
conexion) en el dominio de la otra, y los campos escalares tienen rango en
R y dominio en R™. Por lo tanto, los campos escalares solamente se podran
componer con funciones de una sola variable, por la derecha; o con funciones
vectoriales, por la izquierda. Es decir,

RPLRLR RLRER" RTER'LR

Pensando en la composicién como la sustitucién de las variables (se trataria
de la composicién por la izquierda), para componer la funcién z = f(z,y)
tendremos que sustituir las dos variables x e y, respectivamente, por dos
funciones g1 y g2 que las conecten con otras variables, donde g1 y go pueden
ser funciones de una o varias variables (ambas de las mismas). Asi, si con-
sideramos las funciones

z=g1(u,v), y=g2(u,v)

podemos sustituir en la funcién z = f(z,y) y obtener la funcién compuesta:

2= f(g1(u,v), 92(u,v))

que en esquema seria:

= ) { o) } = /(91 0), 92, ))
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Ahora bien, la pareja de funciones z = g1 (u,v), y = g2(u,v) que sustitui-
mos, también puede considerarse como las componentes de una sola funcion
vectorial g : D C R? — R2, de tal manera que a cada punto (u,v) € D
la funcién vectorial g le asocia el punto g(u,v) € R?, cuyas coordenadas

son (z,) = (g1(u,0), ga(u,v)). O sea, g(u,v) = (g1(u,v), g2(u,v)). Y esto
permite interpretar la sustitucién de las variables como la aplicacién sucesiva
de dos funciones: una vectorial y la otra real. En esquema seria:

R & R2 L R
(u,0) = (2,y) = 2

de donde,
fo g(u,v) = f(g(u,v)) = f(gl (uav)’QQ(uv’U))

Ejemplo 2.5 (Componiendo funciones). Hallar la funcion compuesta de la
funcion f(z,y) = zy*> + 2y con las funciones

r=gi(u,v)=u+v e y=ga(u,v)=uv

Solucion. Si queremos interpretar la composicién como la aplicacion sucesiva
de dos funciones, consideramos la funcién vectorial

g(u,v) = (gl(uvv)ag2(uav)) = (u + v, uv)
y, en esquema, resulta
fz,y) = 2y® +ay } R? LR rR? & R2 L R
g(u,v) = (u+v,uv) R? £ R2 (u,v) — (x,y) — 2z

de donde, la composicién buscada, sera:

h(u,v) = (fog)(u,v) = f(g(u,v)) = f(gl(u,v),gg(u,v)) = fu+v,uv) =
= (u+v)(w)? + (u + v)uv = v*v? + u*v® + v?v + u?

Noétese que la funcién resultante de la composicién, h = fog, es una funcién
distinta de f, g, g1 v go, es decir, se trata de una nueva funcién h, tal que

[ y) = h(u,v) # f(u,v)

En la practica se pueden simplificar los cdlculos, sustituyendo directamente:
f(z,y) = flutv,uv) = (utv)(ww)? +(utv)uv = v*v* +u?v® +uv+uv? = h(u,v)
Ejemplo 2.6. Hallar la funcion compuesta de la funcion

f(z,y,2) = 2y*2° — 2y

t

con las funciones x = g1(t) = €', y = ga(t) = sent y z = g3(t) = 2
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Solucion. Consideramos la funcion vectorial
g(t) = (g1(t), g2(1), g3(t)) = (¢’ sent, ?)
y, en esquema, resulta

f(z,y,2) = 2y?2 — zyz } R3 LR } RE R LR

g(t) = (e’ sent,t?) R & R3 t— (z,y,2) — w

de donde, la composicién buscada, sera:
h(t) = (fog)t) = f(&(t)) = fg1(1), g2(t), g5(1)) = f(e',sent, ) =
=elsen’t (t%) — el sentt? = t%' sen?t — t?e' sent

En la practica se pueden simplificar los calculos, sustituyendo directamente:

f(x,y,2) = f(e',sent, t?) = e' sen?t (t*)® —ef sent t? = t%’ sen® t —t?e’ sent = h(t)

En este caso, también es posible la composicién en el orden inverso. En
efecto, tenemos

flx,y,2) = 2y?2° — zyz } R*LR | R L R & RS
g(t) = (e',sent, t?) RER | (z,9,2) —t—w

de donde, la composicién buscada, sera:
h(z,y,2) = (g0 f)(z,y,2) = g(f(z,y,2)) = g(ay®s® —ayz) =
= (e’“ﬂyzzgf"”yz, sen (zy°2° — zyz), (xy?2® — a:yz)z)

Ejemplo 2.7. Hallar la funcion compuesta de la funcion f(x,y) = vy? —zy
con las funciones g(t) = /'t

Solucion. Este caso es distinto de los dos anteriores, ya que aqui, para poder
componer, la funciéon f tiene que actuar primero, y después la g. En efecto,
en esquema, resulta

de donde, la composicién buscada, sera:

ht) = (g0 f)(x,y) = g(fz,) =V Fz,y) = Vay? - ay

Noétese que la funcion resultante de la composicién solamente estard definida,
para aquellos puntos (x, %) en los cuales se cumpla que zy? —zy > 0, es decir,

Dy, = {(z,y) € R?/ zy* — zy > 0}
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En la practica, también se pueden simplificar los cdlculos sustituyendo di-
rectamente, pero en este caso, sustituimos en la funcién g:

9(t) = g(f(z.y)) = /F(@,y) = Vay? — 2y = h(z,y)

En estos casos, la sustituciéon puede hacerse, indistintamente, “de fuera a
dentro” o “de dentro a fuera”, en efecto,

g(t) = g(f(x,y)) = glay® — xy) = Vay? — xy = h(z,y)
Ejemplo 2.8. Componer las funciones, en el orden en que pueda hacerse:
Lo flz,y) =16 —42® —y* y  g(z) =z
Solucion.

fz,y) = 16 — da? — 2 } Rz 1, R
9(2) = V= R-% R

gl (@, y)] = bz, y) = /16 — 42% — 2

2. f(z,y,2) = 2z, z+y,z+2), g(x,y,2) = (r+y,y+2) y h(z,y) = z+y

}R@LRLR

Solucion.
f@y2) = e a+yatz) ) R LRe )
g(z,y,2) = (x +y,y +2) R3 -2, R2 }Ri”LR?’LRQLR
ha,y) =z +y R LR

h[g [f(a:,y)]] = h[g(2m,x+y,$+z)] = h(3z+y, 2x+y+z) = br+2y+=z

La funcién g debe interpretarse como: (1* componente +2% | 2% + 3%)

Caso general. En general, interpretando la composicion de funciones como

sustitucién de las variables, para componer la funcién z = f(xy, 2, -+, xy)
tendremos que sustituir las n variables z1,xo, -« , z,, respectivamente, por
las funciones g1, g2, - - - gn que las conecten con otras variables uy, uo, - -+ , U,

donde g1, g2, - - - gn pueden ser funciones de una o varias variables (todas de
las mismas). Asi, si consideramos las n funciones

z1 = g1(u1,ug, -, Um)
T2 = ga(u1,ug, -+, Upm)
LT = gn(U1,U2, T 7um)
podemos sustituirlas en la funcién z = f(z1,z2, -+ ,,) y obtener la funcién

compuesta:

Z = f(gl(U1,U2,"' aum)agQ(ula’UQ:"' 7um)7"' ,gn(U1,U2,"' ,Um))
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Ahora bien, las n funciones
r = gl(ulaUQa to 7um)7 T2 = g2(u1;u2a T 7um)7 oty T = gn(ulau% t aum)
pueden considerarse como las componentes de una sola funcién vectorial

g:DCR"™ - R",

de tal manera que a cada punto (u1,ug, - ,up) € D C R™ la funcién g
le asocia el punto g(uy,ug, - ,up) = (1,22, -+ ,x,) € R", cuyas coorde-
nadas son

(.’1,'1,332,...,.1'77,) = (gl(ulaU/Qa"' ,um),gg(ul,u2,~-~ 7um)7"' ,gn(U]_,UQ,"' ,Um))
O sea,

g(’U/l,UQ,...,’U,m):(gl('l/q,’u,g,"' 7um)592(u17u27"' ,Um),"' agn(ulaUQa"' 7um))

que en esquema seria:

R™ g R™ f
(’Ll,l,’U,Q,"' 7um) = (.’L'l,.’L'Q,"' 71.77,) =z

De esta manera se ve el proceso de composicion de funciones de varias varia-
bles como un proceso entre dos funciones, que se puede enunciar formalmente
de la siguiente forma:

Definicién 2.2 (Composicién de funciones). Dada la funcion f: Dy C
R™ — R definida en el conjunto Dy de R™ y la funcion g : Dy € R™ — R"
definida en el conjunto Dy de R™, cuyo rango estd contenido en Dy (es
decir, g(Dy) € Dy), entonces se puede formar la composicion de ambas
funciones fog: Dy, CR™ — R, definida como:

(fog)(u) = f(g(u)), wueD,

Esquematicamente seria.

g: Dy CR™ — R" } D, & D, LR

foan_)R ngDgng—)R}(fog)(u)_f(g(u))

y mediante diagramas,

O bien, teniendo en consideracién los dominios,

En el caso de que no se cumpla la condicién g(I) C J, la composicién
también es posible, siempre que g(I)NJ # &. En tal caso habra que restringir
las funciones a aquellos puntos en los que la composicién sea posible. Es
decir, a los puntos del dominio de la primera que tienen su imagen en el
dominio de la segunda.

Igual que en una variable, en general, la composiciéon de funciones no
cumple la propiedad conmutativa, y si la asociativa.
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fog
Figura 2.14: Composicién de funciones

R™ R™

fog
Figura 2.15: Composicién de funciones

2.1.5. Grafica de una funcién de dos variables

Igual que ocurre con las funciones de una variable, el dibujo de la grafica
de una funcién de dos variables puede resultar muy esclarecedor para el
conocimiento del comportamiento de la funcién, ya que nos permite visu-
alizar, mediante imagenes graficas, sus propiedades abstractas, con objeto
de comprenderlas y recordarlas mejor.

Funciones de una variable. La grafica de una funcién de una variable,
por lo general, es una curva en el plano.

Y

/ (z,y) y = f(x)

Figura 2.16: Grafica de una funcién de una variable.

Un punto (z,y) del plano para estar situado en la grafica ha de cumplir
dos condiciones: en primer lugar, que su primera coordenada, x, esté en
el dominio de la funcién, x € Dy; y en segundo lugar, que su segunda
coordenada, ¥, sea la imagen, mediante la funciéon de la primera, es decir,
y = f(z). En base a esto, los puntos (x,y) de la grafica se pueden expresar
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de la forma (x, f(m)) Es decir,

graf f={(z,y) €R*/x € Dy, y = f() }
o bien, de manera esquematica,

(z,y) € grédf f < { yxfﬁé) } & (2.y) = (, f(2))

Funciones de dos variable. La grdfica de una funcion de dos variables
f(z,y) es el conjunto de puntos del espacio (z,y,z) para los cuales se tiene

que z = f(z,y) y (x,y) € Dy.
gré“ff = {(S[?,y,Z) € R3/($,y) € Df7 = f(xvy)}
Es decir,

(z,y) € Dy

(z,y,2) € gréf f & {

La grafica de una funcién de dos variables sera una
superficie en el espacio. La proyeccion de la grafica
sobre el plano horizontal coincide con el dominio de
la funcion.

Los puntos de la gréfica se representan por

Figura 2.17: (z,y, f(z,y))

En consecuencia, a cada punto (z,y) del dominio D le corresponde un
unico punto (x,y, z) en la superficie y, a la inversa, a cada punto (z,y, z) de
la superficie le corresponde un punto (x,y) del dominio.

Ejemplo 2.9. Representar la funcion: f(z,y) =2x+y—4

Solucion. E1 dominio de la funcién es todo R?. Para representar la funcién

ponemos z en lugar de f(x,y), para ver si se trata de una ecuacién conocida,

P con lo que tenemos: z = 2z + y — 4, de donde resulta

4y o4 y — 2z = 4 que es la ecuacion de un plano en

2 el espacio. Para tener una visualizacién del plano en

el espacio representamos el tridngulo formado por los

tres puntos en los que el plano corta a los ejes de
Figura 2.18: coordenadas.
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Para hallar las coordenadas de un punto de un plano

X |y | % se dan valores arbitrarios a dos de las variables y se

21010 calcula el tercer valor a partir de la ecuacién del plano.

0140 En nuestro caso, se da el valor cero a dos de las va-

0[0|-4 riables y se calcula el valor correspondiente de la otra
variable.

Observacién. La ecuacion del plano se generaliza al espacio de n dimen-
siones mediante lo que se denomina hiperplano. Asi, tenemos las siguientes
representaciones:

f(z) =az+b Recta en el plano
f(z,y) = ax 4+ by +c¢ Plano en el espacio
f(21,... ) = a1y + agxo + - - + anx, +b  Hiperplano en R+

Ejemplo 2.10. Representa la funcion: f(x,y) = /9 — 22 — y?
Solucién. El dominio de la funcién viene determinado por 9 — 22 —y% >0

de donde 2%+ y? < 9 que es el circulo con centro

Z13 el origen de coordenadas y radio 3 (incluido su con-
torno).

ﬂ y Para representar la funcién sustituimos f(x,y) por

3 z, con lo que resulta: z = /9 — 22 — 2 de donde

x/ 3 22 =9 — 22 — 9% o bien 2% + y? + 22 = 9 que es

la ecuacion de la esfera de centro el origen de coorde-

Figura 2.19: nadas y radio 3. Y al limitarnos a valores de z positi-

vos, se reduce a la semiesfera superior.

Ejemplo 2.11. Representa la funcion: f(x,y) = /16 — 422 — y?

Solucion. El dominio de la funcién vendra determinado por 16—4x2 —y2 >0

de donde 422 + y? < 16, o lo que es lo mismo,
‘2—2 + % < 1 que es la elipse con centro el origen
4 de coordenadas y semiejes 2 y 4 respectivamente
(incluido su contorno).
Para representar la funcién sustituimos f(x,y)
Y por z, con lo que resulta: z = /16 — 422 — y2
. de donde 22 = 16 — 42% — y? con lo cual
2 4x2+y2+22:160bien,%—l—%—i—%zlqne
es la ecuacién del elipsoide de centro el origen
de coordenadas y semiejes 2, 4 y 4 respectiva-
mente. Y al limitarnos a valores de z positivos,
se reduce al semielipsoide superior.

Figura 2.20:
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27
Para representar le funcién ponemos z en lugar de

A f(z,y), con lo que tenemos: z = 3 que es la ecuacién
. ; del plano horizontal de altura 3.

Figura 2.21: 2 = 3

Ejemplo 2.12. Representa la funcion: f(x,y) =3

Solucion. El dominio de la funcién es todo R2.

Cortes con los planos coordenados. Para ayudarnos en la representacion
grafica de las superficies, estudiaremos la curva en que la superficie corta a
los planos coordenados.

z z

X I/

Figura 2.22: Planos coordenados z =0 e y = 0.

Ejemplo 2.13. Representa la funcion: f(z,y) = 22 + y?

Solucién. El dominio de la funcién es todo R?. Para representar la funcién

ponemos z en lugar de f(x,y), con lo que tenemos: z = x? + y>
z que, en principio, no sabemos de qué superficie se trata.

Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coor-

denados:

- corte con el plano x =0 2z = y? que es una parabola
T - corte con el plano y =0 z = 22 que es otra parabola.
Si supiéramos los cortes que se producen en la grafica me-
diante planos horizontales la tendriamos perfectamente de-
terminada. Estos cortes son las curvas de nivel.

Figura 2.23:

Curvas de nivel. La interseccion del plano horizontal, de altura k, z =k
con la superficie z = f(x,y) se llama curva de contorno de altura k.

flz,y) ==

Lk } curva de contorno de altura k

La proyeccion de esta curva de contorno sobre el plano horizontal de coor-
denadas OXY, se llama curva de nivel de altura k de la funciéon f.

flx,y) =k curva de nivel k
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7
curva de
/" contorno

Figura 2.24: Curva de contorno y curva de nivel.

Las curvas de nivel son el conjunto de puntos del dominio donde la funcion
es constante, es decir, los puntos donde la funcién toma el mismo valor, o
sea, las curvas de altura constante sobre la grafica de la funcién. Las curvas
de nivel permiten representar superficies tridimensionales mediante un mapa
plano. Es importante elegir los valores de z adecuadamente para que el mapa
traslade una clara visualizacién de la superficie. El espaciado entre las curvas
de nivel nos da una idea del crecimiento de la funcién. Asi, mucho espacio
entre dos curvas de nivel significa que la superficie crece lentamente. Dos
curvas de nivel muy préximas significa que la superficie crece rapidamente.
Dos curvas de nivel diferentes de un mismo campo escalar no se pueden
cortar, puesto que la funcién f asocia un tnico nimero z = f(z,y) a un
punto cualquiera (x,y)

¥

crecimisnto crecimignta
lento r&pido

Figura 2.25: La distancia entre las curvas de nivel muestra el crecimiento de la superficie

Ejemplo: Representar la funcion: f(z,y) = 22 + y?

Solucién. El dominio de la funcién es todo R?. Para representar la funcién
sustituimos f(z,y) por z, con lo que tenemos: z = % + y2.
Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:

- corte con el plano z =0 2z = y? que es una parabola
- corte con el plano y =0 z = 22 que es otra parabola.

Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante con lo que
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resulta la ecuacién 22+ 32 = z, en donde, para cada valor de z tenemos una
circunferencia de radio y/z. Podemos dar varios valores a z para ir viendo
las curvas de contorno a distintas alturas:

nivel 2 =0 — 22 +y? =0 — se reduce al punto (0, 0)
-nivel z=1 — 2?24+ y?> =1 — circunferencia de radio 1
nivel z =4 — 2% +9%? =4 — circunferencia de radio 2
nivel z=9 — 22 +9%> =9 — circunferencia de radio 3

z Y

N

z=1
4

2

2

]

| Z

Figura 2.26: Gréfica y curvas de nivel de la funcién f(z,y) = 2 + 4>

Ejemplo 2.14. Representa la funcion: f(x,y) = /22 + y?

Solucién. El dominio de la funcién es todo R?. Para representar la funcién

sustituimos f(z,y) por z, con lo que tenemos: z = y/x? + y2.
Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:

- corte con el plano x =0 2z =4/y?2 =|y | que es una recta quebrada
- corte con el plano y =0 2z = Va2 =| x| que es otra recta quebrada.

Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante con lo que
resulta la ecuacion 22 + 42 = 22, en donde, para cada valor de z tenemos
una circunferencia de radio z Damos varios valores a z para ver las curvas

de contorno a distintas alturas:

-nivel z=0 — 22+ y?> =0 — se reduce al punto(0,0)

nivel 2 =1 — 2% +9%2 =1 — circunferencia de radio 1
nivel z =2 — 2% +9%? =4 — circunferencia de radio 2
nivel z =3 — 22+ y?> =9 — circunferencia de radio 3

Las curvas de nivel son circunferencias como en el caso anterior, pero los
cortes con los planos coordenados son rectas y no parabolas. La grafica
resultante es un cono.

Ejemplo 2.15. Representa la funcion: f(z,y) = 25 — 2% — 3>
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Z L

Y
x &

Figura 2.27: Gréfica y curvas de nivel de la funcién f(z,y) = /22 + 42

Solucién. El dominio de la funcién es todo R2. Para representar la funcién
sustituimos f(z,y) por z, con lo que tenemos: z = 25 — 22 — 2.
Hallamos los cortes de la superficie con los planos coordenados:

- corte con el plano z =0 2z = 25 — y? que es una pardbola hacia abajo
- corte con el plano y =0 2z = 25 — 22 que es una parabola hacia abajo.

Para hallar las curvas de nivel suponemos z constante, con lo que resulta la
ecuacion z2 + y? = 25 — z, en donde, para cada valor de z < 25 tenemos una
circunferencia de radio /25 — z

Damos varios valores a z para ver las curvas de contorno a distintas alturas:

nivel z =0 — 22 +y? =25 — circunferencia de radio 5
nivel z =9 — 224+ y?> =16 — circunferencia de radio 4
nivel z =16 — 22+ 9> =9 — circunferencia de radio 3
nivel z =21 — 22 +9%? =4 — circunferencia de radio 2
nivel z =24 — 2?2 +y? =4 — circunferencia de radio 1
nivel z =25 — 22 +y? =0 — se reduce al punto(0,0)

La grafica seria un paraboloide invertido.

Ejemplo 2.16. Representa la funcion: f(z,y) = y*> — 22

Solucion. El dominio de la funcién es todo R?. Para representar la funcién
sustituimos f(x,%) por z, con lo que tenemos: z = y? — x2.

Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:

- corte con el plano z =0 2z = 3% que es una parabola hacia arriba
- corte con el plano y =0 2z = —2% que es una pardbola hacia abajo.

Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante con lo que
resulta la ecuacién y? — 2% = z, en donde, para cada valor de z tenemos una
hipérbola

Damos varios valores a z para ver las curvas de contorno a distintas alturas:
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;\z =24
z=21
z=1E
()
-
v
z=0
1
Figura 2.28: Gréfica y curvas de nivel de la funcién: f(z,y) = 25 — 2% — ¢?
para valores positivos de z
-nivel z =0 — y? =22 — {y =10y = —x} dos rectas
-nivel z=1 — y?> —22 =1 — hipérbola centrada en eje OY
-nivel z =4 — y?> — 22 =4 — hipérbola centrada en eje OY
para valores negativos de z
-nivel z= -1 — 22 —y?> =1 — hipérbola centrada en eje OX
- nivel z = -2 — 22 —y? =4 — hipérbola centrada en eje OX

La gréfica es la silla de montar

NS
SN\

Figura 2.29: Gréifica y curvas de nivel de la funcién f(z,y) = y* — «

2

Resumen de algunas graficas

= k plano horizontal de altura k
=ax +by+c plano
paraboloide

= /1?2 — 22 —y? semiesfera superior
—az? —by? elipsoide superior
= y* —x° silla de montar.

117
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Funciones de tres o mds variable. La grafica de funciones de tres o
més variables se define de forma analoga al caso de una y dos variables. Asi,
en general, la grafica de una funcién de n variables f : Dy C R" — R, se
define como el conjunto

graf f = {(z1,22,...,2n,y) € R (21, x0,...,1,) € Dy,y = f(x1,22,...,24) }

Ahora bien, podemos visualizar la grafica de una funcién de una y de dos
variables, sin embargo, para n > 3 la grafica de la funciéon ya no puede
ser visualizada, pues se encuentra en el espacio (n + 1)-dimensional (> 4-
dimensional)

Superficies de nivel. El concepto de curva de nivel, definido para funciones
de dos variables, se puede extender a funciones de tres variables y definir
las superficies de nivel. Si f es una funcion de tres variables y ¢ es una
constante, entonces a la grifica de la ecuacion f(x,y,z) = ¢ se le llama
superficie de nivel de la funcion f. En cada punto de una superficie de nivel
dada, la funcién f toma un valor constante, f(x,y, z) = c. Este concepto se
puede generalizar a cualquier dimensién, aunque, para n > 3 no tenga un
significado grafico.

Ejemplo 2.17. Describir las superficies de nivel de la funcion
flay,2) =2 +y° +2°
Solucion. Cada superficie de nivel satisface una ecuacién de la forma
Py +2=c

Luego las superficies de nivel son esferas de centro el origen de coordenadas
y radio la raiz cuadrada de c. Si damos varios valores a ¢ obtendremos varias
esferas concéntricas.

2.1.6. Otras representaciones de las funciones de varias va-
riables

En Matematicas a los conceptos tedricos se les buscan representaciones que
nos permitan wvisualizar, mediante imagenes graficas, sus propiedades abs-
tractas, con objeto de comprenderlas y recordarlas mejor. Asi, para tener una
visualizacion grafica de las propiedades de las funciones, hemos imaginado
que las funciones de una variable representan curvas en el plano y las de dos
variables superficies en el espacio. Sin embargo, este sistema no nos permite
visualizar las funciones de tres o mas variables y tenemos que conformarnos
con imaginar una generalizacion de los conceptos aprehendidos en dos o tres
dimensiones.

En realidad una funciéon no es ni una curva ni una superficie, sino una
correspondencia entre magnitudes, y segun sea el significado fisico que le
demos a esas magnitudes (espacio, tiempo, temperatura, etc.) la funcién
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tendra un significado fisico u otro. Por eso, aunque la representacion gréafica
haya pasado a formar parte integrante del contenido teérico de las fun-
ciones, no debemos olvidar que es simplemente un instrumento de ayuda,
y, por lo tanto, no nos debemos sentir atrapados por ese instrumento. Para
comprender algunos conceptos, como por ejemplo las curvas de nivel, son
también apropiadas otras representaciones de las funciones distintas de la
representaciéon grafica.

Asi, las funciones de dos variables se pueden interpretar como la tempe-
ratura en cada punto de una placa horizontal, siendo esta placa el dominio de
la funcion. Las de tres variables se pueden interpretar como la temperatura
en cada punto de una region del espacio. Las curvas de nivel serfan las curvas
de igual temperatura, es decir, las isotermas. En el caso de tres variables las
superficies de nivel serian las superficies de igual temperatura (superficies
isotermas).

A las funciones de varias variables también se les puede dar otras in-
terpretaciones, por ejemplo, en un mapa del tiempo las curvas de nivel de
igual presién se llaman isobaras. En las representaciones de los campos de
potencial electrico, las curvas de nivel se llaman lineas equipotenciales.

2.2. Limite y continuidad

2.2.1. Introduccion

La grafica de una funciéon de una variable es una curva en el plano.

Y

/\\—/y= f(z)

T

Figura 2.30: Gréfica de una funcién de una variable.

Esta curva puede presentar las siguientes situaciones de discontinuidad.
En dos variables pueden darse situaciones de discontinuidad de todo tipo.

2.2.2. Entorno de un punto en el plano

De manera analoga a como se definen los entornos en la recta real mediante
intervalos, se definen los entornos en el plano mediante discos. Asi, un 6-
entorno alrededor de (xg,yo) va a ser un disco centrado en (z, 39) con radio
d. Es decir, se define el §-entorno alrededor de (zg,yp) como el conjunto de
puntos (z,y) del plano que distan de (xg,yp) menos que J.

{(z,y) € R% /(2 — 20)> + (y — %0)? < 6}
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Figura 2.31: Situaciones de discontinuidad en funciones de una variable

que también se puede expresar sin la raiz cuadrada de la siguiente forma:

{(z,y) € R (x — x0)* + (y — w0)* < 6°}

P

’,’ V\‘

I
\(z0,y0)
N ,/
-

N

Figura 2.32: Entorno de un punto

Cuando en la definicién ponemos el signo < se dice que el disco es abierto
y cuando ponemos el signo < decimos que el disco es cerrado. En el primer
caso no estd incluido el contorno y en el segundo si.

Regiones abiertas y regiones cerradas

Un punto (zg,yp) de una regién R del plano se dice que es un punto
interior de R si existe un d-entorno alrededor de (xg,yo) que pertenece
totalmente a R. Si todos los puntos de una regiéon R son interiores entonces
decimos que R es una region abierta.

Un punto (zg,yo) se dice que es un punto frontera de R si cada disco
abierto centrado en (zg,%) contiene puntos del interior de R y puntos del
exterior de R. Por definicién, una region debe contener todos sus puntos
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interiores, pero no tiene por qué contener a sus puntos fronteras. Si una
regién contiene todos sus puntos fronteras, entonces se dice que es una region
cerrada. Una regiéon que contiene a algunos pero no a todos sus puntos
fronteras no es ni abierta ni cerrada.

Figura 2.33: Punto interior y punto frontera

2.2.3. Limite y continuidad en dos variables

Al calcular el limite de una funcién en un punto nos interesamos por los
valores que toma la funcién en los alrededores del punto. El limite de la
funcién en un punto va a ser el valor que deberia tomar la funcién en dicho
punto, de acuerdo con los valores que toma en los alrededores del mismo.
Este valor puede coincidir o no con el valor que realmente toma la funcién
en el punto en cuestién. Es decir, el limite de una funcion en un punto P es
{ si los valores que toma la funcion en los alrededores de P estan tan cerca
de £ como queramos (el valor que la funcién tome en P no interesa a la hora
de calcular el limite)

z f[¥o,vo)

Figura 2.34: Limite de una funcién de dos variables.

Para poder hablar de limite de una funcién en un punto, la funcién tiene
que estar definida en los alrededores del punto. Formalmente la definicion
de limite es la siguiente:
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Definicién 2.3 (Limite de una funcién en un punto). Sea f una
funcion de dos variables definida en un disco abierto centrado en (xg, o),
excepto quizds en el punto (xo,yo). Entonces,

lim  f(x,y) =4

(z,y)—(z0,y0)

sty sélo si para cada € > 0 existe un correspondiente § > 0 tal que

|f(x,y) — ] < e, siempre que 0 < \/(:U —20)2 4+ (y —y0)? <9

Que podemos esquematizar de la siguiente forma

lim r,y) =0
(I:y)H(Imyo)f( v)

& (Ve>0)(30>0)0< (z—20)°+(y—u0)> <8 =] fa,y)—L|< e

Graficamente, esta definicién de limite significa que para un punto cual-
quiera (z,y) situado en el disco de radio 9, el valor f(x,y) estd comprendido
entre { —ey {+e.

Hay que tener en cuenta que para que exista el limite todos los puntos
del entorno tiene que tener su imagen aproximadamente a la misma altura
(entre £ — e y £+ €). Si unos puntos del entorno se aproximan a un valor y
otros a otros, entonces el limite no existe.

En la definicién de limite, el punto en cuestion no cuenta. Es decir, da
igual cudl sea el valor de f(xo,yo), incluso da igual que no exista dicho valor.
Al poner 0 < nos estamos ocupando de todos los puntos del §-entorno, salvo
del centro. No obstante, hay que advertir que en el cdlculo de limites de
funciones continuas dicho valor si que adquiere gran importancia.

Definicién 2.4 (Continuidad). Una funcion se dice que es continua en
un punto, si el valor que toma la funcion en el punto coincide con el limite
en dicho punto.

f(z,y) continua en (zo,yo) <= lim  f(z,y) = f(zo,%0)
()= (z0,y0)
Una funcion se dice que es continua en una region R si es continua en cada

punto de R
, 1 si 2?2+y*2<1
Ejemplo 2.18. Dada la funcion f(z,y) = { 0 ZZ i2 i 32 > 1

hallar graficamente:

Iim  f(x,y Y lim  f(x,y
(2,49)—(0,0) @) (2.9)—(1,0) (@)
Solucion. Para hallar el limite de la funciéon en cada uno de los puntos
especificados, hallamos las imagenes de los puntos de un entorno de cada
uno de los puntos.
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En un entorno del punto (0,0) todos los puntos tienen como imagen
f(z,y) =1, luego el limite en dicho punto también es 1.

En un entorno del punto (1,0) una parte de los puntos tienen como
imagen f(z,y) = 1, y otra parte de los puntos tiene como imagen f(z,y) = 0,
luego el limite en dicho punto no existe, ya que todos los puntos del entorno
deberian orientar su imagen hacia el mismo sitio.

Figura 2.35: lim  f(z,y)=1 y lim  f(z,y) no definido

(2,y)—(0,0) (@,y)—(1,0)

2.2.4. Limite de las funciones elementales

De forma andloga a una variable, en varias variables se cumplen las siguientes
propiedades:

Teorema 2.1 (Propiedades de las funciones continuas). Si k es un
nimero real y f y g son funciones continuas en (xg,yo), entonces las fun-
ciones siguientes también son continuas en (xo,yo):

1. Multiplo escalar: kf

2. Suma y diferencia: f + g
3. Producto: fg

4. Cociente: f/g, si g(xo,yo) # 0

Del teorema 2.1 se desprende la continuidad de las funciones polinémicas
y racionales en cada punto de sus dominios.

Teorema 2.2 (Continuidad de una funcién compuesta). Si h es con-
tinua en (xo,yo) y g es continua en h(xo,yo), entonces la funcion compuesta
dada por (g o h)(xo,y0) = glh(x,y)] es continua en (xg,y0). Es decir,

lim  g[h(z,y)] = g[h(z0,v0)]
(2,y)—(z0,y0)

Nota. Obsérvese que, en el teorema 2.2, h es una funcién de dos variables,
mientras que g es una funcion de una sola variable.
De los teoremas 2.1 y 2.2 se desprende la continuidad las funciones

f(x,y) =senz?y y g(z,y) ="tV
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y, en general, de todas las funciones elementales en todos los puntos en los
que estan definidas.

Es decir, todas las funciones elementales son continuas en todos los pun-
tos en los que estan definidas, luego para calcular el limite de una funcién
elemental en un punto (g, yo) en el que esté definida bastara sustituir = e y
por xg e Yo, respectivamente. El problema estard en los puntos en los que la
funcién no esté definida. Por lo tanto, al calcular un limite lo primero que
intentaremos es la sustitucién directa, y solo en el caso de que nos encon-
tremos con una indeterminacién intentaremos romperla por algin método.
En dos variables no tienen sentido las reglas de L “"Hopital

Ejemplo 2.19 (Calculando limites por sustitucién directa). Calcular los si-
guientes limites:

1. Im zy=6
(z,y)—(2,3)
5 i Ty —6 —6

($,y)i>r?2,—3) x2 + 92 T 4+9 13

X
arcsemn & arcsen( 0

3. i _ _ 0y
(m,y)lgko,n 1+ zy 110 1
4. (ac,y)EI(ITlr/ll,Q) ysenxy = 2sen %2 = 2seng —9.1=29

Ejemplo 2.20 (Hallando la discontinuidad). Hallar los puntos de discon-
tinuidad de la funcion:

Solucion. Al tratarse de una funcién racional serd continua en todos los pun-
tos en los que esta definida. Es decir, la continuidad coincide con el dominio
de la funcién. En consecuencia, al ser un cociente, sera discontinua en aque-
llos puntos que hacen cero el denominador. 22 —y =0 = y = 2 luego, la
funcién es discontinua a lo largo de la pardbola y = z?

Ejemplo 2.21. Hadllense los puntos de discontinuidad de la funcion:

f(x,y) = cos L
Yy
Solucion. El tnico problema que presenta la funcién es en el cociente, donde
el denominador debe ser distinto de 0. Teniendo en cuenta que zy = 0 cuando
x =0 (eje OY) o cuando y = 0 (eje OX). La funcién serd discontinua en los
dos ejes de coordenadas.
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Ejemplo 2.22 (Extendiendo una funcién por continuidad). Calcular el valor
de ¢ para que la siguiente funcion sea continua en todo el plano

V1I—a2 —4y? sia?+4y%2 <1
six? + 4y > 1

flx,y) = .

Solucién. La grafica de la funcién y/1 — 22 — 432 es una especie de semielip-

soide superior, con contorno sobre la elipse 22 + 4y?> = 1. En el contorno

toma el valor 0, en efecto, \/1 —x? — 4y? = \/1 — (22 + 4y?) que vale 0 para
22 +4y? = 1. Fuera del contorno ha de ser constante (= ¢). Luego, para que
se mantenga continua sobre el contorno, fuera del contorno ha de valer cero,

por lo tanto ¢ = 0.

0.5
0
-0.5
1,
0.75
0.5
0.25
o
BRI
0.25

Figura 2.37: f(z,y) = /1 — 22 — 4y2
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Ejemplo 2.23 (Limite infinito). Calcula los siguientes limites:

, cos(z? + y?) 1
1. | 12 TV 1 —1—00=—
(2.)=(0,0) [ z? +y? } 0t > >
2. lim  In(2* +y*) =In0" = —o0
(z,5)—(0,0)

2.2.5. Comprobando limites aplicando la definicion

Mediante la definicion de limite se puede comprobar si un limite dado
es correcto o no, pero no se pueden calcular limites. La comprobacion suele
ser complicada y artificial. (Tenemos que imaginar que alguien nos va a dar
el valor de € y nosotros tenemos que encontrar el correspondiente valor de §
que hace que sea cierta la implicacién. En general, nuestro § dependerd del
e que nos den: § = d(¢)).

En cada caso necesitaremos probar que, para cada ¢ > 0, existe un J-
entorno alrededor de (zg,yp) tal que

|f(a:,y)—€! <e€

siempre que (z,y) # (o, yo) esté en el entorno. Es decir, necesitamos probar
que cualquiera que sea € > 0, existe, para ese €, un § > 0 que hace cierta la
implicacién:

0<(z—m0)’+(y—w) <8 = |[flz,y)—l<e

o bien, lo que es lo mismo,

0<(@—20)>+(@y—w)?<s = |fla,y)—l<e

Sin embargo, en la generalidad de los casos, no es posible la demostracion
lineal de esta implicacién. Es decir, en la generalidad de los casos, no nos
va a ser posible partir directamente del primer término de la implicacién
para llegar al segundo; sino que vamos a necesitar un razonamiento de “ida
y vuelta”. Es decir, partiremos del segundo término y desde ahi veremos
qué valor debe tomar ¢, para que del primer término de la implicacién se
siga el segundo. El valor de § lo determinaremos expresando |f(z,y) — ¢| en
funcién de d, relacionéandolo, para ello, con (z — z0)? + (y — yo)?. Es decir,
obtendremos |f(x,y) — ¢| < g(d) de manera que, para el valor de ¢ que se
obtiene de g() = ¢, resulta que de

0< (z—20)* + (y — y0)* < 62

se sigue que
|f(xay) _6’ <ée
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Nota: La dificultad para entender la comprobacién de la implicacién,
0<(z—w0)’+(y—w0)* <6 = |[flz,y) -l <e

estd, como ya se ha dicho, en que, en la generalidad de los casos, no es posible la de-
mostracion lineal de la implicacién. Asi como, en el hecho de que el valor de § no esté dado,
desde un principio, sino que lo debemos encontrar durante el proceso. En consecuencia, el
tipo de razonamiento que se hace es el siguiente: Intentamos demostrar que | f(z,y)—¢| < &
;bajo qué condiciones se cumple esto? En un momento de la demostracién necesitamos
utilizar que 0 < (z — x0)? 4 (y — y0)? < 6°. Esa necesidad es lo que hace que sea cierta la
implicacién.

Por otro lado, hay que decir que la tnica restriccién que tenemos que poner a § = d(¢)
para poder concluir que |f(z,y) — €] < € es que  sea positivo cuando € también lo sean
(6 y € son distancias).

El hecho de tratarse de desigualdades es lo que complica la demostracién, aunque al

mismo tiempo la enriquece.

Ejemplo 2.24 (Comprobando un limite mediante la definicién). Comprobar
aplicando la definicion que el siguiente limite es correcto.

1
lim /2?2 +y?sen —5—— =0
x

(z,y)—(0,0) + 32

Solucion. Necesitamos probar que, para cada ¢ > 0, existe un d-entorno
alrededor de (0,0) tal que

’f((L’,y)—O‘ <e

siempre que (z,y) # (0,0) esté en el entorno. Es decir, necesitamos encontrar
un valor de ¢, tal que de

0</(z-02+(y—-02<3s

se siga que
|f(may) _0| <e

Es decir, tenemos que demostrar la siguiente implicacion.
Pyt <8 = |f(wy)l<e

Para ello, tenemos que encontrar un valor positivo para J tal que cuando
22 + 9% < 62, se tenga que |f(x,y)| < € (el valor de & dependers del que
tenga ¢).

El proceso es el siguiente: partimos de la expresién |f(x,y)|, la rela-
cionamos con x? + y?, con objeto de expresarla en funcién de § y vemos
cuanto tiene que valer § para que esa expresién sea menor que ¢; teniendo
en cuenta que al estar en un entorno del origen es z? + y?> < 2, o bien

m<5
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ara po Ir que
|f(z,y)|<e, ha de ser 5=«

"

)l = WA Fsen o < |l = T <8 =

Por estar (z,y) en

el entorno de (0,0)
luego hemos encontrado un valor para d, el propio €, que es positivo cuando &
también lo es, y con el que se concluye que | f(x,y)| < &, cuando /22 + y2 <
6. En consecuencia el limite es correcto.
Nota: Para conseguir relacionar la expresién | f(z,y)|, con 22 +12 v obtener una desigual-
dad del tipo

f(z,9)] < g(a® +y%)

utilizamos las acotaciones que sean necesarias. En este ejemplo se ha utilizado el hecho de
que |senal <1
Observacién. La funcién f, del ejemplo anterior, definida por

f(z,y) = o + y?sen

es discontinua en (0,0), ya que no esta definida en dicho punto. Sin embar-
go, el limite es ese punto existe. En consecuencia podemos evitar la discon-
tinuidad redefiniendo la funcién f en (0,0), de manera que su valor sea igual
a su limite en ese punto. Es decir,

f(z,y) = { \/mseﬂ x2iy2 si (z,y) # (0,0)
| 0 si (z,y) = (0,0)

x2 + y?

En consecuencia a este tipo de discontinuidades se les conoce como evitables.

Ejemplo 2.25. Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite
es correcto.

1
lim 2?2 +1y%)sen — =0
(z,y)—(0,0) ( ) Yy

Solucion. Igual que antes, tenemos que demostrar la siguiente implicacién.
(=02 +(y-07<0® = |[flz,y) -0/ <e

Es decir, tenemos que encontrar un valor positivo para § tal que cuando
2?2 4+ y? < 42, se tenga que |f(x,y)| < e. Para ello partimos de la expresién
|f(x,5)|, la relacionamos con 22 +y?2, con objeto de expresarla en funcién de
0 y vemos cuanto tiene que valer § para que esa expresién sea menor que ¢;
teniendo en cuenta que al estar en un entorno del origen serd z? + y? < 62,

o bien \/22 +y2 <6

1
|f (2, 9)] = | (2? +y2)senx—y! <l 4y =2’ 1P <8 =e
—_—
Por estar (z,y) en
el entorno de (0,0)



2.2. LIMITE Y CONTINUIDAD 129

luego hemos encontrado un valor para 0, 6 = /¢, que es positivo cuando &

los es, y con el que se concluye que |f(z,y)| < &, cuando /22 + y2 < §. En
consecuencia el limite es correcto.

Ejemplo 2.26. Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite
es correcto.
lim y=0b
(z,y)—(a,b)
Solucion. Necesitamos probar que, para cada ¢ > 0, existe un Jd-entorno
alrededor de (a,b) tal que

‘f(x7y)_b’ <Ee€

siempre que (z,y) # (a, b) esté en el entorno. Es decir, necesitamos encontrar
un valor de ¢, tal que de

0<\/(x—a)2+(y—b)2<6

se siga que
‘f(.’lf,y)—b’ <e

Para ello partimos de la expresién |f(z,y) — b| y tratamos de relacionarla
con (x — a)? + (y — b)?, con objeto de expresarla en funcién de § y vemos
cuanto tiene que valer § para que esa expresion sea menor que &

fzy)—bl=ly—b=(y—02<(@—a2+(y—b2<d=¢

luego hemos encontrado un valor para §, § = €, que hace cierta la relacion;
y en consecuencia el limite es correcto. (En la demostracién hemos tenido
en cuenta que: | y — b |= \/(y —0)?2 < \/(37 —a)? + (y — b)%. Este tipo de
recursos son muy usuales en las comprobaciones de limites).

Acotaciones usuales en el calculo de limites: En el calculo de limites,
ademads de las acotaciones |senx| < 1y |cosz| < 1, se utilizan las siguientes:

0< 2| =vVa? < a2 +y? = S Y I I
Va? +y? Va2 +y?
$2
0<z2?<z2’4+y> =|0< -—=5<1
$2_|_y2

Ejemplo 2.27. Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite
es correcto.
52y

im =0
(2,y)—(0,0) 22 + y?
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Solucion. Igual que antes, tenemos que demostrar la siguiente implicacién.
(=02 +(y-07<0® = |[flz,y) -0/ <e

Es decir, tenemos que encontrar un valor para ¢ tal que cuando z%+y? < 62,
se tenga que |f(z,y)| < e. Para ello partimos de la expresién |f(z,y)l, la
relacionamos con x2 + 42, con objeto de expresarla en funcién de § y vemos
cuanto tiene que valer J para que esa expresiéon sea menor que €; teniendo
en cuenta que al estar en un entorno del origen serd x2 + % < 62, o bien

Vaz+y? <o
)
%y |<5ly| <5y/a?+y?<bi=¢

‘f(xy)‘_‘ 2+y .'172+2

luego hemos encontrado un valor para d, § = ¢/5

= 5lyl |

(En la demostracién hemos utilizado la acotacién | " +y |< 1, y por otro

lado hemos tenido en cuenta que: |y |=1/y? < /22 + y?).

Ejemplo 2.28. Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite

es correcto.
, Yy
lim

(@y)—(0,0) /22 + ¢2

=0
Solucion.
Ty Y
D =l = ol | = < o] = Va2 < P P <0 =
Vact+y e +y

luego hemos encontrado un valor para §, § = ¢

Ejemplo 2.29. Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite

es correcto. .

lim f LA
(z.y)—(0,0) x4 + y*
Solucion.
4 4
Ty x
|f(z.y)] =| 4 1 o |= ’x4+y4|’y‘ <yl <Vy2<ya?+y?<d=¢

luego hemos encontrado un valor para §, § = ¢

2.2.6. Calculo de limites mediante operaciones algebraicas

Los limites de funciones de varias variables tienen las mismas propiedades
respecto de las operaciones (suma, diferencia, producto, cociente, potencia,
etc.) que las funciones de una sola variable. No obstante hay que advertir
que con las funciones de varias variables no se pueden aplicar las Reglas de
L "Hopital.
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Ejemplo 2.30. Calcular los siguientes limites:

1 lm % o tm  |Tol, vl
" (zy)—(1,3) 922 — 92 Cy)—an | z—1  y2-1
3. lim (@* - D" -1

x2+y2

4. lim
(zy)—(1,1) (x —1)(y?2 —1)

(2y)=0,0) /22 + 92 +1 -1
1
5. lim 14+ 22y) =2
(z,9)—(0,3) ( y)
Solucion.
Lm0y, 2Broy)
(z,y)—(1,3) 922 — y 0" (zy)—(13) (32)% —y
, 2(3x —y) , 2 2 1
= lim = lim —
(zy)—(1,3) B +y)Br —y)  (@y—013) Bzr+y) 6 3

2 _ _
2. h’mﬁlyl}oo

(xy)—(1,1) | 2 —1 Jry2—1 :[6+6]_
(@) —(1,1) r—1 (y+1)(y—1) 0 0
1 1 5
- I 1+ — | =24-="1
(x,y)lgh,n {H +y+1] 373
5. qm @V D0

(z,y)—(1,1) (1‘ — 1)(y2 _ 1) = [6] =

@ DE T DR+ - 1)

(@y)—(1,1) (z—-1)(y2-1)
= lim (®4z+D(y*+1)=3-2=6
(z,y)—(1,1) ( ) )
2 2
n 1 Tt +y 0

im —[Z] =
(I,y)—>(0,0) \/372 + y2 + 1—-1 [0]
y (2? + ) (Va2 +y2+1+1)
= 1m

(@,y)—(0,0) 22 +y2+1-1 -
, (22 +y°) (22 + 92 +1+1)
= lim _
(2,9)—(0,0) x2 + y?
= lim 224+ y?+1+1= 2
(%,y)—(0,0)
2
(z,9)—(0,3) (z,9)—(0,3)

Aqui se ha tenido en cuenta la definicién del nimero e,

lim (1 + z)% = e
z—0
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2.2.7. Teorema del encaje y de la acotacién

Si una funcién esta comprendida, en los alrededores de un punto, entre dos
que tienen el mismo limite, en dicho punto, entonces dicha funcién también
tiene el mismo limite en dicho punto.

f(z) < h(z) < g(x) }

A, (=) = Jig, o(=)

= $1520 h(z) = gﬁlggo flz) = $1£20 g(x)

Si una funcién tiene limite cero, en un punto, y otra estd acotada en los
alrededores del punto, entonces su producto también tiene limite cero en
dicho punto.

g(x)acotada
T (o) =0 [ = k< 0le) Sk —kf@) < [@ola) < Kf(e) =

0< lim f(z)g(x) <0= lim f(z)=0=0-Acot=0
T—x0 r—x0
Nota: Si f(z) < 0, cambiarfa el sentido de la desigualdad, pero el resultado final serfa el
mismo.

Ejemplo 2.31 (Calculando limites por acotacién). Calcula los siguientes
limites.

1 a3
1. lim 2% + 9%) sen — 2. lim —_
<x,y>~<070>( V) Ty (2,y)—(0,0) 22 + y? ,
1 1 y(z —1)
3. lim rsen — + ysen — 4, lim
<w,y>~<o,0>( y Y p (@y)—(1,-2) (z — 1) + (y + 2)?
Solucion.
1
1. lim (x2+y2)sen— =0-Acot =0
(z,y)—(0,0) Ty
3 22
(z,y)—(0,0) ° + Yy (z,y)—(0,0) x°+ Yy
1 1
3. lim (zsen—+ysen—) =0-Acot+0-Acot =0
(z,y)—(0,0) Y T
1\3
4. lfm ylz —1) -
(2y)—(1,-2) (x —1)2 + (y + 2)?
(z—1)°

=0-Acot =0

= lim x—1
<x,y>~<1,—2>( )y(x —1)2 4 (y +2)?

Este limite también puede hacerse mediante el cambio de variables
u=x—1,v=y+4 2, en efecto,
—_1)3 _ 3
fm ylz = 1) P Gt
(@y—01-2) (=12 +(y+2)>  @v—00 u?+v?

u2

=(—2)-0-Acot =0

= 1 —2Qu———
(u,v)lg%o,o)(v )uu2 +v?
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2.2.8. Infinitésimos equivalentes.

Igual que en una variable, los infinitésimos se aplican en los limites de
funciones de varias variables.

Definicién 2.5 (Infinitésimo en un punto). Se llama infinitésimo en
un punto Xo a una funcion cuyo limite en dicho punto sea cero.

iy, S0 =0

Definicién 2.6 (Infinitésimos equivalentes). Dos infinitésimos en un
mismo punto se dice que son equivalentes, cuando el limite de su cociente

es 1.
, X 0
I f( >:[}

X—Xo g(X)

0

Sustitucién de infinitésimos. Si un infinitésimo estda multiplicando o divi-
diendo se le puede sustituir por otro equivalente para simplificar los cdlculos.

o J(X)
Supongamos que f(X) =~ g(X), entonces serd lim ——= = 1. Y suponga-
pongamos que f(X) ~ g(X) A ) pong

mos que f(X) aparece multiplicando dentro de un limite.

=1 = f(X)=gX) (en X = X))

) - f(X) )
1 X)) h(X)=1 ——Lg(X)h(X)= 1 X) - h(X
Jim f(X)-h(X) = lim g(X)g( (X)) = My g(X) - h(X)
Con lo cual hemos sustituido f(X) por g(X) y el limite puede resultar mas
facil.
Sumas de infinitésimos. Cuando un infinitésimo esta sumando o restando,
en general, no se puede sustituir por otro equivalente.

dim [+ # i [g(X) + A(X)]

No obstante, existen casos muy concretos en los que se pueden aplicar in-
finitésimos al caso de sumas. Sin embargo, hay que advertir que en varias
variables esta sustitucién es mucho maés restrictiva que en una variable. En
una variable dijimos que la suma de varios infinitésimos de distinto orden
se puede reducir al de menor orden. Por ejemplo,

L@t s @) (@)f)

z—0 g([l}) z—0 g(l’)
Sin embargo, en varias variables esto no es cierto de manera general. En
una variable la regla se basa en el hecho de que al aplicar las reglas de
L "Hopital el primer término que dejard de ser cero es el de menor grado,
y, en consecuencia, se puede establecer la equivalencia. Sin embargo, en dos
variables no son aplicables las reglas de L "Hopital. En consecuencia, resulta
que no podemos hacer el cambio

&=y )J\Ty) m EEY)
(z,y)—(0,0) g(z,y) (zy)—(0,0) g(x,y)
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puesto que si hacemos limites direccionales a través de la curva = = >, el
término que, en principio, es de menor grado, se transforma en un término
de mayor grado.

.2 3 _ .2
i Emyfy) o =y () i @ (@y)
(@y)—(00) gz, y) (2.)~(0.0) g(x,y) (@y)—(00) g(z,y)
{L':y

En consecuencia, en varias variables la suma de infinitésimos solamente se
puede reducir al de menor grado cuando los infinitésimos sean homogéneos.
Es decir, que contengan las mismas variables. Asi,

(2% 4320~ 5 (@) _ @)

lim
2—0 g9(z) z=0  g()
o bien,
W3 =5 f@y) L ) f(@y)
(2)—(0,0) g(z,y) (@y)—00) gz, y)
e incluso,
; ()2 + 3(22y)* — 5(a%y)*| £ (2, v) ’ [(@2)?] £, )
1m = 1m S re—
(1) —(0,0) 9(z,y) @y)—00)  g(z,y)

Sin embargo

@yt + a0 f(zy) o (2Py) fla,y)
lim # lim ——————=~
(@:y)—(0,0) 9(z,y) 2=0  g(z,y)
Evidentemente la suma que se sustituye no puede ser una suma parcial, sino
que la suma que se sustituye ha de ser total, es decir, considerada como una
unidad, ha de estar multiplicando o dividiendo.

Algunos infinitésimos en el Origen (z — 0).
Los infinitésimos mas usuales, en el origen son:

Trigonométricos:
senz ~ z arcsenz ~ z
tgz ~ z arctanz ~ z
52
1—cosz~ —
2

Logaritmicos:

( z=~In(1+2)

] ef—1rz
ln(l—i—z)%z:{ a* —1=zlna
(I1+2)"~1+nz

U vT+z~1+2
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La z puede ser cualquier funcién. Lo importante es que toda la funcién
tienda a cero, aunque (z,y) tienda a un valor distinto de (0,0). Asi, por
ejemplo,

si lim  f(z,y)=0 =

(x,y)—(x0,y0)
L ey ey

(@,9)— (z0,y0) h(z,y) (@y)—(xowo)  h(w,y)

Ejemplo 2.32 (Calculando limites mediante infinitésimos). Calcula los si-
guientes limites.

1. lim sen(zy) = lim Y=  m y=2
(z,y)—(02) (z,y)—(0,2) @ (z,y)—(0,2)
P lfm el —1 TR () I T
(z,9)—(0,0) 2sen(22y)  (z)—(0,0) 223y (z)—(0,0) 222y 2
3. lim M — lim M —
(@y)—(11)  (x—/y)? (@y)—(1,1) 2(x — /Y)?
L @R yi? L @hye? 4,
(z,)—(1,1) 2(z? —y) (z,y)—(1,1) 2 2
4 lm — =~ im ¥~ m 1=1
(zy)—0,0) senzIn(l +y)  (24)—(0,0) Y  (2,y)—(0,0)
5 lfm sen x sen(3y) — lm 3y 3
' (z,y)—(0,0) 2$y (z,9)—(0,0) 2(Ey 2
6 (y? +2y — 3)(1 — cos ) — lm (y— 1)(y + 3)z?/2 _
(zy)—(0.1) z2(y — 1) (z)—(0,1) z?(y — 1)
, y+3 4
= lim Z—=-=2
(z,y)—(0,1) 2 2
x2 2
7 lim (1 —cos2x)(cos3y — 1) —  lm 47(—9%) _
(1) —(0,0) 5x2y (zy)—(00)  5r?y .
— m Yy
(z,y)—(0,0) 5
T 1)(e? —1 2
s am (e ) Wy
(z,9)—(0,0) Ty (z,y)—(0,0) Y
| -1
Ejemplo 2.33. Cualcular el siguiente limite: lim %

(@y) -1 2y —r—y+1
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Solucion. Aplicando infinitésimos en el numerador,
hr=mnh(l+z—-1)~z—-1, tgly—1)~y—1

y agrupando términos en el denominador, resulta:

m  metey-1) . (@-D@-1) _
y)—1)axy—z—y+1 (@y—-0n)zly—1) —(y—1)
I

C @y—01) (z—1)(y—1)

2.2.9. Inexistencia de limites

Cuando no sepamos calcular un limite, intentaremos demostrar que dicho
limite no existe. Esto lo podemos hacer por dos métodos:

-Mediante los limites direccionales.

-Mediante los limites reiterados.

Limites direccionales

Aunque la definicién de limite de funciones de dos variables va en total
paralelismo con la definicién de limite de funciones de una sola variable,
existe una diferencia fundamental a la hora de determinar la existencia de
un limite. En una variable, la existencia del limite, es equivalente a la coin-
cidencia de los limites laterales. Es decir, para determinar si una funcién de
una variable tiene limite en un punto determinado, solamente necesitamos
comprobar qué ocurre al aproximarnos por dos direcciones —por la izquierda
y por la derecha—. Si la funcién tiene el mismo limite por la izquierda y por la
derecha podemos concluir que el limite existe. Si embargo, en dos variables
esto no es asi.

DO &

En dos variables, en principio, no tiene sentido hablar de limites laterales
[qué significan derecha e izquierda en el plano?, por eso hablamos de limites
direccionales, ya que, en dos variables existen infinitos caminos para acer-
carnos al punto, es mas, podemos acercarnos siguiendo un camino recto o
un camino curvo. Es decir, al escribir

(z,y) — (%0, Yo)

entendemos que el punto (z,y) se aproxima al punto (zg, o) en cualquier
direccién. Y, para que exista el limite, los limites siguiendo todas las di-
recciones o trayectorias tienen que coincidir. La exigencia de la definicién a
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todos los puntos del entorno significa todas las posibles formas de aproxi-
marse. En consecuencia, para ver que una funcién no tiene limite en un
punto se siguen varios caminos de aproximacion al punto y si la funcién
tiene un limite distinto por cada camino, entonces el limite «doble» no exis-
te. El problema serd determinar si existe un camino que conduce a otra
parte. En la préactica los caminos que se suelen seguir son rectas y parabo-
las. (El camino por rectas se sigue cuando las potencias del denominador son
del mismo grado, y el camino por parabolas cuando son de distinto grado,
intentando igualar los grados). No debe olvidarse que la recta ha de pasar
por el punto en cuestion, es decir su ecuacién ha de ser y —yo = m(x — xg).

Hay que advertir que este método sélo es refutativo, es decir, nos per-
mite negar la existencia del limite pero no afirmarla. Asi, si encontramos
dos limites direccionales diferentes, entonces podemos afirmar que el limite
«doble» no existe. Pero si todos los limites direccionales que tomamos nos
dan el mismo limite, no por eso podemos afirmar la existencia del limite. Lo
mas que podemos decir es que, de existir el limite doble, su valor sera el de
los direccionales, pero nadie asegura que siguiendo otra direccion, diferente
a las tomadas hasta ese momento, obtengamos un resultado diferente.

Ejemplo 2.34 (Calculando limites direccionales). Probar que el siguiente

limite no existe.
€Ty

lim ——7
(z,y)—(0,0) 2 4 y?

Solucidn. Si nos acercamos al origen a través de la recta y = x, se tiene

i xy I Tx o a2 1
im ——— = m ——-=Im-—=—-
@9)—00) 22+ 12 @y—o0 22+ 22 250222 2
y=z
x—0

luego, de existir el limite, deberia ser 1/2. Mientras que si nos acercamos al

origen a través de la recta y = —x, se tiene
, Ty , x(—x) P |
lim ———5= Ilim —S———" 5= 5 =5
(@y)—(0,0) T2 + ¥?  @y-00 2?+ (—-2)?  2-0 27 2
Y=—x
z—0

luego, de existir el limite, deberfa ser —1/2. Lo que contradice el resultado
anterior, y en consecuencia el limite doble no puede existir.

En general, los limites direccionales los haremos contemplando todas las
rectas a la vez, y no una a una, como se ha hecho aqui. Asi, si nos acercamos
al origen a través de la recta y = mx se tiene

I Ty it Ty i rmz
1m —— = 11m —_— = 1m _— —
(@) —0,0) 22+ y%  @u-00 22+ Y% @00 22+ m2z?
y=max y=max
x—0
, m
= lim = f(m)
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El limite no existe ya que depende del valor de m. Es decir, segin la recta
por la que nos aproximemos al punto tendriamos un valor del limite u otro.
Asi, si consideramos dos trayectorias diferentes de acercamiento, tenemos:
Para m = 1, nos estarfamos moviendo por la recta y = x, y seria |l = 1/2,
mientras que para m = —1, estarfamos moviéndonos por la recta y = —x, y
serfa [ = —1/2. y al haber encontrado dos caminos que conducen a limites
diferentes podemos afirmar que el limite no existe. En efecto, esto quiere
decir que en cualquier disco abierto centrado en (0,0) hay puntos (z,y) en
los cuales f toma los valores 1/2 y —1/2. Luego f no puede tener limite
cuando (z,y) — (0,0).

En este ejemplo podemos visualizar lo que ocurre en el origen de una manera muy
grafica. Imaginemos una alfombra de goma, con un agujero en el centro, y la atravesamos
con dos listones, uno por debajo y el otro por encima, de manera que se crucen en el
agujero (el de abajo de la alfombra pasaria por encima del otro). El que estd por encima
de la alfombra lo fijamos al suelo y el que esta por debajo lo levantamos hasta una altura
de un metro, sin que se rompa la alfombra. Es evidente que el agujero se estira todo el

metro.

Figura 2.38: f(z,y) = "7

Observacion. Podemos observar que aunque la funcién f, del ejemplo an-
terior, definida por
ry

fay)= 55 )
s6lo es discontinua en el punto (0,0), sin embargo, dicha discontinuidad es
inevitable, ya que no es posible redefinir la funcién en (0,0), de manera que
sea continua en dicho punto, puesto que el limite en (0,0) no existe.

Ejemplo 2.35. Demostrar que el siguiente limite no existe.

2
lfm y

(2.y)—(0.0) T + y?
Solucion. Nos acercamos al origen a través de la recta y = mx.

) y2 ) y2 ) m2$2 m2:c
1

3

m —s= lm ——=lm—7-=Ilm_—-—=
(z,y)—(0,0) T + Y (2,)—(0,0) T + Y z—0x +m-x z—0 14+ m=x
y=mx
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para todo camino recto de la forma y = mx el limite vale 0, sin embargo, no
podemos afirmar que el limite valga cero, ya que en otras direcciones puede
tener otro valor. En efecto, si nos acercamos al origen por el camino curvo
z = y?, resulta:

) 2 ) y? 1

lim 5= lim ——5=c

=00 Z+Y?2  @y-0oy:+yr 2
r=y? o—y2
y—0

Luego el limite no existe ya que al movernos por una pardabola obtenemos
distinto valor que al movernos por una recta.

Observacion. Cuando nos acercamos al origen a través de las rectas y =
max, estamos contemplando todas las trayectorias rectilineas menos una. En
efecto, la recta x = 0 no estd contemplada en la ecuacion y = mazx. En
determinadas ocasiones esta recta conduce a otro limite y no es necesario
acudir a otro tipo de trayectorias. Asi, en el ejemplo anterior no hubiera sido
necesario acudir a las trayectorias parabodlicas. En efecto,

2 2
1 Y o ; Y _
m ——= lim i
@)—00) T+ Y (@y—00 0+y
x=0 =0
y—0

1

Ejemplo 2.36. Demostrar que el siguiente limite no existe.

) 21y
O
(z,9)—(0,0) ° +y
Solucion. Nos acercamos al origen a través de la recta y = ma.
i 2%y ) 222y ) 2x2ma ) 2max
(zy)—(0,0) 2t + 32  @y-ooztty a—0 g4 4+ m2z2  2—022 4+ m
Yy=mx Yy=max
para todo camino recto de la forma y = ma el limite vale 0, sin embargo, no
podemos afirmar que el limite valga cero, ya que en otras direcciones puede
tener otro valor. En efecto, si nos acercamos al origen por el camino curvo
y = x2, resulta:

T 222y B , 22222 2

m = lim 7 1= =

(z,9)—(0,0) T* + Y (¢,y)—(0,0) L= + @ 1+1
y:mQ y:zZ

r—0

Luego el limite no existe ya que al movernos por una pardbola obtenemos
distinto valor que al movernos por una recta.

También podiamos haber acudido directamente a las trayectorias para-
bélicas sin pasar previamente por las rectilineas. Asi,

i 222y ” 22%(az)? ” 2120222 2a? f(a)
im — =Ilim———"4—_ =1lim = = fla
@w—00 2t +y2 2502t 4 (az?)? -0zt + a2t 1+ a?

y=ax?

luego el limite no existe, por depender de a.
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Tx(x —5
Ejemplo 2.37. Calcular el siguiente limite: lim M
(@y)—(,-2) Y+ 2
Solucion. Nos aproximamos al punto (5, —2) mediante rectas que pasen por
dicho punto y + 2 = m(z — 5), de donde,
Tx(x—5 0 Tx(x —5 7 35
xz(x —5) [ ] ~ lim z(x —5) m TE

lim —_— =
(z9)=(-2) Y+ 2 a=5m(r —5) @=5m m
luego el limite dado no existe, por depender de m.

lim rzy—x—y+1
(@y)—(1,1) 22 + y? — 22 — 2y + 2

Ejemplo 2.38. Calcular, si existe,

Solucion. Agrupando términos en el numerador y denominador y haciendo
el limite resultante por rectas y — 1 = m(x — 1), resulta:

1fm vy—r—y+l
(zy)—(1,1) 22 + y? — 20 — 2y + 2
@y)—11) (z—1)2 =14+ (y—1)2—1+2
. (z—-1)(y—1) . (x —1)m(x —1)
(@) o) ( — D2+ (y— 1) 1 zlf(} NeE D2+ m2(z - 1)?
y—l=m(z—
m
14 m2? F(m)

Luego, al depender de m, el limite no existe.

Determinacion de la trayectoria discola

Cuando tengamos la sospecha de que un limite no existe, y sin embargo,
las trayectorias habituales (rectas y pardbolas) conducen al mismo resultado,
podemos intentar buscar una trayectoria discola por dos procedimientos:

1. Mediante la sustitucion implicita
2. Mediante la aplicacién sucesiva de la regla de L "Hopital

a) Mediante la sustitucién implicita
En lugar de trayectorias del tipo y = f(z), se pueden utilizar trayectorias
definidas implicitamente F'(x,y) = 0. Asi, en el caso de fracciones, susti-
tuiremos todo el numerador o el denominador por lo que nos interese para
conseguir el limite deseado, siempre que la sustitucion que hacemos se cor-
responda realmente con una trayectoria que pasa por el punto objeto de
limite.

Nota. Para ver si una ecuacién del tipo F'(z,y) = 0 se corresponde con una trayectoria

véalida de aproximacién al punto en cuestiéon, hay que comprobar que se cumplen las
condiciones exigidas en el teorema 4.14 de la funcién implicita (pag. 298).

Mientras el alumno no conozca dicho teorema, ademés de comprobar que la trayectoria
pasa por el punto en cuestién, debe que comprobar que alguna de las variables es funcién

de la otra en un entorno de dicho punto, para ello puede limitarse a ecuaciones en las que
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es posible despejar una de las incégnitas en funcién de la otra y obtener una funcién, o

bien a ecuaciones de curvas conocidas.

Ejemplo 2.39. Demostrar que el siguiente limite no existe

lim ——
(z,9)—(0,0) 2 4 y?

Solucion. Sinos acercamos al origen a través de la familia de curvas definidas
por la ecuacién

22 +y? =
resulta
i | T 1
im — =1im—==
(z)—00) 22 +1y2 =0z A
z24y’=\z
r—0

luego el limite no existe, por depender de A

Nos queda comprobar que las trayectorias utilizadas son validas. En
efecto, la ecuacion que hemos utilizado en la sustituciéon se puede expresar
de la siguiente forma,

- d+yt=0 — (z-2P-"+4yP=0 — (z-2)P+yP="

luego se trata de circunferencias con centro en el punto (A/2,0) y radio
r = A\/2 que pasan por el origen de coordenadas.

Nota: Hay que hacer notar la importancia de comprobar que la trayectoria utilizada es
una trayectoria idénea. Es decir, una trayectoria que no sélo contenga al punto en cuestién,
sino que lo atraviese. Veamos un ejemplo en el que se obtiene un resultado incorrecto por

seguir una trayectoria no idénea.

Ejemplo 2.40 (Trayectorias no idéneas conducen a resultados incorrectos).
Explicar porqué no es posible utilizar la trayectoria x> +y* = 3 para probar
que el siguiente limite no existe

3

’

] -
(e)(0.0) 22 + 32

Solucion. Es evidente que el limite dado existe y vale cero. En efecto,

3 SU2

(z,y)—(0,0) * +y (z,y)—(0,0) 2= +y

3

Ahora bien, si siguiéramos la trayectoria x? 4+ y? = 3 resultaria lo siguiente

z3 ool

3

lim

——— =1lm — =1
(z)—(0,0) 22 +y2 20 23



142 CAPITULO 2. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES: LIMITES

Lo que contradice el resultado anterior.

Este hecho se debe a que la trayectoria utilizada no es una trayectoria
idénea. En efecto, trayectoria 22 + 32 = 23 contiene al (0,0) —ya que dicho
punto cumple la ecuacion—. Sin embargo la trayectoria no pasa por el origen.
Se trata de una curva que no pasa por el origen de coordenadas, pero que
tiene un punto exterior aislado —precisamente el origen de coordenadas— y
da la apariencia de pasar por él, cuando no es cierto. En efecto, la grafica

de la curva 22 + y? = 23 viene representada en la Figura 2.39
y

Figura 2.39: Gréfica de 2? + y* = 2*

La determinacién del dominio de las funciones implicitas en la trayectoria
nos dice que la funcién sélo estd definida para x > 1 y para el (0,0). En
efecto, despejando y resulta,

P2y =1 = PodP—a? = y=+2d a2

y para que la raiz cuadrada esté definida, ha de ser

x3—x2202>x32x2:>{ vzl

rz=0

b) Mediante la aplicacién sucesiva de la regla de L “Hopital
Hacemos el limite mediante trayectorias rectilineas (o limites reiterados) y
obtenemos un valor concreto. Suponemos, entonces, que la trayectoria disco-
la viene definida mediante una funcién polinémica y = p(x). Sustituimos en
el limite y aplicamos sucesivamente la regla de L Hopital hasta obtener
un valor distinto al obtenido anteriormente. Posteriormente calculamos el
polinomio que cumple las condiciones exigidas a p(x).

Nota: La determinacién del polinomio p(x) que cumple las condiciones dadas, es inmedi-
ata a partir del polinomio de Taylor —o de Mac Laurin— (Teorema 3.7 de la pag 186)

/! 1
p"(0) 5 p"(0) 5
y T

r—1
Ejemplo 2.41. ;Es cierto que  lim yte -2
(zy)—(00) Y+

p(x) = p(0) +p'(0)z +

=1 2. Responde justi-
ficando la respuesta

Solucidn. Si nos aproximamos al punto (0,0) mediante rectas y = max obte-
nemos que el limite, de existir, deberia de valer 1. Pero esto no nos permite
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afirmar que dicho limite exista.

r—1 0 r—1 0
lfm L:[_]:h’mm:[_]:

(zy)—(0,0) Y+ 0" 20 mr+x 0
y al ser de una variable podemos aplicar L’Hopital, con lo cual
m+e* m+1

=l = =1 -1
ey m+1 m+1 para m 7

Sin embargo, si nos aproximamos al punto (0,0) mediante la parédbola

y = 22 — x resulta que el limite, de existir, deberfa de valer 3/2, en efecto

y+et—1 L P —x4et—1 . P —zx4et—1 0
= =1 5 =i 5 :[6]:

1m m m
(2,y)—(0,0) Yy +x z—0 T4 —Tr+x x—0 €T

y al ser de una variable podemos aplicar L’Hopital, de donde
20 — 1+ ¢€* 0 24+e* 3

=lm "% —[] = lim =
z—0 2x 0 z—0 2 2

Con lo cual podemos afirmar que el limite propuesto no existe.
Hemos utilizado la pardbola y = 22 — 2 y no otra, por la siguiente razén.
Supongamos que nos acercamos al punto (0,0) mediante la curva y = g(x),
y que aplicamos sucesivamente L’Hopital, y queremos que resulte

glx)+e"—1 0. . g(x)+e” 0 g'(x) + e

[=] = lim = ——— =[=] = lim

=1
" 0" 2—0 ¢g'(x)+1

a—0  g(z)+x

Para ello tendra que ser
/ 7
9(0) =0, ¢(0)=-1, ¢7(0)#0
que se consigue con
J'(@)=2—gx)=20-1—gx) =2~z
Nota: La determinacién del polinomio p(x) que cumple las condiciones dadas, es inmedi-
ata a partir del polinomio de Taylor en el origen (Teorema 3.6 de la pdg 185)

/!
p 2(0) 22

p(x) = p(0) +p'(0)z +

de donde, para p”(0) = 2 resulta
pz)=0—z+a’>=2"—2z

Ejemplo 2.42. Cualcular, si existe, el valor del siguiente limite:

, Yy +senx

lim ——

(zy)—(0,0) y+T

Solucidn. Si nos aproximamos al punto (0,0) mediante rectas y = mx obte-
nemos que el limite, de existir, deberia de valer 1. Pero esto no nos permite
afirmar que dicho limite exista.
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=lim ——— =
z—0 mx+x

lim —
(z.y)—(0,0) y+x 0

y al ser de una variable podemos aplicar L’Hopital, con lo cual

Yy +senx _ [O] mx + senx [O]

m + cos T m+ 1
:1’ = :1 _1
0 m+1  mol para m 7

sin embargo, si nos aproximamos al punto (0, 0) mediante la ctibica y = 23—z
resulta que el limite, de existir, deberfa de valer 5/6
y+senx ., a®—xz+senx ., a3 —x+senzx 0
fm 7:11m—:11m—:[_]:
(zy)—(0,0) Y+ e—0 13—+ z—0 a3 0
y al ser de una variable podemos aplicar L’Hopital, con lo cual
o 3x®—1+4cosz 0 . bx —senz 0 ., 6—cosx 5
L R L A e A

Con lo cual podemos afirmar que el limite propuesto no existe.

3

Hemos utilizado la cibica y = x° — x y no otra funcién, por la siguiente

razén. Supongamos que nos acercamos al punto (0,0) mediante la curva
y = p(x), y que aplicamos sucesivamente L’Hopital, y queremos que resulte

y+senx . p(z) +senw _ [0] . P(x)+cosx _ [O] _

lim
(@y)—(00) y+x =0 p(z)+w

0! z=0 p’($)+1 0
/" — /11 o
=g @ —senz Oy, @) Zcose

z—0 p//(x) 0 7—0 p”’(:v)
Para ello tendra que ser

p”/(o) # O) p//(()) = 0, p/(o) = —1’ p(o) — O
que se consigue con

P(x) =a—p'(x) =ax — p'(x) = g$2 —1—p(x) = %x?’ —x

Limites parciales iterados (o reiterados).

@ Se pueden calcular los siguientes limites:

lim [ lfm f(z,y)]

¥ r—x0 L y—yo
TF#x0
/ 7 f lim [ lim f(z,y)]

Y#£Yo

Figura 2.40: Limites iterados

Si estos dos limites son distintos, entonces la funciéon no tiene limite, pero si
son iguales o alguno de ellos no existe, entonces no se puede asegurar nada
sobre el limite doble.
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Ejemplo 2.43. Demostrar que el siguiente limite no existe.

22 — 2
1m —_—
(@,9)—(0,0) 22 + y?

Solucion.
2 2 2
- -0
lim [ 1im 2] = 1m [5——] = lim [1] =1
rT—To “Y—=Yo o —|—y T—To - —|—0 T—T0
T#£x0
1,2 o y2 0— y2

11 If = =
Jim [ Jim To 5] =l |5 el = Jim
Y7#Yo

Luego el limite doble no existe.

Ejemplo 2.44. Demostrar que el siguiente limite existe, y sin embargo no
existen ninguno de los iterados.

lim  (zsen— + ysen )
im T sen — sen —
(2:5)—(0,0) y UG
Solucion. El limite doble existe.

1 1
lim (rsen—+ysen—)=0-Ac+0-Ac=0+0=0
(z,y)—(0,0) Yy x

Mientras que los iterados no existen, en efeco

1 1
lim [ lim (zsen — 4 ysen —)] = lim [No definido + 0] = No definido

Tx—x0 - y—yo Y T T—x0
T#£T0
1 1
lim [ lim (x sen — + y sen —)} = lim [0 + No definido ] = No definido
y=o Lemeo x a—o
Y

2.2.10. Limites en el infinito

Se trata de ver el comportamiento de la funcién en el contorno de una
circunferencia de radio infinito.

Ejemplo 2.45. Calcular los siguientes limites.

1
1. lim ——— 2. lim e~ (@*+v?)
Yy—oo Y—00
Solucion.
1
1. lim 5 5=—=0
ey +y o0
1 1 1
2. lfm e @) = I —— = —==—=0
ey go el HY) e oo

Ejemplo 2.46. Representa la funcion: f(x,y) = e~ (@ +y?)
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Solucion. El dominio de la funcién es todo R2.
Para representar le funcién sustituimos f(x,y) por z, con lo que tenemos:
(20,2
5 = ¢~ (@)
Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:
2
-corteconel planox =0 z=eY

2
- corte con el planoy =0 z=e7"
Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante

e~ @) — ; de donde — (4 y*)=lnz=22+y>=—Inz

Damos varios valores a z para ir viendo las curvas de contorno a distintas
alturas:

para el nivel z =1 = 22+ y?> =0 = el punto (0,0)

para niveles 0 < z <1 = —Inz es positivo, luego se trata de circunferen-
cias de radio v/—1In z

Y teniendo en cuenta que el limite en el infinito es cero, resulta la siguiente
grafica:

Figura 2.41: f(z,y) = e~ (@ +v")

Las definiciones de limite y continuidad pueden extenderse a funciones
de tres variables considerando puntos (z,y, z) dentro de la esfera abierta

(z—20)* + (y — y0)> + (2 — 20)* < 6°

de radio 0 y centro (zg, Yo, 20)-
De la misma forma, pueden extenderse, de manera natural, a funciones
de més de tres variables.

2.3. Problemas propuestos del Capitulo 2

Ejercicios propuestos del Capitulo 2

Soluciones en la pagina 7?7
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2.1. Describase el dominio de los siguientes campos escalares:

a) f(z,y) = \/A—22—y* D) f(z,y) = zfz

¢) f(z,y) = arccos = d) f(z,y) =In (4 — 2 — 49°)
e) f(x,y)—xa?y f) f(z,y) =In(4—x —y)

8) f(z.y) =z?+y? h) f(z,y) = /Y

2.2. Consideremos las siguientes funciones:

fl@y,2) =2 +y" — =z Y(x) = cosx
9(z,y,2) =a® —y* + 2 p(x) =senw

Expresa, en la forma mas simplificada posible:

a) (f+9)(z,y,2) , . D) (@), (@), 1)
o) 9(f(z,y,2),9(z,y,2),42"2) d) ¥(f(z,y,2))
x,y,z) +9(x,y,z
) 9(¥(@), o(2),0) p) /L) oo )
2.3. Describase la gréafica de las siguientes funciones:
a) f(x,y) =k b) g(z,y) = ax + by + ¢
c) h(z,y) = \/2* +y* d) i(z,y) = \/r* —2? —y?
&) m(z,y) = \/rE— e — b 1) n(z,y) =y —a*
2.4. Describir las curvas f(z,y) = k o superficies de nivel f(x,y,z) = k, para los

siguientes campos f y los valores de k que se indican:

a) f(z,y) = /25 — 2% — y? k=0,1,2,3,4,5
b) f(z,y) = z* +4° k=0,2,4,6,8

c) flz,y) =zy k=+1,+2---,46
d) f(z,y) =6 — 2z — 3y k=0,2,4,6,8,10
e) flz,y,2) =4z +y+ 2z k=4

) f(z,y,2) = 2% +y* + 22 k=9

g) fla,y,z) =a® +9y° =2 k=1

h) f(z,y,2) = 42® +4y*> — 2> k=0
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2.5. Hallense, si existen, los siguientes limites:

1 1 1
a) lm  In|1+ 2%y°| b) lim (—+—+—)
(z,y)—(1,1) (z,y,2)—(1,2,6) \ T Yy z
[ lim — d lim secrt
) (z,9)—(0,4) \/Y ., ) (,9)—(0,7/2) 8y
— 2 -2
e) lim cos Y ) lim Wy ty-—2e-2
(@y)—(0,0) r+y+1 (,9)—(=2,2) z+1
-1 -2
) lm Y h)  lim (COS ° ) < Y >
(zy)=(1.0) T2 + 1 (,9)—(0,2) x y?—4
-1 _
i) fm Y- i) lim Y
(y)—(1,1) zY —xl (w,9)—(0,0) wx; Y
ST L T — ) lim L
(@,9)—(0,0) | /22 + 32 (2,9)—(0,0) |zY]
zy xy®
m) lim ——2— n) lim
(#,9)—(0,0) T2 +3y2 (,y)—(0,0) 22 + yg )
, T . o4y
o) lim & —— p) lim @&——
(x,y)—(0,0) 2 2 (x,y)—(0,0) 2 241-1
A 3/x + y2 Yy x Ij Y-+
. z”sen (y* — 4) , e —1
) lim ————+ 1) lim @&——
(z,9)—(0,0) (y + 2)senx (2,9)—(0,0) sen z In (1 + y)
In(1 2
) y sen (;Uy)2 0 lim n(1+ yz*)
(z,y)—(0,0) 1 — e*"Fv (z,9)—(0,0) tgy - /1 — cos (22 + y?)

2.6. Estudiese la continuidad de las siguientes funciones, prolongandolas por continui-
dad, si es posible, a puntos que no sean de su dominio.

2z + 1° 2 +Iny
b e et A
a)xsenx2+y2 ) x2+;g2 . ) (g_1)3+x6
1 x* +y z°+1In(y+1)
— f
d) _senay e) PY R ) P

2.7. Estudiese la continuidad de las siguientes funciones:

2 2 . r—Yy .
o P S0y b){ si (2,9) # (0,0)

10 si (z,y) = (1,-3) ’ 3 ’ si (z,y) = (0,0)

[ 2 Gewroo (200 (w,y) # (0,0)
DR SRV 7 7 d){m24y2 L 7
i 28 si (z,y) = (0,0) 0 si (z,y) = (0,0)
e){ sy S @ # 00
s 0( , S)i (z,y) = (0,0)
z°sen (y° — 4 .
f) { (y + 2) sen x S1 (l’,y) 7é (07 _2)
0 si (z,y) = (0,-2)
Problemas resueltos del Capitulo 2
2.1.
Solucion.

Problemas propuestos del Capitulo 2

Soluciones en la pagina 390

2.1.



Capitulo 3

Derivada de Funciones
de una variable

3.1. Derivada y continuidad. Recta tangente y rec-
ta normal

3.1.1. Idea intuitiva de recta tangente.

Todo el mundo tiene una idea clara de lo que es la recta tangente a una
circunferencia en uno de sus puntos, pero si tratamos de generalizar esa idea
a otras curvas nos encontramos con cuestiones que esa idea no resuelve.

- i Puede la recta tangente cortar a la curva en mas de un punto?.

- ;Puede atravesar la recta tangente a la curva por el punto de tangencia?.

) ) )

pd

T / T x
1

Figura 3.1: Idea intuitiva de recta tangente

Una primera aproximacién al concepto nos permite enunciar la siguiente
definicion:

Definicion 3.1. Se llama tangente a una curva en un punto P a la recta
que pasa por P con la misma direccion que la curva.

Podemos insistir un poco méas en el concepto senalando que la recta
tangente es una recta que toca a la curva en un punto, pero que, ademas,
la curva se aplana en las proximidades del punto de tangencia, tratando de

149
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confundirse, por un instante, con la propia recta. Este aplanamiento en los
alrededores del punto de tangencia es lo que hace que la curva sea suave y que
se aprorime a la recta tangente en los alrededores del punto de tangencia, y
esto es lo que realmente caracteriza la recta tangente.

Y Y= f(l')
Q
f(@o+h) }T(h) Recta tangente a la grafica
de y = f(z) en x = x9
(o) z
xT
i) xo + h

Figura 3.2: Recta tangente a una funcién.

El residuo r(h) es la distancia (vertical) entre la curva y la recta tangente,
y es lo que nos va a permitir determinar si una curva tiene o no recta tangente
en uno de sus puntos. En efecto, una primera observacién nos hace ver que
el residuo r(h) tiende a cero a medida que h tiende a cero. Sin embargo, este
hecho no es importante para la existencia de la recta tangente, pues el que
limy, g7 (h) = 0 lo tnico que nos dice es que la funcién es continua en P,
y seguiria siendo cero cualquiera que fuera la recta que pase por P, aunque
no fuera la recta tangente, e incluso, aunque la funcién no tuviera tangente.
Lo importante, cuando se estudia la recta tangente, es que el residuo r(h)
tiende a cero mads rdpido de lo que lo hace h. Esto significa que:

)

h—0 h =0

Graficamente, este limite viene a significar el hecho de que la curva se “em-
barra” con la recta tangente en los alrededores del punto P. En otras pal-
abras, la curva tiene que ser “suave”en P, para que “se pueda ver localmente
como una recta” (su recta tangente).

3.1.2. Rectas tangentes no intuitivas

La tangente a una recta es la propia recta.

Y

Figura 3.3: La tangente a una recta es la propia recta
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En un punto de inflexiéon la tangente atraviesa la curva. Pudiéndose
distinguir tres tipos de puntos de inflexion: de tangente vertical, de tangente
horizontal y de tangente oblicua.

Y Y )

|

Figura 3.4: La tangente en un punto de inflexién.

En un punto anguloso, de desvio brusco o de retroceso, la curva o bien
no tiene tangente o la tangente es vertical. La tangente no puede ser oblicua,
ya que este caso la correspondencia no seria funcién.

N

No hay tangente Tangente vertical ~ No hay tangente = No es funcién

Figura 3.5: En los puntos de retroceso o no hay tangente o la tangente es vertical.

En los puntos de discontinuidad no se define la recta tangente
Y Y
/j/x /j/ )

Figura 3.6: En los puntos de discontinuidad no se define la recta tangente.
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3.1.3. La pendiente de la recta tangente

Y4 y = f(z) El valor aproximado de la pendiente
de la recta tangente seria:

f(x) = f(o)

T — X

tan o ~

Y su valor exacto:

tana = lim 7“@ R AC)
T—T0 T — Zo

Figura 3.7: Pendiente de la recta tangente.

3.1.4. Definicion de derivada

Definicién 3.2 (Derivada en un punto). Sea z¢ un punto interior de
Dy. Se llama derivada de la funcion f en el punto xo al siguiente limite si
existe y es finito.

T—T0 T — Tq

Observaciones:

s Cuando dicho limite sea infinito se dice que la funcién no es derivable, aunque
tiene derivada infinita. (graficamente significa que la recta tangente en ese punto
es vertical).

= Para que la derivada exista el punto xo tiene que ser un punto interior del dominio,
es decir, la funcién tiene que estar definida en un entorno del punto, con objeto de
que cuando = — 0 el valor f(x) que aparece en el numerador esté definido.

= No olvidar que la derivada es un limite, aunque buscaremos reglas para calcular
derivadas sin tener que hacer dicho limite.

f(z) = f(xo)

X — To

= A la expresién , se le llama cociente incremental y se expresa de la

formas:

Af _ Ay _ @) = flxo)

Az Az T — Zo
Con lo cual la derivada no es mas que el limite del cociente incremental cuando el
incremento de x tiende a cero.

G

T Ae—0 Az

f' (o)

3.1.5. Otra forma de la derivada

Tenemos que:
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Llamando h al incremento, sera:
r—x0=h — z=x9+h

con lo cual resulta:

Figura 3.8: Derivada de una funcién.

Ejemplo 3.1. Calcular, aplicando la definicion en las dos formas, la deriva-
da de la funcién f(x) = 322, en el punto v = 2.

Solucion.
— f(2 2_12 2_4
[ P T LC Tt SO it
r—2 1’—2 r—2 ,[1:‘—2 r—2 1’—2
~ lim 3(z+2)(z—2) _ 19
—2 x—2
f@+h) - f2) . 32+h)?*-12
/2:l :1 R
f() hlg%) h hli»% h
g 3@ FAR R —12 1241204+ 3% 12
i h e h -
= lim (12 +12R) =12+ 0 =12

h—0

3.1.6. Derivadas laterales

Si el limite que define la derivada lo tomamos solamente por la derecha o
por la izquierda, obtenemos las derivadas laterales.

Definicion 3.3. Se llaman derivada por la derecha y derivada por la izquier-
da, respectivamente, a los siguientes limites, si existen y son finitos:

/ o fle) = flwo) ., flzo+h)— f(xo)
flaot) = lim === — =, h
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Flzo—) = lim f@) = fl@o) _ . Fl@o+h) = flzo)
T—T0— T — X h—0— h
Para que se pueda definir la derivada por la derecha en el punto xg, la
funcién tiene que estar definida, al menos, en un intervalos del tipo [zg,b),
y para que exista la derivada por la izquierda, la funcién tiene que estar
definida, al menos, en un intervalo del tipo (a, z).
Para que la funcién sea derivable las dos derivadas laterales tienen que

coincidir.

Teorema 3.1 (Coincidencia de las derivadas laterales). Una funcion
es derivable en un punto sii las derivadas laterales coinciden en dicho punto.

Ejemplo 3.2. Calcular las derivadas laterales de la funcion valor absoluto,
en el origen de coordenadas.

Solucion. La funcién es f(x) = |z|. Luego resulta,

f@-fo) .z oz
/ _ — —_— = —_ =
f (1'0+) zlir[r)l+ x—0 x1i>r(1]1+ x wlir(r)lJr x !
— £(0 _
Flag—) = tim LSO e el =

z—0— x—0 z—0— I z—0— x

Luego la funcién no es derivable en el origen.
Yy
x

Figura 3.9: f(z) = ||

3.1.7. Derivada y continuidad

Teorema 3.2 (Derivabilidad implica continuidad). Si una funcidn es
derivable en un punto, entonces es continua en dicho punto.

Demostracion. En efecto, tenemos que:

f es derivable en zp <= 3 lim f(x) = f(zo)
T—TQ xr — wo

f es continua en g <= lim f(x) = f(z) <= Ilirgo f(z) = f(zo) =0

r—To

y es finito.

Con lo cual, resulta:
f derivable en g =

lim f(z) - f(zo) = lim )= F(@0)

T—T0 T—T0 T — T

(x — o) = f'(29)-0=0

= f es continua en xg O
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Sin embargo, existen funciones que son continuas pero que no son deri-
vables.

Ejemplo 3.3. Comprobar que la funcion f(x) = |22 — 4| es continua en el
punto x = 2, pero no es derivable en dicho punto. Comprobar el resultado
graficamente. ;En qué otro punto tampoco serd derivable?.

Solucion.
a) f es continua en x = 2
{ = I 2 — = —= =
y lim f(z) = lim 27 — 4] = [0] = 0 = f(0)
b) f no es derivable en x = 2
- f(2 24
2yt LD Q) _ o 1 4]
z—2 T —2 z—2 1 — 2
X
-2 ’ 2 rlimwzﬁmwzzl
jo—24 1z — 2 r—2+ T —2
Figura 3.10: f(z) = |2* — 4] :{ 2 B B
tx~>27 xr— 2 r—2— x—2
Luego la funcién no es derivable en z = 2.
Ejemplo 3.4. Comprobar que la funcion f(x) = /x es continua en el

punto x = 0, pero no es derivable en ese punto. Comprueba el resultado
grdficamente.

Solucion.

a) f es continua en x = 0

lim f(x) = lim Jz = 0 = f(0)

b) f no es derivable en x = 0

_ 3 _ 1
f’(O):HI%M:HmM:Hm o/ L i \3/ﬁ:+oo

-0 z—0 x z—0 V 2 250
Luego la funcién no es derivable en x = 0.

—.
—

Figura 3.11: Gréfica de la funcién f(z) = ¢/z. No es derivable en el origen

Y
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3.1.8. Significado grafico de la derivada: Suavidad.

Una funcién es continua en un punto , si su grafica atraviesa dicho punto.

Una funcion es derivable en un punto si su gréfica lo atraviesa con suavi-
dad.

Continuas — Una funcién no es derivable:

~N

Derivables

-

= En los puntos angulosos.
= En los puntos de tangente vertical.

= En los puntos de discontinuidad.

Discontinuas

Figura 3.12: Funciones

Ejemplo 3.5. Estudiese cudl de las tres funciones siguientes atraviesa el
origen con mds suavidad.

1. 1. , 1
flz) = sen — stz #0 g(z) = zsen six#0 hiz)={ T S0y stz #0
0siz=0 0siz=0 0siz=0

Solucion. La funciéon f no es continua en 0, por lo tanto no lo atraviesa.
La funcién g es continua en 0, pero no es derivable 0, luego lo atraviesa,
pero sin suavidad.

La funcién h es continua y derivable en el origen, luego lo atraviesa con

suavidad.
J%/\x M

Figura 3.13: La derivabilidad de la funcién muestra la suavidad de la curva

3.1.9. La ecuacion de la recta tangente

La pendiente de la recta tangente coincide con la derivada de la funcién, con
lo cual:
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f@) " Tenemos que:

tana = f'(zo)

i (v fleo) _
| = Yz
————————— S [ aom T
1 ! ah=—r—""—"1)
f(@o) | ! o
l L %  de donde resulta la siguiente ecuacién:
i) €T

y — f(z0) = f'(x0)(x — x0)

Figura 3.14: Recta tangente.

Luego, la ecuacién de la recta tangente es:

y = f(xo) + f'(xo)(x — x0) (3.1)

Ejemplo 3.6. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = /x
en el punto x = 1. Comprobar el resultado graficamente.

Solucion.
) Tenemos que: f(z) =ax = f(1)=1,y
1 1
flla)=5"7=11)=;
. 2\/x 2
i de donde, la ecuacién de la recta tangente es
: o 1 1
Figura 3.15: y = x y—1==(z—1) o bien, y:a?-i-
2 2
Ejemplo 3.7. Demostrar que la recta y = —x es tangente a la curva dada
por la ecuacion:
y =3 — 62 + 8x
Hallar el punto de tangencia.
Solucion. La pendiente de la recta tangente ha de ser y' = —1. Como

y' = 322 — 122 +8, resulta, 322 — 1224+ 8 = —1, de donde, 322 — 122 +9 = 0,
con lo que, simplificando, resulta:

44+4/16—-12 442
2 —4r+3=0=1x= 26 — 5 :{

Comprobamos las posibles soluciones:

3=y=-3= P(3,3)
1=y=3=0Q(1,3)

PB3,3)=y+3=—(rz-3)=y+3=—a2+3=>y=—x
QlL3)=y-3=—(—-1)=>y-3=—<2+1=y=—-2+4No
Las dos soluciones de la ecuacién obedecen a que la curva tiene dos rectas

tangentes con la misma pendiente ¢y’ = —1, una en el punto P(3,3) y otra
en el punto Q(1,3).
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3.1.10. La ecuacion de la recta normal

Ejemplo 3.8. Hallar, grdficamente, un vector perpendicular al vector ¥ =
(2,3) e indicar la relacion que eziste entre sus componentes y sus pendientes.

Solucion.

Tenemos que:

=(2,3) Las componentes se cambian de
orden y una de ellas de signo.

y para las pendientes:

m=3/2 ' — —1 La inversa
Figura 3.16: m = —2/3 ~ m cambiada de signo.

Proposicién 3.1. Dos rectas perpendiculares tienen pendientes inversas iy
cambiadas de signo.

Definicién 3.4 (Recta normal). Se llama recta normal a una curva, en
un punto de la misma, a la perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

La pendiente de la recta tangente coincide con la derivada de la funcion,
y la de la recta normal con su inversa cambiada de signo, con lo cual resulta
lo siguiente:

Y FEcuacién de la recta tangente:

y — [(zo) = f'(wo)(x — 20)

Ecuacién de la recta normal:

-1
y— f(zo) = m(ﬂﬁ — x0)

Figura 3.17: Recta normal.

3.1.11. Curvas de tangente horizontal y curvas de tangente
vertical

Cuando la derivada se hace cero en un punto, entonces la tangente es
una recta horizontal y = yp, y la recta normal es la recta vertical que pasa
por el punto x = xg.

Cuando la derivada se hace infinita en un punto, entonces la tangente es
la recta vertical que pasa por el punto x = xg, y la recta normal es la recta
horizontal que pasa por el punto y = yg.
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Ejemplo 3.9. Hallar las rectas tangente y normal a la curva y = J/x en el
origen de coordenadas

1
Solucion. Tenemos y = /3, y su derivada ¢/ = gaz

Y
V 1/(0) = 400, con lo cual:
v s Ecuacién de la recta tangente: x = 0
% » Ecuacién de la recta normal: y = 0

Figura 3.18: f(z) = ¥/=.

1
32

~2/3 _

de donde,

3.2. Funcion derivada. reglas de derivacion.

3.2.1. Funcién derivada

Dada una funcién y = f(z), si hallamos su derivada en cada uno de los
puntos en los que sea derivable se obtiene una nueva funcién llamada funcion
derivada de la anterior.

z | flz) z | f'(x)

xo | f(zo) xo | f'(wo)
r1 | f(z1) w1 | f'(21)
y= 1) y= 1)

Para hallar la férmula de la funcién derivada basta con aplicar la definicién
de derivada en un punto genérico:

o) =t D) 1)

h—0 h

Af Af  dy
/ = 1/ _— /: 1/ _—
Fla)= [Jim 20 v = lm =0

Ejemplo 3.10. Hallar, aplicando la definicion, la derivada de la funcion:

fla) =a?

Solucion. Podemos aplicar la definicion de derivada en cualquiera de sus dos
formas:
2 _ 2

£(¢) = lim & =1 G P G 0L il

r—cC T —C r—c I — C T—C Tr—cC
= f(c) =2c= f(x) =2z
St h) — f(@) (2t h)? 2
/ J— — pr—
i Y i A
2,9 2 .2
i AR T o h) = 22
h—0 h h—0
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Ejemplo 3.11. Hallar, aplicando la definicion, la derivada de la funcion:

f@) =z

Solucion. Podemos aplicar la definicién de derivada en cualquiera de sus dos
formas:

f'(c) = lim M = u — lim (Ve — \/_)(\/7""\/_) _
e TR e T @ g(yVa v
x—c 1 1 1

TG oWEve R VErve 2ve 0 T9Tas
(@) = i SEED I o VIR VE
f(x)_lgli% h _}LLO
oy Vet h— VRVt htVE) L wthou
h=0 hVz +h+ V) T (VE Rt VE)

1

1
= lim =
=0z +h+r 2z

3.2.2. Reglas de derivacién.

Derivada y operaciones:

funcién | derivada
rf rf
f+yg fr+4d
f-9 | flg+1fd
1 —q'
g g°
f f'g—1d
g g°

Derivada de la funcién compuesta. Regla de la cadena:

h(z) = g[f(x)] = H(x)=g[f@)] f()
que se puede expresar de la forma:

dh _dgdf _ dz_dzdy
de  df dx dr  dydx

Derivada de la funcién reciproca o inversa:

) — 1 g1
v dy — dy/dx Yy
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Derivada de las funciones elementales:

funcién derivada funcién derivada
k 0 k 0
x 1 U u’
r r—1 T r—1,,/
T T U ru" T
1 u
Ve = u
2\ v 2,/
Vi - ; v
/T Yu
n n 33"_1 n Ly un—l
T u’
Inx — Inu _
r / u /
1 1 1 | 1 u u ]
T =—lg e gy U =—lg,e
8b zlnb =z &b b ulnbd u b
P et e etu
a® o lna at a‘vw'Ina
!
o « f
x 2(Inz+1) f9 fg(gllnf—i—g?)
p—— oS T sen u ' cosu
COS _senx cosu —u' senwu
1 u’ I ann2
tgx =sec’z tgu 3, — W sectu
1 /
secr = secrtg T secu = u secutgu
Ccos & cols u
1 . cscu = —u' cscu cot u
cscr = o —cscxcotx sen u
1 —u'
— 2
_ 2 cotu = —u' cscu
cotx 5 = —CscTw sen2 u
sen? x
u/
1 arcsen _—
arcsen x —_— — .2
T2 V1 u
v —u
-1 arc cos u e
arc cos T _— V1 — 2
V1— 22 . o
1 arctgu 5
arctgx 5 I+ U
1+ u
1 arcsec u e
arcsec |U|VU,_1
jzlva? —1 arccsc u v
] -
arccscx lu|vuz —1
|x|vaz? —1 !
-1 arccotgu —
arccotg x a2 I+u
T
senh 1 u' cosh u
senh z coshz cosh u u' senh u
coshz senh x u
1 tghu 5
tghx cosh” u
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Ejemplo 3.12. Derivar las siguientes funciones:

(@) y=a¥> () y=(V2)" (c) y=¢ (@) y=2""" (¢) y=2"3""
Solucion.

@ ¥ =VEaY>

(b) ¥ =(v2) ' Inv2

(c) o =3e*

(d) ¢ =3-23F1n2

(e) 3 =237 —2237%In3 = (22 — 2%In3)3~7

Ejemplo 3.13. Derivar las siguientes funciones:

(a) y= 4z +72°)"° (b) y=sen®2z cos3z (c) y = sen’(x + senx)?
Solucion.

(a) ¢ = 10(423 + 722)%(1222 + 14x)

(b) ' = 3sen?2x - 2cos 2z cos 3z — 3sen® 2z sen 3w

(c) o' =2sen(z +senz)?cos(x +senx)? - 2(x + senz)(1 + cos )

2
3
Ejemplo 3.14. Derivar f(z)=In Sl oF

3

Solucion. Aplicamos las propiedades de los logaritmos, antes de derivar, con
lo cual,
f(z) = 2In(sen3z) — 3Inzx

de donde,

Fla) = 225985 3 5 ot3e— 2

sen 3x T T

3.2.3. Derivadas de funciones con un punto aparte

Supongamos una funcién definida con un punto aparte

o= {4 4 o2

se nos presenta la duda de cudl serd el valor de f’(a), es decir,

fﬁﬁ:{¢w>six¢a

? si r=a
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Si la funcidn tiene, en la férmula, un punto aparte, la derivada en ese punto
no tiene porqué ser cero, ya que la derivada depende de los valores que
tome la funcién en los alrededores del punto. Ademads, a cualquier funcién
le podemos separar un punto de su formula, sin que por ello se haga su
derivada cero en dicho punto. Por ejemplo,

22 si x#3 , 20 si x #3
{9 i oo=3 TT@=®=0"% 4 2=3

f(x)_x_{;” stz 72 ;»f’(x)_1_{1 stox 72

si =2 1 si =2

Si la funcién tiene un punto aparte, para derivarla, podemos seguir dos
caminos:

1. Aplicar la definicién de derivada.

2. Comprobar si es continua, si no es continua no es derivable, y si es
continua podemos calcular la derivada en ese punto mediante el limite,
en ese punto, de la derivada en los demads, en el cado de que exista. Si
el limite no existe habra que aplicar la definicién.

f'(z) = lim ¢'(x)

Es decir,
[ oglx) st z#a . [ d@) st z#a
f(x)_{ k si r=ua :f(x)_{%fgtllg'(x) § r—a

Bien entendido que si dicho limite no existe entonces hay que aplicar la
definicion.

Ejemplo 3.15. Hallar la derivada de la funcion:

[ senr x#0

=11 .l

Solucion. La derivada para z # 0 no tiene ningiin problema,

sen T

glr) = "2 = f () = T

X COST —senx

Para hallar la derivada en el origen procedemos de la siguiente forma:
(a) Estudiamos la continuidad en el origen:

sen T

I =

=1= f(0) = fes continua en x=0
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(b) Calculamos la derivada en = = 0, aplicando la definicién:

. flx)y—f0) |, =*F-1  senx—z [0
PO =iy =l =l =gl =

aplicando L’Hopital, dos veces, resulta,

cosx — 1

0 —senx
00 2 _[d‘}ﬁb 5~V
con lo cual la funcién derivada es:
( xcosx —senzx
I (z) = — 2 si x#0
i 0 si =0

En este caso, la derivada en el punto x = 0 también se podia haber
calculado a partir de la derivada en los puntos = # 0, en efecto,

, XTCOST — Senzx 0 , COSXT —XSenxT — CcosxT 0
f(0) = 1lim —————— = [_} - _ [_} _
x—0 72 0 z—0 2x 0
,  —xsenzxt —senx
=lim — = lim =0
x—0 2x z—0 2

El hecho de que f(0) = 0, significa que la grafica tiene tangente horizon-
tal en el punto = 0, si hubiéramos inclinado la curva habriamos obtenido
otro resultado.

senx

Figura 3.19: gréfica de f(z) =

T

3.2.4. Derivada de funciones definidas a trozos

Para derivar una funcion definida a trozos

M@:{f@)ﬁ r<e

glr) si z>c
1. Se deriva la funciéon en cada uno de los intervalos abiertos en los que
esté definida.

2. Se estudia la derivabilidad de la funcién en los puntos de separacion y
en los extremos de los intervalos cerrados, si los hubiera.
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Para hallar la derivabilidad en los puntos de separacion se estudia primero
si es continua, si no es continua no es derivable, y si es continua se calcula
la derivada, bien aplicando la definicién de derivada, o lo que es maés facil,
por sustitucién directa por la derecha y por la izquierda (si obtenemos dos
valores iguales, esa es la derivada, y si obtenemos valores diferentes, entonces
la funcién no es diferenciable).

h,(x):{f/’(:c) si z<c [obienxgc]

J(x) si z>c¢
Observacion 1: Si la funcion es derivable ponemos « < ¢y si no es derivable
x <c.

Observacién 2: No debe olvidarse comprobar previamente la continuidad,
ya que el hecho de que los valores laterales de la derivada sean iguales, por
si solo, no significa que la funcién sea derivable, sino que la funcién entra y
sale con la misma pendiente en x = ¢, pero pudiera ser en puntos diferentes.

Ejemplo 3.16. Derivar la siguiente funcion:

20+3 st x <2
f(x)_{xQ—Qm st x> 2

Solucion. Primero hallamos la derivada en los intervalos abiertos

L2 s <2
f(x)_{23:—2 sioax>2

para ver si es derivable en & = 2, estudiamos previamente la continuidad:

f@7) =1

F25) =0 } no es continua = no es derivable

Al no ser derivable en x = 2 no podemos poner x < 2, sino = < 2.

En este caso, el hecho de que f/(27) = f/(27) no tiene ningin valor.
Ejemplo 3.17. Derivar f(z) = x|z — 2|

Solucidon. Eliminamos el valor absoluto de la férmula expresandola a trozos.

2 — 2 si x>2
—2242 si x<?2

) =alo 2 = {
Con lo cual la funcién derivada es:

N ) 2r—=2 si ox>2
f(x)_{—2x+2 si o <2

Comprobamos la derivabilidad en el punto z = 2

f27)=0 f'@er) =2

f27)=0 F(2) = -2 } no es derivable

} es continua
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Ejemplo 3.18. Determinar los coeficientes a y b para que la funcion

fz) = 241 si o z>1
) ax+b si o x<1

sea derivable en el punto x = 1. Comprobar el resultado grdficamente.

2¢ si xz>1

Solucion. La funcién derivada ha de ser f/(z) = { 0 s oz<l

para lo cual ha de cumplir:
fA)=fA")=a+b=2 a=2
A7)y =" =a=2 b=0
Y Luego:

241 siz>1 2¢ siz>1

f(x)_{ 20  siz<l f/(x)_{z siz<1

La continuidad significa que los dos tramos de la cur-
va estdn empalmados. La derivabilidad significa que el
empalme se ha hecho con suavidad, es decir, con una
tangente comun.

Figura 3.20: f

3.2.5. Derivacion de funciones implicitas

Una funcién es una relacion entre dos magnitudes. Cuando en la férmula
que las relaciona, una de las magnitudes viene despejada en funcién de la
otra, entonces se dice que la funcién viene definida de manera explicita

y = f()

Cuando ninguna de las dos magnitudes esta despejada en funcion de la otra,
sino que las magnitudes estdn relacionadas mediante una ecuacién, se dice
que la funcién estd definida de manera implicita.

F(x,y) =0

Las funciones definidas de manera implicita se pueden derivar directamente,
sin necesidad de despejar una de las variables. Para ello basta con tener en
cuenta que la variable y es funcién de la x y que, por tanto, cada vez que
la derivemos hay que multiplicarla por su derivada (se trata de derivar una
funcién compuesta).

Pueden derivarse ecuaciones que no son funciones, pero que podrian de-
scomponerse en varias funciones, sin necesidad de descomponerlas, la deriva-
da obtenida vale para todas las funciones.
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Ejemplo 3.19. Derivar la ecuacion:
22 +y?=4
Solucion. Una manera de hacerlo seria descomponiendola en dos funciones:

{ , —X —x
1 = —’—\/4 — x2 e = —— = —
. . Vi—22  wn

P=d { —T x
2:_\/4—372—) - = = _=
LY V2 Va—22 Y2
Sin embargo, no es necesario despejar la funcién, sino que podemos derivar
directamente en la ecuacién,
2 2 _ r_ r_ %
*+y =4 — 242y =0 — y = —
Y
Observaciéon: Hay que evitar derivar funciones que no existen. Por ejemplo
la ecuacién z2 + y?> = —2 no representa ningiin punto del plano y por tanto
no tiene ningun significado analitico. No obstante, al ser una expresién alge-
braica podriamos aplicarle las reglas de derivacién y derivarla 2x +2yy’ = 0,
y podriamos pensar que y' = —x/y, sin embargo, estas operaciones no tienen
ningun sentido.

Ejemplo 3.20. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunfer-
encia:

(z—22+(y—2)7°=2
en los puntos en que x = 3. Comprobar el resultado grdficamente.
Solucion. Derivamos de manera implicita,

r—2

200 —-2)+2(y—-2)y =0 — y’z—y_2

hallamos los puntos correspondientes a x = 3

=3 — 1+(y—2)=2 — (y—2)2—1—>y—2—i1—>y—2i1—{z1)’

Con lo cual, para = = 3 tenemos dos puntos de la circunferencia P(3,1) y

Q(3,3).

Hallamos la tangente en cada uno de ellos.

P31 —y—1=—(@-3) —y—1-c-3—y=o-2
Q(3,3)—>y—3:_T(:L‘—3)—>y—3:_$_|_3_>y:_x_|_6
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Figura 3.21: Tangentes a (z —2)% + (y — 2)* =2

3.2.6. Derivacion logaritmica

Dada una funcién y = f(x), la derivacién logaritmica consiste en tomar In
en los dos miembros de la igualdad y derivar, después de simplificar.

La derivacién logaritmica se aplica:
1. Para derivar funciones exponenciales
2. Para simplificar la derivacién de productos y cocientes.

Observacién: La derivacién logaritmica se puede aplicar incluso si la fun-
ciéon toma valores negativos.

Ejemplo 3.21. Derivar y = x'87

Solucion. Tomando In y derivando en ambos miembros resulta:

/
1
lnyzlnxtgxﬂlny:tgazlnxﬁy—: ;- nz+tgr — —
y  cos’w x
Inz tgx Inz tgx
cos? x cos? x

Observacién: La derivacién logaritmica también se puede hacer aplicando
la identidad logaritmica y = e™¥.

Asi, en el ejemplo anterior tendriamos:

tg x
y = xtga} _ elna: _ etgxlnac N
Inz tgw Inz tgx
y/ — etgmlnx — + 27 = l_tgm . =t
COS“ X X COS“ T x
x3 Senzx

Ejemplo 3.22. Derivar Yy = m
T r —

Solucion. Tomando In en los dos miembros de la igualdad

.’133 sen2 X

N e 2P
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Aplicando las propiedades de los logaritmos resulta,
Iny =3Inz+2In(senz) — In(x + 1) — 2In(z — 2)

Derivando

y 3  2cosx 1 2
=2y

Yy o sent  x+1 x—2

de donde, despejando ¥ resulta:

, 23 sen? x 3  2cosz 1 2
Y7 < )

t+1)(x—2)2\z  senz x+1 xz-—2

3.2.7. Derivadas de orden superior

A la derivada de una funcion se le llama derivada primera; a la derivada de
la derivada primera, derivada segunda; y asi sucesivamente.

y' = () = i(y') _ddy_dy
dx drdr  dx?

Ejemplo 3.23. Hallar la derivada tercera de la funcion:
flx) =xzcosx

Solucion.

f'(z) = cosx — xsenx
f"’(x) = —senx —senx — xcosx = —rcosx — 2sen x
f"(x) = —cosx + zsenz —2cosx = xsenx — 3cosx

Ejemplo 3.24. Hallar, por induccion, una formula para la derivada n-sima
de la funcion:

f(z) =Inzx
Solucion. )
fl(z) = P a!
7(@) = a2
f(x) = +2273

Luego, podemos suponer que,
(@) = (=) - 1)la"

Para que quede demostrado tenemos que probar que f (”H)(x) sigue la mis-
ma regla. En efecto,

/

fO @) = () = (1" 0= DY (=n)a™" ! = (=1)"nlz” D

con lo que queda demostrada la proposicion.
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3.2.8. Aproximacion lineal y notacion diferencial

Aproximacion lineal: Consiste en aproximar una funcién, en los alrede-
dores de un punto, mediante la recta tangente a la funcién en ese punto. Es
decir, para calcular los valores de la funcién en los puntos préximos a uno
conocido, en vez de sustituir las coordenadas de dichos puntos en la férmula
de la funcion las sustituimos en la ecuacion de la recta tangente, y tomamos
el valor obtenido como una aproximacion del buscado.

Equivale a aproximar el incremento por el diferencial.
Af =~ df
Teniendo en cuenta que:

([ Af(zo) = f(zo+ Lz) — f(zo)

d
tga = F(0) = o — df = f(z0)

Resulta:
flxo 4+ Ax) = f(zo) + f'(w0) A

O bien:

f(@) = fzo) + ['(zo) A

Figura 3.22: Af =~ df

Teorema 3.3 (Teorema de aproximacién lineal). Sila funcidn es deri-
vable en el punto x, entonces la diferencial es una buena aproximacion del
incremento.

Es decir, la curva y la recta tangente estan muy pegadas en los alrededores
del punto, y por lo tanto, el error en la funcién es mucho menor que el error
en la .
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En efecto:
Af = fl(x)Ax A
Jim, S = i, SEEHE — i (R -7@) =/ @)= =0

Notacion diferencial. Cuando hablemos del diferencial de una funcién,
en vez de Ax usaremos dx, con lo cual resulta
Ar = dz roondy
dy = f'(z)Ax = f'(z)dx } = f@) = dx

Ejemplo 3.25. Calcular el valor aproximado de arctg1'1

Solucion. Consideramos la funcion
1
1+ 22

f(x) = arctgz, cuya derivada es f'(z) =

Y teniendo en cuenta que:

Af~df = f(z) — f(zo) = f'(x0) Az = f(x) = f(xo) + f'(v0) Az
Tomando z = 1’1, zg = 1 y Axz = 0’1, resulta:

Az

arctgx ~ arctgxg +
g g X 1_1_3:(2)

de donde,

/ / /
0D = Z+ L1 = 078 + 0005 = 0/83

Ejemplo 3.26. Dada la funcion y = /x

arctg1’'l ~ arctg 1 +

1. Hallar la ecuacion de la recta tangente en el punto r =1

2. Utilizar la recta tangente para calcular el valor aprozimado de ~/1'03

Solucion. La ecuacién de la recta tangente en el punto x = 1 viene dada
por.

y—f(1)=f1)(z-1)

Teniendo en cuenta que

() =Vi=1

fla) = 5 =2t = f(a) = g™ =
Resulta la ecuacién de la recta tangente,
y=1+ 1(JU -1)
3

Con lo cual el valor aproximado pedido es:

0’03
\/1/03~1+3(103—1)_1+ 3 =1+001=101
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3.3. Limite de funciones

3.3.1. Infinitésimos equivalentes

Definicién 3.5 (Infinitésimos). Una funcidn, f, se dice que es un infinitésimo en un
punto o, si su limite en dicho punto es cero.

f infinitésimo en xo < lim f(z) =0

T—x(
Definicién 3.6 (Infinitésimos equivalentes). Dos infinitésimos, en un mismo punto,
se dice que son equivalentes, cuando el limite de su cociente es la unidad.
flz) _ 0
m ——=|-|=1& f(r)~gx

Jim 28— 7] f(@) ~ g(z)
Teorema 3.4 (Sustitucién de infinitésimos). Cuando, en un limite, un infinitésimo
esté multiplicando o dividiendo se le puede sustituir por otro equivalente.

f(x)

Demostracién. Supongamos que, en Zo, es f(x) ~ g(z), serd 1im ﬂ = 1. Y supongamos
z—zg (T
que nos encontramos con un limite en el que aparece f(x) multiplicando o dividiendo:

lim f(z)h(z) = lim Mg(av)h(a:) = lim 1-g(x)h(z) = lm g(z)h(z)

T—x( T—x( g(i]ﬁ) T—x( T—x(
Es decir, hemos sustituido f(z) por g(z) y el nuevo limite puede resultar mas facil que el
anterior.

Proposicién 3.2. Si un infinitésimo esta sumando o restando, en general, no se le puede
sustituir por otro equivalente.

lim (f(x) + h(m)) # lim (g(x) + h(m))

T—xQ T—x(

Existen casos muy concretos en los que se pueden aplicar infinitésimos al caso de
sumas, como es el siguiente

Proposicién 3.3. La suma de varios infinitésimos de distinto orden se puede reducir al
de menor orden.

;2 .2
lim (2* + 2° 4+ 2°%) = lim z
z—0 z—0

3.3.2. Infinitésimos mas frecuentes en z — 0

Trigonométricos

senz ~ z arcsenz ~ z

tgz~z arctgz ~ z
2

z
1 —cosz~ —
2
Exponenciales, logaritmicos, potencias y raices

|{ z~1In(l+ 2)

e -1~z

1
1
F—1l~z-lna
In(l+2)~ a
( ) 1 I+2)"—1~rz
i
{

Tfz—1~2
mn
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Ejemplo 3.27. Calcular los siguientes limites:

A 2 x
ST S A R POt R TN L
e—0 x2(1 + cos x) x—0 sen 2z e—11—=x
1 n _ 2 3
4. lim z [1 - (1)5] 5. VEol o gy Szt
z—00 5 z—1 W —1 z—0 1 —cosz
Solucion.
2sen’ x 0 212 2 2
1. lIm —--—"--—=[-]=lm —"-"——=lm—F"F—===1
250 22(1 + cos ) [0] by 22(1 + cosz) o0 T +cosz 2

e’ —1 _1
] z~>02$ 2
In(1+2-1) 1—z
m =
-z a1 l—z

}

= lim —r( ln%) :—lné —(Inl1—-In5)=—-(0—1n5) =1n5

&Tr— 00

z~>0 sen 2x

Inz

=[5
, 0
3'911_>11—x_[6]_:1~1 1—2
1
)

l
4. hmm[ ( %] [ = lim —=x [

Tr—00 €Tr— 00

s|~

5. 1i 7%_12[0]—1’ n[14 (Ve D]y, v

e ka1 W0l TS [l (vE-1)] el ¥
1
gy zlnx:@
x%l—lnx n
2 3 2 2
sen“xr + x 0 sen” x x
6. fm —> "~ — 2] = lfm ——~ — lfm —— =2
o0 1 —cosx [O] 2001 —cosa z%:ﬁ/?

3.3.3. Formas indeterminadas. Reglas de L’Hopital.

Formas indeterminadas

Las reglas de L’Hopital pretenden resolver los siete casos de indeterminacion
del limite:

0

0’ , 0-00, 1°°, 00, oo?

8|3

Hay que hacer notar que las Reglas de L’Hopital sélo se pueden aplicar
directamente a los dos casos % y = Para resolver los cinco casos restantes
habra que transformarlos en uno de los dos tipos anteriores.

No son indeterminaciones las siguientes expresiones:
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A
€ )
o0
0t>® =0
2\ T
(Q =0
(0/d) > =0
3=
3 2
(0'd)=>° = 400
3t = o

19=1

0-Ac=0

o 1

0 :O-‘r—OO:

3\ T

(5) ==
(1'd)*>° = 0o
3\~ 2\ t°
— = (= =0
) =G)
(1I'd)=> =0
37 =

=1

Los siguientes limites no estan definidos (por oscilacién):

lim senxz
Tr—-+00

, 1

lim sen —

z—0t €T
sen x

im
r—+o00 43

Reglas de L’Hopital

lim cosx lim tgx
r—+00 r—+00 1

lim cos— lim tg—
z—0F r -0t x

Las reglas de L’Hopital se pueden resumir en el siguiente esquema:

0 /
1) 00 g T
g(z) 0 oo g'(x)
Observaciones:
1. La Regla solo es aplicable mientras se mantiene la indeterminacién 8,

0 52, por lo que antes de derivar siempre hay que comprobar.

no es aplicable.

Si la indeterminacién se mantiene indefinidamente, entonces la regla

En cualquier momento se pueden hacer transformaciones algebraicas

o aplicar infinitésimos con objeto de simplificar las derivadas.

Formalmente una Regla de L’Hopital puede enunciarse de la siguiente ma-

nera.

Teorema 3.5 (Regla de L’Hépital). Si f y g son funciones continuas
en el intervalo [a,b) y derivables en el intervalo (a,b), con limite cero por
la derecha del punto a, y ademds la derivada de la funcion g no se anula en
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/
ningun punto del intervalo (a,b), entonces, si existe el lim (@) también
a—at §'(x)
, . f@) ) .y
existe el lim ——= y ademds ambos coinciden
a—at g(z)
Ejemplo 3.28. Calcula los siguientes limites
r—1 0 * 1
1. lim € = |:—:| = lim ¢ — —
z—0 sen 2 0 z—0 2cos2x 2
1—z+1 0 -1+1 0 —r+1
T R G S ) B S
z—1 14 cosmx 0 z—1 —mTsenwx 0 z—1 —Trsen mx
0 , -1 -1
= [f] = lim 5 =—
0 r—1 —T SeN T — W4T COS T s
0 1
3. m sen xr _ [_] — lm COS T — 2
z—0 T + 22 0 z—014+2x 1
X x X
4 aim = = [P =i =[] =i £ =T e
z—oo x2 + 1 00 z—00 21 4 1 00 r—00 2 2
x% 00 la:_g €T x%
5. lfm —— =[] = lim 35— = lfm — = lim — = +o0
z—o00 Inx 00 g—00 = T—00 .5 r—00 3

Simplificacién del limite. Siempre que sea posible, antes de abordar la
Regla de L’Hopital, es conveniente intentar simplificar el limite con objeto
de que no se complique con la derivacion. Para ello se sacan fuera del limite
los factores que tengan un valor numérico.

Ejemplo 3.29. Calcular el siguiente limite

(14 cosz)(x® — 3)senw

i
200 (22 — x) cosx
Solucion.
lim (1 + cosz)(z® — 3)senx _ [9] ~ lim (1 +cosz)(x® —3) i SRE _
z—0 (22 — ) cosx 04 20 COS T e—0 22 — 1
2(-3) cos T 1
= 1/ = —6 —) = 6
T g1 - CO)

El primer limite lo hemos resuelto directamente por sustitucién, y sélo hemos
aplicado L’Hopital en el segundo limite, lo que ha simplificado notablemente
los céalculos.
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Indeterminaciones del tipo 0 - co

Se transforman en una indeterminacion del tipo %, o =, mediante opera-

ciones algebraicas,o bien, mediante las siguientes transformaciones

_ f@)
1/g(a)

g()
1/f(x)

f(x) - g(x) fz)-g(x) =

-1
Ejemplo 3.30. Calcular: lim xlIn *
r—+00 r+1

Solucion.
1 r—1
T—+00 x+1 T—+00 % 0
zr+lax4+1—-a+1 2
—_ 2
T C b i @-DE+HD
T—+00 —=7 z——+00 -

= lim

—22? . —4 —4
:v—>+oo;(,'2——m1 - [OO] = :

Indeterminaciones del tipo co — ¢

Se transforman en una indeterminacion del tipo 8, o 22, mediante opera-

OO’
ciones algebraicas, como puede ser: buscando un comun denominador, mul-
tiplicando y dividiendo por el conjugado; o bien, mediante las siguientes

transformaciones:

Ejemplo 3.31. Calcular los siguientes limites:

1. lim (lf L > 2. lim (\/x2+3x73:)

z—+0 \x sen x T—+00

Solucion.

1. lim (1_ 1 ):[oo_oo]:h’mw:[g]:

z—+0\x  senzx rz—+0 xsenx 0
senx —x 0 cosx — 1 0 —senx
= lim = [—] = lim = [—] = lim =0
z—+0 2 0 r——+0 2z 0 x—+0 2
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2. lim <\/:1:2+3:c—9:):[oo—oo]: lim x(M—l>:

T—-+00

3 _
= fo-0] = Jim o (14 1) = i VEE - (]
=3
x?-2,/14 3 ) 312 3

= lim ————* = lim —— = -

z—-+00 —%2 T—+00 2:5%/@ 2

Este limite también podia haberse resuelto multiplicando por el con-
jugado, o bien, aplicando infinitésimos.

Indeterminaciones del tipo 0°, oc®, 1%

Se transforman en una indeterminacién del tipo %, o 22, tomando logaritmos
neperianos.
En efecto, llamando y al limite en cuestion:

y = lim f(z)9®
tomando In en ambos miembros y operando, resulta,
Iny = Inlim f(z)?® = limn f(2)'® = lim g(2) In f(z)
Que es un limite del tipo 0 - 0o, y una vez resuelto, resulta:

y = eh’m g(z)In f(z)

El limite también puede resolverse aplicando directamente la identidad log-
arftmica y = e,

lim f ()9 = plnlim f(2)9®) _ limIn f(2)9@) _ limg(z) In f(x)

El tercer caso 1°° admite una forma simplificada de resolucion que elimina el
In y puede facilitar la derivacion, en efecto, aplicando infinitésimos, resulta,

lim f(2)9(®) = (lmo(@) 0 @) _ olim g(x) n(14+f(@)-1) _ olimg(z)(f(x)-1)

o bien, teniendo en cuenta la definiciéon del ntimero e

w =

e=lim(1+2)

z—0

resulta,

lim f(x)9® = [1%°] = lim(1 + f(z) - 1)9@) =
= lim(1 + f(z) — 1)ﬁg(m)[f(m)—l} _ limg(@)[f(z)—1]
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Ejemplo 3.32. Calcular, por los dos métodos, el siguiente limite:

1
lim (cos z) =2

€r—>
Solucion.

1
1. lim(cosz)z? = [loo]

x—0

1
Llamamos y al limite: y = h'n% (cosz)»? | tomamos In y operamos,
xr—

con lo que resulta,

a Incosx 0 —senzx
1 :1 1, 22 —= 1, = — | = 1, g
ny nx%(cos z) oy 2 [O] Pt 21 cos T
- -r -1
~ 2-02xcosx 2
de donde, el limite pedido es:
—71 1 1
y = € = — = ——
e% Ve
2. Por el otro método seria:
, ,  —senx
1 lim — (cosz — 1) lim 1
lim (cos ;1:) P— [100] = ez—0 T — ez—0 2x —e2

Tr—

Ejemplo 3.33. Calcular: Hm+ zt8”
z—0

Solucién. lim z'®% = [00]

x—0

Llamando y al limite: y = lim 2% | tomando In y operando, resulta,

z—0F
Inx 00
Iny =1In lim 2%% = lim tgzlnz = [Ooo] = lim = [—] =
z—0+t z—0+t z—0+ cotx 00
1 2 2
, = , —sen‘x , —x ,
= lim —%—==lim ——— = lim — = lim =0
z—0+t 5 z—0+t x z—0t T z—0+t
sen< x
de donde,
Yy = V=1

Ejemplo 3.34. Calcular los siguientes limites:

1. h'r%(1+2“"+3x)% 2. lim (1+2°+3%)% 3. lim (1+2%+3%)%
xr—

T——+00 T——00

Solucion.
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1. 1in(1](1+2~’0+3$)% = (14204305 =3
T—

ol
I
— =
w W
o

|-
Il
°°|
3
Il
Oi’
—_
8
|
(e

luego el limite no existe.

2. lim (1427 +3%)% = (1427 +37°)° = [oc"] —
T——+00
y= lim (142%+3%)

T——400

In(1+4 2% x

T——+00 X oo
2°In2+3%1n3
2% In2 + 3%1
— lim 1420438 i n2+3 n3:[@]:
T——+00 1 z—+oo ] 4 2% 4 3% o0
2$ 31:
302+ 3 In3 0+1In3
- lfm -9 3 = lim ——— =1In3
xﬂ+00i (2) +(§> z—4o00 0+ 0+ 1
3 3 3

luego,
Iny=In3 — y=3
En este ejemplo no ha sido posible aplicar L’Hopital por segunda vez,
yva que con dicha regla no es posible “romper”la indeterminacién.
3. lim (14+2°+39)s=(14+0+0°=1"=1
Tr——00

Ejemplo 3.35. Calcular:

Solucion.
x
. a
T , T T lim ———7—
o\t o lim tg — (1 - —) T4 cot —
lim (2— —) 260 — [100] =et—a "~ 2a a’/ =e 2a =
r—a a
-1
lim .
250 o —1 . 2asen® B
2a sen2 T 1m 2
= e 2a —= eT—a Ta =e7

Ejemplo 3.36. Estudiar el dominio y continuidad de la funcion:

(2 1

S G 40
fl) =4 3xe

t 3 si x=0
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Solucion.

1. Dominio.1 La funcion estd definida en todo R, ya que si 3 + er = 0,
resulta ez = —3 que no es posible.

2. Continuidad. La funcién es continua en todo R, salvo quizéas en x = 0,

2 1 944c A
lfm f(z) = lm P _2tAc_Ae_

z—0t z—0t 3 + 6% o0 o0
2+ cos + 24+ A Sin limit
lim f(z) = lim e _ 2t Ac_ S e o timite
z—0— =0~ 34 e 3+0 3

Luego la funcién no es continua en = = 0.

Ejemplo 3.37. Dada la funcion:

{ Tr —senx

! = si x#0
Jw) =1
(

st x =20

=

Hallar f'(0) y f(0)

Solucion.
Continuidad: La funcién es continua en todo R, salvo quizas en x = 0,

| x—senx_[g]_l, 1—cos:c_[9]_l, 22 _1
o 28 Lol Tame T 302 T Lol Tat2 322 T 6
luego la funcién es continua en todo R.
Derivada en = = 0: Aplicamos la definicién.
r—senz 1
— f(0 3 6z — 6 — 3
7(0) =1 O =IO g~ 0¥ 6 g, S Gsens man
z—0 X z—0 X z—0 64
_ [9] i 6 —6Gcosw —3z? [Q] _ gy Oene =6z _ [9] _
lod T a0 243 04 a0 7222 0
T 6cosz — 6 [0] I —6senx
=lm ————= || =1llm ——— =
z—0 144z 0 z—0 144

Derivada segunda en z = 0: Hallamos f’(z), para x # 0

() = (1 —cosz)z® — (z — senx)32? _ r—wcosy — 3w+ 3senz

20 xt
—2x —xcosx + 3senx

T4

Para calcular f”(0), aplicamos la definicién de derivada:
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—2xr —xcosx + 3senx

/ ! - 0
z)— f(0 4
f”(O) =1im, .o M = lim,_ £z —
T x
, —2r —xcosx+ 3senx , —2—cosx+xsenzx + 3cosx
= lim = lim =
z—0 ° 2—0 5t
., —242cosx+xsenzx , —2senx+senx + rcosx
= lim = lim =
z—0 Y z—0 2023
I —senx + rcosx [O] 1 — COSZ + COSxT — xrsenx
= lim = |=| = lim =
—0 2023 0! 250 6022
., —xrsenx 0 — —1
=lim —— = [—] =lim — = —
z—0 60x2 0 z—0 6022 60

Ejemplo 3.38. Dada la funcion:

sen x .
o) = . six#0
1 st x=20
Hallar f'(0) y f"(0).
Solucion.
sen x
vy e J@) = fO) T T senz—x (07
F0)= :PE%) x a al:li% x a ilg%) x2 N [0} N
B cos:n—l_ —sen:v_o
_r—>0 2x _x—>2 2 B
luego,
( xcosxz —senzx .
Fa) = — 3 si x#0
0 si =0
de donde,
T COST — Senx 0
/ — (0 —_— —
z—0 €T x—0 x
_x rCosT —senr [O] _x COST — TSenT — CoST
_zli% x3 - 0 _xli% 31’2 o
_y —rsenzr T —z2 _ —1
T om0 322 200322 3

3.4. Limite de sucesiones

Una sucesion es un conjunto de infinitos nimeros ordenados segin algin criterio. ejemplo,
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1,0,-1,0,1,--- ,sennz,~~~ — Sin limite
2

Las sucesiones se pueden considerar como funciones, donde el primer conjunto es el de los
numeros naturales.

{ ai as as an } R

La grafica de una sucesién es un conjunto de infinitos puntos separados (aislados) unos de

otros.
an, Cln:% an, an:nLH anp a, =sennyg
1 L 1t STTTe TTeTTTeT 1 ° °
0 S e s 4 N ° n n
_1|12345 _%12345 _1’12345
Figura 3.23:

Limite de sucesiones considerandolas como funciones

Si unimos los puntos que representan una sucesion obtenemos la grafica de
una funcién. Sin embargo, podemos obtener infinitas funciones que contienen
los puntos de una misma sucesién. Lo normal es coger la funcién que tiene
la misma férmula que la sucesién, es decir considerar que la variable n es
continua y no discreta.

Si la funcién que representa a la sucesion tiene limite, ese es el limite de
la sucesién, pero si la funciéon no tiene limite, entonces la sucesién si puede
tenerlo.

Por tanto, se pueden aplicar los infinitésimos y las reglas de L’Hopital
a las sucesiones, el limite que encontremos serd el limite de la sucesién y
si la sucesion considerada como funcién no tiene limite entonces habra que
aplicar otro criterio.

Ejemplo 3.39. Calcular los siguientes limites:

nid _foe g, 11
_n1—>003n2_oo_

- 2] 5 s 1
I — 3 =
< +3n> € 32

1 1
3. 1{mﬂ:[oo}: i 22— 2 1= 1

1. Iim

n—oomnd+4 Lloo

1 2n
9. lfm (1——) ~ lim

n—00 3n

| 1
L Hmmz[f}zﬁ [(n+3)
n—oo  Ilnn 00 n—oo  1/n n—oon + 3
Inn)? 21 1 21
5. lim (Inn) = [E] = lim nn = lim nn =0
n—00 n 00 n—00 n—oo N,
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3.5. Estudio local de una funcion.
Polinomio de Taylor.

3.5.1. Introduccién.

El valor de un polinomio se puede calcular en cualquier punto, sin mas que
operar.

Por ejemplo, si el polinomio es p(z) = 3+ 2z + 22, podemos calcular su valor
en el punto 0’1, sin mas que realizar una serie de operaciones elementales,
en efecto:

p(0'1)=3+2-014+012=3+02+001 =321

Sin embargo, el valor de las funciones no polinémicas lo conocemos en unos
puntos, pero no en otros. Por ejemplo, si la funcién es f(x) = arctgz,
sabemos sus valores en algunos puntos, pero en los demés necesitaremos
una calculadora. En efecto, arctgl = %, pero arctg1l’l =? no sabemos
cuanto puede valer.

Esto hace que las funciones polinémicas sean mas cémodas de manejar
que las demads funciones.

Planteamiento del problema: Con la aproximacién local pretendemos
calcular el valor aproximado de una funcién en un punto, conocido el valor
exacto de la funciéon en un punto cercano.

Conocemos f(xp)

Queremos calcular el valor, aunque sea aproximado,
de f(x), siendo z un punto cercano a x.

Figura 3.24:

La aproximacion mediante la recta tangente y mediante el teorema del
valor medio, suelen ser malas aproximaciones, en cuanto nos alejamos un
poco del punto.

Con el polinomio de Taylor lo que buscamos es una funcién polinémica
que coincida, lo més posible, con la funciéon dada, al menos en los alrededores
del punto. Buscamos una funcién polinémica que se acerque a la curva mas
que la recta tangente.
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p va a ser un polinomio que en el punto z( va a coincidir
con f y en los alrededor de xy va a ser muy cercano a

f

f(zo) = p(zo) — f(z) =~ p(x)

Como valor aproximado de la funcién en el punto z
tomaremos el valor del polinomio en dicho punto.

| o x

Figura 3.25:

3.5.2. Algunas propiedades de los polinomios
Desarrollo de un polinomio en potencias de (x — zg)

El polinomio p(z) = 4 — x — 22 + 23 se dice que est4 centrado en el origen.
El polinomio p(x) = 2+ 3(x + 1) — 2(x + 1)?2 — 4(z + 1)? que esta centrado
en rg=—1

El polinomio p(z) = 3 + 2(x — 2) + 4(z — 2)? — 5(x — 2)® que est4 centrado
en ro = 2

Para centrar un polinomio en el origen basta con desarrollar los paréntesis y
simplificar la expresion. Centrar un polinomio en un punto xg es un poco mas
laborioso. No obstante, toda funciéon polinémica se puede expresar mediante
un polinomio centrado en cualquier punto mediante la sustitucion:

x = (z—z0)+ 0

Ejemplo 3.40. Expresar p(x) = 4 — x + 222 + 2% mediante un polinomio
centrado en xg = 2

Solucion. Hacemos el cambio x = (z — 2) + 2 y resulta:
pr)=d—(@—2)—2+2[@—-2)+2] +[@-2)+2]" =

= 4-2—(2—2)+2[(z—2)*+4(z—2)+4] + [ (2—2)3+6(z—2)>+12(z—2)+8]
De donde resulta:

p(x) =18 +19(x — 2) + 8(z — 2)* + (z — 2)*

El desarrollo de las potencias de estos paréntesis puede resultar muy
laborioso, de ahi que se haya buscado otro método mucho mas simple para
centrar un polinomio en cualquier punto. Este método se llama desarrollo
de Taylor y se basa en el conocimiento del significado de los coeficientes de
los polinomios.

Relacion entre los coeficientes de un polinomio y los valores de sus
derivadas. Férmula de Mac Laurin.

Ejemplo 3.41. Hallar la relacion que existe entre los coeficientes de la
funcidén polindmica p(x) = 2 + 3z + 522 y los valores de dicha funcion y de
sus derivadas el el origen.
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Solucion. Teniendo en cuenta que:

p(z) =2+ 3z +52% p(0) =2
p(z) =3+ 10z P'(0)=3
pll(x) — 10 p//(o) — 10

Resulta que la funcién polinémica se puede expresar de la siguiente formas:

/!
0
p(x) =2+ 3z + 522 = p(0) + p'(0)x + ]92()1:2

A esta expresion se le llama Férmula de Taylor en el origen o férmula de
Magc Laurin, y se puede generalizar para cualquier polinomio.

Teorema 3.6. Toda funcion polinomica
p(x) = ap + a1x + agx® + -+ - + apa”

se puede expresar de la siguiente forma:

(0 ) (0
p(x) = p(0) +p’(0)x+p2(' ):c2+...+p n'( )x"
Demostracion. Teniendo en cuenta que:
p(x) = ap + a1z + agx® 4+ azz® + -+ anz™  p(0) = ag

p,(LI?) =aj + 2a9x + 3a3x2 44 nan;z”_l p’(()) =a
pl/(x) =2as+ 3 2az3x+ ---+ n(n _ l)anx”_z p”(O) = 2a5

Resulta,

/! /1 n

_ _ PO P ptm(0)
ao = p(0), a1 = p'(0), az = 5 0 03= g n ="
Con lo cual la funcién polindémica se puede expresar de la siguiente forma:
(0 () (o

p(z) = ap+arz+ag® +- - -+a,a™ = p(O)—Fp’(O)a:—i-]%xQ—i-- . -—&-pT'()xn
Es decir,

n_pk)

p™(0)
p(z) = Z vak I

k=0
Ejemplo 3.42. Halla un polinomio de 4° grado que cumpla:

p(0) =1, p'(0)=0, p"(0)=0, p"(0)=6, p™(0)=48

Solucion. Teniendo en cuenta que:

p(z) =p(0) +p'(0)z + 7 + e

resulta:
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Relacién entre los coeficientes de un polinomio, centrado en el
punto z( y los valores de sus derivadas en dicho punto.
Férmula de Taylor

Ejemplo 3.43. Dado la funcién polinémica p(x) = 2 + 3z + 5x?
1.  Expresarla en potencias de x — 1.

2. Hallar la relacion que existe entre los nuevos coeficiente y los valores
de la funcion y de sus derivadas en el punto x = 1.

Solucion. Haciendo el cambio z = (x — 1) + 1 resulta:
p(z) =243z +522 =2+3(x— 1) +3+5[(x — 1) +1]
=24+3(x—1)+3+5[(x—1)2+2(x—1)+1] =10+ 13(z — 1) + 5(z — 1)

2

Y por otro lado tenemos:

p(z) =243z + 522 p(1) =10
p'(z) =3+ 10z (1) =13
p'(z) =10 p'(1) =10

De donde resulta que la funcién polinémica se puede expresar de la siguiente
forma:

p(z) = 2432 +52% = 10+13(x—1)+5(x—1)* = p(1)+p' (1) (z — 1)+

/!
1
p 2( )(1‘—1)2
A esta expresion se le llama Férmula de Taylor en el punto x = 1, y se
puede generalizar para cualquier polinomio y cualquier punto.

Teorema 3.7. Toda funcion polinomica
p(x) = ap + arx + apz + -+ apa”

se puede expresar de la siguiente forma:
i p(n) (330)
n!

(z0)
21

(z—20)* 4+ +

p(x) = p(ao) + ' (w0) (x — o) + 2 (& — ao)"

Demostracion. Haciendo el cambio = (z — x¢) + ¢ podemos expresar el
polinomio en potencias de x — xg y resulta:

p(z) = ap + a1 + agx® 4+ - - + apa™ =
= by + b1 (x — z0) + ba(x — 20)® + - + by (z — 20)"

Con lo cual,
p(x) = by + by (x — x0) + bo(x — 20)2 + - + by (7 — 20)" p(xo) = by
p'(z) = by + 2bo(z — 20) + 3bz(x — 20)% + -+ + nbp(x — 20)" 1 P'(10) = by
p"(z) = 2by + 3 - 2bz(z — x0) + -+ +n(n — )b, (z — 20)" 2 p"(x0) = 20y

p(n) (z) = nlb, p(n) (z0) = nlb,
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de donde resulta,

s (n) (4
p(x) = p(wo) + ' (x0) (& — o) + 2 (2!0) (x— o)+ + 2 n(! )(x — z0)"
Es decir, "
n k T
p(z) = pT(!O)(w — )" 0

k=0
Ejemplo 3.44. Utilizar la formula de Taylor para expresar en potencias de
x — 2 el polinomio:

p(x) =5—x+22% — 2% 4 2*

Solucion. Teniendo en cuenta que:

p(r)=5—z+22% - 23+ 2 p(2)=19
p(r) = —1+4r — 322 +42° p/(2) =27
p’(x) =4 — 6z + 1222 p"(2) =40
p"(x) = —6 + 24z p"(2) =42
P () = 24 P (2) = 24

Resulta el siguiente polinomio de Taylor,

p(@) = 92+ ) -2+ P @2 L (s V) (e
= 19+27(x—2)+470(x—2)2+%(x—2)3+3—i(x—2)4:

=19+ 27(z — 2) +20(z — 2)? + 7(x — 2)3 + (z — 2)*

3.5.3. Polinomio de Taylor de una funcién no polinémica

Dada una funcién f se trata de encontrar un polinomio de grado n que tome
aproximadamente los mismos valores que f en los alrededores de un punto
xo.
y=f(z) -~
f(x) = pn(x) x€ (xg—96, x9+0)
pn(z)

Suponemos conocido el valor de la funcién y el de sus derivadas en el punto zq
y queremos calcular el valor aproximado de la funcién en un punto cercano =,
utilizando para ello una funcién polinémica de aproximacién. Como funcién
polinémica de aproximacion, lo 16gico es buscar una funcién polinémica que
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pase por el punto ((E(), f (a:o)) , que pase con la misma pendiente que la funcién
f, que pase con la misma concavidad, etc... Es evidente que en cuanto en
més condiciones coincidan la funcién f y la funcién polinémica p, a su paso
por el punto (xp,y0), en mds se aproximaran al alejarnos del punto.

Por eso, la funcién polinémica de aproximacion debera cumplir:

pn(z) = f(z) <=
[ pn(z0) (zo) Las dos pasan por el punto (zg, yo)

=/
i p! (z0) = f'(x0) Las dos pasan por (g, ) con la misma pendiente
1 Pl (zo) = f"(x0) Las dos pasan por (xg, o) con la misma concavidad

I3

L pﬁf) (z0) = " (x0) Las dos pasan por (zg,%o) con otras coincidencias
Un polinomio que cumpla estas condiciones es facil encontrar mediante la
férmula de Taylor, en efecto:

2 p%n) &)

1
pn(xo) ++7($7x0)n

2!

pn(x) = pn(x0) + P, (20) (7 — 20) + (z —z0)

Y teniendo en cuenta los valores asignados al polinomio resulta:

" (n)
P80 @ g EE0) e

pn(z) = f(20) + f'(w0) (x — w0) +

Un polinomio, asi construido, es de esperar que se aproxime suficientemente
a la funcién f, al menos en los alrededores del punto zg, y también cabe
esperar que cuanto mayor sea el grado n del polinomio mayor serd la aprox-
imacioén. Por lo que podemos asegurar que:

f/l (mo)

£(@) = fwo) + f'(@)(w = a0) + T @ = a0)? 4o+ T (@ — )"
Que se puede expresar de la formas:
n_ (k)
1)~ pule) = 30 T gy
k=0 ’

y es el polinomio de Taylor para una funcién no polinémica.

Observaciones:

1. El n-simo polinomio serd de grado < n, ya que el ultimo coeficiente
puede ser cero, al haberlo definido como f() (x0), y la funcién f no es
polinémica, por lo que su derivada puede tomar cualquier valor.

2. El primer polinomio de Taylor siempre coincide con la recta tangente
a la curva dada en el punto zg. En efecto, y = f(zo) + f/(z0)(z — x0)
es la ecuacion de la recta tangente.
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3.5.4. Polinomio de Taylor de las funciones elementales

Ejemplo 3.45. Hallar el 5° polinomio de MacLaurin de las siguientes fun-
ctones y generalizarlo para el n-simo polinomio.

1. f(z)=¢€" 2. f(z)=senz 3. f(z)=coszx

Solucion. El 5° polinomio de Taylor en el origen para una funciéon f viene
definido por:
an n v 0 v
IO 110 s, O £

f(@) = £(0) + F(0)z + == + = o0 © T 0 T

Por consiguiente:

1. f(z)=¢€"
f(x)=e® f(0)=1 ) Resulta el siguiente polinomio de Taylor,

fla)=c foy=11 2 o5 o o
F(z) =€ f7(0) =1 ] e N1+$+§+§+Z+a
f’”(:E) = 7 f”/(O) =1 y de manera general

fU@) =t f0) =1 N

Fa) = P0)=1 ) =t

2. f(z) =senw
f(z) =senz f(0) = ) Resulta el siguiente polinomio,
f(@) = cosz [(0) =1 T
f//(x)z—sen$ f”(()):() seny &~ — — + =

3! 5l
f"(x) = —cosz f"(0) = -1

y de manera general
f(x) =senz f®0)=0 @t

7 | L m—
sen x kz::O( )(2k+1)!

N ———

f(x) = cosx f(0) = Y Resulta el siguiente polinomio,
f'(x) = —senz f(0)= N 22
f(x) = —cosz f"(0)=-1 cosr~1— =+
f///(w) =senzr f’//(O) -0

21 4l
y de manera general

f(@) = cosz fo(0) =1 |

fP(x) = —senz f(0)=0 )

n
Cos T R Z(—l)k
k=0
Ejemplo 3.46. Hallar el 4° polinomio de MacLaurin de la funcion:

—_——————

x2kz
(2k)!

flx) =1 +2)
Generalizarlo para el n-simo polinomio, y aplicarlo para calcular:

1
1+x

(1+2)v2, , Vitz, (1+a2)
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Solucion.

flx) =1 +a) f(0)=1
fl(x)=r(1+2) ! 10)=r

f(a) =r(r—1)(1+2)? f'(0)=r(r-1)

@)y =r(r=1)(r—2)1+z)? f"0) =r(r=1)(r—2)
fo) =r(r=1)(r =2)(r = 3)(1+ )" f(0) = r(r—1)(r —2)(r = 3)

Resulta el siguiente polinomio de Taylor,

(142)" ~ 1+Tm+r(r27 1)$2+7‘(r — 13)!(7“ - 2)x3+7‘(r - 1)(1"47 2)(r — 3) A

y de manera general el n-simo polinomio sera:

. r(r=1)(r—2)---(r—k+1) ,
1+2) ~1+ v
(1+2) 2

k!

de donde resulta:

(1+2)V2~ 1+ 22+

VEVI-1) 5 VEVE-D(VE-2) o
2!

3!
L VAV D(E-2(E-3)

4!
L 1, H=2) o —U(=2)(3) 5 —H(=2)(53)(-4) 4
g - e R et et Al e
=1-az+a?—2°+2"
1-1 1-1-3 1-1-3-5
Vitz=01+2)2~1+ 22'2 x? 4+ 2 23|2 x3 2 24'2 2 gt =

1 1
R 2 _
Tt T e 6" T2 1687
3:2 5, 8:21 5 3:2:1:0

3 _
(I4+z)°>=143z+ T + i m

2t =14+3z4+322+23+0

Si m es un entero y positivo el desarrollo se interrumpe, ya que siempre
llegard un momento en que n — k 4+ 1 = 0, precisamente para k =n + 1. Es
decir, el desarrollo de (1 + x)™ sélo llegara hasta el término xz,, ya que los
restantes se anulan. Se obtiene asi, el Binomio de Newton.

wear -3 (1)

k=0

El polinomio de Taylor del cociente de dos polinomios

Existen funciones para las que el polinomio de Taylor se puede obtener de
una manera artificial, sin necesidad de tener que hacer las derivadas de la
funcidn, es el caso del cociente de dos polinomios, cuyo polinomio de Taylor
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se puede obtener haciendo la divisiéon de los polinomios, pero ordenados de
menor a mayor.

Ejemplo 3.47. Hallar el 3° polinomio de Taylor de la funcion:

_ 2x+3
-1

f(z)

Solucion. Hacemos la division ordenando los polinomios de menor a mayor
grado.

3+ 2z | -1+
-3+ 3z | =3 — 5z — bx? — 527
5%
—5x + 5x?
52
—52% + 5a?
513
—523 4 5t
5zt

Con lo cual resulta el siguiente polinomio de Taylor:

2x + 3

~ —3 — 5x — bz — 5a®
r—1

Polinomio de Taylor de funciones compuestas

Para calcular el polinomio de Taylor de las funciones compuestas, en
vez de derivar directamente dichas funciones, en la generalidad de los ca-
sos, resulta mucho mas facil de calcular dicho polinomio transformando el
polinomio de Taylor de las funciones elementales que la componen

Ejemplo 3.48. Hallar el 4° polinomio de Taylor de la funcion:
flz) =e™*

Solucion. En vez de derivar directamente la funcién f(x), resulta mas conve-
niente transformar el polinomio de Taylor de las funcion y = e*. En efecto,

tenemos que,
2

em%1+x+%+~-

2

de donde, sustituyendo x por —x°, resulta
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Ejemplo 3.49. Hallar el 3° polinomio de Taylor de la funcion:
f(x) = sen(senx)

Solucion. En vez de derivar directamente la funcién f(x), resulta mas con-
veniente transformar el polinomio de Taylor de las funcién y = senz. En
efecto, tenemos que,

Sen:z:N:L“ngro'-
de donde, sustituyendo x por el propio desarrollo de senx, es decir, por
3
x
33—§+--~, resulta
3
x
23 [z — ETR )?
f(a:):sen(senx)%[:c—a—l— |- 3 +-- &
N 3 23 N 223 B 3
SO T T T A A T

3.5.5. Resto de Taylor

Con el término Resto de Taylor nos referimos al error que se comete al
aproximar una funcién no polinémica mediante su polinomio de Taylor.
Si aproximamos la funcion f mediante el n-simo polinomio de Taylor, el
error vendra dado por la diferencia de los valores que toman la funcién y el
polinomio.

y=f(z)

() }f(a:) ~ pp(z) = |Rp(2)| = |f(2) — pu(2)]

Teorema 3.8 (Teorema del Resto). Sea f una funcion definida en el
intervalo cerrado [a,b] tal que f™) es continua en [a,b] y f™FV) existe en
(a,b). Sean x y xog puntos de [a,b], siendo x # xo. Y sea

fl/(xo)
2!
Entonces existe un punto c entre x y xg tal que el error que se comete

al aprorimar la funcion f mediante el n-simo polinomio de Taylor en un
entorno del punto xg viene definido por la formula:

() (4
(x—x0)2+-~-+fT(!0)(m—a:0)”

pn(@) = f(z0) + f'(wo) (& — o) +

(o)

Ry (x) = m(w — )"t (3.2)

A esta expresién del Resto de Taylor se le llama expresion de Lagrange.
Existen otras expresiones para calcular el error, sin embargo, ésta es la més
facil de recordar puesto que se trata del término siguiente del desarrollo,
salvo que la derivada se toma en un punto intermedio c.
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3.5.6. Aplicaciones de la férmula de Taylor a calculos aproxi-
mados

Para hallar el valor de una funcién en un punto z; se desarrolla la funcién
en un punto cercano xg y se toma, como valor aproximado de la funcién, el
que tome el polinomio.

f(x1)

pn(z) en xg cercano a xy

}f(xl) ~ pu(2)

El error cometido en la aproximacién, segin (3.2), vendré dado por:
F(e)
(n+1)!
Como el punto ¢ no estd determinado, el error no se conoce con exactitud,

pero si se puede conocer una acotacion del error teniendo en cuenta que ¢
estd entre xg y x1.

Rn<1’1) — T )n+1

(z1—

Ejemplo 3.50. Utilizar el 2° polinomio de Taylor para calcular aproxima-
damente €¥2. Indicar el error cometido.

Solucion.
fl@)y=e" f0)=1 1 .2
fl(x):el‘ f/(O):l i €I%1+ZC+7
f'z)y=¢e* f'0)=1 ot
b2 14024 —— = 1'22
f”’(a:) — % f’”(c) — ¢ ) 9

Para calcular el error cometido tenemos en cuenta que:
0<c<02—-0<c<l=e<ef<e<3—e<3

con lo cual,

c 3. 0/008
IR,(012)] = |%0’23| < S = 0004

Ejemplo 3.51. Aprozimar /e con un error menor que 0'01

Solucion. Necesitamos una funcién para hacer su desarrollo de Taylor, y un
punto donde hacerlo. De las distintas opciones que podemos pensar para
calcular la raiz dada, elegimos la mas facil.

1
\3/6261/3 — f(l‘):em 3;‘020, xl:g

= fO)=1
"(x) = e” 1(0)=1

2 "

xT
altrt ot
n:

Rn(w) - -

)
. . i 2
f(n) (z) = e® f(n) 0) =1 ? f(”+1)(c)x"+1 eCpntl
(n+1)! (n+1)!
)

f("+1)($) — o7 f(n+1)(c) — ¢
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Teniendo en cuenta que c estd situado entre xg y 1, resulta,

1 0 c c
0<c<§<1—>e <ef<e<3=e"<3

LU(ng, ((fIldI‘E/% qU(é Ser:

) <001 =—
(n+1)!

(m+ 1) 3% (n+1)! 100

it

Es decir hay que encontrar el valor de n que cumple,
3"(n+1)! > 100
Esto se hace probando, es decir dando valores a n.
n=1—-3-2=6<100

n=2-32.31=9.6 =54 < 100
n=3-3.41=27-24=648 > 100 =>n =3

Luego el polinomio de Taylor buscado es el tercero,

2 3
@ _ r
e—1+x+2!+3!
Con lo cual resulta
1 (32, (3)? 11 1
o —ol/3 014 =4 33 Sl — 4+ — =1'39
Ve=e N T T3 8T 162

Ejemplo 3.52. Estimar sen10° usando el tercer polinomio de Taylor en
xo = 0. Hallar una cota del error cometido.

Solucion.
f(z) =senz £(0) =0 )
f(x) = cosx fl(0)=1 E N 3
f//(:L') — —senzT f”(O) -0 I senxr ~x — F
Lz e ? Ry(a) = 55t

f(x) =senx  fi(c) =senc )

Ahora bien, el valor de z que aparece en las operaciones no puede venir
medido en grados, sino que, para operar, el dngulo ha de expresarse en
radianes.

Teniendo en cuenta que 10° = 11rad. resulta:

3
sen 10° = sen s rad. & T — cor— = 01736468

Y el error cometido en la aproximacién viene acotado de la siguiente forma:

senc / m™\4 1 /m\4
- < | — 0 4
24 <18> 24 (18) 070000

‘33(%)‘ =
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3.5.7. Aplicaciones de la Férmula de Taylor al calculo de
limites

Consiste en sustituir las funciones que intervienen en el limite por sus de-
sarrollos de Taylor. En la practica, para simplificar los calculos, solamente
se sustituyen por la parte del desarrollo de Taylor que realmente influye en
el limite. El problema serd determinar cuantos términos del desarrollo se
deben utilizar.

Ejemplo 3.53. Calcular lim w
z—0 €T
Solucion.
23
senx — x 0 , ($_€+"')_$ L R |
hmiz[—]:hm =lm — = —
z—0 3 0 x—0 x3 z—0 623 6
T_omx 9
Ejemplo 3.54. Calcular lim S z
z—0 T —senx

Solucidn. Teniendo en cuenta los desarrollos de las funciones que intervienen:

ex—1+x+x—2+x—3+ e_x—l—:c+x—2—x—3—|— senx—x—x—?)—i—
B 2 6 B 2 6 76
resulta,
T _ =T _ 9
m &~ 2 _ (9
z—0 x —senx 0
2 3 2 3
T T T T
(l+e+5+—+)-(l-az+%5 -+ ) -2
— 1im 2 6 2 6 _
= - =
. (=)
r—(r— 2 ...
6
9z?
= lim =% =2
z—0 I
1 — cos(z?)

Ejemplo 3.55. Calcular, si existe, el valor de 1lim
z—0x-senx + 2-cosx — 2

utilizando polinomios de Taylor.

Solucion. Teniendo en cuenta el desarrollo en series de potencias de las
funciones senz y cosz,

933+x5 1 x2+x4
senr =¢r— — 4+ — — -+ cosr=1—-——+——---
6 120 2 24
tenemos.
9 28
cosr=1——+ — —---

2 24
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de donde, sustituyendo las funciones por sus desarrollos en series, resulta:
, 1 — cos(z?
lim (%)

a—0x-senx +2-cosx —2

- (1-Z 4.)
:Hn% 3 2 2 Z =
T— X X xr
- 201 — =+ — —2
:B(:B 6+ )+( 2+24 )
! ! !
, 2 , 2 . 2
a:lir(l) —x4 x4 :clirtl) —2x4 x4 a;—r% —x4 6
6 12 2 12 1

3.6. Extremos de funciones de una sola variable

3.6.1. Maximos y minimos absolutos

a) En Intervalos cerrados

Supongamos que la funcién f es continua en un intervalo cerrado [a,b],
entonces alcanza un maximo y un minimo en dicho intervalo.

L u
|
" I

Figura 3.26: Puntos criticos

El méximo y el minimo absoluto solamente pueden estar situados:
1. En puntos donde f'(z) =0
2. En puntos donde f’(z) no estd definida
3. En los extremos del intervalo.

Puntos criticos de una funcién: Se llaman puntos criticos de una funcién
a los puntos en los que la derivada sea nula o no esté definida.

Calculo del maximo y del minimo absoluto. Para hallar el maximo y
el minimo absoluto de una funcién continua en un intervalo cerrado,

1. Se hallan los puntos criticos,
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2. Se hallan los valores de la funcién en los puntos criticos y en los ex-
tremos del intervalo. El mayor valor obtenido es el maximo absoluto
y el menor el minimo.

Observacién: Si la funcion no es continua el método anterior no es vélido,
ya que los valores de la funcién en los puntos criticos no determinan nada.

Figura 3.27: Funcién no continua

Ejemplo 3.56. Hallar los extremos absolutos de la funcion:
f(z) =22 — 32% — 120+ 15

en el intervalo [0, 3].

Solucion.

1. Hallamos los puntos criticos:

a) Puntos en los que la derivada no esté definida: No existen ya que
f'(z) = 62% — 62 — 12 est4 definida en todo R

b) Puntos en los que la derivada vale cero:

622 —6r—12=0—2°—2—-2=0
de donde,
. 1+v1+8 1+3 |2
B 2 o2 | 1
2. Comparamos los valores de la funcién en los puntos criticos y en los
extremos del intervalo:
f(0) =15 Maiéximo
f(2)=16—-12—-24+15=—5 minimo
f(3)=54—-27-36+15=6

Ejemplo 3.57. Hallar los extremos absolutos de la funcion:
fle)=a"

en el intervalo [2,4].
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Solucion.
1. Hallamos los puntos criticos:

a) Puntos en los que la derivada no estd definida: No existen ya que
f'(xz) = 5z* — 1 estd definida en todo R

b) Puntos en los que la derivada vale cero:

1 1
5x4—1:0—>m4:——>x=i</j§z[2,4]
5 5
Luego no existe ninglin punto critico dentro del intervalo, por tanto:
2. Comparamos los valores de la funcién en los extremos del intervalo:
f(2) =30 minimo
f(4) =1020 Maximo
Ejemplo 3.58. Hallar los extremos absolutos de la funcion:
f@)=3—|a—2|
en el intervalo [1,4].
Solucion. Para hallar la derivada de la funcién eliminamos el valor absoluto,

fy=s-je-p={ 320N A azh _f5oe a2

3—(—z+2) si <2 Il+x si z<2
Con lo cual, la funcién derivada es:

-1 si x>2

f/(x):{ 1 si oz<?2

1. Hallamos los puntos criticos:

a) Puntos en los que la derivada no estd definida: x = 2

b) Puntos en los que la derivada vale cero: No existen.

2. Comparamos los valores de la funcién en los puntos criticos y en los
extremos del intervalo:

f1) =2
f(2) =3 Miéximo
f(4) =1 minimo
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b) Méaximos y minimos absolutos en intervalos abiertos

Para hallar el médximo y el minimo de una funcién continua en un interva-
lo abierto se “cierra” el intervalo hallando los limites de la funcién en los
extremos del mismo.

132

2 +1

Ejemplo 3.59. Hallar los extremos absolutos de la funcion: f(x) =
en todo R.

Solucion. Hallamos la derivada de la funcién,

20(z® +1) — 2?22 22° + 2z — 227 2z

(22 +1)2 (22412 (22 1)2

fi(z) =

1. Hallamos los puntos criticos:

a) Puntos en los que la derivada no estd definida: No existen.

b) Puntos en los que la derivada vale cero: 2z =0 — 2z =0

2. Comparamos los valores de la funcién en los puntos criticos y en los
“extremos” del intervalo:
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2

7 x _
y Fleoe) = tim =1
1 — f(0)=0 — minimo
| f(+00) = lim oy
— — z—+oo x2 + 1
Luego la funcién no tiene maximo.

1’2
2+ 1

Figura 3.28: y =

3.6.2. Maximos y minimos relativos o locales

Crecimiento y decrecimiento. Una funcién es creciente alli donde su
derivada es positiva y decreciente donde es negativa.

V€ (a,b) f'(x) > 0= f es creciente en (a,b)
Vz € (a,b) f'(x) < 0= f es decreciente en (a,b)

Estudios de los maximos y minimos locales a partir del signo de
la primera derivada.

Si la funcién es continua, los méaximos locales se presentan donde la funcién
cambia de creciente a decreciente, y los minimos locales donde cambia de
decreciente a creciente. Si la funcion es continua, los maximos y minimos
relativos solamente se pueden presentar en los puntos criticos.

" 1 :
- - | =X - —_— X . '™

a b | = b | a b

L L “ L
|

Figura 3.29: En un méximo la funcién cambia de creciente a decreciente

Ejemplo 3.60. Estudiar los extremos relativos y absolutos de la funcion

flx) = en todo R

—x
1+ a2
Solucion. f es continua en todo R, ya que 1+ 22 no se anula nunca.
Puntos criticos:

(1422 +2(22) —1—a2+222 22 -1

WOES A+a22 (14227  (1+a2)2




3.6. EXTREMOS DE FUNCIONES DE UNA SOLA VARIABLE 201

de donde:
f/(l’):O — 1‘2—1:0 — =41

a) Extremos relativos: Estudiamos el signo de la derivada.

4—-1 3
/ _— _— =
fi=2= (1+4)2 25 i
-1
J0) =4 =-1=-
4—-1 3
,2 = — = — =
1) (1+4)2 25
Con lo cual hay un maximo en z = —1 y un minimo en « =1

b) Extremos absolutos: Hallamos los valores de la funcién en los puntos
criticos y en los extremos del intervalo.

—X

fmoo)= i T =0

f(=1)=1/2 < Méximo absoluto

f(1)=-1 / 2« minimo absoluto
—x

Figura 3.30: y =

4
Ejemplo 3.61. Encontrar los extremos relativos de la funcion f(x) = x+ —

x
en R

Solucion. La funcién es continua en R — {0}

Puntos criticos. Hallamos la derivada de la funcién:

Fla)=1-—

72

a) Puntos donde la derivada no esta

v \_/ definida. z = 0
14

b) Puntos donde la derivada vale cero:
f(z)=0—2==42

" " : Intervalos de crecimiento:
4 2 2 4 f'(=3)=1-4/9 = + — creciente

1) =1—4 = — — decreciente

. " .
/_\ (1) =1—4 = — — decreciente
) (

f'(3) =1—4/9 =+ — creciente

Figura 3.31: y =+ &
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Concavidad. Puntos de inflexién.

Una funcion, derivable en un intervalo, se dice que es céncava hacia arriba
sobre dicho intervalo si su derivada es creciente y concava hacia abajo si su
derivada es decreciente.

Los puntos en los que la concavidad cambia de sentido se llaman puntos de
inflexion.

1= ry
=N

Criterio de la derivada segunda.

ff=+=f1=fU
ff===r1=/N
/=0 = ;7
{ f”(l’o) =0
(:L’o, f(xo)) punto de inflexion = { 6
1" (x0) no definido

Aplicaciones de la férmula de Taylor para el estudio de maximos
y minimos.

Desarrollemos, mediante el n-simo polinomio de Taylor, la funcién f en el
punto xg

(z—m0)?+- -+ (z—z0)"

" ( (n—=1) (g (n) (e
7(@) = £(wo) + 7' (zo) (@) + L1 L0 (14 L2109

(n—1)! n!
supongamos que la primera derivada de la funciéon f que no se anula en el
punto zg es de orden n. Sera:

f/(l‘o) =0 ] (n)
s b 5@ = 5w0) + LD — )
O (o) =0 )
de donde,
o
1)~ 1) = T 0y

Como c esta entre zg y x, tomando x suficientemente préximo a xg podemos
suponer que el signo de f(™(¢) coincide con el signo de £ (z), de donde:

[ n par { f™(z0) = + = f(z) — f(xo) > 0 — minimo
| (—z)"=+ | f™(x) =—= f(x) - f(xo) <0 — Miximo
i n impar { f)(zg) = +

{ (o)

(x —z0)" ==+ _ } = f(z) — f(wo) = £ — inflexién
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Con lo cual podemos afirmar lo siguiente: Si la primera derivada que no se
anula en un punto critico es par, entonces hay un mdzimo si dicha derivada
es negativa y un minimo si es positiva. Si la primera derivada que no se
anule es de orden tmpar, entonces existe un punto de inflexion.

Ejemplo 3.62. FEstudiar la naturaleza del origen en las siguientes fun-
ciones:

(a) flx)=2" (b)) fla)=2> (c) f(x)=—a"
Solucion.

1. f(w) = ;1:4

0
f”’(m) :24:c —  f"(0)=0

fl@) =—4a® = f(0)=0
f'(z) = —-1222 — f"(0)=0
fx) =—-242 — f’”gO) =0

fI)(2)=-24 —  fUV)(0) =24 <0 par y negativo — Maximo.
Ejemplo 3.63. Estudiar la naturaleza de los puntos criticos de la funcion:
f(z) =2% —32% 42
Solucion. Hallamos la derivada para buscar los puntos criticos.
fl(x) =32°—6xr — 32’—6z=0 — 2°-22=0 — z(z—2)=0

luego los puntos criticos son z =0 y x = 2.

Calculamos el valor de la derivada segunda en cada uno de los puntos criticos.

f7(0) = =6 — f(0) méximo relativo

f7(2)=6>0 — f(2) minimo relativo

f"(a:)zﬁa:—G{

3.6.3. Determinacion de funciones conocidos sus puntos criticos

La dificultad de este tipo de ejercicios estd en saber aprovechar toda la
informacién que nos da el enunciado.
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Ejemplo 3.64. Hallar a, b, ¢ y d para que la funcion f(r) = ax® + bx? +
cx+d tenga un minimo relativo de valor —3 en x = 0 y un mdximo relativo
de valor 4 en x = 1.

Solucion.
Minimo relativo de valor —3 enz =0 — { ;,((00))2263
Maximo relativo de valor 4 en x =1 — { ;,((11)):_4

Hallando la derivada f/(x) = 3ax? + 2bx + ¢, y sustituyendo, resulta el
sistema de ecuaciones:

d=-3 1 d=-3 ) d=-3 ) d=-3 )

c=0 { ¢c=0 [ ¢c=0 { ¢=0 i

a+b+c+d=14 } a+b="7 } a+b="7 } b=21 ?

3a+2b+c=0 J 3a+2b=0j a=-14 j a=-14 |
luego la funcién buscada es: f(z) = —1423 + 2122 — 3.

Ejemplo 3.65. Hallar a, b y ¢ tales que la grdfica de la funcion f(x) =
ax3 +bx? + cx tenga una tangente horizontal en el punto de inflexion (1,1).

Solucion.

Pasa por el punto (1,1) — f(1)=1

Tangente horizontal en (1,1) — f/(1) =0

Punto de inflexién en (1,1) — f”(1) =0
Hallando la primera y segunda derivada f'(x) = 3az? + 2bx + ¢, f"(x) =
6ax + 2b y sustituyendo, resulta el sistema de ecuaciones:

at+b+c=1 ) ec=1—a—-b) c=1—a—-b) c=3 )
3a—|—26—|—c:0} 2a+b=—1 f b=—1-2a } b:—3}
6a+20=0 3a+b=0 a=1 a=1

luego la funcién buscada es: f(x) = 23 — 322 + 3u.

3.6.4. Problemas de aplicacion de maximos y minimos

Para resolver problemas de méaximos y minimos con enunciado es conve-
niente seguir los siguientes pasos:

1. Asignar letras a todas las magnitudes que intervienen e intentar rela-
cionarlas entre si. (Segin se asignen las letras, la resolucién del pro-
blema puede resultar mas facil o mas dificil. A veces conviene contar
con los dngulos).

2. Preguntarse ;qué es lo que hay que hacer maximo o minimo?. Esa
magnitud es la que hay que derivar.
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3. Encontrar una férmula para la magnitud que hay que derivar y expre-
sarla en funcion de una sola variable y entonces derivar.

Naturaleza de los puntos criticos. La naturaleza de los puntos criticos
puede determinarse por cualquiera de los siguientes criterios.

1. Por la propia naturaleza del problema.

2. Comparando el valor de la funcién en los puntos criticos y en los ex-
tremos del dominio.

3. Estudiando el signo de la primera derivada a ambos lados de cada
punto critico.

4. Estudiando el signo de la segunda derivada en los puntos criticos.

Observacion: Si el problema pide un méaximo y encontramos un minimo,
el médximo habra que buscarlo en los extremos del dominio.

Ejemplo 3.66. Un granjero tiene 200m de tela metdlica que va a utilizar
para construir tres lados de un corral rectangular; se va a usar un muro recto
que ya existe como cuarto lado del corral. ;Qué dimensiones maximizardn
el drea del corral?.

Solucidon. La magnitud a maximizar es el area.

" a=x-y _ B _ s
2 4y = 200 — y = 200 — 2 }a (200 —2x) = 200z — 2x
de donde,
X

a'(z) = 200 — 4z — 200 — 42 = 0 — x = 50

Comprobamos que realmente se trata de un maximo, a partir de la segunda
derivada:
a’(x) = -4 = d"(50) = -4 — méaximo

Luego la solucién es x = 50 e y = 100.

Ejemplo 3.67. Una ldmina metdlica rectangular mide 5m. de ancho y 8 m.
de largo. Se van a cortar cuatro cuadrados iguales en las esquinas para doblar
la pieza metdlica resultante y soldarla para formar una caja sin tapa. ; Como
debe hacerse para obtener una caja del mdzimo volumen posible?

Solucion. la magnitud a maximizar es el volumen.
. - v=x(8 —21)(5 — 27) = 423 — 2622 + 40z
g ;EH de donde

g B-2
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V() =120% — 5224+ 40 = 122° — 522 +40=0 — 322 — 13z +10=0

luego:
134+ +v/169 — 120 13+£+49 13+£7 { x = 3'3 no valida
xr = = = =
6 6 6 r=1

Comprobamos que realmente se trata de un méaximo, a partir de la segunda
derivada:

V'(z) = 242 — 52 = d’(1) = —28 — maximo

Ejemplo 3.68. Desecamos construir una lata cilindrica con 40 cm? de ca-
pacidad. El material del fondo y de la tapa es dos veces mdas caro que el del
lateral. Hallar el radio y la altura de la lata mds economica.

Solucion. La magnitud a minimizar es el coste. Suponiendo que el precio
por unidad de superficie del lateral es p el de las bases serd 2p, con lo que
resulta:

Sy = mr? 4+ mr? = 2712 } 2p } coste Sy = 4mr?p

_ 2
S; = 2nrh P coste S; = 2mrhp }c = dmrTp + 27mrhp

y teniendo en cuenta que v = 40 resulta 7r2h = 40 — h = — de donde,
o

40 80
c = 4mrp + 2wrhp = dnr’p + 2mr—p = 47rp + —p
r r

80
luego, ¢(r) = 8mrp — —p, con lo que resulta,
r

80 80 80 80 10 10
87rrp——2p:0—>87rr——2:0—>87rr:—2—>r3:—— Y
r T T 8T T us

Comprobamos que realmente se trata de un minimo, a partir de la segunda

derivada:

160
"(r) =8r 4+ — = ¢'(r) > 0 — minimo
r

la altura correspondiente a este radio sera:

po A0 a0 0 _ 4 o/X000 _ fT0
- \3/@ {,/1007#’» V1007 100 m
2 2
™

™

Ejemplo 3.69. Hallar el punto mds cercano y mds alejado de la pardbola
y=4—2% al punto (0,1)
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Solucion. Consideremos un punto genérico X (x, ) de la pardbola y = 4—z2.
Su distancia al punto P(0, 1) vendrd definida por la expresion:

d= /(e =072+ (y—1)?

cuyo valor ha de ser maximo o minimo. Aho-
ra bien, para facilitar la resolucién del proble-
ma, eliminamos la raiz cuadrada elevando al
cuadrado.

d* =2+ (y - 1)°

y teniendo en cuenta el valor de y = 4 — 22
resulta:

Figura 3.32: y =4 — 22

P=a?+(d-2? 12 =22+ B2 =22 +9-62 42t =2 — 52249

Y dado que, al ser d positivo, el valor maximo o minimo de d se corresponde
con el de d?, podemos optimizar la expresion:

g(z) =d? = z* — 522 +9
Hallamos los puntos criticos

J(z) =42® =10z — (42> -10)=0 — :U:O,:C:ig

Para estudiar la naturaleza de los puntos criticos podemos acudir al signo
de la segunda derivada:
g’ (x) = 122% — 10

g"(0) = -10 — M4éximo relativo

g"(+/3) =123 -10=30-10=20 — minimo relativo

g”(—\/g) =122 -10=30-10=20 — minimo relativo
El maximo relativo no es el maximo absoluto, ya que la funcién no tiene
maximo absoluto por alejarse hacia el infinito.

El minimo absoluto estara en uno de los dos minimos relativos, para deter-
minarlo hallamos el valor de la funcién g en cada uno de ellos.

5. 25 25 25-50+436 11 5

gy =T - S = TR = —g(—5)

Luego los puntos de la pardbola y = 4 — 2 que se encuentran mas cercano
al punto (0, 1) son:

) 5 3 5 3
ff=a-2=2 2l
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) 5 3 5 3
f(= 5):4—525 — Pz(—\/;§)

mientras que el punto maés alejado no existe.

3.7. Problemas propuestos del Capitulo 3

Ejercicios propuestos del Capitulo 3

Soluciones en la pagina 77?7
3.1.

Problemas resueltos del Capitulo 3

3.1 (Hallando la funcién reciproca). Hallar, si existe, la funcidn reciproca de:

f(x)

_ X
1+ |z

estudiar la continuidad de ambas funciones y esbozar sus grdficas.

Solucion. —Continuidad de la funcion f. Al no anularse el denominador para ningin valor
de z, el domino es todo R

Dy=R
La funcién es continua en todo el dominio por tratarse de un cociente de funciones conti-
nuas y no anularse el denominador.
—La funcidon es inyectiva. En efecto, eliminando el valor absoluto y expresando la funcién
por casos, se tiene,

1
(% Ga2>0 (— _ siz>0

f(x):ilgx L N f/(m):i(lﬁxh

(la funcién es continua y derivable en z = 0).

Al ser f’(z) > 0 para todo valor de =, la funcién es estrictamente creciente en todo su
dominio, y por tanto inyectiva. Al ser inyectiva tiene funcién reciproca.

—FEcuacion de la reciproca. De la ecuacién que define la funcién

xT

S E

se desprende que sigx = sigy. En consecuencia:

Siy20:>y:H%:>y+yx:x:>y:x—yx:m(1—y):>x:%
de donde, intercambiando la variables, se tiene
yzlfm = fﬁl(x):% para x > 0
Yy

Siy<0:>y=L:>y—y:c=:c:>y=x—yx=x(l+y):>x:—
1—x 1+y

de donde, intercambiando la variables, se tiene

= flx) = —I—T—x para z < 0
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Uniendo ambos resultados, resulta:

([ para x > 0

f) = ilﬁ = @)=

oz para x < 0 1—|z|

—Dominio y recorrido de la reciproca. Se tiene:
Rp1=Df=R
Dy =Ry

Para determinar Ry, tenemos en cuenta que Dy = R y que f es estrictamente creciente.

Y al ser,
T x
1 lim =

lim = -1
resulta que
Di-1 =Ry =(—-1,1)

Es decir, se tiene:

fiR—(-L1), f:(-L1)—R
—Continuidad de la funcion reciproca. Tenemos que

_ x
@)=

—_— D, =(—1,1
17|$‘ -1 ( 7)

luego se trata del cociente de funciones continuas y no se anula el denominador —dentro
del dominio—. Luego la reciproca es continua en todo su dominio.

Grdfica.
—1
A 2N _
=x
| I Y
| [ /
[ e
| 1ll /
N N N S E
| ’/)|_ f
I iz
1 1 X
_~7 |
171 |
_____ /_'./_I____I______
RN -1
PN [
s [ |
7 Il I
[ |

Figura 3.33: Simetrfa de las correspondencias inversas

3.2 (Célculo de limites mediante polinomios de Taylor). Utilizando el polinomio
de Taylor de orden 3 centrado en el origen de la funcién In(1 4+ In(1+ z)), y el de orden
cuatro centrado en el origen de 1 — cos(1 — cosx), calcula

m 3sen(z®) 4+ 1 — cos(1 — cosx)
z—0 21n (1 +In(1+ a;)) +e 22 —1

Solucién. Los desarrollos de Taylor de las funciones que intervienen en el limite los obte-
nemos a partir de los desarrollos de Taylor de las funciones elementales. En efecto,

3 3)3 9
- T 3 .3 & _ .3 T 3. .3
senw~w—§+~~~ = senx R — 30 +---=x —§+~~~ = senx AR x —---
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2 4 2 4

~1_ 2 x 1 N x
COST = _§+Z:> —cosxwi—ﬂ—o—-w
de donde,
e e 2 22 2 4
— )N<§_I+ ) (a‘z+ ) T
cos coszT) & oY 1 ~ g
Por otro lado,
odt v 1 v 2 22 B
ln(1+:r):/ :/ dt:/[l—t—|—t —]dt=x— "=+ = —---
o 14+t Jo 1—=(=t) o 2 3
de donde,
2 2B 2 2P
z? (4’3_7'*‘?' )? ($_7+§' )?
ln(1+ln(1+m))z(m—?+?—~~)— 5 + 3
2 3 2 3 3
x x T T T
~($—7+§—")—(7—5+ ')+(§—“‘)
- 2 7()2'3
~rr—a + 6
Y, finalmente, tenemos
2 3 2 3
e %1+x+——|—§—|— = e —l%x—k—-‘r?—&-
de donde,
7217 ~ — @ (_2.T)3 ~ — 27@
e 1~ —2x+ 5 + 30 + ~ -2z + 2z 6 +
de donde, sustituyendo, resulta:
m 3sen(z”) +1—cos(l —cosz)
z—0 21n (1 +In(1 —i—w)) te22 1
P 4
o lz® — ]+ (& — ] B
_zlg%l 723 83 N
3—..- 3— ..
w20 - -4 et ] T 2

Problemas propuestos del Capitulo 3

Soluciones en la pagina 391

3.1.



Capitulo 4

Derivacion de funciones de
varias variables

4.1. Derivadas parciales

4.1.1. Introduccién

Funciones de una variable. Recordemos que para una funciéon de una
variable f : D C R — R definida en el intervalo abierto D de R, se define la
derivada de f en z¢ € D, denotada por f’(zg), como el valor del siguiente
limite, si existe y es finito.

dy f(@o + h) — f(z0) f(@) = f(z0)
! _ 7 _ 1/ — 1/
f (o) dx (o) hli% h zggo T — X
Si f'(z) existe, su valor nos da la pendiente de la recta tangente a la gréafica
de la funcién y = f(x) en el punto (xg, f(;vo)). El valor de f’(x¢) también
representa la razon de cambio instantdneo de y respecto de x.

Nota: La razén de definir la derivada en un punto perteneciente a un con-
junto abierto D (dominio de la funcién), es para poder asegurar que para
h € R pequeno, se tenga (xg + h) € D y que asi tenga sentido la expresion
f(xo + h) que aparece en la definicién de derivada.

La importancia de estudiar el concepto de derivada radica en que a partir
de la derivada de una funcién en un punto se puede obtener informacién so-
bre el comportamiento de la propia funcién, aunque esta informacion es sélo
local, es decir, a partir de f’(x¢) obtenemos informacién sobre el compor-
tamiento de f, pero sélo alrededor de xg. Asi, por ejemplo, el simple hecho
de la existencia de f’(x() senala un comportamiento suave de la grafica de
la funcién en los alrededores del punto (xg, f (mo)); el signo de f’(zg) senala
el crecimiento o decrecimiento de la funcién alrededor del punto, etc. Esta
informacién, aunque sélo es local, es muy importante. No obstante, a partir
de la funcién derivada f’(x) podemos obtener una informacién més global
del comportamiento de la funcion.

211
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Funciones de dos variables. El concepto de derivada se puede generalizar
a funciones de dos variables z = f(z,y). La idea intuitiva responde a la
siguiente cuestion: ;Cémo se va a ver afectada una funcion de dos variables
por una variacién de una de sus variables, mientras que la otra variable
permanece fija? Podemos responder a esta cuestion considerando cada vez
sélo una de las variables. Esto es, hacemos la derivada de la funcién cada vez
con respecto a una variable, manteniendo constante la otra. Este proceso se
conoce como derivacién parcial, y su resultado se llama derivada parcial de la
funcién respecto a la variable independiente elegida. Para ello partimos de la
idea del concepto de derivada de funciones de una variable “el limite, cuando
el incremento de la variable tiende a cero, del cociente del incremento de la
funcion dividido entre el incremento de la variable”. Suponemos que una de
las variables es constante e incrementamos solo la otra, es decir, hacemos
la derivada suponiendo que la funciéon depende sélo de una de las variables.
Con ello se reduce la discusién al caso uni-dimensional considerando una
funcién de varias variables como una funcién de una sola variable (cada
variable separadamente), manteniendo fijas las demés.

4.1.2. Definicion

Supongamos que en cierto entorno del punto (xg,yo) estd dada la funcién
z = f(x,y). Si fijamos la variable y: y = yo, obtenemos una funcién de una
sola variable x: z = f(z,yp). La derivada “habitual”’de esta funcién en el
punto z = xq se llama derivada parcial de la funcién f en el punto (xg,yo),
respecto de x, y se denota por

O f (o, y0)

. 0
O , O bien %(x()a yO)

De esta forma,

Of (w0, y0) def df (, yo)
Ox dx

T=x0

Nota: Senalemos que la designacién de la derivada parcial de la funcion

. df (wo, . )
f, respecto de la variable x, por M es tradicional. Aunque es més
47
correcto escribir 8—(x0,y0), ya que la expresién —— es un simbolo unico,
i

que designa la nueva funcién, cuyo valor se analiza en el punto (g, yp).

Teniendo en cuenta la definicién de derivada de una funcién de una sola
variable, resulta la siguiente definicion de derivada parcial para funciones de
dos variable.

Definicién 4.1. Dada una funcion de dos variables f : D C R?2 — R
definida en el abierto D de R?, se define la derivada parcial de f con respecto
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ax en el punto p = (zg,y0) de D como el valor del siguiente limite, si existe
y es finito.
of f(@o + h,yo) — f(z0,y0)

Oz (20, 90) = }ngtl) h

Del mismo modo, se define la derivada parcial de f con respecto a y en p,
como el siguiente limite, si existe y es finito.

of o f(osyo + k) — f(wo,y0)
ay (:UO?yO) - ]}:11% k

Noétese que en cada caso aplicamos la definicién de derivada incremen-
tando solamente una de las variables, mientras que la otra permanece fija.
Mas explicitamente podemos escribir:

of . flzo+ Az,yo) — f(zo,y0)
ox (w0, y0) = AlachEO Az
of . f(xo,y0 + Ay) — f(x0,v0)
oy o) = A Ay

Calculo de derivadas parciales aplicando la definicién.

Ejemplo 4.1. Calcular, aplicando la definicion, las dos derivadas parciales
de la funcion f(x,y) =xy+x —y, en el punto p(0,0).

Solucion.
h,0) — h0) —
O 0.0y = 1im LOF RO =J(0.0) _ (o J(,0) ~1(0.0) _
oz h—0 h h—0 h
— lim h-0+h—0-0 _ h’mﬁ 11
h—0 h o0 h ho
k) — L) —
Of 0,0y = 1w JOOH R ~JO.0) _\ JO.K) = £(0,0) _
% k=0 k k—0 k
_ h,mO.k+0—k—0 _ h’m_—k: R
k—0 k 0 Frares

Ejemplo 4.2. Calcular las dos derivadas parciales en el punto p(0,0) de la
funcion:

st (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Solucion.
O 0.0y = 1im 1O F MO = J(0.0) _ (o J(,0) = J(0,0) _
O h=0 h h—0 n
h - 0?
h? + 02
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Of (0,0) = 1w L©0+ W =F0.0) _ 1o FO.K) = F(0,0) _
dy k—0 k o0 A
0- k2
—1im PR i Y mo=o
k—0 k k—0 k E—0

Ejemplo 4.3. Calcular, aplicando la definicion, las dos derivadas parciales
de la funcion f(x,y) = 22% — 2y +y?, en el punto p(1,0).

Solucion.
8f , f(1+h,0)—f(0,0)
&r(’o) imy,_o A
_h,m2(1+h)2—(1+h)-0+02—(2—0+0)_
T 0 h N
. 21 +2h+h%) -2  2+4h+2h% -2
= lim = lim =
h—0 2h h—0 h
4 2
i 20T i om) =4
h—0 h h—0
1 — f(1 1 — f(1
Y
, 2-12—1‘k+k2—(2) L 2—k+Kk*2—2
= lim = lim—- =
k—0 k k2 k 0—0 k
., —k+ - B _
= lim — —hin( 1+k)=-1

4.1.3. La funcién derivada parcial

Si hallamos las derivadas parciales de una funcién de dos variables z =
f(z,y) en un punto genérico (x,y) de su dominio, obtenemos, a su vez,
funciones de dos variables, llamadas funciones derivadas parciales. Asi:

8 h; - 5 8 ) k) — ’
O ) = i (EERD IR ) S D= S0

Ejemplo 4.4. Hallar, aplicando la definicion, las derivadas parciales de la
funcion:
fla,y) = 2%y’ +5

Solucion.
of . flx+hy) — f(z,y) . (x4 h)%y3 +5— (223 +5)
Oz (@.y) P, h hed h
22y 4 2hayd + RPyP 4+ 5 — 2%y -5 . 2hayd + k23
= lim = lim ———— <2 —
h—0 h h—0 h

= 29L’y3
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of
y

(z,y) = lim

2 3 (2,3
o T W R H5 - (@7 +5)

f(x,erk)—f(:c,y)

k—0 k k—0 k
_ lim 2293 + 322y%k + 32%yk® + 22k +5 — 2%y -5 B
T k0 k N
3 2 Qk. 3 2 ]CQ 2k.3
=t SEYETIVYR FER g0 (30292 + 3a%yk + 02k =
k—0 k k—0
— 3222

Calculo de derivadas parciales mediante las reglas de derivacién.

Si observamos los resultados del ejemplo anterior, podemos concluir que no
es necesario aplicar la definicién para calcular las derivadas parciales, sino
que se pueden calcular aplicando las reglas ordinarias de derivacién. Esto
se deduce de la propia definicién, ya que de la definicién de las derivadas
parciales, como derivadas ordinarias con la condiciéon de que se han fijado
todas las variables excepto una, respecto de la cual se toma la derivada, se
deduce que al calcular las derivadas parciales se pueden utilizar las reglas
del célculo de las derivadas ordinarias. Es decir,

of

oz

of

(z,y) Se puede calcular mediante las reglas de derivacidn, es decir, como

una derivada ordinaria, de la funciéon f respecto de la variable z,
suponiendo y constante (es decir, como si la funcién f dependiera
s6lo de x, porque y es un nimero). En consecuencia, consideramos
que y es constante y derivamos con respecto a .

50 (z,y) Se puede calcular mediante las reglas de derivacion, es decir, como
Y

una derivada ordinaria, de la funciéon f respecto de la variable y,
suponiendo z constante (es decir, como si la funcién f dependiera
s6lo de y, porque x es un nimero). En consecuencia, consideramos
que T es constante y derivamos con respecto a y.

Ejemplo 4.5. Calcular las dos derivadas parciales de las siguientes fun-

ciones: ) ) 5
flz,y) = 2"+ 22y° —y

1.

a)

b)

Fijemos en la formula la variable y, es decir, supongamos que y
es un numero, con lo cual obtenemos una funcién de una sola
variable x; y calculando su derivada tendremos:

of 2
2L 9y 42
ox Tty

De la misma forma, fijemos ahora la variable x es decir, supon-
gamos que x es un numero, con lo cual obtenemos una funcién
de una sola variable y; y calculando su derivada tendremos:

of 9
I gy —
dy vy =3y
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2. z=(2? +y?e ™

0

O — 20e7 1 (a4 y?) (—ye ) = (20— 2%y — )
X

0

= 2ye 4+ (@2 4 y?)(—we ) = (2y — o® — wyP)e
Y

3. z=aye*Y

—g; = y@m/y + [By(iew/y) — (y + x)ew/y

0z -z x? x(y —x)e*/y
—:{Eea:/y—f—[ﬁ _eac/y = x__eas/y:—
> Y =) :

Ejemplo 4.6. Dada la funcién: f(x,y) = 4x3y? — 42> + % + 1. Hallar las
dos derivadas parciales en el punto (1,1)

Solucion. Calculamos las derivadas parciales mediante las reglas de deriva-
cion y luego sustituimos las coordenadas del punto.

of 192,22 _ of —19_8]—
aw(q:,y) = 122y — 8x 31‘(1’1) =12-8=14
of o3 5 of _ _
8y(x,y)—8x y + 6y 8y(1’1)_8+6_14

Notacidén: Se utilizan las siguientes notaciones:

0 0 0

= 6; - % B aii(l“,y) = fo= f:/c = fz(z,y) = Do f(x,y) = D1f(x,y)
0 0 0 /

2y = 82 B 8_5 B 6_£(w,y) =fy =1, = fy(x,y) = Dyf(z,y) = D2 f(x,y)

Cuando se trate de un punto genérico (z,y), normalmente no indicaremos las
coordenadas, simplemente pondremos f,. Sin embargo, cuando se trate de un
punto concreto (g, yo), siempre las indicaremos, para saber de qué punto se
trata. En este caso, en algunas ocasiones utilizaremos la siguiente notacion:

P} 05 Y0 _81‘

(z0,y0)

4.1.4. Funciones de mas de dos variables

El concepto de derivada parcial se puede generalizar a funciones de cualquier
numero de variables. Bastard con derivar la funcién suponiendo que depende,
en cada caso, de una sola variable, con las demads fijas. Asi, si w = f(x,y, 2),
entonces hay tres derivadas parciales, las cuales se obtienen considerando
cada vez dos de las variables constantes y derivando respecto de la otra. Es
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decir, para definir la derivada parcial de w con respecto a x, consideramos
que y y z son constantes y escribimos
ow ; f(l'"‘ALU,y,Z)—f(SU,y,Z)
— = lim
or  Az—0 Az

Para definir la derivada parcial w con respecto a y, consideramos que x y z
son constante y escribimos

ow _ - f@y+ Ay, 2) — [y, 2)
— = 111m
Oy  Ay—0 Ay

Para definir la derivada parcial w con respecto a z, consideramos que x y y
son constante y escribimos
aw_ it f(l',y,Z+AZ)—f(l',y,Z)
— = lim
0z Az—0 Az

Ejemplo 4.7. Hallar las derivadas parciales de la funcion:
f(z,y,2) = e cosma sendy

Solucion. En cada caso, suponemos constante dos de las variables, con lo cual
se obtiene una funcién de una sola variable, respecto de la cual se deriva.

of _ -5

= —me” ?senx sen 4y

ox

or = 4e7 5% cos Tz cosdy
dy

0

of = —5e 9% cos mx sen 4y
0z

Notacién vectorial para definir las derivadas parciales. Como acabamos de ver,
el concepto de derivada parcial se extiende a funciones de tres variables f(z,y,z) de la
siguiente formas:

g = lim f(x,y+Ay,z)—f(m,y,z) — lim f($7y+t72)—f($yyvz)
Oy  Ay—0 Ay t—0 t

Anélogamente se calculan las demas derivadas parciales.
Para los incremento, Az, Ay, etc., en vez de usar las letras h, k, etc., se pueden usar
hi, ha, etc., o bien, podemos usar siempre la letra .

Del mismo modo se extiende a funciones de cuatro variables f(z,y, z, u)

g — lim f(x,y+t,z,u) 7 f(:r,y,z,u)
dy  t—0 t

Desde el punto de vista tedrico, para definir las derivadas parciales en el caso general
de funciones de n variables f : D C R"™ — R, conviene usar notacién vectorial. Para
ello consideramos los vectores e1, ez, ---,e, € R" de la base canénica de R", cuyas
componentes son:
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con lo cual, para cualquier ntimero ¢t € R, resulta:
ter = (¢,0,---,0), tea = (0,t,---,0), -+ ,te, = (0,0, ,t)
de donde, para cualquier punto p € R", de coordenadas p = (x1,x2, - ,Tx), se tiene:
p+te; = (LE1,1’2,~~~ ’m")+(()’... Sty 7()) = (xl,xz,--- R A ,iUn)

Es decir, p + te; tiene las mismas coordenadas que p, salvo la i-ésima coordenada que se
ha incrementado en ¢t. En consecuencia, podemos enunciar la siguiente definicién:

Definicién 4.2 (Derivadas parciales). Sea f: D C R" — R una funcién definida en
el conjunto abierto' D de R™, y sea p € D. Se define la derivada parcial de f con respecto
a su i-ésima variable en el punto p, como el siguiente limite, si existe y es finito:

of , .. f(p+te)— f(p)
8—m(p)—}§%—t

Del mismo modo puede definirse la derivada parcial en un punto genérico x € D,

como
af (X) = lfm f(X + tei) — f(X)
8Ii - t—0 t

4.1.5. Razdn de cambio

Las derivadas parciales también pueden interpretarse como la razén de cam-
bio instantaneo de la funcién respecto de una variable, mientras la otra
permanece fija. Asi,

——(0,y0) Se puede interpretar como la razdén de cambio instantdineo de la

ox

funcién f cuando se conserva fija la variable y y varia la x.

—(0,y0) Se puede interpretar como la razdén de cambio instantdineo de la

oy

funcién f cuando se conserva fija la variable x y varia la y.

Es decir, las derivadas parciales miden la velocidad de variacion parcial de
la funcién con respecto a cada variable, cuando las demas se mantienen fijas.

Ejemplo 4.8. Un cilindro recto tiene 4 c¢cm. de radio y 20 ¢m. de altura. Ha-
llar la razon de cambio del volumen del cilindro respecto del radio y respecto
de la altura.

Solucion. Tenemos que V = mr2h, luego:
Para hallar la razén de cambio del volumen respecto del radio, r, fijamos

'La razén de definir las derivadas parciales en un punto perteneciente a un conjunto
abierto D (dominio de la funcién), es para poder asegurar que para t € R pequeno, se tenga
p+te; € Dy que asf tenga sentido la expresién f(p + te;) que aparece en la definicién de
derivada parcial. No obstante, este requisito puede reemplazarse por la exigencia de que
p sea un punto interior del dominio. Es decir, para poder hablar de la derivada de una
funcién en un punto, la funcién tiene que estar definida en cierto entorno del punto.
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la altura, h, y derivamos con respecto a r. A continuacién evaluamos la
derivada parcial para r =4 y h = 20.

v =2mrh — oV

—(r=4,h =20) =27 -4-20 = 1607w cm®/cm de r
0 0
r r

Para hallar la razén de cambio del volumen respecto de la altura, h, fijamos el
radio, r, y derivamos con respecto a h. A continuacion evaluamos la derivada
parcial para r =4 y h = 20.

oo, oV
= —

_— = B e — = 3
5n =" o (r=4,h =20) =167 ecm’/em de h

En el primer caso, si mantenemos fija la altura e incrementamos el radio, se
produce un incremento del volumen de 160w ¢cm?/cm de r. Mientras que
en el segundo caso, si mantenemos fijo el radio e incrementamos la altura,
se produce un incremento del volumen de 16w cm?/em de h

4.1.6. Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

Recta tangente Recta
Lz = f(x,v0) z= f(x,y) tange:lte
z 2 z
| L= flay) A P ™~
| : 2 fao,y)
—— | — ;
! Yo Y I Yo Y
I L
e} . Lo dl.-f

e p P(z0, %0) %‘/ P(Z0,%0)

Figura 4.1: Curvas z = f(x,90) y 2 = f(0,9).

Si en la ecuacién z = f(x,y) fijamos la variable y, y = yp, resulta una
funcién de una sola variable, z = f(x,y9) = g(x). Desde el punto de vista
geométrico, la funcién g(z) = f(x,yo) representa la curva que se obtiene de
la interseccién de la superficie z = f(x,y) con el plano y = yp

Zzzj;sx,y) }Z = f(z,y0) = g(x)

En consecuencia, la derivada parcial de la funcién f, respecto de la variable
x, en el punto p representa la pendiente de la tangente a la curva g(z) =
f(z,yp) en el punto P correspondiente de la gréfica, es decir, la inclinacién
de la superficie en la direccién del eje z.



220 CAPITULO 4. DERIVACION DE FUNCIONES MULTIVARIABLES

Anélogamente, la funcién ¢g(y) = f(xo,y) representa la curva que se
obtiene de la interseccién de la superficie z = f(x,y) con el plano x = x

z = f(x,y) }Z = f(xo,y) = g(y)

Tr = X

La derivada parcial de la funcién f, respecto de la variable y, en el punto p
representa la pendiente de la tangente a la curva g(y) = f(zo,y) en el punto
P correspondiente de la grafica, es decir, la inclinacion de la superficie en la
direccion del eje y.

En un lenguaje més informal, diremos que los valores de 0f/0x y df /0y
en el punto (zg,yp) representan la pendiente de la superficie en el punto
(x0, Y0, 20) en las direcciones de los ejes x e y, respectivamente.

Ejemplo 4.9. Hallar la pendiente a la superficie f(z,y) = 16 —x? —4y? en
el punto P(3,—1,3), en las direcciones de los ejes = e y.

Solucion. En la direccién del eje Oz, la pendiente viene dada por

of of o o
Fre 2z (9:5(3’ 1)=—6 tana = —6

En la direccion del eje Oy, la pendiente viene dada por

of of
— =_-8 - —(3,-1) =38 — tan( =28
9 y ay( ) B

El que la derivada parcial en una direccién sea positiva y en otra negativa
significa que, desde el punto p, en la direccién del eje Ox la funcién decrece,
mientras que en la direccion del eje Oy crece.

4.1.7. Continuidad y derivadas parciales

Recordemos que para n = 1, es decir, para las funciones de una variable, de
la existencia de la derivada en un punto se deriva también que la funcion
es continua en ese punto. Sin embargo, para funciones de varias variables,
la existencia de las derivadas parciales no garantiza la continuidad de una
funcion.

En efecto, la existencia de f, depende del comportamiento de la funcion
sélo en la direccién del eje z, y la existencia de f, del comportamiento de la
funcién sélo en la direccién del eje y, mientras que la continuidad depende del
comportamiento de la funcién en todos los puntos del entorno. Esto significa
que una funcién puede tener derivadas parciales en un punto aunque no sea
continua en dicho punto.

Tenemos pues, que cuando n > 2, incluso de la existencia de todas las
derivadas parciales en cierto punto, no se deduce la continuidad en ese punto.
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Por otro lado, igual que ocurre para funciones de una variable, resulta
evidente que de la continuidad de las funciones de n variables en un punto
dado, no se deriva la existencia de sus derivadas parciales en ese punto.

En consecuencia, para funciones de n variables, n > 2, ni de la conti-
nuidad de esa funcién en un punto se deduce la existencia de las derivadas
parciales, ni de la existencia de las derivadas parciales se deduce la conti-
nuidad en el punto.

Ejemplo 4.10. Estudiar la continuidad y calcular las dos derivadas par-

ciales en el punto p(0,0) de la funcion f: R? — R definida por:

x2 + 92
0 si (v,y) = (0,0)

(2 g ( 0,0
f(x’y):i (z,y) # (0,0)

Solucion.

1. Continuidad: La funcién no es continua en el punto p(0,0), ya que no
existe el limite en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto
mediante las rectas y = mx resulta:

i Ty i Ty i rmx
m ———= m —2—= = m —-—"=
(z9)—(0,0) T2 + 2 @—00 T2+ Y2 (-0 T2+ m2x2
y=mx Yy=mx
xz—0
B m m
= lim =

z—0 1 4+ m? 1+ m?2

luego el limite no existe ya que depende del valor de m. Es decir, segiin
la recta por la que nos aproximemos al punto tendriamos un valor del
limite u otro.

2. Existencia de las derivadas parciales. A pesar de que la funcién no es
continua en el punto p(0,0), las derivadas parciales en dicho punto
existen. En efecto:

O 0.0y = 1im O F MO =J(0.0) _ (. J(,0) = J(0,0) _
O h=0 h h—0 h
h-0
. h?2+0?
N flgf) h =0
OF 0.0y = 1im 1Q0FR =700 _ (0 FOK) = 70,0
ay k=0 k k—0 k
0k
= lim 02 + k2 -0
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Ejemplo 4.11. Estudiar la continuidad y calcular las dos derivadas par-
ciales en el punto p(0,0) de la funcion f : R? — R definida por:

|1 siaxy#0
f(a:,y)—{o st zy =0

Solucion. Entendamos primero el significado de la expresion que define la
funcién. Tenemos que la imagen de un punto (x,y) es 1 si las dos compo-
nentes son distintas de cero, y 0 si alguna de las componentes es cero. Es
decir, para x # 0 e y # 0, se tiene:

flx,y) =1, f(z,00=0, f(0,y)=0, f(0,0)=0.
En consecuencia,

1. Continuidad: La funcién no es continua en el punto p(0,0), ya que no
existe el limite en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto
mediante la recta y = x resulta:

lim  f(z,y) = lm [1] =1 f(0,0) =0

z,y)— (0,0
(2,y)—(0,0) @420
mientras que si nos acercamos al punto mediante la recta x = 0 resulta:

Ii ,y)= I 0l=0#1
(fcvy)gn(ﬂ,o)f(x 2 (x,y)li?)o,m [ ] 7
y:

2. Existencia de las derivadas parciales. A pesar de que la funcién no es
continua en el punto p(0,0), las derivadas parciales en dicho punto
existen. En efecto:

0 d d
5,00 = o] _ = o], _, =0
of d d
9,00 =1 [f(O,y)]y:0 = d_y[o]y:o =0

4.2. Derivadas parciales de 6rdenes superiores

Derivadas parciales de segundo orden

Las derivadas parciales de una funcién de dos variables f(x,y), son, a su vez,
funciones de dos variables, fz(x,v), fy(x,y) y, por lo tanto, podemos obtener
de ellas, nuevamente, sus derivadas parciales. Llamadas derivadas parciales
de segundo orden. Asi, resultan las siguientes cuatro derivadas parciales de
segundo orden:

(o) a0 (52) 3 (&) 5 ()
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Notacion: Para simpliﬁcar los paréntesis usaremos la siguiente notacion:
of > O f

(fz)g = foa = 9z (895 922 = Dy (Dif)=Dnuf
0?

_ ofy _ o°f _
(fa)y = fay = ay (@) y0x =Dy (D1f) = Darf
0 (o -

(h)e =t =52 (55) = oar = D1 (D) = Diaf
_ Of _ 9°f _ _
(fy)y—fyy ay <8y> - 8y8y —D2 (D2f) —D22f

Para evitar confusién con el orden de derivacion (f, = D21 f), utilizare-
mos el siguiente criterio: se empieza derivando por la variable “mds cercana”
a la funcién. Asi, derivar primero con respecto a x y a continuacion con res-
pecto a y, se escribird con cualquiera de las expresiones:

0’ f

0yox
mientras que derivar primero con respecto a y y a continuacion con respecto
a x, se escribird con cualquiera de las expresiones:

0? o°f
83:8
Nota. El criterio utilizado aqui, unas veces va de izquierda a derecha f,, y

otras de derecha a izquierda D, f, por eso algunos autores utilizan criterios
diferentes. Sin embargo el utilizado aqui es el méas aceptado.

= fxy = Dyxf

_fym: zf

Ejemplo 4.12. Hallar las derivadas parciales de sequndo orden de la fun-
cion
f(@,y) = sen(z%y)
Solucion.
fe = 2xy cos(x?y)
Soz = (fw)x = 2y cos(x?y) + 2:1:y( —2xy sen(xzy)) =
= 2y cos(x2y) — 42%y? sen(x?y)
fay = (fx)y = 2z cos(z%y) + Qxy( — sen(ach)) =
= 2z cos(z?y) — 223y sen(z%y)
*y)
Jyz = (fy)z = 2z cos(z%y) + x2( — 2xy sen(

fy = x? cos(z

~—

os(a?y) — 2z%y sen(zy)

y)

)
foy = (fy)y - $2( - Sen(ny)) = —a! sen( 2

Derivadas parciales cruzadas. Las derivadas parciales f., y fyz, se lla-
man derivadas parciales cruzadas y cuando son continuas coinciden.
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Teorema 4.1 (Igualdad de las derivadas parciales cruzadas). Si f es
una funcion de dos variables x ey y tal que f, fo, fy, foy Y fyz Son conti-
nuas en una region abierta R, entonces se tiene que las derivadas parciales
cruzadas coinciden para cada (z,y) de R,

ny(may) = fyfc(m"y)

Este teorema se llama Teorema de Schwartz, y puede enunciarse en térmi-
nos mas restrictivo de la siguiente forma

Teorema 4.2 (Teorema de Schwartz). Sea f : D C R? — R una funcién
definida en el abierto D de R?. Si las derivadas parciales fyy : D CR? — R
Y fye 1 D C R? — R ezisten y son funciones continuas en D, entonces

facy = fyac

El teorema de Schwartz también puede enunciarse en los siguientes térmi-
nos: Si fr, fy, y fay son continuas en un entorno del punto (xq,yo), entonces

existe fym(l'anO) Yy se vem’ﬁca fym(l'anO) = fmy($0a yO)'

Ejemplo 4.13. Hallar las derivadas parciales de sequndo orden de la fun-
cion
2 $2+y2
f(@,y) = a7ye
Solucion.
Je= 2a:ye””2+y2 + xzy(QerCQ*yQ) = (223y + 29cy)e"“"2+=‘/2
fow = (622y + 2y)e® TV + 253y + 22y) (2xex2+yz) =
= (dzty + 1022y + 2y)e® HV*
foy = (223 + 22)e” TV 4+ (223y + 22y) (2ye$2+y2) =
= (423y? + 223 + dzy? + 22)e? HV?
fy =227V 4 x2y(2ye$2+y2) = (222 + 22)e”” Y’
fyz = (4my2 + 21‘)6w2+y2 + (21:2y2 + $2) (2$6x2+y2) =
= (4a%y?® + 22 + day? 4 20)e” Y
fyy = 4x2ye$2+92 + (22%y% + 2?) (2ye$2+92) = (4223 + 6x2y)em2+y2
Ejemplo 4.14. Comprobar que las derivadas parciales cruzadas de la si-
guiente funcion, en el punto (0,0) no coinciden.

( .3, _ .3
(

0 st (z,y) = (0,0)

f(z,y) =

Solucion.
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Si (z,y) # (0,0), las derivadas parciales son:

of 0 <x3y — a:y3> _ (3z?y — y*)(2? + y?) — (2y — ay®)22

dr ~ Oz \ 22+ 2 (22 + y2)?2

_ 3:E4y + 3x2y3 — x2y3 — y5 — 2x4y + 23:23/3 B $4y + 4x2y3 — y5

(22 + 12)2 (22 + y2)2

of 9 (2Py—ay’\  (® = 3uy)(@® + 92 — (Y — 22y
dy Oy \ x22+y? ) (22 + y2)2

x® 4 a:3y2 — 3x3y2 — 3xy4 — 2x3y2 + 2xy4 - b — 4:U3y2 — xy4

(% +y?)? (2P y?)?
En el punto (0,0), las derivadas parciales son:
3.0—h-03
O o oy _ e S0 = F(0,0) e =0
e T - A
3 k—0-k>
Of o oy — o JOR) = £(0,0) i —0
a_y(o’())_%lﬁmo k =0
De donde, aplicando directamente la definicién de derivada parcial, resulta:
of of

2 _(Oak) - _(070)
O 0= 2 (ﬁ) (0,0) = lfm 9 Oz =
Oyox 0y \Ox k—0 k

0% k+4-02k3 k5 0
, (024k2)2
= lim
k—0 k

7 1,0y~ 2 (0,0)

>’f o (0f dy dy
= — _ = 1’ prn
dzdy (0,0) oz <8y> (0.0) ) h
h®—4h3-O—h-0* 0
— lfm — 40"
h—0 h

= +1

El teorema 4.2, de igualdad de las derivadas parciales cruzadas, también
se aplica a funciones de tres o mas variables siempre y cuando f y todas
sus derivadas parciales primeras y segundas sean continuas. Por ejemplo,
si f es una funcién de tres variables, w = f(z,y,2), y f y todas sus de-
rivadas parciales primeras y segundas son continuas en una regién abierta
R, entonces en cada punto de R el orden en la derivacion de las derivadas
parciales segundas cruzadas es irrelevante. Esto es,

fmy(xaya Z) = fyx(x7y7 Z)
fa:z(x7y) Z) = fz:c(xayvz)
fyz(xvya Z) = fzy(xa% Z)
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Derivadas parciales de tercer orden

Si ademas, las derivadas parciales de tercer orden son continuas, entonces no
importa el orden de derivacién de las derivadas parciales cruzadas de tercer
orden. En consecuencia, si hacemos las derivadas parciales de tercer orden,
resultan 23 = 8 derivadas, pero si son continuas se reducen a 3 +1 = 4
derivadas distintas:

£ { fray fox {_
fa:y { fxyx fI < fx:ry

f { ;zzz Si son continuas — f < y Ty <
fy { fyff { fyzy fy \ fzyy
fwl s

Es decir, si las derivadas parciales son continuas no importa el orden
de derivacién, sino el ntimero de veces que se ha derivado respecto de cada
variable.

Ejemplo 4.15. Hallar las derivadas parciales de tercer orden de la funcion:

flz,y) =2 +2zy* —y°

Solucion.
fxa::r =0
f:r:z =2 <
fm:2x+2y2 < fauy:O
fla,y) = 2%+ 22y° —° < p foy =4y <
fy = day — 3y N p Jayy =4
fyy = 4x — 6y N
fyyy =—6

Derivadas parciales de orden n

Si hacemos las derivadas parciales de orden n, resultan 2" derivadas, pero si
son continuas se reducen a n—+1 derivadas distintas. Es decir, si las derivadas
parciales son continuas no importa el orden de derivacion, sino el nimero de
veces que se ha derivado respecto de cada variable. Ahora bien, aunque el
resultado final de las derivadas parciales no depende del orden de derivacién,
el proceso de derivacién puede resultar mucho mas complicado en un orden
que en otro.

Ejemplo 4.16. Dada la funcion f(x,y) = % Hallar Dasi1f y Diisaf
Y2+ z
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Solucion.

Dasi1f = Dasi(D1f) = Dozt (

L) _
y2+22

2, .2 2 2
r(y” + 2°%) — zy2 T2t —
D132 f = Di1s(Daf) = Diss ( v )~y y> = D13 < Y ) =

(y* + 22)? W2+ 222
2202 (y? + 22)? — (2% — 2y?)2(y% + 2%)22
_D11< (y* + 2%) (;2+Z2)4y)(y+ ) >_
_p (2R =) (22387 - )
=Du <(g/2—|—22)3>_D1< (y2 + 22) >_O

4.3. Derivadas direccionales.

4.3.1. Derivadas direccionales

Las derivadas parciales f,(z,y) y fy(x,y), representan, respectivamente, la
pendiente de la superficie z = f(z,y) en las direcciones del eje OX y del eje
QY . Para hallar la pendiente en cualquier otra direccién se utilizan las deri-
vadas direccionales. Es decir, las derivadas parciales nos dan una medida de
la variacion de una funcion solamente en la direccion de cada eje coordenado.
Es natural buscar un concepto mas general de derivada a fin de que nues-
tras consideraciones no queden restringidas a las direcciones particulares de
los ejes coordenados y nos permita estudiar la razén de incrementos en una
direccién cualquiera. La derivada direccional responde a este proposito.

Queremos estudiar la variacién de la funciéon f en el punto p cuando el
argumento varia en la direccién marcada por el vector ¥. Para ello partimos
de la idea del concepto de derivada de funciones de una variable “el limite,
cuando el incremento de la variable tiende a cero, del cociente del incremen-
to de la funcién dividido entre el incremento de la variable”.
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Es decir, la derivada direccional
de la funcién f, en el punto p,
en la direccién del vector 4, viene
definida por el limite:

. f(x) - f(p)
Dy f(p) = ,11_1?11) 7
donde x es un punto préximo a p
y ademas situado en la direccion
marcada por el vector ¥, y t es la
longitud orientada del segmento
pxX, es decir, la longitud de este
segmento con signo positivo, si el
vector px tiene la misma direc-
cion que el vector ¥, y con signo
negativo en caso contrario.

Figura 4.2: Derivada direccional.

Para la derivada direccional usaremos cualquiera de las notaciones:

Dy f(p) = %(p)

Desde el punto de vista grafico, el problema se ha reducido a dos dimen-
siones mediante la interseccién de la superficie con el plano vertical que pasa
por el punto p y es paralelo al vector V. Este plano corta a la superficie me-
diante una curva C, y definimos la pendiente de la superficie en (z9, yo, 20)
como la pendiente de la curva C en ese punto.

Calculo de la derivada direccional conocido el vector director:
1. Vector director unitario % : Si el vector director es unitario resulta:

~
[px|| = [¢]
@]l =1

de donde,

}:>I;<=tﬂ = X—-p=1ti = x=p+ti

f(p+td) — f(p)
t

D; f(p) = Iim (4.1)

2. Vector director no unitario ¥: Si el vector no es unitario, resulta:

.
Ipx || = [¢] } Lt
il = pXF#tU
7] #1

luego no podemos hacer la sustitucién anterior. Por lo tanto, si el
vector no es unitario, hallamos el vector unitario de la misma direccién
y sentido que el dado, y a ese nuevo vector hallado le aplicamos el
resultado anterior. ~

U

ii = TS0
[l
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El concepto de derivada direccional generaliza el concepto de derivada
parcial, de manera que las derivadas parciales pueden obtenerse como casos
particulares de las derivadas direccionales. Asi, f, es la derivada direccional
en la direccién del vector (1,0) y f, en la direccién del vector (0, 1), es decir:

f+(p) = Dy f(p) para i=(1,0)  fy(p) = Dzf(p) para @=(0,1)

Se debe observar que puede existir la derivada direccional de una funcion,
en un punto, con respecto a un vector, y sin embargo, puede suceder que no
exista la derivada direccional con respecto a otro vector.

Ejemplo 4.17. Hallar la derivada direccional de f(x,y) = x> + 3zy® en
el punto p(1,2), en la direccion que apunta hacia el origen.

Solucion. Hallamos el vector director y comprobamos su médulo.

=po=0-p=(0,0)—~(1,2) = (-1,-2) — [7|=vI+d=V5#1

<l

luego,

B -1 -2 B -1 -2 t 2t
= é—’ - (ﬁﬁ) — p+ti = (1,2)+t(ﬁ,%) = (1_ﬁ’2_ﬁ)
de donde,

flp)=f(1,2)=124+3-1-22=1+12=13

2 2
v s 5= (- ) (- ) - )
2t 12 3t 8t 4t?
:1‘ﬁ+€+<3‘%><“—ﬁ+?>=
_y 2Py 2 120 12 2P 120
\/3 5 \/5 5 \/5 5 5\/5
38t | 372 124
VA

con lo que resulta,

=13 —

38t 372 1243

foti)—f) TS s

Dsf(1,2) = lim 1P P/ _ Itm d V5 _
t—0 t t—0 t

(0L
B T5E) T

El que la derivada direccional sea negativa significa que la funcién decrece
en esa direccién.

Calculo de la derivada direccional conocido el angulo director.
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Conocido el angulo 6 que forma el vector director con la direccién positiva
del eje OX, se tienen inmediatamente las coordenadas del vector director
unitario. En efecto,

U = (cosf,senb).

El concepto de derivada direccional se puede generalizar para cualquier
nimero de variables. Asi, para el caso general podemos enunciar la siguiente
definicion:

Definicién 4.3 (Derivada direccional). Sea f: D C R" — R una fun-
cion definida en el conjunto abierto D de R™ y sea p € D un punto dado de
D. Sea u un vector unitario dado. Se define la derivada de la funcion f en

p, en la direccion del vector U, denotada %(p), o bien Dy f(p), como el

—

siguiente limite, si existe y es finito.

Dy (p) = lim f(pHi) — f(p)

Ejemplo 4.18. Hallar la derivada direccional de f(x,y,z) = xyz en el
punto p(1,0,—1), segin la direccion del vector v = (1,1,1).

Solucion. Hallamos el vector unitario @ con la misma direccién y sentido
que U, para ello lo dividimos por su mdédulo.

Bl=vVI+1+1=V3£1 — a:i:(—,

luego,
. 11 1 t ot t
Pttt = (1,0, 1) +t( o o) = (14 o -1+ )
de donde,
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4.3.2. Relacion entre la derivada direccional y las derivadas par-
ciales

Veamos a partir de un ejemplo un resultado que justificaremos mas adelante.

Ejemplo 4.19. Hallar la derivada direccional de f(x,y) = x> +y> en
un punto genérico p(x,y), segun la direccion de un vector genérico unitario
u = (ul, UQ).

Solucion. Tenemos,

p+ti = (z,y) + t(u,uz) = (x + tug, x + tug)
de donde,
fp) = fla,y) = 2? +¢°
f(p+1tT) = flx+tuy,z + tug) = (z + tuy)® + (x + tug)® =

= 2% + 2xtug + t2(u1)? + 23 + 32%tug + 3wt?(u2)? + 3 (ug)?

con lo que resulta,

Daf(z,y) = lim f(p+tf;) —fp) _

y 22+ 2wtuy + 12 (u1)? + y3 + 3yPtug + 3yt?(u)? + t3(ug)® — (22 +v°)
= [1m =
t—0 t

= }ir% (2xu1 + t(u1)2 + 3y%us + 3yt(uz)2 + t2(u2)3) = 2zu1 + 3y°us

El céalculo de la derivada direccional aplicando la definicién resulta bas-
tante engorroso, no obstante, el resultado de este ejemplo nos puede hacer
intuir una propiedad que demostraremos més adelante (ver teorema 4.5 en
la pagina 248) Dy f = fu - w1 + fy - ug. Es decir, la derivada direccional se
puede obtener como la suma de los productos de las derivadas parciales por
las componentes del vector unitario de direccion. Esto nos permite obtener
las derivadas direccionales de una manera mucho mas facil que aplicando
directamente la definicion. Sin embargo, esta férmula no es valida para todo
tipo de funciones, sino solamente para las «diferenciables», de ahi que, en
ocasiones, tengamos que acudir al incomodo limite de la definicién.

Ejemplo 4.20. Comprobar que las derivadas direccionales calculadas en los
ejemplo 4.17 y 4.18 cumplen la relacion anterior.

Solucion.

1. En el ejemplo 4.17 tenemos los siguientes datos:

fla,y) =22+ 3% p(1,2) vy a:(\_/_%\_/_;)
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luego:
fe=22+3y% | f.(1,2)=2+12=14
fy = 62y 1

de donde,

of —14 -24 —38

g7 (P) = Jo(P) e+ fy(p) w2 = o+ =

2. En el ejemplo 4.18 tenemos los siguientes datos:

f(z,y) = zyz, p(1,0,-1) yi = (i L,L)

V3 V3 V3

luego:
fe=vyz ) fu(1,0,-1)=0 )
fy=zz 3 f,(1,0,—-1)=-1
fo=wxy ) f.1,0,-1)=0
de donde,
g_g(p):fm(p)-ul+fy(p).u2+fz<p).u3:0+\_/_%_‘_0: \—/_%

Derivada direccional y continuidad. La existencia de todas las derivadas
direccionales de una funcién en un punto no garantiza la continuidad de
la funcién en dicho punto, ya que el calculo de las derivadas direccionales
equivale a acercarse al punto sélo mediante rectas.

Ejemplo 4.21. FEstudiar la continuidad y calcular todas las derivadas di-
reccionales en el punto p(0,0) de la funcion f : R? — R definida por:

.%'2y

flz,y) = { zt 4 y?
L 0

st (z,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)
Solucion.

1. Continuidad: La funcién no es continua en el punto p(0,0), ya que no
existe el limite en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto

mediante las pardbolas y = ax? resulta:
) x2y , r?ax? , a a
lim ———> = lim —(F—5—=1lm 5 = 5
(@y)—=00) z* +y*  @y-oo0z*+a*zt 2=01+a* 1l+a
10

luego el limite no existe ya que depende del valor de a. Es decir, segiin
la pardbola por la que nos aproximemos al punto tendriamos un valor
del limite u otro.
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2. Existencia de las derivadas direccionales. A pesar de que la funcién
no es continua en el punto p(0,0), las derivadas direccionales en dicho
punto existen en todas direcciones. En efecto, sea i = (a,b) € R? un
vector unitario dado, sera:

ggwﬂ”Zﬁng«Q0%+“tb»_:ﬂQO)zg@%fa%tmg"ﬂao):
M .{ si b=0
:%%w:{ im tla’b —aQ si b#0
L0 83(2a% + b2) b

4.4. Diferenciabilidad

En esta seccién vamos a generalizar los conceptos de incremento y dife-
rencial, asi como el concepto de diferenciabilidad a funciones de dos o mas va-
riables. Recuérdese que para una funcién de una variable, dada por y = f(z),
se define el incremento como Ay = f(z + Az) — f(z), y la diferencial como
dy = f'(z) dx. Para funciones de dos variables, z = f(z,y), el incremento
de la funcién se generaliza de manera natural. En efecto, llamando Az y Ay
a los incrementos de = e y respectivamente, el incremento de la funcién se
define por
Az = f(z + Az,y + Ay) — f(z,y)

Sin embargo, la generalizacion del diferencial no resulta tan natural. Asi,
si z = f(z,y) y Az y Ay son los incrementos de = y de y, entonces, las
diferenciales de las variables independientes = e y se van a definir como

de=Ax y dy=Ay

mientras que la diferencial total de la variabla z se va a definir mediante la
expresion:

El porqué de esta definicién merece una extensa explicaciéon. Por otro
lado distinguiremos entre funcién derivable y funcion diferenciable. Asi, di-
remos que una funcién de varias variables es derivable si existen sus derivadas
parciales (en tal caso no queda asegurada la continuidad). Y diremos que es
diferenciable cuando ademds de existir las derivadas parciales, ocurre algo
mas, y ese algo mas tiene que garantizar la continuidad.

4.4.1. Generalizaciéon del concepto de diferenciabilidad

Al generalizar un concepto de R a R", tratamos de conservar las propiedades importantes
que consideremos en el caso uni-dimensional. Por ejemplo, en R la existencia de la deriva-
da en un punto z implica la continuidad en el mismo. Sin embargo, para funciones de dos
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variable, hemos visto que la existencia de las derivadas parciales en un punto no implica
la continuidad en ese punto, ni siquiera la existencia de todas las derivadas direccionales
implica la continuidad. Por esta razén las derivadas parciales, al igual que las derivadas
direccionales, son una extensién en cierto modo poco satisfactoria del concepto de deriva-
da uni-dimensional. Por tanto, parece natural el deseo de tener una nocién de derivada
para funciones de varias variables que implique la continuidad. Introducimos ahora una
generalizacion mas conveniente que implica la continuidad y, al propio tiempo, nos per-
mite extender los principales teoremas de la teoria de la derivada uni-dimensional a las
funciones de varias variables. El concepto que mejor sirve a tal propdsito es la nocién de
diferencial.

Generalizacién del concepto unidimensional. Para funciones de una sola variable
f:D CR — R el concepto de diferenciabilidad se confunde con el concepto de derivabili-
dad, asi, una funcidn y = f(x) es diferenciable en un punto xo € D sii posee derivada en
ese punto. Sin embargo, para varias variables estos dos conceptos no son equivalentes. Asi,
para funciones de dos variable, hemos visto que la existencia de las derivadas parciales
en un punto no implica la continuidad en ese punto, ni siquiera la existencia de todas
las derivadas direccionales implica la continuidad. Esto nos obliga a buscar el verdadero
significado del concepto de diferenciabilidad, separdndolo del concepto de derivabilidad,
de manera que represente la “suavidad” de la funcién y de él se deduzca la continuidad,
como ocurre en una variable.

Recordemos que una funcién de una variable f : D C R — R se dice que es diferen-
ciable en xg € D si el siguiente limite existe y es finito:

i 1 ®) = f(@o)

T—x( Tr — To

En tal caso el valor del limite se llama “derivada de f en zo” y se denota por f'(zo).
Recordemos también que dicho limite admitia una segunda expresiéon que era equivalente

a la anterior:
iy @0+ h) — f(@o)
h—0 h
Un primer intento para conseguir un concepto equivalente para funciones de varias
variables seria copiar la definiciéon anterior extendiéndola a la nueva situacién. Esto, sin
embargo, conduce a una expresiéon que carece de sentido. En efecto, para n variables

tendriamos:
o 69— fx0)

X—X( X — X0
donde aparece una divisién por un vector ¥ = x — X, operaciéon que carece de sentido con
vectores de R n > 1.

Un segundo intento seria sustituir el vector del denominador por su norma o por su
longitud orientada. Pero en este caso la expresién carece de interés, ya que dicho limite
sélo existe en puntos muy concretos del dominio, con lo cual se trata de una propiedad
muy restrictiva de dificil verificaciéon, y, por lo tanto, deja de representar el concepto de
funcion diferenciable. En efecto, para que exista el limite,

i £00 = £x0)

X—X( HX*XO”

su valor ha de ser 0, ya que, por ejemplo, todas las derivadas direccionales en el punto xg
tienen que coincidir.

Esto hace que tengamos que replantearnos el concepto de funcion diferenciable de
manera que la nueva visiéon del concepto sea extendible a n variables.

Replanteamiento del concepto. Partamos de la interpretacién geométrica del concep-
to. Una funcion de una variable y = f(z) es diferenciable en un punto zo de su dominio, si
su grdfica tiene recta tangente en dicho punto. Pero, jqué entendemos por recta tangente
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a una curva en uno de sus puntos?. De todas las rectas que pasan por el punto ;cudl es
la recta tangente?. La recta tangente es una recta que toca a la curva en un punto, pero
que, ademds, la curva se aplana en las proximidades del punto de tangencia, tratando de
confundirse, “por un instante”, con la propia recta. Este aplanamiento en los alrededo-
res del punto de tangencia, este “tratar de confundirse” con la recta tangente, es lo que
hace que la curva sea suave y que se pueda aproximar mediante la recta tangente en los
alrededores del punto de tangencia, y esto es lo que realmente caracteriza el concepto de
funcion diferenciable.

y y=f(z)
f(xo + h)

Recta tangente a la grafica
dey = f(z) en z =xo

f(zo)

Figura 4.3: Diferencial de una funcién.

La recta tangente a la gréfica de la funcién y = f(z) en el punto P = (ﬂco, f(:co)) viene
definida por la ecuacién

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0)

Y en las proximidades del punto tenemos,

f(@) = f(wo) + f'(z0)(z — zo) +r(h)

donde r(h) es la distancia (vertical) entre la curva y la recta tangente. Este residuo r(h)
es lo que nos va a permitir caracterizar el concepto de diferenciabilidad. En efecto, una
primera observacién nos hace ver que el residuo 7(h) tiende a cero a medida que h tiende
a cero. Sin embargo, este hecho no es importante en la definicién de diferenciabilidad,
pues el que limp—o7(h) = 0 lo tnico que nos dice es que la funcién es continua en zo, y
seguirfa valiendo cero cualquiera que fuera la recta que pase por P, aunque no fuera la
recta tangente, e incluso, aunque la funcién no tuviera tangente. Lo importante, cuando
se estudia la diferenciabilidad de funciones, es que el residuo r(h) tiende a cero mds rdpido
de lo que lo hace h. Esto significa que:

lim @

=0
h—0 h

Gréaficamente, este limite viene a significar el hecho de que la curva se “embarra” (“se
confunde’) con la recta tangente en los alrededores del punto P. En otras palabras, la
curva tiene que ser “suave’en P, para que “se pueda ver localmente como una recta” (su
recta tangente).

Tratemos de expresar estos conceptos de manera algebraica, desprendiéndolos de sus
significados geométricos, con objeto de poderlos generalizar a varias variables. Una recta
cualquiera que pase por el punto P = (xo, f(z0)) vendrd definida por la ecuacién: y =
f(xo) + A(x — x0), o lo que es lo mismo y = f(zo) + Ah donde A es la pendiente de la
recta y h = x — xo. Si queremos que, de todas las rectas que pasan por P, nuestra recta
sea la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto P, tendrd que cumplirse:

f(xo+ h) = f(xo) + Ah+r(h) donde }ILI’I'% % =0
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Por lo tanto, podemos establecer la siguiente definicién de diferenciabilidad para funciones
de una variable:

Definicién 4.4. Una funcion f : D € R — R es diferenciable en xo € D si existe una
constante A tal que

flxo+ h) = f(xo) + Ah+1r(h) con }llirr})# =0

Esta definicién es equivalente a la anterior, en efecto, despejando A de la expresion

anterior resulta:
S J@oth) = o) ()
h h

de donde, al tomar limite cuando h — 0 se ve la equivalencia entre la definicién de diferen-

ciabilidad y la existencia de la derivada, resultando A = f’(x).
Generalizaciéon para dos variables.

Desde un punto de vista grafico, una funcién de dos variable f : D C R? — R
es diferenciable en un punto p(zo,yo) de su dominio, si su grdfica tiene
plano tangente en dicho punto. Pero, jqué entendemos por plano tangente
a una superficie en uno de sus puntos?. De todos los planos que pasan por
el punto, jcudl es el plano tangente?. El plano tangente es un plano que
toca a la superficie en un punto, pero que, ademas, la superficie se aplana
en las proximidades del punto de tangencia, tratando de confundirse, “por
un instante”, con el propio plano. Este aplanamiento en los alrededores del
punto de tangencia, este “tratar de confundirse” con el plano tangente, es
lo que hace que la superficie sea suave y que se pueda aproximar mediante
el plano tangente en los alrededores del punto de tangencia, y esto es lo que
realmente caracteriza el concepto de funcion diferenciable.

Un plano cualquiera que pase por el punto P = (xg,yo; f (xo,yo)) ven-
dré definida por la ecuacién: z = f(zo,y0) + A(x — x0) + B(y — yo). Si
queremos que este plano sea tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto

P, tendra que cumplirse:
r(h, k)
+(h,k)) = +Ah+Bk+r(h, k i —— =0
f((xg,yo) (h, )) f(zo,y0) r(h,k) con (h7k)1m(0,0) T

Por lo tanto, podemos establecer la siguiente definicién de diferenciabi-
lidad para funciones de dos variables:

Definicién 4.5 (Funcién diferenciable). Una funcién f: D C R? — R
es diferenciable en el punto p(xo,yo) € D si existen dos constantes A y B
tales que

=0

r(h, k)
h.k)) = Ah + Bk h, k Ii
f((xm yO) + ( ) )) f(3007y0) + + + ’I"( ) ) con (h,k)1—>In(O,0) ||(h, k)”

f es diferenciable en la region D si es diferenciable en todo punto de D
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4.4.2. Diferenciabilidad y derivadas parciales

Proposicién 4.1 (Diferenciabilidad implica existencia de las deri-
vadas parciales). Si una funcion f : D C R? — R es diferenciable en el
punto p € D, entonces existen sus derivadas parciales en dicho punto.

Demostracion. Supongamos que la funcién f : D C R? — R es diferenciable
en el punto p(xg,yo) € D, entonces existen las constantes A y B tales que:

r(h, k)

h,k)) = Ah+Bk+r(h,k Ii =0
f((x07y0)+( ) )) f($07y0)+ + —|—7’( ) ) con (h,k)1—>H%O,O) ”(h,k)”
Ahora bien, poniendo h = (h,0) en la expresién anterior resulta:

r(h,0) _ r(h) _ flwo+h.yo) = f(zo,0)
h h h
de donde, al tomar limite cuando h — 0 resulta
i T (f(afo + h,yo) — flzo,90) A)
h—0 h h—0 h
de donde obtenemos
. flzo+h,yo) — f(@o,y0) _ Of
= 1 = —
A fit h O (20, Y0)
De manera andloga, poniendo h = (0, k) obtenemos:
- f(@o, 50 + k) — f(wo,0) _ Of
B=1 = 2
kli% k ay (;UO’ yO) D

Se tiene, entonces, que una condicidn necesaria para que una funcién
f(z,y) sea diferenciable en un punto p = (xg,yp) es que existan sus deriva-
das parciales en ese punto. Sin embargo, esta condicién no es suficiente, ya
que la existencia de todas las derivadas parciales no garantiza la diferencia-
bilidad. No obstante, lo interesante de esta propiedad es su negacién léogica,
o sea: 5% una funcion no tiene todas sus derivadas parciales, entonces no es
diferenciable.

Como consecuencia de este resultado, podemos establecer la siguiente

Proposicién 4.2. La funcién f : D C R? — R definida en un conjunto
abierto D de R?, es diferenciable en el punto p = (x0,%0) € D, si:

1.  Euxisten las derivadas parciales de f en p

_of _of
A= %(iﬂo,yo), B = By (%0, y0)
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2. El residuo r(h, k) definido en la expresion:
F((@o.50) + (h, k) = f (w0, y0) + A+ Bk + r(h, k)

tiene la propiedad
r(h, k)

lfm =0
(h.k)—(0,0) [|(R, k)|

Esta definicion de diferenciabilidad si que garantiza la continuidad de la
funcién en aquellos puntos en los que es diferenciable, como sucede con las
funciones de una variable.

Nota: Con objeto de recorda mejor la expresion, el limite que caracteriza
la diferenciabilidad se puede expresar de la siguiente forma:

TR F((x0,y0) + (b, k)) — f(x0,y0) — Ah — Bk
(h.k)—(0,0) [[(R, k)| (hk)—(0,0) Vh2 4 k2

Y llamando Af = f(xo+ h,yo + k) — f(z0,y0) vy A(h, k) = Ah + Bk resulta

. T(ha k) , Af - )‘(ha k)
hIIl = hm —_— = 0 42
(hk)—(0,0) |[(R, k)| (k) —(0,0) /A2 + k2 (42)

Con lo cual la proposicién 4.2 se puede enunciar de la siguiente forma:

Corolario 4.1 (Caracterizacién de la diferenciabilidad). La funcion
f:D CR? = R definida en un conjunto abierto D de R?, es diferenciable
en el punto p = (zo,y0) € D, si:

1.  FExisten las derivadas parciales de f en p

0 0
A= 8—£($0,y0)7 B = a—i(wo,yo)

2. El siguiente limite vale cero:

r(h,k) , Af —Ah,k)

lim im
(hk)—(0,0) [[(h, k)| (hk)—(0,0)  /h2 + k2
donde, Af = f(xo + h,yo + k) — f(zo,%0) y A(h,k) = Ah + Bk

Proposicién 4.3 (Segunda forma de la diferenciabilidad). Una fun-
cion f dada por z = f(x,y) es diferenciable en (x,y) si Az puede expresarse
en la forma

Az = fo(z,y)Ax + fy(x,y) Ay + e1Ax + e2Ay

donde ambos €1 y €2 — 0 cuando (Azx,Ay) — (0,0).
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4.4.3. La diferencial

Si la funcién f : D C R? — R es diferenciable en el punto p = (xg,v0) € D,
entonces a la parte lineal en h y k (A(h, k) = Ah + Bk) de la expresién del
residuo

h, k
F((@o,y0)+(h,k)) = f (w0, y0)+Ah + Bkj+r(h, k) con " k%lin(o ) m =0

se le llama diferencial de la funcién f en (zg,yo) vy se denota por df (o, yo).
Asi,
df (x0,y0) = Ah + Bk

Y dado que, como se vio en la proposicién 4.1, A y B representan las deri-
vadas parciales de la funcién f en el punto (xg,yo), resulta:

0 0
df (zo,y0) = a*i(»"?o,yo)h + ayjj(iﬂo,yo)k

Y teniendo en cuenta que si f(x,y) = x, se tiene h = dzx y si f(z,y) =y, se
tiene k = dy, podemos escribir:

0 0
df (zo,y0) = 8—£($07y0)d$ + 8_5(%’ Yo)dy

O de manera mas general:

Definicién 4.6 (La diferencial). Sila funcién f : D C R? — R es diferen-
ciable en el conjunto abierto D de R?, entonces, para cada x = (z,y) € D,
se llama diferencial de la funcion f en x y se denota por df, a la expresion:

of of

= Y gp+ 2L 4,
df 8xdx+ aydy (4.3)

4.4.4. Diferenciabilidad y continuidad

Teorema 4.3 (Diferenciabilidad implica continuidad). Si la funcion
f:D CR? = R definida en un conjunto abierto D de R?, es diferenciable
en el punto p = (xo,y0) € D, entonces es continua en ese punto.

Demostracion. Si f es diferenciable en el punto p = (g, y0) se tiene

F((x0,90)+(h, k)) = f(w0,y0)+Ah+Bk+r(h,k) con  lim r(h, k)

=0

Tomando limite cuando (h, k) — (0,0) y teniendo en cuenta que

r(h, k) .
lim =0 = lim r(h,k)=0
(h.k)—(0,0) [|(h, k)| (h,k)—(0,0) (h. k)
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tenemos que

f((zo,yo)+(h, k) = (f(@0,yo)+Ah+Bk+r(h,k)) = f(w0,v0)

lim lim
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

luego la funcién es continua en p = (zg, yo). O

El reciproco no es cierto, ya que existen funciones continuas que no son
diferenciables.

Ejemplo 4.22. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen
de la siguiente funcion y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.

(2 & (z,9)#(0,0)
o) =§ VEER !
0 st (z,y) = (0,0)

Solucion.
(a) Continuidad en (0,0):
Yy , Y

lim e Iim xz—————==0-Acot =0= f(0,0
() 00) \Jr2 1 2 @00 \Ja2 1 g2 (0,0)

luego la funcién es continua en (0,0)

(b) Diferenciabilidad en (0,0): Calculamos las derivadas parciales aplican-

do la definicién. o
- ) 0
OF (.0) = tim 1QF10 =700 _ o O =0\ VIETE _,
o ho h bk PR
0k
~ ) )k
01 ) gy — 1o Q0T = FO0) 0 FORM -0 VEER
” o K = ok

luego, el candidato a diferencial es:
Ah,k) =0h+0k=0
Por otro lado, el incremento de la funcién es:

hk
Af(0,0) = f(0+h,0+k) — f(0,0) = f(h,k) —0 = ——
£(0,0) = f( ) = £(0,0) = f(h, k) o
luego, resulta el siguiente limite
hk

R AfARE L YRR

(hk)—(0,0) [|(h, k)| (hk)—(00) VAZ+EZ  (hk)—(0,0) A2+ k2

hk i hmh m

= 1’ _— = 1 g
(h,k)l—»m(o,o) h? + k2 %r% h2 +m2h2 1+ m?2

Luego el limite no existe, por depender de m, y en consecuencia la
funcién no es diferenciable en (0,0). Al no ser diferenciable resulta
que df(0,0) no existe, con lo cual A(h,k) = Oh + 0k = 0 no tiene
ninguna significacion.
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Ejemplo 4.23. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen
de la siguiente funcion y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.
([ zy
ﬂww)—i:ﬁ+yz
0

si (z,y) # (0,0)
si (,y) = (0,0)
Solucion.
(a) Continuidad: Nos acercamos al origen a través de la recta y = mx

= f(m)

i Ty ) rmx m
11m — = 1IN —
(@y)—00 22 +y*  v=mea? 4 mPz? 14 m?

luego la funcién no es continua en (0, 0)

(b) Diferenciabilidad: Al no ser continua la funcién en el punto (0,0) no
puede ser diferenciable en dicho punto, en consecuencia resulta que
df(0,0) no existe.

Ejemplo 4.24. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen
de la siguiente funcion y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.

f(@y) = a? + ¢

Solucion.

(a) Continuidad: La funcién es continua en (0,0), en efecto

o Jm V22 412 =1/02 4+ 02 = VOT =0 = £(0,0)
z?y - b

(b) Diferenciabilidad: Las derivadas parciales en el origen no existen, en

efecto

_ N Jh2
g(()’o) — lim f(h,0) - £(6,0) _ g YEAOT 0 VIR 1Al
ox h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

y dicho limite no existe, puesto que

. Al
A
Luego, la funcién no es diferenciable en el origen por no existir las
derivadas parciales en dicho punto y ser la existencia de las derivadas
parciales en un punto p una condicién necesaria para la diferenciabili-
dad de la funcién en dicho punto. En consecuencia resulta que df (0, 0)
no existe.

Ejemplo 4.25. FEstudiar la continuidad y la diferenciabilidad de la funcion
f(x,y) = zy? en el origen y hallar su diferencial en ese punto.
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Solucion. Estudiemos primero la diferenciabilidad en el origen

z\ T, =92 T 0,0 =0
f(a:y):xyZ{f(xy) Y } 12(0,0) }A(h,k):0h+0k:0

fy(xa?J) = 2zy fy(0,0) =0

luego,
. r(hk) Af = A\h,k) - hk? =0
(hk)—(0,0) [[(h, k)| (hk)—(0,0) /B2 + k2 (hk)—(0,0) VA2 + k
h
2

= Ilim k*——=——==0-Acot=0
(hk)—(0,0) VA% + k2
Luego la funcién es diferenciable en (0,0) y en consecuencia es continua en

dicho punto.
Al ser diferenciable resulta, df(0,0) = A(h,k) =0h + 0k =0

Ejemplo 4.26. Dada la funcion

( 2%+ 2
st - 0

flx,y) = Ty y7
r+y st x-y=20

Calcula sus derivadas parciales en el punto (0,0). Estudia su continuidad y
diferenciabilidad en dicho punto.

Solucion. Entendamos primero el significado de la expresion que define la
funcién. Para hallar la imagen de un punto (z,y) tenemos que determinar,
primero, si las dos componentes son distintas de cero, o si alguna de las
componentes es cero; y segun el caso se le aplica una féormula o la otra. Es
decir, para x # 0 e y # 0, se tiene:

22 + 52

f(x7y>: Ty ) f($,0):1', f(an):ya f(070):0

En consecuencia,
Derivadas parciales en el punto (0,0). Para calcular las derivadas parciales
de la funcién en el punto (0,0) utilizamos la definicién de derivada parcial.

f(0+h70)_f<070) f(h,O)—f(0,0)

= lim =

£2(0,0) = lim

h—0 h h—0 h
o PO =040 o h
h—0 h h—0 h
5000 = iy z L
= lim (O+k>_(0+0):limﬁzl

k—0 k k—0 k
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Continuidad en (0,0). La funcién no es continua en el punto p(0,0), ya
que no existe el limite en dicho punto.En efecto, si nos acercamos al punto
mediante la recta y = x resulta:

lim r,y)= lim ——— =1Iim — =2#0= (0,0
(z,y)—(0,0) f< y) (%yg)/zcgo,()) Ty r—0 ;1;2 7& f( )

(el limite no existe en el punto p(0,0), ya que si nos acercamos al mismo a
través de la recta © = 0 se obtendria 0 como limite).
Diferenciabilidad en (0,0). Al no ser continua en el punto (0,0), la funcién
no puede ser diferenciable en dicho punto.

FEn consecuencia, la funcién no es ni continua ni diferenciable en el punto
(0,0) y, sin embargo, posee derivadas parciales en dicho punto.

4.4.5. Diferenciabilidad de funciones de n variables

El concepto de diferenciabilidad se puede extender a funciones de cualquier niimero de
variables, de manera andloga a como se ha hecho al caso de dos variable.

Definicién 4.7. Se dice que la funcion f: D CR"™ — R definida en un conjunto abierto
D de R", es diferenciable en el punto xo = (z1,...,2n) € D, si existen las derivadas
parciales de f en xg

Aizaf(Xo), i=1,2,..47n

8$i

y si el residuo r(h) definido en la expresion:

Fxo +1) = f(x0) + ) Aihi + r(h)

(donde h = (h1,...,hn) € R™ es tal que xo +h € D) tiene la propiedad

1rm ")

=0
h—0 [[h]]

Esta definicién de diferenciabilidad también garantiza la continuidad de la funcién en
aquellos puntos en los que es diferenciable, como sucede con las funciones de una y dos
variable.

Nota: Con objeto de recorda mejor la expresion, el limite que caracteriza la diferenciabi-
lidad se puede expresar de la siguiente forma:

r(h) p f(xo+h) = f(xo0) = D70 Aihi

lim = lim
n—o [|h]]  (ak)—(0,0) B2+ -+ R

Y llamando Af = f(xo +h) — f(x0) y A(h) = >_7" | A;h, resulta

r(h) _ . Af—A)

lim =lim ————~ =
n—o |[h|  n—o /p2 1. 1 h2

La Diferencial

Si la funcién f: D C R™ — R es diferenciable en el punto xo = (z1,...,2,) € D, entonces
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a la parte lineal en h;, i = 1,2,...,n (AM(h) = Aih1 + - - + Anhy) de la expresién del
residuo

r(h)

f(xo+h) = f(xo) + Athi + -+ Anhp +7(h) con }I‘im Th] =0

se le llama diferencial de la funcién f en xo y se denota por df (xo).

df(Xo) = )\(h) =Aihi+---+ A, hn
Y dado que los coeficientes A; i = 1,...,n representan las derivadas parciales de la funcién
f en el punto xg, resulta

of of

d -2 By e 2 B

f(x0) = 7 (x0)h1 + - + By (x0)
Y teniendo en cuenta que si f(z1,...,Zn) = 71, se tiene h1 = dz1 y si f(x1,...,Tn) = Tn,

se tiene h, = dx,, podemos escribir:

df (x0) = g—i(xo)dm‘l 4+ 4 g—ljj(xo)dmn

Y, en general, podemos enunciar la siguiente

Definicién 4.8 (La diferencial). Si la funcidn f : D C R™ — R es diferenciable en el
congunto abierto D, entonces para cada x = (x1,...,T,) € D, se llama diferencial de la
funcion f en x, y se denota por df, a la expresion

_of Ly 9
df = axdm + + aydmn

4.4.6. Condicién suficiente para la diferenciabilidad

Hemos visto que ni la existencia de todas las derivadas parciales, ni, si
quiera, la de todas las derivadas direccionales es suficiente para establecer
la existencia de la diferencial (puesto que ni una ni otra implican la con-
tinuidad). Sin embargo, demostraremos que la existencia de las derivadas
parciales «continuas» implica la existencia de la diferencial.

Teorema 4.4 (Derivadas parciales continuas implican diferenciabi-
lidad). Sea f: D CR"™ — R una funcién definida en el conjunto abierto D
de R™. Si las funciones (derivadas parciales)

of

(%ci

:DCR*"—>R, i=1,2,---,n, DCD

son continuas en el punto xg € D, entonces [ es diferenciable en xg

Demostracion. (Opcional, caso n = 2) Sea la funcién f : D C R® — R
tal que las funciones derivadas parciales sean continuas en un punto p =
(xo,v0). Sea x = (x,y) un punto préximo a p y sea q = (zo,yo + k).
Tenemos:

Af =f(x) = f(p) = [f(x) = f(@] + [f(a) — f(p)]
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Yo Yy
’ Co //
e q(zo,yo + k)
/./Cl
_________ TR k()

Figura 4.4: valor medio.

Aplicando el teorema del valor medio en cada corchete, resulta

Af = fe(cr)h + fy(ca)k

Y al ser las parciales continuas en el punto p sera:

Af = (fop)+e1)h+ (fy(p) + e2)k = fo(P)h + fy(ca)k + erh + ek

Luego f es diferenciable en p O

El reciproco de este teorema no es cierto, ya que existen funciones difer-
enciables en un punto p y sin embargo sus derivadas parciales en dicho punto
no son continuas. Por lo tanto, si las derivadas parciales no son continuas,
entonces no podemos asegurar nada. No obstante, este teorema permite com-
probar la diferenciabilidad de una funciéon de una manera facil, y se puede
extender a un dominio D de la siguiente forma: Si las derivadas parciales
son continuas en un dominio D entonces la funcion es diferenciable en ese
dominio.

Ejemplo 4.27. FEstudiar la diferenciabilidad de las funciones
(a) Sry)=ay® (b) glay) =" (c) by, 2) = sen(w +y* — 2°)
Solucion.
(a) Las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = zy* son:
folz.y) =y*  fylz,y) = 2zy

que, al ser polinémicas, son funciones continuas en R?, luego la funcién
es diferenciable en R?.

(b) Las derivadas parciales de la funcién g¢(z,y) = "t son:

2 +y2

gz (z,y) = 2e gy, y) = 2ye™ Y

que, al ser producto de polinémica con exponencial compuesta con
polinémica, son funciones continuas en R?, luego la funcién es diferen-
ciable en R2.
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(c) Las derivadas parciales de la funcién h(z,y, z) = sen(z + y? — 22)

son:
he(z,y,2) = cos(x + y? — 22)

hy(z,y,2) = 2y cos(x + y? — 2?)
h.(x,y,z) = —2zcos(x + y? — 2?)

que, al ser producto y composicién de funciones elementales, son fun-
ciones continuas en R3, luego la funcién es diferenciable en R3.

4.4.7. Caracterizacion de las funciones diferenciables

Condiciones para la diferenciabilidad

Recapitulando, podemos resumir las condiciones de diferenciabilidad de la
siguiente forma:

Condiciones necesarias de diferenciabilidad:

s Si la funcion es diferenciable en un punto, entonces es continua en
ese punto.

= Si la funcion es diferenciable en un punto, entonces existen las
derivadas parciales en ese punto.

Condicién suficiente de diferenciabilidad: Si las derivadas parciales
son continuas en un punto, entonces la funcion es diferenciable en ese
punto.

Los reciprocos de los teoremas anteriores no son ciertos. Aunque lo que
si podemos utilizar son sus negaciones logicas.

Condiciones necesarias de diferenciabilidad:

= Sila funcion no es continua en un punto, entonces no es diferenciable
en ese punto.

w Sino existen las derivadas parciales en un punto, entonces la funcion
no es diferenciable en ese punto.

Condicién suficiente de diferenciabilidad: Si la funcion no es dife-
renciable en un punto, entonces las derivadas parciales no son continuas
en ese punto.

Para recordarlas podemos realizar el siguientes esquema grafico

Diferenciabilidad de las funciones elementales

Con objeto de desarrollar una intuicién que permita detectar a priori la
diferenciabilidad de las funciones de varias variables deben tenerse en cuenta
las siguientes proposiciones
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/ Continuas \

Diferenciables

Existen derivadas parciales

Parciales Diferenciables

continuas

\_ ) \ /

Figura 4.5: Parciales cont=-diferenciable =-continua Diferenciable =-existen parciales

Proposicion 4.4. Toda funcion polindmica
n . .
f : Rz - Rv f(xvy) = Z a'ijxly]
i,j=0
es diferenciable en todo punto (xq,yo) € R?
Proposicién 4.5.

(a) La suma y el producto de funciones diferenciables es otra funcion dife-
renciable.

(b) El cociente de dos funciones diferenciables es otra funcion diferenciable
en todos aquellos puntos que no anulen el denominador.

Proposicién 4.6. La composicion de dos funciones diferenciables es otra
funcion diferenciable.

Ejemplo 4.28. FEstudiar la diferenciabilidad de las funciones

2 —zy+1 2.2
(a) f(z,y) = T2y (b) g(z,y) ="
1 —y2
h _ 2 272+y2
(¢) h(z,y) =x%e + sen 522

Solucion.

(a) La funcién es diferenciable en R? —{(0,0)} por tratarse del cociente de

dos funciones polindmicas y el inico punto que anula el denominador
es el (0,0).

(b) La funcién es diferenciable en todo R? por tratarse de la composicién
de dos funciones diferenciables.

(c) La funcién es diferenciable en todo R? por tratarse de suma de fun-
ciones diferenciables.
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4.4.8. Diferenciabilidad y derivadas direccionales

El cdlculo de la derivada direccional aplicando el limite (4.1) que aparece en la definicién
(pég. 228) resulta un poco engorroso. No obstante, para las funciones diferenciables existe
la posibilidad de calcular las derivadas direccionales de una manera mucho més facil. Como
la suma de los productos de las derivadas parciales por las componentes del vector unitario
de direccion. En efecto,

Teorema 4.5 (Derivada direccional y derivadas parciales). Sea f: D CR" — R

una funcion diferenciable en el punto xo € D, y sea u = (u1,--- ,un) un vector unitario.
Entonces
of of
(x0) = (x0)ui
ou ox;

=1

Demostracion. Al ser f diferenciable en x se tiene que:

;T o
f(xo+h)— Z Ers (x0)hi +r(h) donde &lm — =0

Limitemos el incremento de la funcién f sélo a la direccién marcada por el vector u. Para
ello, escribamos el vector h como h = tu, ¢t € R, luego serd: h; = tu;, con lo cual nos
queda

f(xo +tu) — f(x0) = Z gg{l (x0)tu; + r(tu)

=1

de donde, dividiendo po t, resulta

f(xo + tu) r(tu)
Z B, OO

Y teniendo en cuenta que ||h|| = |tu|| = |¢||[u]] = |¢|, pues el vector u es unitario. Es
decir, t es la longitud orientada por u del vector h, es decir, la longitud de este vector con
signo positivo, si el vector h tiene la misma direccién que el vector u, y con signo negativo
en caso contrario. Es decir, ¢t = %||/h||. Con lo cual decir que h — 0 equivale a decir que
t — 0. En consecuencia tomando limite en la expresién anterior cuando ¢ — 0, (y teniendo
en cuenta que los primeros sumandos del 2° miembro no dependen de h ni de ¢) resulta

. f(xo +tu) — f(x r(h)
lim (x0)u; £ lim
iy t Z By X0V Jm T

El limite que aparece en el primer miembro es la derivada direccional de la funcién f en
el punto xo segun la direccién del vector unitario u (ver (4.1)), y el limite que aparece en
el segundo miembro es cero por ser la funcién diferenciable. En consecuencia resulta:

Of oy N~ O
o) =3

i=1

0)Ui O
Ejemplo 4.29. Calcular, usando las derivadas parciales, la derivada direccional de la
funcion f(z,y) = 2° + y* en el punto p(1,1) en el sentido del vector que parte de p y

forma un dngulo de 60° con el sentido positivo del eje OX.

Solucion. Hallamos el vector unitario de direccién,

U = (cosa,sena) = (%, —)
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Hallamos las derivadas parciales en el punto p(1,1)
fo =22 } ( 71) =
fv =2y

de donde,

Dy f(1,1) = fo(1, Dur + fy(1, 1)uz = 2% + 2? =1+V3

4.4.9. La derivada segin una direccion curva

La derivada direccional también se puede aplicar para direcciones curvas. En este caso se
entiende que el vector director es el vector tangente a la curva.

Vector tangente a una curva plana

Y
Como vector tangente podemos elegir cualquiera de
los vectores siguientes, todos ellos paralelos entre si:
. dy
Ur = (da,dy) || (1, 22) = (Ly'(2)) | («'(8), ¥/ (1))
f(zo)

Figura 4.6: Vector tangente.

Ejemplo 4.30. Calcular la derivada del campo escalar z = arctan(zy) en el punto
p(1,1), segin la direccion de la pardbola y = z2, en el sentido del crecimiento de la
abscisa.

Solucién. Hallamos el vector tangente unitario a la pardbola y = x2, en el punto p(1,1),
con la primera componente positiva.

b= (@) = (L2~ B0 =0.2)
1

Br,DI=vitdi=vs — dr(l,1)=(

NG
Hallamos las derivadas parciales de la funcién en el punto p
%:L] %(11):L:l\ de donde,
ox 1+ x2y? ox "’ 1+1 2
0z x 8211 x 1 azzli+li:_3
oy vy ) oMV T TiTe ) T2 T 2vE ok

4.5. Gradiente

4.5.1. Definicion

Si la funcion es diferenciable, entonces la derivada direccional y el diferencial
recuerdan un producto escalar

Dif = four + fyuz = (fo. f,) - (w1, u2) = V £+ i
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Este resultado nos hace tener en consideracion el vector cuyas compo-
nentes son las derivadas parciales de una funciéon en un punto. Asi, Da-
da una funcién diferenciable de dos variables, se llama vector gradiente de
dicha funcion en un punto p, al vector cuyas componentes son las derivadas
parciales de la funcion en dicho punto. Y se denota por cualquiera de los

simbolos gradf(p), Vf(p) o V—J}(p)

gradf(p) = V1(6) = V1 (0) = (5 (0). 5 )

(El simbolo V se denomina «nabla»).
De manera analoga se define el vector gradiente para tres o mas variables

gradf(p) = V1(p) = Vo) = (5 0). 32 0). 2L 0)

Formalmente la definicion es la siguiente:

Definicion 4.9. Sea f: D CR"” — R una funcion diferenciable definida en
el conjunto abierto D de R™. Se define el (vector) gradiente de la funcion f
en el punto xg € D, como el vector de R™ dado por

0 0 0
gradf(x)) = (a—gfl(x()), a—fﬁo% .. a—iw)

Ejemplo 4.31. Hallar el vector gradiente de la funcion f(z,y) = 2%y +zy?
en el punto (—1,2)

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y las evaluamos en el punto
(_1’2)
fo=2zy+y3 } fo(-1,2)=—4+8=4

fy=2>+3xy* [ f,(-1,2)=1-12=-11
de donde,
.
Vf(_].,Q) = (47 _11)
. . . T +y
Ejemplo 4.32. Hallar el vector gradiente de la funcion f(x,y,z) =
z

en un punto genérico.

Solucion. Hallamos las derivadas parciales

fol)

x—z i_} -

el ey
Tty i

fz - 22 J
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Nota. Para funciones de una variable y = f(x) tenfamos que:
df = f'(z)dz = f'(z) - h
Para funciones de varias variables tenemos que:

Si se comparan ambas expresiones, se observa que el gradiente, V f, puede
pensarse como la generalizaciéon del concepto de derivada para funciones de
varias variables. Si bien, hay que advertir que mientras que la derivada de
una funcién de una variable en un punto es un numero, la derivada de una
funcién de varias variables es un vector.

4.5.2. Vector gradiente y derivada direccional

A partir del vector gradiente, la derivada direccional de una funcién dife-
renciable f en un punto p en la direccién del vector unitario 4, se puede
expresar como un producto escalar

af —

L)y =VFu

57 (P)=Vf
Es decir, la derivada direccional de la funcion f en el punto p en la di-
reccion del vector unitario U es el producto escalar del vector gradiente de

f en el punto p por el vector u. Este hecho permite obtener las siguientes
propiedades

Propiedades: Si la funcién f es diferenciable, se tiene:

(a) Si en un punto p el gradiente es cero, entonces todas las derivadas
direccionales en ese punto valen cero.

Vflp)=0 = Dzf(p)=0, cualquiera que sea 7o

Es decir, si todas las derivadas parciales son nulas, entonces todas las
derivadas direccionales también lo son.

(b) La derivada direccional es mdzima en la direccion y sentido del gra-
diente, minima en sentido contrario, y nula en la direccion perpen-
dicular al gradiente, ademadas, el valor mdzimo de esta derivada es el
modulo del gradiente.

En efecto, teniendo en cuenta que el producto escalar de dos vectores
es el producto de los mddulos de los vectores por el coseno del glgulo

que forman, y llamando 0 al angulo que forman el gradiente V f y el
vector de direccion u, resulta

of

—_— — . — —
opP) =V a= |Vl -cos0 =[[Vf]-1-cos§ =]V fllcos?



252 CAPITULO 4. DERIVACION DE FUNCIONES MULTIVARIABLES

Ahora bien, —1 < cosf < 1, luego el valor méximo del producto
—

||V fllcos® se obtiene cuando cosf = 1 y el valor minimo cuando
cost) = —1, es decir,

—
Cuando Vf y 4 son vectores de la misma direccién y sentido, se tiene
0 =0, y por lo tanto cos 6 = 1, de donde,

of

— — o — —
L (p) = VF-i = V7] il - cos0 = [V FI- 11 = [ V]

—
Cuando V[ y 4 son vectores de la misma direccion pero de sentidos
opuestos, se tiene § = m, y por lo tanto cos § = —1, de donde,

af

5 (p) = Vi = |VFI - ] cosm = V]| - 1+ (=1) = = |V f]

—
Y cuando Vf y % son vectores perpendiculares, se tiene § = 7/2, y
por lo tanto cos 8 = 0, de donde,

of — — .
g P) =V a= V- @]-cosm/2=[[Vf]-1-0=0
Esquemaéticamente:

Vi i = Dif(p)=|Vi(p)| Méxima
Vi@ = Dif(p)=—|Vi(p)| miima
ViLli = Dyif(p)=0

Ejemplo 4.33. La temperatura en grados Celsius, sobre la superficie de una
placa metdlica, viene dada por T(x,y) = 20 — 422 — 32, midiéndose x e y
en centimetros. Desde el punto (2,3) sEn qué direccion crece la temperatura
mas rapidamente? ;A qué razon se produce ese crecimiento?.

Solucion: La direccién de maximo crecimiento es la direccion del gradiente, y
la razén de ese crecimiento su moédulo, en consecuencia hallamos el gradiente
y lo evaluamos en el punto (2, 3)

— —
Vf=(T%T)) = (—8z,—2y) — Vf(2,3) = (-16,-6)
luego la direccion de maximo crecimiento es la del vector
—
% =V/(2,3) = (~16,-6)
y la razén de maximo crecimiento es el médulo de gradiente, luego,

DsT(2,3) = |V £(2,3)] = [|(—16, —6)|| = /162 + 62 = v/202 = 17'09° /cm.
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Hay que hacer notar que aunque el gradiente apunta en la direccion
de maximo crecimiento de la temperatura, no por eso apunta al lugar mas
caliente de la placa. Es decir, el gradiente proporciona una solucién local al
problema. Una vez abandonada ese posicién, la direcciéon de maximo crec-
imiento puede cambiar, ya que la trayectoria de maximo crecimiento no tiene
por qué ser lineal.
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4.5.3. Gradiente y curvas de nivel

Figura 4.7: Gradiente-curva de nivel.

Las curvas de nivel de la su-
perficie de ecuacién z = f(z,y)
se obtienen dandole a z un val-
or numérico concreto. En conse-
cuencia, caminando sobre la cur-
va de nivel, los valores de la
funciéon no cambian durante el
recorrido. Es decir, al movernos
por la superficie siguiendo una
curva de nivel, los valores de la
funcién se mantienen constante,
y, por lo tanto, es de esperar que
la derivada de la funcién en esa
direccién sea cero. Es decir,

Dy, f(p) = Vf-iip =0

Esto significa que en cada punto de una curva de nivel el vector gradiente es
perpendicular al vector tangente a la curva de nivel y, en consecuencia, en
cada punto de una superficie, el vector gradiente es perpendicular a la curva

de nivel que pasa por ese punto.

Otra manera de verlo es la siguiente: En cada punto (z,y) de la curva
de nivel se tiene f(x,y) = k, de donde, df(x,y) = 0, y por lo tanto, en ese
punto, fydx + fy,dy = 0, de donde, expresandolo en forma vectorial resulta

(Forfy) - (da,dy) =0 = Vf-Br=0 = VfLiy

4.6. Plano tangente

4.6.1. Vectores normales

Vector tangente

(a) A una curva plana.

Como vector tangente podemos elegir cual-

f(zo) -

quiera de los vectores siguientes, todos ellos
paralelos entre si:

o1 = (A, d) | (1, ) = (1,4 (@)



4.6. PLANO TANGENTE 255

(b) A una superficie. De manera andloga, a lo anterior

/ Y= cte. — ’le = (d[E, 07 d2> H (1’ 0’ %)
ET - (dxadyv dZ) 62
T = cte. — BT == (07 dy7 dz) || (0’ 1’ a_y)

Vector normal a una curva plana

Se llama vector mormal a una curva, en un punto de la misma, al vector
perpendicular a su recta tangente en dicho punto. Andlogamente, se llama
vector normal a una superficie, en un punto de la misma, al vector perpen-
dicular a su plano tangente en dicho punto. Es evidente que si existe un
vector normal entonces existen infinitos, ya que si ¥, es un vector normal,
entonces también lo es A\v,,, con A € R

(a) Curvas dadas de forma explicitas y = f(x)

Dada una funcién de una variable y = f(x) y un punto (zg, o) de la misma,
el vector tangente a su grafica en dicho punto vendra definido por (dz, dy),
o bien, (h, f/(l‘o)h), o mds simplificado, U = (1, f’(xo)), y en consecuencia,
el vector normal a la curva en el punto (z,yp) vendréd definido por

f(xo +h)

f(xo)

Figura 4.8: Vector normal a una curva.

Donde se ha tenido en cuenta que para calcular un vector perpendicular
a otro conocido del plano basta con cambiar las coordenadas de orden y una
de ellas de signo.

(b) Curvas dadas en forma implicita F(z,y) =0

Dada una curva plana de ecuacién y = f(z), igualando a cero (o a una
constante) la ecuacién, podemos considerar la curva y — f(z) = 0 como
una curva de nivel de una funcién de dos variables F(z,y) = 0, siendo
F(z,y) =y — f(x), con lo cual el vector gradiente de esta funcién serd un
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vector normal a la curva dada.
Up =VF

Ejemplo 4.34. Hallar el vector normal a la pardbola de ecuacion y = 2

en el punto (1,1)
Solucion. Igualando la ecuacion a cero, resulta

2

y=2> > y—2°=0 — F(z,y) =y—2’

Y
4 y = a2
de donde,
3
i Fx(wvy) = -2z — (—
‘\2 ﬁp vr Fx(m,y) -1 VF({L‘,y) - ( QZE, 1)
1 P
" luego,
-2 -1 1 2

Ty =VF(1,1) = (-2,1)
Figura 4.9: y = 2°

Vector normal a una superficie
(a) Superficies dadas de forma explicitas z = f(z,y)

El vector normal ¥, a una superficie S en un punto P de la misma, serd un
vector perpendicular al plano tangente a la superficie en dicho punto. Ahora
bien, el vector perpendicular al plano tangente en el punto P serd per-
pendicular a cualquier recta tangente a la superficie en dicho punto. Un
vector, genérico, tangente a la superficie viene dado por las componentes
(dz,dy,dz). En particular, los vectores tangentes a la superficie, en el punto
P, en las direcciones de los ejes OX y OY vienen dados respectivamente
por:

VT = <1707 8—£($0,QO)> ) va = (07 17 6—£(x07y0)>

El vector normal a la superficie ha de ser perpendicular a los dos vectores
U1, ¥ U1y, luego se puede obtener a partir del producto vectorial de los
mismos, asi

"
6;0 = 6Tx X 77Ty =110 fa:<3707y0) = ( - fx(3307y0), _fy(x07y0)7 1)
0 1 fy('ZEanO)

nota: Para que la existencia del plano tangente en el punto P(zg,yo, 20)
esté garantizada, la funcién ha de ser diferenciable en el punto p(zg, yo)

(b) Superficies dadas de forma implicita F(x,y,z) =0

Dada una superficie de ecuacién z = f(x,y), igualando a cero (o a una
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constante) la ecuacién, podemos considerar la superficie z — f(z,y) = 0
como una “superficie de nivel”de una funcién de tres variables F'(z,y,z) =0
siendo F(x,y,z) = y— f(z,y), con lo cual el vector gradiente de esta funcién
serd un vector normal a la superficie dada.

T, = VF

Es evidente que si la funcién viene definida de manera explicita z = f(z,y),
entonces ambos procedimientos coinciden. En efecto, haciendo F(x,y,z) =
z — f(z,y), resulta

Uy =VF = (F,, Fy, F,) = (—fo, — fy, 1)
Ejemplo 4.35. Hallar un vector perpendicular al plano 3x —y + 2z = 3
Solucion. Consideramos la funcién: F(z,y,z) = 3z — y + 2z, de donde
F, =3, F,=-1 F,=2

luego,
U, =VF =(3,-1,2)

Ejemplo 4.36. Hallar un vector perpendicular a la superficie 2> + yz = 5
en el punto (1,2,2)

Solucion. Consideramos la funcién: F(x,y, z) = 2% + yz, de donde
Fp=2x, Fy=2 F,=y — Vf=(2z2y)

luego,
U, =VF(1,2,2) = (2,2,2)

4.6.2. Plano tangente

Consideraciones geométricas
Ecuacién de un plano
Para hallar la ecuacién de una recta, de una curva, de un plano, o de cualquier lugar
geométrico, el procedimiento habitual es el denominado del “punto genérico”, que consiste
en suponer un punto genérico X de la figura geométrica correspondiente y relacionarlo con
los datos que disponemos. Buscaremos una relaciéon que vincule al punto X con los datos
del problema y que cumplan los puntos de la figura geométrica y sélo ellos. La relacién
puede ser vectorial, trigonométrica o de cualquier tipo.
(a) Ecuacién de un plano conocido un punto del mismo y dos vectores paralelos al plano,
pero no paralelos entre si. Si unimos el punto P con el punto X mediante
—
el vector PX, resultard que los tres vectores u, v

—
y PX son coplanarios y por lo tanto seran lineal-
mente dependientes y, en consecuencia, el determi-

17i - X nante de la matriz de sus componentes sera cero.
PX PX

e } Linealmente dependientes <= =0
v

ST
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(b) Ecuacién de un plano conocido un punto del mismo y un vector normal al plano.

ﬁT Si unimos el punto P con el punto X mediante el

vector PX , resultard que los vectores PX y 7 son

P l ______ o X perpendiculares y por lo tanto su producto escalar
serd cero.

— —
nlPX<+<=mn - PX=0
Plano tangente

Desde el punto de vista geométrico se llama plano tangente a una superficie
en un punto al plano que contiene a todas las rectas tangentes a la superficie
en dicho punto, o mejor dicho, a las rectas tangentes de todas las curvas
trazadas sobre la superficie que pasan por el punto. Si todas las tangentes
no estan sobre el mismo plano, entonces se dice que el plano tangente no
existe.

Desde el punto de vista analitico para que exista el plano tangente a una
superficie en un punto de la misma, la funcién que define la superficie ha de
ser diferenciable en el punto correspondiente.

(a) Superficies dadas de forma explicita z = f(z,y)

El plano tangente ha de contener todas las rectas tangentes a la superficie
en el punto correspondiente, luego, en particular, ha de contener las rectas
tangentes en las direcciones de los ejes OX y OY, por lo tanto, los vectores

. 9 5 0
Uy = (17 0, a_i(x(b ?JO)) Uy = (0’ L, 8_£(x0’ y0)>

seran paralelos al plano buscado.
Por tanto el plano tangente buscado contiene al punto (:L’O,yo; f(a:o,yo)) y

es paralelo a los vectores U, = (1,0, fz(:vo,yo)> y Ury = (0, 1, fy(:vo,yo)),
por lo que su ecuacion sera:

r—2To Y—Yo 2= 20
1 0 fx(x()vyo) =0
0 1 fy(zo,v0)

de donde resulta z — 2o — fz(x0, y0)(x — x0) — fy(z0,y0)(y — yo) = 0 que se
puede expresar de la forma:

Z—2zy)= fx(xo, yo)(iv - 960) + fy($07y0)(y - 3/0)

o bien, despejando z, y poniendo zg = f(zg, yo) resulta

z = f(xo,90) + fo(z0,y0)(® — x0) + fy (0, v0)(y — o) (4.4)

NOTA: Si la funcién no es diferenciable, entonces la ecuacién anterior no
representa el plano tangente, ya que en este caso el plano tangente no exis-
te. Es decir, si la funcién no es diferenciable, pero tiene derivadas parciales,
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podemos construir la ecuacién anterior, pero en este caso dicha ecuacién
no representa el plano tangente, sino simplemente un plano que pasa por el
punto (zo, yo).

Al mismo resultado llegamos sabiendo que el vector ¥, = (—fz, — fy, 1)
es perpendicular al plano buscado. En este caso serd v, 15)( =0, y en

consecuencia obtenemos el mismo resultado.

—fe(®0,90) - (v — x0) — fy(ﬂfovyo) “W—yo)+z—20=0

de donde,

z =20 = fa(w0,y0) - (x — z0) + fy(w0,y0) - (¥ — vo)
que es el mismo resultado anterior.

Ejemplo 4.37. Hallar la ecuacion del plano tangente al paraboloide z =
22 + 9% en el punto P(2,—1;5)

Solucion. Hallamos el gradiente en el punto p(2,—1)

zp =22 | 2(2,-1) =4 o
Zy =2y } zy(2,-1) = =2 }VZ(Z, 1) =(4,-2)

de donde: z —5 = 4(x —2) —2(y + 1) o bien, simplificando, 42 — 2y — 2z =5
(b) Superficies dadas de forma implicita F'(z,y,z) =0

Supongamos que la superficie viene definida de manera implicita, mediante
la ecuacién F(z,y,z) = 0. Si la funcién viene definida de manera explicita
z = f(x,y), facilmente puede convertirse a la forma implicita. En efecto,
dada una superficie de ecuacién z = f(x,y), igualando a cero (o a una
constante) obtenemos la ecuacién, z — f(z,y) = 0, y la podemos considerar
definida de manera implicita. Por tanto tenemos la ecuacién z — f(z,y) =0
que puede considerarse como una “superficie de nivel” de una funcién de tres
variables F'(x,y, z) = 0, siendo F(z,y,z) =y — f(z,y), con lo cual en cada
punto (z,y, z) el vector gradiente de esta funcién serd un vector normal a la
superficie dada.
Up = VF
En consecuencia, el plano tangente a la superficie en el punto P(xg, o, 20)

serd el plano que contiene a P y tiene por vector normal a VF(xg,yo, 20)-
Para hallar su ecuacién, tomamos un punto genérico X (z,y, z) del plano, y
—

tendréd que ser VF (xq,yo0,20) L PX, y en consecuencia su producto escalar
—

ha de ser cero VF(zo, yo, 20) - PX = 0, luego su ecuacién sera:

oF oF oF
%(33071107 Zo)'($—$0)+a—y($o,yo,Zo)'(iy—yo)‘i‘E(ﬂUo,yo,Zo)'(Z—Zo) =0 (4.5)
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Recta normal

Se llama recta normal a una superficie S en un punto P(z, 0, 20) de la
misma, a la recta que pasa por P y tiene por vector director al vector
normal a la superficie en dicho punto. Es decir, la recta perpendicular al
plano tangente a la superficie en P. Teniendo en cuenta que el vector normal
a la superficie en el punto P(zg, yo, 20) es VF(xo, Yo, 20), podemos concluir
que la ecuacion de la recta normal a la superficie en el punto P viene definida
por las ecuaciones:
T — X0 - Y=Y Z— 20

— — 4.6
Fy(xo0,90,20)  Fy(wo,y0,20)  Fz(x0,%0,20) (4.6)

Ejemplo 4.38. Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal
al paraboloide de ecuacion z? —2x% —2y?> —12 =0, en el punto (1,—1,4)

Solucion: Consideramos la funcién F(z,y, z) = 22 —2x2—2y?—12 y hallamos
su gradiente en el punto (1,—1,4)

Fp=—4z ) Fo(1,—1,4)=—4 )
Fy=—4y Y F,(1,-1,4) =4 YVF1,-1,4) = (—=4,4,8) || (-1,1,2)
F, =2z F.(1,-1,4) =8

Luego el plano tangente es: —1(x—1)+1(y+1)+2(z—4) = 0 y simplificando
resulta
r—y—2z+6=0

y la recta normal

r—1 y+1 =z-4
-1 1 2
Existencia del plano tangente

Para construir la ecuacién del plano tangente a una superficie en un punto lo tinico que
necesitamos son las derivadas parciales de la funciéon en dicho punto, sin embargo, no
siempre dicha ecuacién representa al plano tangente. Para que la ecuacién (4.4) represente,
realmente, el plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto P(xo, yo, 20) €s necesario
que la funcién f sea diferenciable en el punto p(xo,yo). No debe olvidarse que las derivadas
parciales pueden existir, incluso, en puntos donde la funcién no es ni siquiera continua,
y no tiene sentido hablar de plano tangente en dichos puntos. El concepto geométrico
de tangencia es el mismo que el concepto analitico de diferenciabilidad. Asi, si la funcién
f: D CR? — R es diferenciable en p(zo, yo) entonces diremos que la ecuacién (4.4) define
al plano tangente a la superficie z = f(z,%) en el punto P(aco7 yo; f (o, yo)). Si la funcién
no es diferenciable en el punto p(zo,yo), entonces el plano tangente a la superficie en el
punto correspondiente no existe, con lo cual el plano obtenido con la ecuacién (4.4) no
representa al plano tangente en el sentido preciso que se entiende en matematicas.
Formalmente podemos enunciar la siguiente

Definicién 4.10 (Plano tangente y recta normal). Si F' es diferenciable en el punto
P(zo,y0,x0) de la superficie S dada por F(z,y,z) =0 tal que VF(xo0, Yo, 20) # 0.

1. El plano que pasa por P y es normal a VF(xo,yo,20) se conoce como el plano
tangente a S en P.
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2. La recta que pasa por P y que tiene la direccion de VF(xo,yo,z0) se conoce como
la recta normal a S en P.
Significado geométrico de la tangencia

Si la funcién f es diferenciable en el punto p(zo, yo), sera:

_ of of )
f(x0+h7 y0+k) - f(x07y0)+ ox (xoayo)h+ oz ({L’(), yo)k‘+7’(h, k) con (h,k:%lin(0,0) H(h7 k‘)” -

con lo cual, poniendo h = & — xo, k = y — yo, la expresién anterior se convierte en:

0

F(ev) = £, 0) + 2L (0,u0) @ = 20) + B (w0, 90)(y = ) + (& — 70, ~ 0)

donde lm r(x—wo,y —yo) _
@w)—(z0.v0) (T — 0,y — yo) |

Ahora bien, teniendo en cuenta la ecuacién del

plano tangente

z = f(wo,yo)+fu (o, yo)(x—z0)+ fy (w0, y0)(y—Yyo)

donde z representa la altura en el punto x = (z,y)
hasta el plano tangente.

Resulta que el residuo r(z — zo,y — yo) se puede
expresar como

r(z — w0,y —yo) = f(z,y) — 2

Es decir, el residuo es la diferencia entre la z de la
Figura 4.10: Plano tangente. funcién z = f(x,y) en el punto x = (z,y) y la 2
en el mismo punto del plano tangente a la gréfica

. . en p = (g, %) | . _
El hecho de que f sea diferenciable en p = (o, y03 no sélo nos dice que r es muy pequeno

en torno al punto p, sino, ademads, que es mucho més pequeno que la distancia de p a x,
es decir 7 << ||pX|| . El hecho de que el residuo » — 0 cuando x — p sélo nos dice que la
funcién es continua en p. Lo que realmente da el caracter de tangencia es el hecho de que
m — 0 cuando x — p. Este hecho geométricamente viene a significar que la superficie
se aplana en los alrededores del punto p tratando de confundirse, por un instante con el
plano tangente.

4.6.3. Recta tangente y plano normal a una curva en el es-
pacio

(a) Curvas dadas en forma paramétrica

Ejemplo 4.39. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva
z=1t
en el punto t =1

Solucion. Hallamos las coordenadas del punto Py del vector tangente 7 correspondientes
al valor del parametro ¢t =1

[

|

t=1—P(1,1,1)

Ao RN
I

1
2 }5T=(1,2,3)
3

de donde,
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Las coordenadas de un punto genérico X (z,y, z) de la
curva vendran dadas en funcién del pardametro ¢, re-

z 7 sultando X(&L‘(t),y(t)7 z(t)). En consecuencia, el vec-
f(p) r tor tangente en dicho punto genérico serd

o = (2/(0), 5/ (1), 2'(1),

I

: /yo L de donde resultan

P,
R . (a) Recta tangente en el punto P(zo, Yo, 20)
T T—To Y—Yo zZ — 20

Figura 4.11: curva en el espacio #/(to) yto)  #(t)

(b) Plano normal en el punto P(zo, yo, 2z0)

' (to)(z—z0)+y' (to) (y—yo)+2 (to) (z—20) = 0

(a) Recta tangente en el punto P(1,1,1)

r—1 y—1 2z-—1
12 3

(b) Plano normal en el punto P(1,1,1)
lz—1)+2(y—1)+3(z—-1)=0
Ejemplo 4.40. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva
r=t—-2 y=3"+1 z=2"
en el punto donde corta al plano yz

Solucion. En el punto donde la curva corta al plano yz serd = = 0, luego t — 2 = 0, de
donde t = 2. En consecuencia.

de donde,
(a) Recta tangente en el punto P(0,13,16)

y—13 2—16

12 24

z
1

(b) Plano normal en el punto P(0, 13,16)
T+12(y —13)+24(z —16) =0 — 2+ 12y+ 24z — 540 =0

Curvas dadas como intersecciéon de dos superficies

Sean las superficies definidas por las ecuaciones F(z,y,z) = 0 y G(z,y,2) = 0. Dichas
superficies se cortaran en la curva definida por el sistema de ecuaciones:

r—x — z—z
(a) Recta tangente en el punto P(xo, Yo, 20) 0_ ¥ -0 0
U1 U2 U3

(b) Plano normal en el punto P(zo,y0,20) vi(x — xo) + v2(y — yo) + v3(z — 2z0) =0
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VF F(z,y,z) =0 }
VG G(z,y,z) =0
Los vectores gradientes VF y VG en cualquier punto
de la curva de corte seran normales a sus respectivas
Ie. superficies y por tanto seran normales a la curva de
Ur corte, en consecuencia el vector perpendicular a am-
bos definido por su producto vectorial v = VF x VG

serd tangente a la curva de corte, de donde, si sus com-
Figura 4.12: curva en el espacio ponentes son #r = (v1,v2,v3) resultan

Ejemplo 4.41. Hallar la ecuacion de la recta tangente y del plano normal a la curva
definida por la interseccion del elipsoide x2 +4y*+22% = 27 y el hiperboloide x> +y> —22% =
11 en el punto P(3,—2,1)

Solucion. Hallamos los vectores gradientes en el punto P(3,—2,1)

Fp, =2z F,=6
F(x,y,z) =2° +4y° +22°{ F, =8y F,=—16 » VF(3,-2,1) = (6,—16,4)
F. =4z F.=4

F, =2z F,=6
Glz,y,2z) =a° +y° —22°{ F, =2y F,=—4 %VG(3,-2,1) = (6,4, —4)
F. =

luego, el vector tangente sera:

i j k
Gr=|6 —16 4 |=(80,48,72) = 8(10,6,9)
6 —4 —4

y en consecuencia
(a) Recta tangente en el punto P(3,—2,1)

r—3 y+2 z-1
10 6 9

(b) Plano normal en el punto P(3,—-2,1)

10(z — 3) +6(y+2) +9(z — 1) =0

4.6.4. La diferencial como aproximacién del incremento

Sea f : D C R? — R una funcién diferenciable en el conjunto abierto D de
R2. Entonces, para cada x € D tendremos

of of

B =—h1 + 6_h2 +r(h) donde hm

rth) _
o[h]

fx+h) = f(x)+

Vimos en la definicién (4.3) que a la parte lineal en h; y ho de esta expresién,
A(hi, h) = fzh1 + fyho, se le llama diferencial de la funcién f en el punto
x = (x,y) y se denota por df (z,y), o simplemente por df. Es decir,

af 0f ),

df = 8y

h1+
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Y teniendo en cuenta que si f(x,y) = z, se tiene h; = dx y si f(z,y) = vy,
se tiene hy = dy, podemos escribir:
_of of

df = Gpdo+ 5 dy

Figura 4.13: Af ~ df

Con lo cual resulta
f(x+h) = f(x) +df(x) +r(h)

Ahora bien, dado que limy_o7(h) = 0 se tiene que, para ||h|| pequeno,
serd r(h) ~ 0 y en consecuencia

fx+h) = f(x)+df (x)
Si observamos la grafica 4.13, vemos que se tiene,
f(x+h)~z

Es decir, la z de la funcién z = f(x+h) en el punto x+h = (z+hy,y+ ha),
coincide, de manera aproximada, con la z, en el mismo punto, del plano
tangente a la gréfica en un punto cercano x = (z,y)

Lo anterior también se puede expresar de la forma

f(x+h) = f(x) =~ df (x)

Es decir,
Af ~df

Geométricamente se pueden dar las siguientes interpretaciones:
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(a) El valor aproximado de una funcién f(x), en un punto x, se puede
obtener sustituyendo el valor de x en la ecuacion del plano tangente,
en un punto cercano Xg, proximo a x. Es decir, para hallar el valor
aproximado de una funciéon en un punto, calculamos la ecuacién del
plano tangente, en un punto cercano, y sustituimos las coordenadas
del punto sobre la ecuacion de dicho plano.

(b) Al pasar del punto x al punto cercano x + h, el incremento que sufre
la funcién

Af=fx+h)-f(x)
coincide, de manera aproximada, con el diferencial df. Es decir, la
diferencial de una funcion es una buena aprorimacion del incremento

Puesto que el plano tangente, y en general cualquier plano en el espacio, se
representa por una ecuacion lineal en las variables z, y y z, llamamos a esta
aproximacion de la funcién mediante su plano tangente, o lo que es lo mismo
a la aproximacion del incremento por el diferencial, aprozimacion lineal.

Calculo de valores aproximados

Los resultados anteriores nos sirven para calcular valores aproximados. En
efecto, supongamos que queremos calcular, aunque sea de manera aproxima-
da, el valor de una funcién en un punto (x,y), pero no sabemos calcular el
valor de la funcién en dicho punto, f(x,y), o dicho célculo resulta extremada-
mente complicado; y sin embargo, supongamos que sabemos calcular el valor
de la funcién y el de sus derivadas parciales en un punto cercano (xg,yo)-
Pues bien, podemos utilizar el valor de la funcién y el de su derivadas par-
ciales en este punto (zg,yo) para calcular el valor aproximado de la funcién
en el punto desconocido (z,y).

Para hacer cédlculos aproximados de operaciones podemos utilizar cual-
quiera de las dos opciones:

(a) Para hallar el valor aproximado de una funcién en un punto, calcula-
mos la ecuacién del plano tangente, en un punto cercano, y sustituimos
las coordenadas del punto sobre la ecuacién de dicho plano.

f(@,y) = f(xo,y0) + fo(z0,y0)(x — 20) + fa(z0,y0)(y — Y0)
(b) Aproximar el incremento mediante la diferencial

f(x7y) ~ f(an Z/O) + df(m07y0)

Hay que advertir que estas aproximaciones sélo serdan validas para valores
muy cercanos al punto conocido y para funciones diferenciables.

Ejemplo 4.42. Comparar el incremento con el diferencial del drea de un
rectangulo.
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Solucion. Incrementemos los lados de un rectangulo x e y, en dx y dy,
respectivamente. El area del rectangulo viene definida por a = x -y, de
donde:

El incremento del area serd: Aa = ydx + xdy + dxdy

Y el diferencial

dy xdy dxdy
Oa \
or 7|
Y ydx da } da = ydx + xdy
ay ")
’ de En consecuencia, Aa = da + dxdy
Figura 4.14: Aa =~ da Es decir Aa = da+ r(h, k)

Ejemplo 4.43. Dada la superficie de ecuacion z = xe™ =2 se pide:

(a) Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el punto
P(2,1,2).

(b) Usar el plano tangente para obtener una aproximacion del valor de la
funcion en el punto q(1'9,1'02).

Solucion. (a) El plano tangente viene definido por la ecuacion:

z— 20 = fu(0,y0)(x — 0) + fy(z0. ¥0) (¥ — v0)
para lo cual

foe=e"24aye™ 2 | fu(2,1)=e"+2-1-e"=1+2=3
fy = r2e®Y—2 fy(2,1) = 4eV =4
de donde, la ecuacién del plano tangente es
z2—2=3(x—-2)+4(y—1)

que se simplifica en z = 3z + 4y — 8

(b) El valor aproximado de la funcién se calcula sustituyendo los valores de
x e y en la ecuacion del plano tangente, asi,

2(19,1,02) = 1/9¢"910272 £ 3.1/9 4 4. 102 — 8 = 5'7 + 408 — 8 = 1'78

(los célculos suelen resultan més faciles si se sustituye directamente sobre
la ecuacion del plano tangente, antes de eliminar los paréntesis, despejando
previamente z, en efecto z = 34 3(—0'1) +4(0'02) =3 — 03 + 0'08 = 1'78)

Ejemplo 4.44. Usar la diferencial, dz, para aprozimar la variacion que

experimenta la funcion z = 1/6 — 22 — y? cuando (x,y) se desplaza desde el
punto (1,1) al punto (1,02,0,95).
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Solucion. Tenemos que la variaciéon de z puede aproximarse por

0z 0z
A ~ = — —_—
z~dz o dx + 3y dy

Y el el
Ahora bien, llamando (z,y) = (1,1) y (z+Az, y+Ay) = (1,02,0,94) tenemos
dr=Axz=0,02 y dy=Ay=-0,06

con lo cual, resulta

-1 -1 0,04
Az~ —(0,02) + —(—0,06) = —— = 0,02
z 2 ( ? )+ 2 ( ? ) 2 ?
Los resultados anteriores pueden extenderse a funciones de tres o més

variables, como se hace en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.45. Estimar v/2'012 4+ 1/982 4 1/052

Solucion. Necesitamos una funciéon y un punto proximo, al dado, sobre el
que sepamos hacer los calculos con facilidad. En este caso, la funcién es

f(z,y,2) = /22 +y? + 22 y el punto p(2,2,1). En consecuencia,
f(2,2,1)=+/224+224+11 =/9=3

g_ T

)
=" 1 Of 2 2
oz [22 + y2 + 22 i %(2,271):E:§

0 1
o v ? g(2,2,1):l:g
oy /x2+y2+z2 Ay V9 3
of __ z  b g,y L1
0z \[a24y2 422 | 0z V9 3

de donde, sustituyendo en la ecuacién del “plano”tangente (en este caso
«hiperplano»):

z = f(x0, Yo, 20) + fo (20, Yo, 20) (x —20) + fy (20, Y0, 20) (Y —yo) + f=(z0, Yo, 20) (2 — 20)

resulta,

\/2’012 + 1982 4+ 1/052 ~ 3 + ;(0/01) + ;(—0’02) + 5(0/05) =301
Propagacion de errores.

Cuando se realizan mediciones fisicas de una magnitud, se cometen lo que
se llaman errores de medicion. Si posteriormente realizamos operaciones con
esos valores medidos, los errores de medicién se propagan, a través de los
calculos realizados, a los nuevos resultados obtenidos. Lo que se llama error
propagado.
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Asi, si x representa el valor medido de una variable y x + Az su valor
exacto, entonces Az es el error de la medida. Finalmente, si el valor z medido
se usa para calcular otro valor f(z), la diferencia entre f(x + Az) y f(z) se
llama el error propagado.

errorde
medida
Fat A2 )-f (1) = Ay
—— ~~ ~~
valor valor errord
exacto medido ~ PTopagaao

Pueden utilizarse las diferenciales para aproximar la propagacion del
error introducido por los errores de medicion.

Ejemplo 4.46. El radio v y la altura h de un cilindro circular recto se
miden con un error posible del 4% vy del 2%, respectivamente. Aproximar el
error porcentual mdzimo al medir el volumen.

Solucion. El volumen del cilindro viene definido por V = 7r2h

de donde,

ov oV )

Para los errores dados, tenemos

4r 2h

dr = —, = _—
100 100

luego el error propagado es

AV — omrp A 220 8mhr?  2mr*h  10mr?h 10V
— 00 "™ 100 T 100 T 100 100 100

Luego el error propagado es del 10 %.

4.7. Funciones vectoriales y matriz Jacobiana

4.7.1. Funciones vectoriales de variable vectorial
Definicién 4.11. Se llama funcion vectorial de variable vectorial a las funciones del tipo:

f:DCR" —-R™

(T1,22, s 20) = (Y192, Ym)
Es decir,
.{ y1 = fi(z1, 2, ,Tn)
£(z1, 22, 1 2n) = (41,52, 1 ym) donde { 92 fo(@1, T2, ,2n)
U Ym = fu(wr, 22, 0)

Tenemos pues que una funcién f : D C R" — R™ es una regla que asocia a cada n-ada
ordenada de nimeros reales (x1,x2, - ,x,) de D, una m-ada ordenada de ntimeros reales
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bien determinada (y1,y2, -+ ,¥m) de R™. O bien, en términos vectoriales, una regla que
asocia a cada vector x de D, un vector bien determinado y de R™.

En otras palabras, una funcién vectorial es un vector cuyas componentes son funciones
escalares.

f:(f17f27"' 7fm)
Es decir,
f:DCR"—R™
($1,$2,~~‘ ,ﬁn) = (fl(xlvaa"' 7"1"”7‘)7](.2(1’171'27'“ ,l’n),'“ ,fm(xl,l?,'" ,xn))

Por ejemplo, las curvas paramétricas pueden considerarse como funciones vectoriales de
R en R?. Asi, si las ecuaciones paramétricas de una curva vienen definidas por:

z(t) =2t +3 }
y(t)=t—5

las podemos interpretar como una funcién vectorial de la siguiente forma:

R — R? 3 B
t— (2t +3,t —5) }f(t) = (2t +3,1-5) = (2(), y(1))

Por ejemplo, la funcién vectorial f(z,y) = (z + 2,2 — y,y + 4) viene definida por:

Rz ', R3 f(z,y)=(r+ 2,2 —y,y +4) =
() = (@ + 2,2 —y,y +4) = (h(@,y), f22,9), fs(x,9))

Campos vectoriales. Se llaman campos vectoriales a las funciones vectoriales de R™ en
s{ mismo. Es decir, se llama campo vectorial (en R™) a las funciones del tipo f : D € R" —
R™. Una préctica para visualizar los campos vectoriales consiste en jugar con la naturaleza
“dual”de los elementos de R"; los elementos del dominio x € D se ven como puntos y los
de la imagen f(x) como wvectores. El vector f(x) se representa mediante una flecha que se
puede colocar en cualquier punto del espacio, sin embargo, para tener una visualizacion
del campo, la flecha se colocard de manera que su punto inicial sea el punto x.

4.7.2. Continuidad de las funciones vectoriales

Los conceptos de limite, continuidad y diferenciabilidad pueden extenderse a funciones
vectoriales. Estos conceptos siempre tienen dos visiones; una general que es més bien
tedrica y consiste en la traslaciéon de los conceptos unidimensionales a niveles vectoriales,
y otra por componentes que es mas bien préactica y que consiste en trasladar los conceptos
a las funciones coordenadas.

Limite de una funcién vectorial

Definicién 4.12. Sean f: D CR™ — R™ y x¢ € D (siendo D un abierto de R™); Se dice
que £ tiene por limite £, cuando x tiende a xo, si lim [|f(x) —£]] =0
X—X(

Se escribe entonces lim f(x) = ¢.

X—X(0
Merece destacar que el limite vectorial se ha definido en términos numéricos. En efecto,
para cada x se tiene que ||f(x)—£|| es un niimero, mds preciso, la aplicacién x — ||f(x) —£||
es una funcién numérica de D en RT, y es ya familiar el limite para estas funciones.

Bola. Cabe interpretar la definicién de limite por medio de la nocién de bola.

Definicién 4.13. En R", se llama bola abierta, de centro xo € R" y de radio v € RY, al
congunto de puntos x de R™ tales que ||x — xo|| < 7.
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Se designa por B(xo, ), o simplemente por B, cuando no haya temor de confusién:
B(xo,7) = {x € R"/ [[x — xo|| <1}

Asi, por ejemplo, en la recta real R, la bola se llama entorno y estd formado por los
puntos del intervalo (x¢ — 7, X0 + 7); en el plano euclideo R?, la bola se denomina, disco y
estd formada por los puntos interiores al circulo de centro x¢ y radio 7; en el espacio de
tres dimensiones R® la bola B(xo,r) estéd formada por los puntos interiores a la esfera de
centro xo y radio r.

Lanocién de limite de una funcién puede interpretarse entonces de la siguiente manera:

Definicién 4.14. Se dice que lim f(x) = /¢ si, para toda bola B' de centro £ y radio

X—X(

€ > 0, existe una bola B de centro x¢ y radio r, incluido en D, tal que F(B) C B'.

Coordenadas y limite. Teniendo en cuenta que una funcién vectorial f : D C R™ — R™

es un vector cuyas coordenadas son funciones escalares f = (f1, fo, -+, fm)-
Es decir,
f(xlaan"' 7:8”) = (fl(xhxza"' 7xn)7f2(m17x27'” 7.’L'n)7"' ,fm(x1,$2,"' 7xn))

Se tiene que:

1. Sif, conf = (fi, f2, -, fm), tiene por limite ¢, con £ = (¢1,02,- - ,{n), entonces
cada una de las funciones coordenadas de f tienen por limite, respectivamente,
L1,y L.

2. Si las coordenadas de f tienen por limite, respectivamente, ¢1, %2, - - - , {y,, entonces
f tiene por limite £ = (61,02, ,£p).

En consecuencia, se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.6. Para que f tienda a un limite £, es necesario y suficiente que las coorde-
nadas de f tengan por limites respectivamente las coordenadas de £.

Continuidad

Definicién 4.15. Sean f: D CR"™ — R™ yx¢ € D (siendo D un abierto de R™); Se dice
que f es continua en xo, si lim f(x) = f(xo).
X—X(

En otros términos, f es continua en xo si lim ||f(x)—f(x0)|| = 0, o bien, f es continua
xX—X(

en Xo si, para todo € > 0, existe § > 0 tal que:
Ik—xol <8 = [[£(x) — £(x0)] < e.

Sirviéndonos de la nocién geométrica de bola podemos dar la siguiente definicién: f
es continua en Xq si, para toda bola B de centro f(xo) existe una bola B’ de centro en xo,
incluida en D, tal que £(B') C B.

Se dice que f es continua sobre un dominio D, si f es continua en todo punto xg de D.

Coordenadas de una funcién continua. El concepto de continuidad se puede establecer

en términos de las funciones coordenadas. Asi,

Teorema 4.7. Para que f sea continua, en un dominio D, es necesario y suficiente que
todas las coordenadas de f lo sean.
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Composicién de funciones continuas

Aunque la composicién de funciones se tratard més detalladamente en el epigrafe siguiente
dedicado a la Regla de la cadena, la vemos aqui con objeto de demostrar que la composicion
de dos funciones continuas es a su vez otra funcidn continua.

Definicién 4.16 (Composicién de funciones). Dadas la funcion g : Dy C R™ — R?
definida en el conjunto Dy de R™ y la funcion f : Dy CR™ — R" definida en el conjunto
Dy de R™, cuyo rango estd contenido en Dy (es decir, £(Dy) C Dy), entonces se puede
formar la composicion de ambas funciones gof: Dy CR™ — RP, definida como:

(g0 f)(u) = g(f(w), ue D,
Esquematicamente seria.
f:Df CR™ —R" D; 5 D, & Rr
f =g(f
g: Dy CR" —R” } gof: Dy CR™ —RP (gof)(u) g( (u))

y mediante diagramas, teniendo en consideracion los dominios,

f g

T

R™ R™ RP

gof

Figura 4.15: Composicién de funciones

Igual que en una variable, en general, la composicién de funciones no cumple la
propiedad conmutativa, y si la asociativa.

Teorema 4.8 (Composicién de funciones continuas). Dadas la funcién g : Dy C
R™ — R? definida en el conjunto Dy de R"™ y la funcion f : Dy C R™ — R" definida en
el conjunto Dy de R™, cuyo rango estd contenido en D, (es decir, £(Dys) C D), Si la
funcidn £ es continua en el punto Xo y la funcion g es continua en el punto yo = f(xo)
entonces la funcion compuesta g o f también es continua en Xo.

Demostracion. Sea xo € Dy e yo = f(x0) € Dy. Puesto que g es continua en yo, para
toda bola B de centro g(yo) existe una bola B’, de centro yo, tal que g(B') € B.

Puesto que f es continua en xo, para toda bola B’ de centro f(x0) = yo, existe una bola
B de centro xo tal que f(B") € B'.

Aplicando g a los dos miembros de esta relacién; se obtiene:

gof(B") Sg(B) S B

y, por consiguiente, g o f es continua en el punto xg. O

4.7.3. Derivadas parciales de funciones vectoriales

Aunque a nivel tedrico las derivadas parciales de funciones vectoriales pueden definirse
en términos vectoriales, en la préactica, se establecen en términos de las funciones com-
ponentes. Teniendo en cuenta que una funcién vectorial f : D C R™ — R™ es un vector
cuyas coordenadas son funciones escalares f = (f1, f2, -, fm). Es decir,

f(xl,x27"' 73371) = (fl(xl,Q:Q,"' 7$n)7f2(x17$27"' 73:")7"' 7fm(~1:17~1327"' ,l‘n))
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Se tiene que:

ﬁ(:cl T, e @) = (%(331 o Tn) %(961 T Ty %(561 T,
axl ) b ) n 81‘1 b ) ) n 78:171 ) ) ) nj)y ’61:1 ) )
of 0 0 0fm
(s mn) = (P s, ) g ) S

Ejemplo 4.47. Hallar las derivadas parciales de la funcion
f(z,y,2) = (we? cos z,ze¥ sen z, tan z)
Solucion. Derivando componente a componente, se tiene,

f. = (e¥ cos z, e’ sen z,0)

f, = (ze¥ cos z, zeY sen z, 0

Yy ) )

f. = (—ze¥sen z, ze¥ cos z, 1 + tan? z)

4.7.4. Funciones vectoriales diferenciables

En la definicién 4.4 de la pagina 236 se establecid, para funciones numéricas de una sola
variable, que: Una funcion f : D € R — R es diferenciable en xo € D si existe una
constante A tal que

h)

fzo+h) = f(zo) + AL +r(h) con ,1112% %

=0
En tal caso, a la expresién lineal A(h) = Ah se le llama diferencial de f, y se tiene:
df (zo) = A(h) = Ah = f'(x0) dz

En la definicién 4.7 de la pagina 243 se establecid, para funciones numéricas de n variables,
que: Una funcion f: D CR" — R es diferenciable en el punto xo = (x1, -+ ,2,) € D, si
existen n constantes A;, i1=1,2,---,n tales que

f(xo+h) = f(xo) + Z Aihi +r(h) con lim r(h) 0

prt h—o |/h||
En tal caso, a la expresién lineal A(h1,- -+, hyn) = E?:l A;h; se le llama diferencial de f,
y se tiene:
_ _ n B n af B af af 8f
df (x0) = A(h) = ;Aihi = 2 Oz (x0)dz;i = a—ml(xo)dm+a—m(xo)dﬂc2+~ : ’Jr&vn (x0)dzn

En cada uno de los casos, la diferencial de una funcién en un punto aparece como

una aplicacion lineal que se aproxima a la funcién f en ese punto. Se trata de generalizar
esta importante nocién a las funciones de varias variables, ya tengan imagenes reales o
vectoriales.
La generalizacién se va a hacer por la via de definir la diferencial como una aplicacion
lineal /. Recuérdese que una aplicacién A(h, k) es lineal si cumple la propiedad A(ah,bk) =
aA(h, k)+bA(h, k), siendo a y b nimeros. Recuérdese también la relacién de las aplicaciones
lineales con las matrices. Asi, se establece la siguiente definicién:

Definicién 4.17 (Funciones diferenciables). Una funcion f: D CR" — R™ se dice
diferenciable en el punto xo = (1, -+ ,xn) € D, si existen una aplicacion lineal \(h) tal
que

0

f(xo +h) =f(x0) + A(h) +7(h) con lim Tl(lllﬂl\) B
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En tal caso, a la expresién lineal A(h) se le llama diferencial de f, y se designa por df (xo)
Nota: Es evidente que esta definicién generaliza las dos anteriores, ya que para f: D C
R — R tenemos la primera definicién, y para f: D £ R” — R la segunda.

Con objeto de eludir el cociente en el limite que aparece en la definicién, se puede
modificar la definicién de funcién diferenciable en los siguientes términos. Una funcion
f:DCR" — R™ se dice diferenciable en el punto xo = (z1,--- ,xn) € D, si existen una
aplicacion lineal A(h) tal que

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + ||h|e(h) (4.7)
lim e(h) = 0 (4.8)

Nota: Muchos autores prefieren dar la definicién de funcién diferenciable unificando los
dos apartados 4.7 y 4.8 en un solo limite. Asi, se tiene:

Definicién 4.18. Seaf: D C R™ — R™ y sea xo un punto interior de D. Se dice que f es
diferenciable en xo si existe una aplicacion lineal A : R™ — R™, dependiente, en general,
de xq tal que

lim f(xo +h) — f(x0) — A(h)

=0
h—0 [l

Proposicién 4.7. Si la funcion £ : D C R" — R™ es diferenciable en el punto xo =
(z1, - ,2n) € D entonces existen sus derivadas parciales en dicho punto.

Demostracion. Supongamos, para simplificar la escritura, que n = 3. Supongamos, por
tanto, que la funcién f : D C R® — R™ es diferenciable en el punto xo = (z0,Yo0,20) € D,
entonces existen una aplicacién lineal A(h) tal que, para todo h tal que xo +h € D, se
tiene:
f(xo +h) — f(x0) = A(h) + ||h|le(h) con }1113}) eh)=0
Designemos por {e1, ez, e3} la base canénica de R®. Elijamos en primer lugar h del modo
siguiente:
h=(¢0,0) =te1 (t€R).

Puesto que la diferencial es lineal, se tiene A(h) = A(te1) = tA(e1), en consecuencia la
relacién (4.7) se escribe:

f(zo + 1,90, 20) — £(z0, 0, 20) = tA(e1) + |t| |e1]|e(ter)

y, como lim e(te1) = 0, se obtiene:
t—0

f —f
lim (l’o + 1, Yo, Zoi (1:07 Yo, ZO)
t—0

= )\(el).

Resulta asi que la funcién f admite, en (zo, yo, 20), derivada parcial respecto de x, que
vale:

of
Aer) = %(xo,yo,zo)

Anélogamente, tomando h(0,¢,0) y después h(0, 0, t) se probaria que f admite, en el punto
(z0,Yo, 20), derivadas parciales con relacién a y y z, respectivamente iguales a:

of of
Aez) = 8—y($07y0720) y Ales) = 5~ (20,50, 20). O
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La diferencial. Tomando h = (dz,dy,dz), y teniendo en cuenta que la diferencial es
lineal, resulta:

A(h) = A(e1)dz + A(e2)dy + A(es)dz.

Es decir,

of of of
df(x0) = A(h) = 8—xdx + a—ydy + &dz

Y para el caso de n variables, resulta:

of of of
df(xo) = A(h) o dx1 + s drs + -+ &Endw
Coordenadas y diferenciabilidad de las funciones vectoriales. Los
conceptos de continuidad y diferenciabilidad de funciones vectoriales se establecen en

términos de las funciones componentes. Es decir, se dice que la funcién f = (f1, fo, -+, fm)
es continua (respectivamente, diferenciable) en el punto xo € D, si y sélo si todas y cada
una de las funciones componentes f; : D CR" - R, i=1,2,---,m, lo son.
Ahora bien, teniendo en cuenta que las coordenadas de la funcién f son £ = (f1, f2,- -, fm),
sera:
of ofr 0fz Ofm
= =1.2.-
8Z’i (83}1’ 83:1-’ ’ 6%1 ) ’ e
de donde,
of of
df =—d s —dxy, =
(%o0) g, Bt + 5z 4
(9f1 afZ afm 8f1 a.f? afm
— (g 92 YImyg g (s Yj2 dx, =
(axl’am’ ’axl) Tt +(3xn’8xn’ ’8xn) v
0N of Ofm Ofm .
= (61:1 dry + -+ i, dxn, Dy dey + -+ o, dxn) = (df1, df2, s dfm)

Luego el diferencial de una funcién vectorial se puede calcular por componentes:
df(XO) = (dfludf27"' 7dfm) (49)

Ejemplo 4.48. Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la funcidn f : R? — R?,
definida por
flz,y) = (z+y,lyl)

Solucion. (a) La funcién es continua en todo R2, pues las funciones componentes

fi, 2 RP =R, filz,y)=x+y, faz,y) =yl loson.

(b) La funcién no es diferenciable en el origen, pues la funcién fa(z,y) = |y| no lo es.

El jacobiano

Si la funcién f : D C R™ — R™ es diferenciable en el punto xo = (1, -+ ,x,) € D
entonces, su diferencial sera:

of of of

Que se puede expresar de manera matricial, de la forma:

dl‘l

of  of of dx>

df(xo) = (87321’87362’ 7%)

= Jf(x0)dx

dz,
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A la matriz Jf(xo) se le llama «matriz Jacobiana» de la funcién f en el punto xo.

Ahora bien, teniendo en cuenta que la funcién £ = (f1, fa2,- - -

, fm), sera:

of oft O0fa 0 fm .
&vi 7(64Ei78$i7 ’ 83)1) 171’27 e
Con lo cual resulta que la matriz jacobiana es,
Or1 Oz 0Tn, Vh
0 0f2 ofs Vfo
Jf = a.’El (91'2 a.fEn = :

Ofm  Ofm Ofm Vim
o1 Oxa Oxy,

Observaciones:

(a) Abreviadamente, una matriz A se escribe A = [a;;], siendo el elemento a;; el ele-
mento perteneciente a la fila 7 y la columna j. Asi, la matriz jacobiana se puede
expresar Como:

TG0 = [D,560] = | 760

(b) Los elementos de la fila i de la matriz jacobiana coinciden con las componentes del
vector gradiente V f;(x)

(c) Param =1 se tiene J f(x0) = V f(x0).

(d) Para n = m, el determinante de la matriz Jf(x0) se llama jacobiano. Para el
jacobiano también se utiliza la siguiente notacion:

O f1y- s fn) /0@, ) = det[D; fi(x)] = [T f(x)|

(e) Si comparamos la expresién de la diferencial de una funcién de una variable, de
una funcién de varias variables y de una funcién vectorial tenemos:

1.- Para funciones de una variable tenemos: df = f'(z) - h
2.- Para funciones de varias variables: df = Vf-h
3.- Para funciones vectoriales: df = Jf - h

donde se ha usado, respectivamente, el producto numérico, el producto escalar y el
producto matricial.

(f) Sise comparan las tres expresiones, se observa que el gradiente, V f, puede pensarse
como la generalizacién del concepto de derivada para funciones de varias variables,
y la matriz jacobiana, Jf, para funciones vectoriales. Si bien, hay que advertir que
mientras que la derivada de una funcién de una variable en un punto es un nimero,
la derivada de una funcién de varias variables es un vector, y la derivada de una
funcién vectorial una matriz.

Ejemplo 4.49. Hallar el diferencial de la funcidn vectorial £ : R? — R? definida por:
fla,y) = (@ + 3y*, 52° + 2y°)

Solucion. El Jacobiano de la funcién viene definido por:

oh o
JF — or Oy 2z 6y
T\ 9 of | \152® 12y°

ox oy
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de donde,

[ 2z 6y dz\ ) s
df = <15x2 12y5> (dy) = (2xdx+6ydx, 152°dz + 12y dy)

Al mismo resultado hubiéramos llegado operando por componentes, en efecto,

df = (df1,df2) = (2wdw + 6yda, 1527 da + 12y5dy)

4.8. Regla de la cadena

4.8.1. Funciones compuestas, inversas e implicitas de una variable

Composicion de funciones. Componer dos funciones consiste en aplicar la segunda
funcién al resultado de la primera. Analiticamente también significa sustituir una funcion
en la otra. Es decir, si tenemos la funcién y = f(x) que establece la dependencia entre y y
z, y la funcién x = g(t), que establece la dependencia entre = y ¢, podemos sustituir esta
dltima en la primera y obtener y = f(g(t)) A la funcién asf obtenida (que envia t a y)
se le llama composicién de f con g y se denota por f o g. Obsérvese que el orden en que
se escribe la composicién f o g es el inverso al orden en que actian las funciones (primero
g, después f). Conviene tener siempre presente esta doble visualizacién de la composicién
de funciones: Como aplicacién sucesiva de dos funciones, y como sustitucion de la variable
por una funcién de otra variable. En esquema seria lo siguiente:

(a) Como aplicacién sucesiva de funciones:

fog

Figura 4.16: Composicién de funciones
(b) Como sustitucién de la variable:

A TE0)

Es evidente que para poder componer dos funciones el rango de la primera tiene que estar
contenido en el dominio de la segunda g(Dy) C Dy, en caso contrario, después de aplicar
g no podriamos aplicar f. Hay que advertir que, en general, la composicién de funciones
no es conmutativa, es decir, en la generalidad de los casos serd fog # go f, incluso, puede
suceder que esté definida la composicién en un orden y no en el otro. Sin embargo, si se
cumple la propiedad asociativa fo (goh) = (f o g) o h. Desde el punto de vista formal la
composicién puede enunciarse de la siguiente forma: Dadas las funciones g : I C R — R,
f:JCR — R (tales que g(I) C J), se llama composicidn de f con g y se denota
fog:ICR—=R, alafuncion (fog)(z) = f(g(x))

tICR—R 4 yLr
?:JQRHR } fog:ICR—R }(fog)(x)zf(g(a:))



4.8. REGLA DE LA CADENA 277

Regla de la cadena. La regla de la cadena nos dice que “la composicién de dos funciones
diferenciables es diferenciable y su derivada es el producto de las derivadas de cada una de
las funciones que se estdn componiendo”. Es decir, la derivada de la composiciéon de dos
funciones es el producto de las derivadas de dichas funciones, cada una de ellas aplicada
en el punto correspondiente. Formalmente la regla de la cadena se puede enunciar de la
siguiente forma: Si g es diferenciable en un punto xo € I y f es diferenciable en g(xo) € J,
entonces la composicion f o g es diferenciable en xo, y su derivada es

(fog) ()= f'(9(x))d ()
que se puede expresar con la notacién de Leibnitz, haciendo u = g(x) e y = f(u)

dy dydu

dr ~ dudz
Funcién inversa. La funcién reciproca o inversa asigna a las iméagenes los correspondien-
tes originales (consiste en invertir las flechas). Sin embargo, la reciproca de una funcién no
siempre es otra funcién, basta que dos elementos distintos tengan la misma imagen para
que la reciproca no sea funcion, ya que asignaria a un elemento dos imagenes distintas, lo
que no estd permitido para las funciones, aunque si para las correspondencias en general.
Por lo tanto, para que la reciproca de una funcién sea otra funcion, dicha funcién ha de
ser inyectiva.

I=1J y=f@ < z=f"@
f—l

Desde el punto de vista analitico para obtener la inversa bastara con despejar la variable
independiente y expresarla en funcién de la variable dependiente.
Formalmente podemos decir que si la funcion f : I C R — R es inyectiva, con rango
J C R, entonces existe la funcion f~': J C R — R, llamada “inversa”de f, tal que

i (f@) =2 zel vy  f(f'®)=v yeJ

Derivada de la funcién inversa La derivada de la funcién inversa es la inversa de la
derivada de la funciéon. Formalmente se puede enunciar diciendo que si la funcion f es
diferenciable y tal que f'(x0) # 0, xo € I, entonces existe la funcién inversa f~*, al menos
en un entorno de f(xo), dicha funcidn también es diferenciable, y su derivada es:

N 1
T =
() (@) = 575
o con la notacién de Leibnitz
dy _ . r_
% = E O blen, Yo = E

dy
Funciones implicitas Si consideramos una expresién del tipo F(z,y) = 0 nos pregunta-
mos jen que condiciones es posible despejar y en términos de x y establecer una funcién
del tipo y = f(z)?. Evidentemente no siempre es posible obtener dicha funcién. Por ejem-
plo de 2° + y* = 1 no se obtiene una funcién y = f(x). Cuando de F(z,y) = 0 se puede

despejar la variable y, y escribir y = f(z), se dice que esta tltima funcién estd dada
implicitamente en F(z,y) = 0.

4.8.2. Composicion de funciones vectoriales

Para funciones de varias variables la situacién es, en principio, algo més complicada.
Téngase en cuenta que dos campos escalares f, g : D C R™ — R no se pueden componer,
pues la operacién de composicién entre funciones solamente se puede realizar cuando
el rango de una de ellas estd contenido en el dominio de la otra, y los campos escalares
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tienen rango en R y dominio en R™. Por lo tanto, los campos escalares solamente se podran
componer con funciones de una sola variable, por la derecha; o con funciones vectoriales,
por la izquierda. Es decir,

R" LRLR R"ER"LR

Pensando en la sustitucién de las variables, para componer la funcién z = f(z,y) ten-
dremos que sustituir las dos variables x e y, respectivamente, por dos funciones g1 y g2
que las conecten con otras variables, donde g1 y g2 pueden ser funciones de una o varias
variables (ambas de las mismas). Asi, si consideramos las funciones

z=g1(u,v), y=ga(u,v)

podemos sustituir en la funcién z = f(z,y) y obtener la funcién compuesta:

z= f(gl(% U)792(“:v))

que en esquema seria:

_ r=g(u,v) | _
Z_f(mzy){ y = ga(u,v) }z—f(gl(u,v),gz(um))

Ahora bien, la pareja de funciones x = g1(u,v), y = g2(u,v) puede considerarse como
las componentes de una sola funcién vectorial g : D C R? — R?, de tal manera que a
cada punto (u,v) € D la funcién g le asocia el punto g(u,v) € R?, cuyas coordenadas son
(z,y) = (91(u,v), g2(u,v)). O sea, g(u,v) = (g1(u,v), g2(u,v)). Y esto permite interpretar
la sustitucién de las variables como la aplicacién sucesiva de dos funciones.

En esquema serfa:

R & R? L R
(u,v) = (z,y) = 2z
de donde,
f og(u, U) = f(g(uv 'U)) = f(gl(uvv)’g2(u7 U))

Ejemplo 4.50. Hallar la funcion compuesta de la funcién f(z,y) = xy*> + xy con las
funciones
r=gi(u,v) =u+v e y=ga(u,v)=uv

Solucion. Si queremos interpretar la composicién como la aplicacién sucesiva de dos fun-
ciones, consideramos la funcién vectorial

g(u,v) = (91 (s ), g2(1,0)) = (u+ v, wv)
luego, en esquema, resulta
flz,y) = zy® + zy } rR2 L R } R &5 R LR
g(u,v) = (u+ v,uv) R2 &, R2 (u,v) — (z,y) — 2
de donde, la composicién buscada, sera:
h(u,v) = (f ) (s 0) = (g1, 0)) = f (g1 (s ), g2l v)) = F(u+ v, uv) =
= (u4v)(uw)? + (u+ v)uww = v*v® + u*0® + v*v + w®

Notese que la funcién resultante de la composicién es una funcién distinta de f, g, g1 y
g2, es decir, es una nueva funcién h, tal que f(z,y) = h(u,v) # f(u,v)
En la practica se pueden simplificar los célculos, sustituyendo directamente:

f(z,y) = flu+v,uv) = (u+0)(w)® + (u+ v)uv = *v* + v*0® + v’v + w® = h(u,v)
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Ejemplo 4.51. Hallar la funcidn compuesta de la funcion f(x,y,z) = 22 — zyz con
las funciones v = g1(t) = e', y = g2(t) = sent y z = gs(t) = ¢*

Solucion. Consideramos la funcién vectorial
g(t) = (91(1), 92(t), g93(t)) = (€, sent, ?)

luego, en esquema, resulta

[y, 2) = 2y°2° — zyz } R® & R RE R LR
g(t) = (¢',sent, t?) t— (z,y,2) —w
de donde, la composicién buscada, sera:

h(t) = (Fog)(t) = F(8(1)) = F(91(1), 92(), gs(8) = F(e' sent, ) =

=e'sen’t (17)® —e'sentt® = t%" sen®t — t*e’ sent
En la practica se pueden simplificar los calculos, sustituyendo directamente:
f(z,y,2) = f(e',sent, t?) = e'sen’ t (t*)® — e' sentt® = t%e" sen’ t — t*e’ sent = h(t)
Ejemplo 4.52. Hallar la funcion compuesta de la funcién f(x,y) = xy*> — zy con las

funciones g(t) =Vt

Solucion. Este caso es distinto de los dos anteriores, ya que aqui, para poder componer,
la funcién f tiene que actuar primero, y después la g. En efecto, en esquema, resulta

fla,y) =y fmy} RQLR} rRZL RLR
():\/— RLR (z,y) —t— 2z

de donde, la composicién buscada, sera:

h(t) = (go f)(z,y) = g9(f =/ flz,y) = /oy? —

Nétese que la funcion resultante de la composicién solamente estard definida para aquellos
puntos (z,y) en los cuales se cumpla que xzy® — zy > 0, es decir,

Dy, = {(z,y) € R/ zy® — zy > 0}

En la practica, también se pueden simplificar los calculos sustituyendo directamente, pero
en este caso, sustituimos en la funcién g:

9(t) = g(f(z,y)) =/ flz,y) = /2y? — 2y = h(z,y)

Caso general. En general, para componer la funcién z = f(x1,x2, -, x,) tendremos que
sustituir las n variables 1, x2,- - , z,, respectivamente, por las funciones g1, g2, - - - gn que
las conecten con otras variables w1, us2, - ,um, donde g1, g2, -+ gn pueden ser funciones
de una o varias variables (todas de las mismas). Asi, si consideramos las n funciones

T = gl(ulaU‘Q?' o 7’U4m)
To = gz(uhuz,"' 7Um)
Tn = gn(ulau%' o 7um)
podemos sustituirlas en la funcién z = f(z1, 22, -+ ,2z») y obtener la funcién compuesta:

= f(gl(U1,U27"' 7um)792(u17u27"' ,Um),"' ,gn(U1,U2,"' ,Um))
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Ahora bien, las n funciones
T1 :gl(Uh’LLQ,"' 7U‘m)7 Z2 292(u17u27"' 7u7’ﬂ)7 s In :gn(U17U2,"' ,Um)

pueden considerarse como las componentes de una sola funcién vectorial g : D C R™ —

R"™, de tal manera que a cada punto (ui,uz, - ,un,) € D CR™ la funcién g le asocia el
punto g(u1, uz, - ,Um) = (z1, T2, -+ ,xn) € R", cuyas coordenadas son

(55171‘2,"' 7:Cn) = (gl(ulyu%"' ,um),QQ(ul,U27"' ,Um)7"' 7gn(ul>u2,"' 7um))
O sea,

g(ul,uz,--~ 7um) = (gl(uhu%"' ’um)792(u17uQ7... 7um)7... ,gn(ulyu%"' ’um))

que en esquema seria:

R &, rr L., R
(u17u27"'7um)H(x17x27"'7xn)’_>Z

De esta manera se ve el proceso de composicién de funciones de varias variables como un
proceso entre dos funciones, que se puede enunciar formalmente de la siguiente forma:

Definicién 4.19 (Composicién de funciones). Dadas la funcidn f : Dy CR"™ — R

definida en el conjunto Dy de R™ y la funcion g : Dy CR™ — R"™ definida en el conjunto

Dy de R™, cuyo rango estd contenido en Dy (es decir, g(Dg) C Dy ), entonces se puede
formar la composicion de ambas funciones fog: Dy CR™ — R, definida como:

= D

Esqueméticamente seria.(f °g)(u) f(g(u)), ue Ly

g: Dy CR™ - R™ } D, & D, LR

f:Df CR" - R fog:DgC]Rm—dR}(fog)(u)_f(g(u))

y mediante diagramas,

g f

fog
Figura 4.17: Composicién de funciones

O bien, teniendo en consideracién los dominios, Igual que en una variable, en general, la
composicién de funciones no cumple la propiedad conmutativa, y si la asociativa.

4.8.3. Regla de la cadena. Perspectiva teodrica: Diferencial

Teorema 4.9 (Regla de la cadena). Sea g : D, C R™ — R" una funcidn definida
en el conjunto abierto D, de R™, diferenciable en xo € Dgy. Sea f : Dy C R™ — R? una
funcion definida en el conjunto abierto Dy de R™, tal que g(Dy) C Dy, diferenciable en
Yo = g(x0) € Dy. Entonces la composicion fog: Dy CR™ — RP es diferenciable en xo
y ademds, en dicho punto,

d(fog) =df odg
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R™ R™

fog
Figura 4.18: Composicién de funciones

Demostracion. Esqueméticamente, la situacién de partida es,

R™ £, R L RP
Xo —— yo — Z
(Si p = 1, la funcién f serfa numérica, que es el objeto de estudio de este curso, sin
embargo estudiamos el caso general ya que el valor de p no afecta a la demostracién del

teorema).
Por ser g diferenciable en xg, se tiene:

g(xo + h) — g(xo) = dg(h) + [hfler(h) con lim e (h) =0 (4.10)

1
h—o0

Consideremos ahora la imagen de xg por g: yo = g(x0) € g(Dy) C R™. Puesto que f es
diferenciable en yyq, se tiene:

f(yo + k) — f(yo) = df(k) + ||k|[e2(k) con lll’l’% ea(h) =0 (4.11)
Elijamos
k = g(xo + h) — g(xo) (4.12)
entonces k es una funcién de h que tiende a 0 cuando h tiende hacia 0. Despejando
g(xo + h) en (4.12), se tiene: g(xo + h) = g(x0) + k = yo + k, y sustituyendo en (4.11),
yot+k=g(xo+h) yo=gx) k=g(xo+h)-g(xo)
resulta:
£(g(x0 + h)) — £(g(x0)) = df ((x0 + h) — g(x0)) + [klez(k)
ahora bien, teniendo en cuenta que por (4.10) es g(xo + h) — g(x0) = dg(h) + ||h|e1(h),
resulta
f(g(Xo + h)) - f(g(xo)) = df(dg(h) + ||h”61(h)) + |Ik|le2(k)
y al ser df una aplicacién lineal, serd df (dg(h) + Hh||el(h)) = df(dg(h)) + ||h|\df(el(h))7
con lo que resulta:
f(g(xo +h)) — f(g(x0)) = df (dg(h)) + [[h[|df (€1 (h)) + [|k[e2(k) (4.13)
de donde, para |/h|| # 0, se tiene

f o g(xo +h) — f o g(xo) = df o dg(h) + | (df (e (h)) + Heg(k))

luego (4.13) se puede expresar de la forma:

fog(xo+h)—fog(xo) =df odg(h) + ||h|le(h) (4.14)
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donde Ik
) { af () + pprea(k) sih#O

0 sih=0
(el valor ¢(0) = 0, se deduce al sustituir h por 0 en (4.13)).

Nos queda por demostrar que e(h) tiende hacia 0 cuando h tiende hacia 0. Es decir,
tenemos que demostrar que el siguiente limite es nulo:

» — LS} ) — % o MEl
l113})6(11) = lim (df(el(h)) + Hh”ez(k) = &%df(el(h)) + lim HhHGz(k)

Primer sumando; puesto que df es lineal, es continua, y se puede decir que:

limei(h) =0 = lim df (e (h)) =0

h—0

Segundo sumando; puesto que dg es continua, existe una constante a > 0 tal que, para
todo h € R™, se verifica que ||dg(h)|| < a|/hl|. Por consiguiente, segtin (4.12) y (4.10), se
tiene:

k[l = llg(xo + h) — g(xo)[| = II(dg(h) + th\el(h))ll < [ldg(h)[| + [[hlflex (h)]|

con lo cual,
|| < alfh] + [h]flex(h) ]| = (a + [lex (D)) [h]]

y, por tanto:

, o 1K
1 k)=0 lim —re2(k) =0
i e2 (k) )

Y, en consecuencia, se concluye que &im e(h) =0.
—0
La relacién (4.14) prueba, entonces que f o g es diferenciable en x¢, y también que su

diferencial en ese punto es la compuesta dg o df de las diferenciales de g y f.Con lo cual
el teorema 4.9 queda demostrado. O

4.8.4. Regla de la cadena. Perspectiva practica: Parciales

En la Regla de la Cadena hay que diferenciar el aspecto tedrico del aspecto
practico. El aspecto tedrico presenta una gran elegancia y simplicidad, sin
embargo no nos deja ver la riqueza de sus multiples aplicaciones précticas.
Asi, el teorema 4.9 puede enunciarse en términos de derivadas parciales de
la siguiente forma:

Teorema 4.10 (Regla de la cadena). Sea g : Dy C R™ — R" una
funcion definida en el conjunto abierto Dy de R™, diferenciable en xg € Dy,.
Sea f: Dy CR"™ — R una funcion definida en el conjunto abierto Dy de
R", tal que g(Dy) € Dy, diferenciable en yo = g(xo) € Dy. Entonces la
composicion fog: Dy CR™ — R es diferenciable en xo y ademds, en dicho
punto, sus derivadas parciales son:

aig;j(fog)(x()) =2 a_f(g(xo))—gi,(x())- j=12,...,m|  (4.15)
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La férmula (4.15) se comprende mejor si la desarrollamos en sus componente.
En efecto, si la funcién g depende de m variables, x1, -« , Zm, (Y1, ,Yn) =
g(x1,--+,xm), tendriamos la situacién siguiente:

RmLRnL}

(@1, @m) = (Y1, s yn) o 2

donde g es una funcién de n funciones coordenadas, cada una de ellas de-
pendiendo de las m variable x1,--- , z,,. Al hacer la composicién con f, se
obtiene la funcién fog que depende, también, de las m variables x1, - - - , Z.,.
Para estas funciones, las derivadas parciales de las férmulas (4.15) se puede
expresar de la forma:

0z  Of 0gq of 9gn
dr1 Oy 0wy OynOwy |
: } (4.16)
0z  Of 0gq of Ogn 1
Ot Oy1 0t Oyn Oz )

Es decir, de manera esquemética, pensando en términos de sustitucién de
las variables, y usando la misma letras para denotar a las funciones asi como
a sus imagenes, tenemos:

( 0z  Of on of Oyn
(1=, i ot

o 1 I o T R R W
\ 0z,, Oyi Oxm OYn OTm,

Y forzando un poco mas la notacién, resulta,

(02 0z O 0z Oyy
.{ylzyl(ﬂﬁlw“,mmn 53361:3_(@13_1‘1—#.” Dy Oy
Z:z(yla"'vyn)1 : }:{ :
Lyn:yn(xh'" vxm)) i 92 22% 0z Oyn
\ 0x,, Oy1 Oz, Yy 0T,

Luego, segin la regla de la cadena se tiene:

D2 02 Oy
ij N i—1 8yl ij'

i=1,2,....m (4.17)

Es evidente la ventajosa simplicidad de la férmula de las derivadas parciales
de la funciéon compuesta con esta presentacién. Sin embargo, debemos hacer
notar que: 1° no se hacen explicitos los puntos donde estan calculadas las
derivadas, y 2° se usan letras iguales para denotar cosas distintas, a saber:
las funciones y sus imagenes.
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Aqui se ha seguido el orden alfabético de las variables + — y — z.
Sin embargo, en la practica, cuando el nimero de variables es reducido, no
se suele seguir este orden, ya que se acostumbra a utilizar letras distintas
sin subindices. Para varias variables, mas acorde con la notacién practica
hubiera sido seguir con el orden t — 2 — z, con lo que hubiera resultado:

(0:_ of om 0f v

(=21t ) V05, Om ot Ow, 0
(xn:xn(tla"'atm)} i 9z _ (9f% of %

(o, ~dwon, * " on, oL,

Veamos la materializaciéon de esta férmula a los distintos casos concretos.

Regla de la cadena con una variable independiente

Si la funcién g depende de una sola variable, tendriamos la situacién siguien-
te:
R-5R" LR
t (1, ) — 2

donde g es una funcién de n funciones coordenadas, cada una de ellas de-
pendiendo de una sola variable ¢. Al hacer la composicién con f, se obtiene
la funcion f o g que depende, también, sélo de t. Para estas funciones, las
derivadas parciales de las férmulas (4.15) del teorema anterior son derivadas
totales, quedando como:

d _ i n= Of dgi
—(for)t)=(fog)(t) = ; 5, (81) 5 (1) (4.18)
donde g;,7 =1,2,--- ,n, son las funciones coordenadas de g.

Que se puede expresar, de manera esquematica, de la forma:

dz _0fdvy  Of dtn

dt — Ory dt " O, dt

Es decir, de manera esquemética, pensando en términos de sustituciéon de
las variables, tenemos:

( xr1 = a:l(t) ]I

B ] dz _ Of dwy 9f dan
z = f(x1, %){ } T dt " O dt Oz dt
( )

Ty, = Tp(t)

La suma que aparece en la igualdad (4.18) también puede expresarse
como un producto interior de dos vectores, de la siguiente forma:

dd?l/dt

Srog) = (31 (e0).. . 21 (e)) i) ) w0
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donde, g'(t) representa el vector (g’l (t),... ,gg(t)). De esta manera, la ex-
tension de la regla de la cadena tiene un parecido méas intimo con el caso
unidimensional, salvo que ahora el gradiente V f desempena el papel de la
derivada f’.

Planteamiento practico. Con objeto de recordar con facilidad las férmu-
las correspondientes a la regla de la cadena planteamos un segundo razon-
amiento (mds practico) centrado en dos variables.

Supongamos una funcién de dos variables z = f(z,y), y supongamos que
cada una de las variables x e y depende de una tercera variable ¢, mediante
las funciones x = z(t), y = y(t). Podemos sustituir los valores de x e y en
la funcién z = f(z,y), con lo cual z pasaria a depender directamente de ¢ y
podriamos calcular la derivada de z respecto de ¢.

dz

© = a(t) } = 2= J(2(t),y() = h(t) = 72 =K1

2= f(oy ==
(.9) { y=y(t) dt

Esto que puede hacerse por sustitucion de las variables (sustituyendo primero

y derivando después), también puede hacerse por la regla de la cadena. Para

obtener la formula correspondiente, partimos de dz, y a partir de ahi obte-

nemos dz/dt, por simple divisién. En efecto,

de = g1 94 de _0fdv  Ofdy

oz o™ T @ dwdt  dydt

Otra manera de obtener la férmula es mediante un diagrama en arbol,
donde la derivada de la funcién z respecto de la variable t se obtiene “suman-
do”todos los caminos que van de t a z.

x
dz Ozdx 0zdy
z = = - -

dt — Oz dt ' Oydt

&@/ &4%
Q)|Q‘\‘/Q>|Q>
< | ISHES]

Esta regla puede enunciarse de una manera mas formal mediante el si-
guiente

Teorema 4.11 (Regla de la cadena con una variable independiente).
Sea z = f(x,y), donde f es una funcion diferenciable de x ey. Six = g(t) e
y = h(t), siendo g y h funciones derivables de t, entonces z es una funcion
derivable de t, y su derivada es

dz Ozdx 0Ozdy

dt " oxdt oydt
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Demostracion. Puesto que g y h son funciones derivables respecto de t,
resulta que ambos Az y Ay tienden a cero cuando At tiende a cero. Ademaés,
al ser f una funcién diferenciable de x y de y, se tiene que

0 0
Az = —ZA:L‘ + —ZAy + e1Ax + Ay
ox oy

donde €1 y 2 — 0 cuando (Az, Ay) — (0,0). Luego para At # 0, se tiene
s _0:Ae 0:0y | Ae Ay
At Or At Jy At At At
de donde se deduce que
dz Az Ozdr 0zd dx d Ozdxr 0zd
a—afi%ﬂ—%aw—yd—?”( ) o) =5 oyt
Ejemplo 4.53. Dada la funcion z = z°y — y?, donde x = sent, y = e.
Hallar dz/dt cuando t =0,

dt

dt

(a) Por sustitucion previa

(b) Mediante la Regla de la Cadena.

Solucion. (a) Mediante la sustitucién previa es un proceso elemental, basta
con sustituir x e y por sus valores y derivar una vez hecha la sustitucion.

T =sent
z:a:Qy—yQ{ }—>z:etsen2t—62t

y=¢
de donde,
% = elsen’t + 2el sent cost — 2e*
y, en consecuencia, resulta
dz

=l =1.0+2-1-0-1-2-1=-2
il =10

(b) Aplicando la Regla de la Cadena, resulta

dz Ofdx Ofdy 9 :

R R t —2

G ocdi Togar  ry)eost+ (@ —2y)e
Que podemos expresarlo en términos de ¢, o dejarlo como esta. En conse-
cuencia, dado que

{ z=0
t=0=

y=1
resulta:
dz
dt
Ejemplo 4.54. La altura de un cono recto circular mide 15 cm. y aumenta
a razén de 0'2 c¢cm. cada minuto. El radio de la base mide 10 c¢m. y au-
menta a razén de 0'3 cm. cada minuto. Hallar la variacion de volumen que
experimenta en la unidad de tiempo.

] —0+(0-2)-1=-2
t=0
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1
Solucion. El volumen del cono viene definido por: V = §7r1"2h, de donde,

av._ovdr oVdh 2 _dr 1 ,dh
—Trh— + —mr”—

G ordt Tonat 3w T3 4

y, teniendo en cuenta que,

Figura 4.19: cono. h =15 : h/(t) =02
para { =10 se tiene () = 03
resulta,
av 2 1 ~110
o = Z0-10-15-0'3 + —7-100- 02 = " em®/min
dt |15 3 3
r=10

Regla de la cadena para dos variables independientes

Si la funcién g depende de dos variables, t; y ta, (z1,- -+ ,zyn) = g(t1,t2),
tendriamos la situacién siguiente:

R2 £, R LR
(tl,tQ)H(xl,"',.’L'n)’—)Z

donde g es una funcion de n funciones coordenadas, cada una de ellas depen-
diendo de las dos variable t1 y t5. Al hacer la composicién con f, se obtiene
la funcién f o g que depende, también, de las variables ¢ y to. Para estas
funciones, las derivadas parciales de las férmulas (4.15) del teorema anterior
son las siguientes:

a —~ of g )
a_t] z} ax,( )at (x0). j=1,2 (4.19)
donde g;,7 =1,2,--- ,n, son las funciones coordenadas de g.

Que, al igual que la férmula (4.16), se puede expresar de la forma:

02 _ 0f Qo1 Of dan )
8751 8901 8t1 8:En 8751 l

o oo T on ot )

Es decir, de manera esquemaética, pensando en términos de sustitucién de
las variables, tenemos:

{1‘1 —xl(tl,tQ 0z 8f 01 n of 0xp

(
- _ j Ot 0wy Ot Ba, O
z = f(x, w’fn){ : }i{ 0z 5f31’1+” +8f Oxy
(Zn = xn(t1,t2) ) L Oty Oz Oty Oxp, Oty
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La regla de la cadena, en este caso, consiste en un conjunto de dos férmulas,
una para cada derivada parcial Di(fog), D2(f og). Cada una de las cuales
es una suma que también puede expresarse como un producto interior, y la
férmula (4.19 toma otra vez una forma parecida al caso unidimensional.

- (7o8)0x0) = (52 (x0). - 5 (s(x0)) ; = V1 (g(x0)) -Dyg(xo0)

para j =1, 2.

donde Djg(xq) representa el vector (ngl (X0)y .-+ ngn(Xo))-
Planteamiento practico. Con objeto de recordar con facilidad las férmu-
las correspondientes a la regla de la cadena planteamos un segundo razona-
miento (mds practico) centrado en dos variables.

Supongamos una funcién de dos variables z = f(x,y), y supongamos que
cada una de las variables x e y dependen de otras dos variable s y ¢, mediante
las funciones = = x(s,t), y = y(s,t). Podemos sustituir los valores de = e
y en la funcién z = f(x,y), con lo cual z pasaria a depender directamente
de s y t y podriamos calcular las derivadas parciales de z respecto de s y
respecto de t.

( 0z 0

B x = x(s,t) - _ | 9s
z—f(x,y){ y = y(s.) }iz-f(x(s,t),y(s,t))—h(S,t):>i %:?
o

Esto que puede hacerse por sustitucién de las variables (sustituyendo
primero y derivando después), también puede hacerse por la regla de la
cadena. Para obtener la férmula correspondiente, partimos de dz, y a partir
de ahi obtenemos 0z/0s y 0z/0t por simple divisién. En cada caso, d se
transforma en 9, ya que al hacer la divisién suponemos que la “otra” variable
permanece constante. En efecto,

f@z_6f8x+3fay { — cte
Cof L of | 9s " oros Toyos T
dz_axdx—i—aydy - 1%_8_f%+8—f@ s = cte
L ot Oxot 0Oyot '

Otra manera de obtener la férmula es mediante un diagrama en arbol,
donde la derivada de la funcién z respecto de cada variable se obtiene
“sumando”todos los caminos que van desde la variable correspondiente a
z, suponiendo el resto de las variables fijas.
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t =cte. — S

0: _ofon  0f0y
ds Oxds Oyds

0= _0fdx  0fdy
ot Ox ot Oy ot

s =cte. — t

Estos resultados se pueden enunciar de una manera mas formal mediante
el siguiente

Teorema 4.12 (Regla de la cadena con dos variables independi-
entes). Sea z = f(x,y), donde f es una funcion diferenciable de x y de y.
Sixz=g(s,t) ey=h(s,t) son tales que existen todas las parciales primeras
0x/0s, Ox/0t, dy/ds y Oy/Ot, entonces 0z/dDs y 0z/0t existen y vienen
dadas por

0z 0z0xr 0z0y

s dzds | Oyos

0z _ 0200 020y
ot Ox ot Oy ot

Demostracion. Para obtener 0z/0s mantenemos ¢ constante, con lo cual
se tiene que g y h son funciones derivables de la unica variable s, y, en
consecuencia, podemos aplicar el teorema 4.11 para obtener el resultado
deseado. De la misma forma, para obtener 0z/0t mantenemos s constante,
con lo cual g y h son funciones derivables de ¢ solamente, y en consecuencia
también podemos aplicar el teorema 4.11 para obtener el resultado deseado.

O

Ejemplo 4.55. Dada la funcién z = 2xy, donde x = s> + 1> e y = s/t.
Hall 0z 0z
allar — y —
as ¥ ot
(a) Por sustitucion de las variables.
(b) Por la regla de la cadena.

Solucion. (a) Mediante la sustitucién previa es un proceso elemental, basta
con sustituir z e y por sus valores y derivar una vez hecha la sustitucion.

2 | 42 3

T=5"+1 9 . oS s
=92 —z=2 +t°)— =2(— + st
z :vy{y st } z (s )t (t st)
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de donde,
0z 352 652 + 2t2
) VAT S A e
0s ( +) t
0z —s3 —253 4 252
A YO —
o~ X T 2

(b) Aplicando la Regla de la Cadena, resulta

dz _Of Oz N of oy 1 2x

ds  Oxds  Oyds (2y)(2s) + (2:5)(;) = 4sy + —~=

s 2 452 252 4+ 2t2 652 + 2t2
:4 — — 2 t2 = — =
syt =7+ — ¢

(20)(21) + (20)(J5)) = 4ty — Sy =

425 — 253 — 25t2 B 2st2 — 253
12 N 12

0= _0fdr  0fdy _
ot Oxot Oyot
o5 25,0 oy
_4tt t2(s + %) =

4.8.5. Regla de la cadena. Perspectiva general: Matriz jaco-
biana

La introduccién del Jacobiano nos va a permitir utilizar el lenguaje algebraico de las
matrices y las transformaciones lineales y nos va a permitir ver la regla de la cadena como
un resultado de asombrosa sencillez y elegancia, como lo es en el caso de funciones de una
variable.

Recordemos, primeramente, lo que establece la regla de la cadena para funciones
de una sola variable: la composicion de dos funciones diferenciable es diferenciable y su
derivada es el producto de las derivadas de cada una de las funciones que se estin com-
poniendo. Queremos establecer un resultado similar para funciones vectoriales de cualquier
nimero de variables.

Hasta ahora hemos definido los conceptos de “derivadas parciales”, “derivadas direc-
cionales”, “gradiente” y “diferencial”, para funciones de varias variables, pero no hemos
definido lo que se entiende por “derivada”de este tipo de funciones.

Definicién 4.20 (Derivada). Sea la funcidn f: D S R™ — R™ definida en el conjunto
abierto D de R™ y sea xo € D. Se dice que esta funcion es diferenciable en xo si eziste
una transformacion lineal f'(xo) : R™ — R™, llamada derivada de f en xo, tal que

f(xo +h) = f(x0) + f'(x0)h +r(h) donde &im r(h) =0,

(para h tal que xo + h € D)

NOTA: Siendo r una funcién que toma valores en R™, la interpretacién del limite anterior
seria de que todas las funciones componentes tenderan a cero cuando, al dividirlas por
[h|l, h tiende a cero.

Hemos definido la derivada de una funcién vectorial como una transformacion lineal
T :R™ — R™. Toda transformacién lineal tiene asociada una matriz de orden m X n que
la representa.
Matriz de una transformacién lineal. La matriz asociada a la transformacion lineal

T : R" — R™ se construye de la siguiente forma: Sean 51 = {ei,ez2, - ,en} y B2 =
{&1,82, - ,8,} las bases candnicas de R" y R"™ respectivamente. Entonces el vector T'(e;)
se puede escribir como combinacién lineal de los vectores de (32, es decir,

T(ej) = aij€1 + az2;€ + - + amj€m
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A la matriz A = (as;),i=1,2,...,m, j =1,2,...,n, cuya j-ésima columna estd constitui-
da por las coordenadas de la imagen del j-ésimo vector e; de la base canénica de R™
respecto de la base candnica de R™, se le llama matriz de la transformaciéon T respecto
de las bases (81 y (2. Es decir, la transformacién 7' : R" — R™ queda univocamente
determinada cuando se da la imagen de una base de R". Sean 1 = {ei,e2, - ,e,} ¥y
B2 = {€1,€2, - ,&,} las bases candénicas de R™ y R™ respectivamente. Las imdgenes de
los vectores de la base (31, por estar en R™, se pueden expresar mediante combinacién
lineal de los vectores de (2. Sean las imagenes de los vectores de la base 1 mediante la
transformacién 1" las siguientes:

T(e1) =ai1€1 + a2+ -+ + ami€m }

T(en) = ain€1 + a2n€2 + -+ + Gmn€m
Si x es un vector arbitrario de R", e y su imagen en R™ serd:
X=xz1€1+ -+ Tpen — y=vyi€1+ -+ Yymen
se verificara:
yi€1 4+ + Ymém =T(x) =T(x1€1 4+ -+ xne,) =x1T(er1) + - +z,T(ey) =
=zi1(a11€1 4+ + ami€m) + -+ Tn(a1n€1 + -+ + Gmn€m) =

(a1121 4+ -+ a1nxn)€1 + - + (@am1T1 + - - + GmnTn)€m

de donde
Y1 = a11x1 + -+ ainTn }

Ym = Am1T1 + - + AmnTn
Son las ecuaciones de la transformacién 1" respecto de las bases (1 y (2. Las ecuaciones
se pueden escribir en forma matricial del siguiente modo:

Y1 ail Ain 1

Ym am1 e Amn In

Es decir, y = Ax, donde las columnas de la matriz A son las coordenadas de las imagenes
de los vectores de la base candnica 1 respecto de 2.

Matriz jacobiana. Sea f : D C R"™ — R™ una funcién diferenciable en xo € D, entonces,
segun la definicién 4.20, sera:
’ . r(h)
f(xo+h) =f(x0)+f (x0)h+r(h) donde lim —F =0 (parah tal que xo+h € D).
Considerando el vector h = te;, e; de la base canénica de R™ y t € R, con ¢ suficientemente
pequeno como para asegurar que Xo + h € D, resulta:
f(xo + te;) = f(xo0) + f'(x0)(te;) + r(h)

Y teniendo en cuenta que f’(xp) es una transformacién lineal, serd: f'(xo)(te;) = tf'(xo0)(e;),
luego,
f(xo + te;) = f(x0) + tf'(x0)(e;) + r(h)

de donde,
, f(xo +te;) — f(x r(h
£ (XO)(ej) _ ( 0 ;) ( 0) o (t )
y teniendo en cuenta que ||h|| = +¢, podemos escribir
f(xo + tej) — f(x r(h
o) FOR0 1) = (o) _ r(0)

t [
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Al tomar limite cuando ¢ — 0 (i.e. cuando ||h|| — 0) el segundo sumando del lado derecho
tiende a cero, quedando sélo:

£ (x0) (e;) = lim L0+ t€s) = £(xo)

t—0 t

Al descomponer f como (f1, fa, ..., fn), y tomando limites en cada una de las coordenadas,
vemos que éstos son las derivadas parciales respecto de la variable z; de cada una de las
componentes. es decir,

f/(Xo)(ej): <%(XO)’%(X0),..,78](‘M > Zgﬁ; —

Entonces la j-ésima columna de la matriz que representa a la transformacién lineal (deriva-
da) f'(x0) : R" — R™ estd formada por las derivadas parciales de las funciones compo-
nentes de f respecto de su j-ésima variable. Es decir,

6f1 8f1 afl
dfa 0fa af2
8xl( 0) 8a:2( o) .- e = (%o)
Ofm o m: P m:
aj;l (x0) a}:; (x0) - a];n (x0)

A esta matriz de orden m X n, en cuya i-ésima linea y j-ésima columna aparece la derivada
azf_ L (xg) de la i-ésima funcién componente de f respecto de su j-ésima variable,
J

evaluada en xg, se le llama matriz jacobiana de la funcién f en xo y se denota Jf(xg). Esta
es entonces la derivada de la funcién diferenciable f en xo (identificando, como siempre, a
la transformacién lineal f'(x¢) : R — R™ con la matriz que la representa).

Gradiente y matriz jacobiana. Consideremos el caso m = 1. En este caso, la funcién
f:D S R" — R definida en el conjunto abierto D de R™ serd diferenciable en xg € D si
se da la transformacién lineal f'(xo) : R™ — R cuya representacién matricial es la matriz

1xn
7700) = (51 x0) 2L 00) -+ T x)
tal que W
f(xo+h) = f(x0) +f'(x0)h +r(h) con Jlim, ﬁ =0.

Ahora bien, Si h = (h1,h2,...,h,) € R" es tal que xo + h € D, se tiene

hi
ha
f/(XO)h = Jf(xo)h = (g—l‘i(xo) aa—fo(Xo) %(xo)) : =
h.n
= g_mfl(XO)hl + %(Xo)hz + -+ %(Xo)hn

Comparando este resultado con el obtenido en la definicién 4.7 (pagina 243), vemos
que se trata exactamente de la misma definicién, sélo que en aquélla se hablaba de la
existencia de las derivadas parciales y ahora hablamos de la transformacién lineal f’(x¢)
(la derivada de f en x¢) o de un modo mds preciso, de la matriz que la representa. Es
decir, el residuo r(h) queda determinado de la misma manera en ambas definiciones y se
le pide que cumpla la misma propiedad.
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Puede demostrarse que la funcién f : D € R™ — R™ es diferenciable en xo € D (segin
la definicién 4.20) si y sélo si sus funciones coordenadas f; : D € R™ — R™ lo son (con
la definicién de diferenciabilidad 4.7). Més aun, teniendo en cuenta que la derivada de la
i-ésima funcién coordenada f; en x¢ es la matriz de orden 1 X n

Tfi(xo) = (gi (x0) 33:; (x0) - ggﬁ (x))

tenemos que la derivada de la funcién f : D € R™ — R™ es la matriz que en su i-ésima
fila tiene la derivada de su i-ésima funcion componente. Esquematicamente:

0 o 9
Do) o) o)
3 — Jhxe) —
df2 dfa Of2
Jf(x0) = 8_;51(X0) 8—$2(X0) 8—%(x0) _ — Jf2.(Xo) N
: : : o Jfn(xe) —
aafTT(XO) %(Xo) . gﬁ’: (x0)

Obsérvese también que la matriz 1 x n, Jfi(xo), derivada de la funcién f; : D € R™ — R,
se identifica de manera natural con el vector gradiente de f; en xg

ofi ofi Ofi
i) = rad i) = (52 (x0), 52 o)+, 7 )

Asi, el gradiente de una funcién de n variables (definido en 4.9) es como la derivada de la
funcién (en el sentido de la definicién 4.20).

Ejemplo 4.56. Derivar la funcion f: R? — R? dada por f(z,y) = (z* + 3y2, 2% + 2°)
Solucion. Las funciones coordenadas vienen definidas por:

filz,y) =2" +3y%  fa(z,y) =2° +29°

luego,
o o
[ 9z Oy |\ (20 6y
Jf = ofs 0f _<3x2 10y4>
or Oy

Ejemplo 4.57. Hallar la derivada en el punto (0,0) de la funcién f : R* — R? definida
por f(z,y) = (z +y,e" ", sen(z +y)).

Solucion. Las funciones coordenadas vienen definidas por:

filzy) =a+y, falz,y) =", fs(z,y) =sen(z +y)

luego,
Oy O
O (0,0) oy (0,0) ) ) .
Jf=1 220,00 22,0 _( emHy e=tv ) _<1 1)
ox dy
cos(z+y) cos(z+y)/ a=0 11
%(0 0) %(0 0) v=0
ox 7’ oy

Regla de la cadena. Caso general. Esquematicamente la situacién seria:
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Figura 4.20: Composicién de funciones

Supongamos que la funcién g : R — R"™ es diferenciable en x¢ y la funcién f : R™ —
R™ es diferenciable en g(xo). Lo que dice la regla de la cadena es que la funcién compuesta
fog:R™ — RP serd diferenciable en x¢ y que

(f 0 8)'(x0) = f'(g(x0))g(x0)

entendiéndose el lado derecho de esta expresiéon como una composicién de transformaciones
lineales, o bien, en términos matriciales

J(f o g)(x0) = Jf(g(x0))Jg(x0)

entendiéndose el lado derecho de esta tltima expresiéon como una multiplicacién de ma-
trices. Es decir, la (matriz que representa a la) derivada de la composicion es igual al
producto de las (matrices que representan a las) derivadas de las funciones componentes.

Ejemplo 4.58. Dadas las funciones g : R? — R? y f : R3 — R?, definidas por:

g(z,y) = (3z,2y,9°)
f(z,y,2) = (2" + 3y°, 2zy2)

Hallar la derivada de la composicion f o g : R? — R?

(a) Mediante la regla de la cadena.

(b) Realizando previamente la composicion.

Solucidon. (a) La matriz jacobiana de la composicién vendrd definida por el producto de
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las matrices jacobianas correspondientes, es decir,

J(fog)=Jf(g(z,y)) Jg(z,y) =

o9
- %(g(a&,y)) %—J;l(g(a:,y)) %(g(l‘vy)) éa;;
%(g(:c,y)) %—J;(g(x,y)) %(g(w,y)) ggz
o
3 0
= (o, o 0 x | =
) <2yz 2 2xy)g<z,y) <g 2y>
:< 2(3z) 6(zy) 0 > z 2 B
2ey)y”) 2607 262)@y)) \§ ,,

[ 6bx 6y 0 3 2 . 18z + 6> 622y
“\2zy® 6xzy?  6z?y Y T\ 6y + 6z 62%y? + 12222

0 2y

_ (18xz + 6xy? 622y
a 12xy3 18z2y2

(b) Aplicando previamente la composicién, resulta:

(fog)(x,y) =f(g(z,v)) = B3z, 2y,y%) = ((32)* + 3(2y)”, 2(32) (x1) (v*))

= (922 + 327y, 62%y°)
de donde, la derivada de la composicién es la matriz:

18z + 6zy> 62>
J(fog)= < 12my3y 18x252>

que coincide con la obtenida mediante la regla de la cadena.

Ejemplo 4.59. Dadas las funciones g : R® — R® y f : R® — R?, definidas por:

g(z,y,2) = (zy,yz, 2 +y + 2)
f(iE,y,Z) = ('TQ + y37y + Z2 - 1)
Hallar la derivada de la composicion fog: R* — R? en el punto (1,1,1)
(a) Mediante la regla de la cadena.

(b) Realizando previamente la composicion.

8 g1
ox
8 g2
ox
6 g3
oz

295

>:

Solucion. (a) La matriz jacobiana de la composicién vendra definida por el producto de

las matrices jacobianas correspondientes. En este caso, a ser g(1,1,1) = (1, 1, 3), seré,

J(fog)(1,1,1) = Jf(g(1,1,1)) Jg(1,1,1) = J£(1,1,3) Jg(1,1,1)

luego

2z 3y° 0 2
Jf(1,1,3) :( ) = <
0 1 22 ,5 \0

—_ == =W
=)
N————

y x 0 1
Jg(1,1,1) = 0 z vy =10
1 1 1 1,1 1
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de donde, resulta:

1 1 0
2 30 2 5 3

(b) Aplicando previamente la composicién, resulta:
(fog)(w,y,x) = f(g(z,y,2)) = f(zy, yz, 2+ y+2) = ("y" +y°2", yz+ (x+y+2)° - 1)
de donde, la derivada de la composicién es la matriz:

J(fo )7< 2y 2a2y?% + 3y2%2° 3y322 >
7 \2@+y+2) z+2@ty+z) y+2zty+z)

de donde resulta:

2 2,2 2.3 3.2
(Fog)(1,1,1) = <2 2xy 20°y” + 3y“z 3y z ) _ <2 5 3)
( (1,1,1)

T+y+z) z+2a+y+z) y+2z+y+z) 6 7 7

que coincide con la obtenida mediante la regla de la cadena.
El teorema que establece rigurosamente la regla de la cadena en el caso general puede
enunciarse de la siguiente forma:

Teorema 4.13. Sea f : Dy € R" — R” wuna funcidn definida en el abierto Dy de R™ y
g: Dy, € R™ — R" una funcidn definida en el abierto Dy de R™ tal que g(Dy) € Dy.
Si g es diferenciable en xg € Dy y f es diferenciable en g(xo) € Dy entonces la funcidén
fog:Dy CR™ — RP es diferenciable en xo y su derivada viene dada por la matriz:

J(£ 0 g)(x0) = JE(g(x0)) Je(x0)

La demostracién puede verse en [2, Pita]

4.9. Funciones implicitas

4.9.1. Funciones de una variable

La ecuacion de una curva en el plano puede expresarse bien en forma explici-
ta, y = f(x), o bien en forma implicita, F(x,y) = 0. No obstante, si tenemos
una ecuacién de la forma F(z,y) = 0, no siempre representa ésta una fun-
cién. Es decir, dada la ecuacién F(z,y) = 0 nos planteamos la cuestion de
si es siempre posible despejar y en términos de x y dejar establecida la fun-
ciéon y = f(z). La respuesta a esta cuestién es negativa. En efecto: De la
expresién 22 +y% —1 = 0 no podemos establecer una funcién y = f(z) despe-
jando y en términos de z, ya que 2% + y? = 1 define dos funciones, a saber,
y= filz) = V1—22 ey = fo(xr) = —V1 —22. La ecuacién F(x,y) = 0
siempre representa una relacion, esto es, el conjunto de todos los pares que
satisfacen la ecuacién. No obstante, nos planteamos la siguiente pregunta
jcuando la relaciéon definida por F(z,y) = 0 es también una funcién? En
otras palabras, jcuando la ecuacién F'(z,y) = 0 puede resolverse explicita-
mente respecto a y en funcién de z, obteniéndose solucién unica?

La cuestion anterior puede plantearse en términos de curvas de nivel.
Asi, podemos preguntarnos lo siguiente, dada la funcién z = F(z,y), jes su
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nivel cero, F'(z,y) = 0, una curva que se puede ver como la grafica de una
funcién y = f(z)?. Asi mismo, si conocemos algo referente a la continuidad
o diferenciabilidad de F' jqué podemos concluir en relacién a la continuidad
o diferenciabilidad de f?

El teorema de la funcion implicita trata localmente esta cuestion. Es de-
cir, hacemos un planteamiento local de la cuestién anterior: Dada la funcion
z = F(x,y), sea (g, yo) un punto para el cual F(zo,yo) = 0. De F(x,y) = 0,
ise puede obtener (despejando y en términos de z) una funcién y = f(x),
definida en una vecindad de xg, tal que yo = f(z¢)? Cuando tal entorno y
tal funcién y = f(z) existen, decimos que la funcién y = f(z) estd definida
implicitamente por la expresion F(z,y) = 0, o bien que es una funcién im-
plicita dada en F'(z,y) = 0.

Graficamente, la situacién puede visualizase, en el ejemplo de la circunfer-
encia, de la siguiente forma:

Y La ecuacién 22 + y? = 1, en general no de-

! fine una sola funcién y = f(x), sin embar-
go, si nos limitamos a un entorno del punto
(1/v/2,1/1/2), si que queda definida una sola
-1 1 funcién (reduciéndonos a ese entorno), mien-
tras que en un entorno del punto (1, 0) no que-
da definida dicha funcién (ya que cada punto
tendria dos imagenes, al haber dos puntos en
la misma vertical).

Figura 4.21: 2> + 4> =1

El teorema de la funcién implicita resuelve localmente la cuestién plan-
teada, y nos dice que, dado un punto (xg,yo) tal que F(zg,y0) = 0, en
determinadas condiciones existird un entorno de (zg,yop) de manera que, en
este entorno, la relacién definida por F(z,y) = 0 es también una funcién.
Esas condiciones son que Fy y G sean continuas en un entorno de (zo, yo)
y que Fy(xo,y0) # 0. El teorema de la funcién implicita también nos dice
que dicha funcién, y = f(x), tiene derivada continua y nos da la manera de
calcular dicha derivada, v/ = —F,/F,.

Planteamiento practico. Supongamos la ecuacién F'(z,y) = 0, si supiéra-
mos despejar y en términos de x, tendriamos y = f(z), y podriamos calcular
dy

= =7

dx

dy _,

dx

El problema se presenta cuando no sabemos o no queremos despejar y en
términos de x jcémo podemos calcular dicha derivada?.

Partamos de que F(z,y) = 0, serd dF'(z,y) = 0, de donde

Flr,y)=0 — y=flz) —

dF dx dy dy
dF = F,d F,dy=0 —» —=F,—+F,— =0 F, = =0
Tt yay dx al:L‘Jr Yda - + Ydx
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de donde, si F(z,y) # 0, se tiene

dz Fy(z,y)

Al mismo resultado llegamos si consideramos la funciéon

z=F(z,y) = F(z, f(z))
entonces podemos aplicar el Teorema 4.11 y obtenemos

dz dx dy
> _F el 7y i
Como z = F(z,y) = 0 para todo = en el dominio de f, se tiene dz/dx = 0
y en consecuencia
dx dy
Fm(l‘,y)a + Fy(x,y)% =0

Y si Fyy(x,y) # 0, podemos concluir con que

@ _ _Fx(xa y)
dz Fy(z,y)

Teorema 4.14 (De la funcién implicita). Supongamos la funcion z =
F(x,y). Sea (z9,y0) € R? un punto tal que F(xo,y0) = 0. Supongamos que
la funcion F tiene derivadas parciales continuas en alguna bola B con centro
en (zo,y0) y que Fy(xo,yo) # 0. Entonces F(x,y) = 0 se puede resolver para
y en términos de x y definir asi una funcion y = f(x) con dominio en una
vecindad V' de xg, tal que yo = f(x0), la cual tiene derivada continua en V
que puede calcularse como

_ —Fz(l',y)

y/:f/(;p)—iFy(w’y) 5 I’GV

Esquemaéaticamente seria:

F(x0,90) =0 ) _

. 7 / Fﬂf(xay)
F, y F, continuas » = y = f(z), tal que yo = f(xo), y ademds y' = Tl
Fy(-r07y0) 7é 0 y(x’y)

Debe tenerse en cuenta que el teorema de la funcion implicita es un teo-
rema de existencia. Dice que existe una funcién y = f(x) definida implicita-
mente por F(z,y) = 0, sin embargo, no dice cémo se puede determinar dicha
funcién. Es més, podria ocurrir que la estructura algebraica de la ecuacion
F(x,y) = 0 no permitiera el despeje de y en términos de x. De ahi la im-
portancia del teorema que afirma que, si se cumplen las hipdtesis, aunque
no podamos despejar y en términos de x, tal funcién existe, y ademas el
teorema nos dice como calcular su derivada.
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También hay que advertir que se trata de un teorema local. Nos asegura
la existencia de la funcién y = f(z), o bien la posibilidad de despejar y en
términos de x a partir de F'(z,y) = 0, pero solamente en las cercanias del
punto (o, Yo)-

También debe tenerse en cuenta que para el caso de una variable exis-
te la posibilidad de calcular la derivada de la funcién implicita aplicando
directamente las reglas de derivacién sobre la ecuacién F(x,y) = 0. Simple-
mente habra que tener en cuenta que cada vez que derivemos la variable y
habrd que multiplicar por su derivada y'.

Ejemplo 4.60. Calcular iy, siendo y> +y*> — 5y — a2 +4=0
(a) Aplicando las reglas de derivacion.
(b) aplicando el teorema de la funcion implicita.

Solucion. (a) Mediante las reglas de derivacién tenemos:

, 2z

32/ 2 /_5/_2 :0 —
Yy +2yy Y z - Y 3y + 2y — 5

(b) Mediante el teorema de la funcién implicita, hacemos F(x,y) = 3> +
y? — 5y — 22 + 4, con lo cual,

FI:—Q:E o = —Fm . 2x
F,=32+2—5 YTF, T3 ta2y-»5

Ejemplo 4.61. Razonar si la ecuacion eV = x3+3y determina una funcion
y = f(x) que cumple f(1) =0 y que es derivable en x = 1. Calcular f'(1) y
la recta tangente a f(x) en (1,0).

Solucidn. El teorema de la funcién implicita afirma que la ecuacién F'(z,y) =0
define una funcién y = f(z) derivable en un punto xg, si se cumplen las

tres condiciones siguientes: El punto P(zg, o), con yo = f(xg), cumple la

ecuacion F(P) = 0, las derivadas parciales de F' en P son continuas, y

F,(P) £0.

El punto P(1,0) cumple la ecuacién dada, en efecto:

=134+3.0=14+0=1

Las derivadas parciales de F(x,y) = e¥ — 2® — 3y son continuas en todo R? y
por tanto en P, por tratarse de una funcién polindémica y una exponencial,
en efecto:
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Y ademas: F,(1,0) = e —3 =1-3 = —2 # 0. Luego podemos afirmar la
existencia de la funcién y = f(x) que cumple f(1) = 0 y que es derivable en
r=1.

En virtud del teorema de la funcién implicita tenemos:

o _Fx (1’, y) 3332 3

/ ’ 3
o) =t Sy = -

y teniendo en cuenta que la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x)
en el punto P(1,0) viene definida por:

y=f1)+f1) (-1

3
resulta: y:0—§(:c—1) — 3r+2y=3

Ejemplo 4.62. Dada la ecuacion x* + y*> = 2

(a) Justificar que la ecuacion x? + y* = 2 define, en un entono del punto
(1,1), una funcion y = y(zx)

(b) Calcular y'(1), y"(1)

Solucion. (a) Para que quede garantizada la existencia de la funcién y =
y(z), deberdn cumplirse las tres condiciones siguientes:

El punto (1, 1) cumple la ecuacién. En efecto 12 +12 =1+ 1 =2

Las derivadas parciales de la funcién F(z,y) = 22 + y? — 2 son continuas en
un entorno del punto (1,1). En efecto,

F, =2z F,=2y queson continuas en R?

Fy(1,1) # 0. En efecto, F,,(1,1) =2 #0
Luego existe la funcién y = y(z). Que en este caso es y = +v/2 — x2.

(b) Para calcular las derivadas podemos aplicar las reglas de derivacién. En
efecto,

— -1
Yy
y derivando nuevamente,
—1— N2 —9
2+2y'y +2yy" =0 — 1+(y)+yy" =0 — ' = il O ~ =-2
Y

Nota: Hay que aclarar que los papeles de las letras x e y son perfectamente
intercambiables. Asi, si la funcién z = F(x,y) es tal que en el punto (xo, yo)
vale cero, F(zo,y0) = 0, que en una bola con centro en (x,yo) tiene de-
rivadas parciales continuas y que su derivada respecto de = es distinta de
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cero en (xg,Yyop), es decir, Fy(zo,y0) # 0. Entonces, el teorema de la funcién
implicita garantiza la existencia de una funcién z = g(y) tal que ¢ = g(yo),
para y en una vecindad de yp, y ademads su derivada, en esa vecindad, es:

de . —Fy(z,y)
dy W= oy

Es evidente que si en el punto (zg, o) se tiene

Fi(z0,90) #0 'y Fy(wo,90) # 0

entonces el teorema de la funciéon implicita nos dice que en los alrededores
de (zo,v0), la gréfica de la curva F'(xg,yo) = 0 se puede ver como la grafica
de una funcién y = f(x) o bien como la grafica de una funcién x = f(y).

Puntos regulares. Si z = F(z,y) es una funcién tal que F(zg,y0) = 0
y en una bola B con centro en (zg,yo) las parciales F, y F, son continuas

y si Fy(zo,y0) # 0 6 Fy(xo,y0) # 0 (0 equivalentemente si (Fm(:no,yo))2 +

(Fy(xo,yo))2 # 0) entonces (zo,yo) se dice que es un punto regular de la
curva F(z,y) = 0.

Es decir, los puntos regulares son aquellos puntos (g, yo) tales que en una
bola con centro en ellos, a partir de F/(z,y) = 0, se puede despejar x o y en
términos de y o x, respectivamente, y establecer una funcién con derivada
continua = = g(y) 6 y = g(x).

Si el punto (xo,y0) no es regular de F(z,y) = 0, se dice que es un punto
singular.

4.9.2. Funciones de dos variables

Dada una ecuaciéon F(z,y,z) = 0 nos planteamos ahora la cuestién de
jcuando de dicha expresion se puede despejar z en términos de z e y y formar
asi una funcién z = f(x,y)? Es decir, jcudndo el nivel cero, F(z,y,z) = 0,
de la funcién w = F(z,y, z) se puede ver como la grifica de una funcién
Z = f(l‘, y)?

Planteamiento praictico. Supongamos la ecuacién F'(z,y, z) = 0, si supié-
ramos despejar z en términos de z e y, tendriamos z = f(x,y), y podriamos

calcular a—; =7y g—; =7.
(0,
Fays)=0 - z=fey) - {5
Loy

El problema se presenta cuando no sabemos o no queremos despejar z en
términos de x e y jcémo podemos calcular dichas derivadas?.
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Partamos de que F(z,y,z) = 0, serd dF'(z,y, z) = 0, de donde

( dF dz dy dz

dF = Fydx + Fydy+F,dz=0 — x - z z
' S Y Ky
Udy “dy Ydy “dy
Ahora bien,
(a) Para y = cte., en el primer caso resulta:
0z 0z  —Fy(x,y,2)
s 0% “ox " O F.(z,y,2)
(b) Para x = cte., en el segundo caso resulta:
0z 0z —Fy(z,y,2)
O+F +F 2 =0 — = = _ Y0 h =/
ey TN T 0y T Re.e)

Teorema 4.15 (De la funcién implicita). Supongamos la funcion w =
F(z,y,2). Sea p = (20,%0,20) € R3 un punto tal que F(xq,yo,20) = O.
Supongamos que la funcion F tiene derivadas parciales continuas en alguna
bola B con centro en p y que F,(p) # 0. Entonces F(z,y,z) = 0 se puede
resolver para z en términos de x e y y definir asi una funcion z = f(x,y)
con dominio en una vecindad V de (xo,y0), tal que zo = f(zo,%0), la cual
tiene derivadas parciales continuas en V' que pueden calcularse como

0z o —Fz(x,y,z) 0z _ —Fy(ﬂj',y,Z)
Oz F.(x,y,2)  dy  Fi(z,y.2) eV

Esquematicamente seria:

F.(x,y,
F(z0,90,20) =0 ) '{8_x %{y))
F, Fy7 F, continuasy =z = f($7y>7 tal que zp = xo’yo ’ { 0z ﬂjy?;
F.(20,90,20) # 0 oy F?Z Y,z 7)

Las derivadas parciales también pueden calcularse a partir de las reglas
ordinarias de derivacion, suponiendo una de las variables constante, con la
Unica observacion de multiplicar por la derivada parcial correspondiente,
cada vez que derivemos z.

0z 0z
Ejemplo 4.63. Calcular 8_ 7 siendo 312z — x%y?> +223+3yz—5=0

(a) Mediante las reglas ordinarias de derivacion.

(b) Mediante las formulas de la funcion implicita.
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Solucion. (a) Mediante las reglas ordinarias de derivacién tenemos:

—622 + 219>
322 + 622 + 3y
222y — 3z
322 + 622 + 3y

6xz + 3122, — 2:cy2 + 622z, + Yz, =0 — 2z, =
3u?2y + 202y 4+ 6272 + 32+ 3yzy =0 — z, =

(b) Mediante el teorema de la funcién implicita, hacemos:

F(x,y,2) = 32°2 — 2?y* + 22° + 3yz — 5,

con lo cual,
_ _ 2
Fy(x,y,2) = 62z — 2xy? ) % = FZ‘TI =3 26:j-z6+22j—y3
9,2 x % x z Y
Fy(z,y,2) = —2z"y + 3z 9: I, 9%y — 32

F.(z,y,2) = 32> + 622 + 3 — = =
2(2,4,2) = 3 : Y oy F, 322 4 622 + 3y

Ejemplo 4.64. Razonar si la ecuacion x>+ 2y> + 23 —3zyz — 2y +1 = 0;
determina una funcion z = f(xz,y) en un entorno del punto (0,1). Calcular

ﬁ(O, 1), %(O, 1) y la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto

Ox oy
(0,1, £(0,1)).

Solucion. El teorema 4.15 de la funcién implicita afirma que una ecuacién
F(x,y,z) = 0 define una funcién z = f(z,y) diferenciable en un punto
p = (z,y), si se cumplen las tres condiciones siguientes: el punto P =
(x,y, z) cumple la ecuacién F'(P) = 0, las derivadas parciales de F' en P son
continuas, y F,(P) # 0.

En nuestro caso, el punto P que cumple la ecuacién dada viene definido por
las coordenadas:

r=0, y=1 — 2422-241=0 — z=-1

Las derivadas parciales de F(x,y,2) = 23 4+ 2y + 23 — 3xyz — 2y + 1 son
continuas en todo R? y por tanto en P, en efecto:

Fy(z,y,2) = 32% — 3yz
Fy(x,y,2) = 6y* — 322 — 2
F.(z,y,2) = 322 — 3y

Y ademads: F,(0,1,—1) = 3 # 0 Luego podemos afirmar la existencia de la
funcién z = f(x,y) diferenciable en el punto p = (0, 1).
En virtud del teorema de la funcién implicita tenemos:

g( )= —Fy(x,y,z)  —32%+43yz of
oz Y = F.(z,y,2) 322 —3xy Ox

%(1‘ - —Fy(z,y,2)  —6y> +3xz+2 of
oy Y T TF(w,y,2) | 322 3wy Ay

Fx(ov 1a _1)

0,1) = _FZ(O,l,—l) -

—F,(0,1,-1) —4

(0.1) = F.(0,1,-1) 3
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y teniendo en cuenta que la ecuacién del plano tangente a la superficie
z = f(x,y) en el punto P(0,1,—1) viene definida por:

z:f(O,l)—l-%(O,l)-(m—O)—I—g—g(O,l)-(y—l)

4
resulta: z=-1—x2— g(y — 1), o bien, simplificando 3z + 4y + 3z =1

Ejemplo 4.65. Sea F' una funcion diferenciable y con derivadas parciales
continuas tal que F(9,2,—4) =0 y VF(9,2,—4) = (—1,0,5). sLa ecuacion
F(x,y,z) =0 define una funcion diferenciable z = f(x,y) tal que f(9,2) =

—4? En caso afirmativo, determina —=(9,2) (9,2) y, con su ayuda,

y =~

Ox y
calcula la ecuacion del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
(9,2, —4).

Solucion. El teorema 4.15 de la funcién implicita afirma que una ecuacion
F(x,y,z) = 0 define una funcién z = f(x,y) diferenciable en un punto
p = (x,y), si se cumplen las tres condiciones siguientes: el punto P =
(z,y, z) cumple la ecuacién F(P) = 0, las derivadas parciales de F' en P son
continuas, y F,(P) # 0.

En nuestro caso, el punto P que cumple la ecuacién dada viene definido por
P(9,2,—4)

Por hipétesis, las derivadas parciales de F' son continuas en todo R? y por
tanto en P. Sus valores vienen dados por las coordenadas del gradiente:

VE = (Fy, Fy F.) — Fy(9,2,—4) = —1, F,(9,2,—4) =0, F,(9,2,—4) =5
Y ademads: F,(9,2,—4) = 5 # 0 Luego podemos afirmar la existencia de la

funcién z = f(z,y) diferenciable en el punto p = (9,2).
En virtud del teorema de la funcién implicita tenemos:

g(.’lf )_ —Fx(SU,y,Z) _}g( )_ _Fl‘(9525_4) _1

oz Y = F.(z,y,2) oz F.(9,2,-4) 5

g B —Fy(z,y,2) g B —F,(9,2,-4) B 9 B
oy =Y = F.(z,y, 2) oy "2 = F.(9,2,-4) 5 "

y teniendo en cuenta que la ecuacion del plano tangente a la superficie
z = f(x,y) en el punto P(9,2,—4) viene definida por:

z—f(9,2)+g—£(9,2)-(x—9)+g—§(9,2)~(y—2)

1
resulta: 2z = -4+ 5(90 —9) +0(y — 2), o bien, simplificando x — 5z = 29
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4.10. Extremos de las funciones de varias variables

4.10.1. Introduccion

Funciones de una variable

La funcién f: I C R — R, definida en el intervalo abierto I de R, se dice que tiene un
méximo (minimo) local o relativo en un punto zo € I si en un entorno V,, de zo se tiene
flxo) > f(z) (f(xo) < f(x), respectivamente) para todo = en V,,. En otras palabras, f
tiene un maximo (minimo) local en xg si f(xo) es el valor méds grande (més pequeno) de
la funcién en torno a xg.

Y
f(x1)

f(zo)

Zo T

Figura 4.22: y = f(x) tiene un minimo local en = ¢ y un méximo local en = = ;.

Una condicién necesaria para que la funcién f tenga un extremo (maximo o minimo)
local en zg es que, si f'(zo) existe, entonces f'(x¢) = 0. Geométricamente esta condicién
significa que si la grafica de la funcién es suave en xg, su recta tangente en dicho punto
debe ser horizontal. Es decir, en un extremo local la gréafica de la funcién o no tiene recta

tangente, o si la tiene es una recta horizontal.

4.10.2. Definiciones

Maximos y minimos absolutos.

Los valores f(zo,y0) y f(21,91) tal que f(zo,y0) < f(z,y) < f(z1,y1) para
todo (x,y) en D se conocen como minimo absoluto y maximo absoluto de f
en la region D.

Teorema de existencia del maximo y del minimo absoluto. Toda
funcién continua, definida en una region cerrada y acotada, alcanza, en dicha
region, un valor maximo absoluto y un minimo absoluto.

Maximo y minimo relativo.
Definicién 4.21 (Extremo local). Sea f : D C R" — R una funcion
definida en el conjunto abierto D de R™. Se dice que f tiene un mdzimo

(minimo) local o relativo en el punto xg € D si f(x0) > f(x) (f(x0) < f(x)
respectivamente) para toda x en una bola B de centro en Xg.

f(z0,y0) es minimo relativo < f(z,y) > f(xo,y0) VY(z,y) € By,
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f(zo,y0) es méximo relativo < f(x,y) < f(xo,y0) V(z,y) € By,

Es decir, al igual que en el caso de funciones de una variable, la funcién f
tendra un méaximo (minimo) local en x¢ € D si f(xg) es el valor més grande
(més pequeno, respectivamente) de todos los valores de f(x) para x en una
bola de centro en xg.

Puntos criticos. Se llaman puntos criticos de una funcién a aquellos puntos
en los que el gradiente vale cero o no estd definido, es decir,

1. Puntos en los que todas las derivadas parciales valen cero (simultédnea-
mente).

fe(@o,90) =0 vy fy(zo,y0) =0

2. Puntos en los que alguna de las derivadas parciales no esté definida.

fe(®0,90) o fy(wo,y0) mo existe

minimo Maximo minimo Maximo Punto silla

Figura 4.23: Puntos criticos.

En el primer caso, si f es diferenciable, serfa V f(zg,y0) = 0 y, por
tanto, todas las derivadas direccionales en (zg,yp) deben ser nulas y en
consecuencia todas las rectas tangentes a la superficie en el punto (xo,yo)
son horizontales, lo que significa que el plano tangente a la superficie en
dicho punto es un plano horizontal. En el segundo caso, al no existir alguna
de las derivadas parciales en el punto (xg,yo), la funcién no es diferenciable
en dicho punto y por tanto carece de plano tangente en el mismo. Lo que,
graficamente, significa que se trata de un punto “anguloso”. En consecuencia,
en ambos casos tenemos puntos candidatos a extremos relativos.

No podemos asegurar la existencia de extremo relativo ya que, en ambos
casos, puede darse la situaciéon de un «punto sillas».

Definicién 4.22 (Punto silla). Si un punto critico (zo,yo) no corres-
ponde ni a mdximo ni minimo relativo, entonces el punto de la superficie
(zo, Y0, f(z0,y0)) se llama punto silla.

Es decir, (zg,y0) corresponde a un punto silla si en todo disco abierto
centrado en (x,yo) la funcién toma valores por encima y por debajo de

f(zo,v0)
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El ejemplo mas tipico de punto silla es el que corresponde a la situacion
denominada «silla de montar», no obstante, pueden darse otras situaciones
mas irregulares.

Teorema 4.16 (Los extremos relativos se producen solamente en
puntos criticos). Si f(zo,yo) es un extremo relativo de f en una region
abierta R, entonces (xo,yp) es un punto critico de f.

Demostracion. En efecto, si g(x) = f(x,x0) tiene un extremo relativo en x,
entonces ¢'(zg) = 0 o no existe. Pero ¢'(z¢) = fx(x0,v0)

De la misma forma, si h(y) = f(zo,y) tiene un extremo relativo en yjo,
entonces h'(yp) = 0 o no existe. Pero h'(yo) = fy(zo, o) O

Al afirmar el teorema que en un méaximo y en un minimo relativo, las
derivadas parciales o no existen o valen cero, lo que nos viene a decir es que
los extremos de una funcién, en una region abierta, se producen solamente
en los puntos criticos. Sin embargo, hay que advertir que no en todo punto
critico existe un maximo o un minimo, ya que se puede producir lo que se
llama un punto silla, que no son ni maximos ni minimos relativos.

Si la region fuera cerrada podrian darse lo que se llaman extremos en la
frontera.

4.10.3. Estudio de la naturaleza de los puntos criticos
a) Método algebraico.

Existen funciones que, por su sencillez, permiten estudiar la naturaleza de
sus puntos criticos mediante argumentos exclusivamente algebraicos. Es de-
cir, el estudio de la naturaleza de los extremos relativos, se hace a partir
de la propia funcién, mediante transformaciones algebraicas de la misma.
Comparando el valor de la funcién en el punto critico con el valor de la
funcién en los alrededores del punto critico.

Ejemplo 4.66. Determinar los extremos relativos de la funcion:
flz,y) =32 +y° — 6z — 4y + 8

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los correspon-
dientes puntos criticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales
no esta definida, y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas.
En el caso de funciones polinémicas las parciales estan siempre definidas,
por tanto:

fz(x’y)ZGx—G 6r—6=20 =1
fy($,y):2y—4 } 2y—4:0 } y:2 }p(172)

Para estudiar la naturaleza del punto critico p(1,2) comparamos el valor de
la funcion en el punto critico con el valor de la funcién en los alrededores
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del punto critico.

flz,y) =322+ — 62— 4y +8 =

(2 —22) +y* —dy + 8 =

=320 4+1-1)+¢y?> —4y+4—-448=
=3z —-1)2-3+(y—27—4+8=

=3z -1+ (y—22+1>1

Figura 4.24: minimo.

Resulta que para cualquier punto (x,y) se tiene que f(x,y) > f(1,2), luego
f(1,2) es un minimo (absoluto).

Ejemplo 4.67. Determinar los extremos relativos de la funcion:

flz,y) =1— a2 +y?

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los correspon-
dientes puntos criticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales
no esta definida, y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas.

2z - —x )
222 +y2 a2y |
AP TR
222 +y2  Ja2+y? )

Donde el tnico punto critico es el punto (0,0), en donde no estdn definidas
ninguna de las dos derivadas parciales. Para estudiar la naturaleza del punto
critico p(0,0) comparamos el valor de la funcién en el punto critico con el
valor de la funcién en los alrededores del punto critico.

fr($’y) =

=1
z (0,0,1) f(07 0)
/ fla,y) =1—/a?+y? <1
—/ Y Resulta que para cualquier punto (z,y) del plano
se tiene que f(z,y) < f(0,0), luego f(0,0) es un
X,

maximo (absoluto).

Figura 4.25: méximo.

b) Criterio de los cortes con los planos verticales.

Para comprobar que en un punto critico no existe ni méximo ni minimo
cortamos la superficie mediante planos verticales que pasen por el punto
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critico, si las curvas resultantes tienen puntos por encima y por debajo del
punto critico, entonces se trata de un punto silla. El método es sélo refutativo
y no permite afirmar la existencia de maximo o minimo, sino sélo de punto
silla.

Ejemplo 4.68. Determinar los extremos relativos de la funcion:
flay)=1-2+y°

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los correspon-
dientes puntos criticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales
no esta definida, y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas.
En el caso de funciones polinémicas las parciales estan siempre definidas,

por tanto:
fy(z,y) =2y } y=0 }p(O, 0)

Donde el tinico punto critico es el punto (0,0). Para estudiar la naturale-
za del punto critico p(0,0) comparamos el valor de la funcién en el punto
critico con el valor de la funcién en los alrededores del punto critico.

£(0,0) =1
0)=1-2%2<1
— 1 g2 2 _ f(z,
Figura 4.26: Punto silla.

Para estudiar la naturaleza del punto critico p(0,0) se ha cortado la super-
ficie mediante los dos planos verticales y = 0 y = 0 con lo que se han
obtenido las curvas f(z,0) = 1 — 22y f(0,y) = 1 + y?. Para la primera, el
punto z = 0 es un maximo; y para la segunda, el punto y = 0 es un minimo.
Luego el punto critico p(0,0) es un punto silla.

c) Criterio del hessiano.

Los métodos algebraicos solamente son ttiles para funciones relativamente
faciles. Para funciones mas complicadas no son operativos y necesitamos
acudir a criterios analiticos, estudiando las derivadas parciales segundas.

Caso particular de funciones de dos variables.

Para estudiar la naturaleza de los puntos criticos, formamos la matriz hes-
siana en dichos puntos:

i = (7 )
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Y comparamos los signos de los dos determinantes principales:

xrxr xX 2
Dl - fxoc; D2 - ]Hf(x,y)| = f f Yl = f:ca;fyy - (focy)
f Yy f Yy

Resultando, para el caso de dos vz}yiables:

H T

n + minimo

— Méximo
- Silla
0 Duda

Nota: El criterio del hessiano puede fallar a la hora de estudiar la naturaleza
de los extremos relativos de dos formas: Bien porque alguna de las derivadas
parciales no esté definida, entonces no se puede aplicar el criterio; o bien,
porque el hessiano sea cero, en cuyo caso el criterio no da informacion.
En este caso habra que aplicar otras técnicas, como puede ser el cortar la
superficie por planos verticales.

Alser fry = fyaz, se tiene que cuando el hessiano es positivo, entonces las dos derivadas
parciales fzz(Zo,Y0) ¥ fyy(Zo,yo) deben tener el mismo signo, lo que significa que se puede
reemplazar una por la otra en la definicién del criterio.

El criterio del hessiano también se conoce como criterio de las derivadas
parciales segundas, y se puede enunciar formalmente mediante el siguiente
teorema

Teorema 4.17 (Criterio del hessiano). Sea f una funcion con derivadas
parciales primeras y sequndas continuas en una region abierta que contiene

un punto (xo,Yo), para el que f(xo,y0) = 0 y fy(zo,y0) = 0. Y sea d el
valor del siguiente determinante

_ _ fx:v(anyO) facy(xO?yO)
d = H (@0, 0)| = fyz(0,y0)  fyy(Zo, v0)

Sid >0y fea(xo,y0) >0, entonces f(xo,y0) es un minimo relativo.
Sid>0y feu(xo,90) <0, entonces f(xo,yo) es un mdzximo relativo.
Si d < 0, entonces (:L’o,yo, f(xo,yo)) es un punto silla.

e e o~

St d =0, entonces el criterio no da informacion.
Ejemplo 4.69. Encontrar los extremos relativos de la funcion:
f(z,y) =2 — 6zy + 3y* — 1

Solucion. Hallamos las dos derivadas parciales y determinamos los puntos
criticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales no esta definida,
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y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas. En el caso de
funciones polinémicas las parciales estan siempre definidas, por tanto:

folx,y) = 322 — 6y =312 —6y=0) 283r—-6)=0 ) =0
fy(z,y) = —6x+6y | —6x+6y=0 r=y r=2

Luego los puntos criticos son p(0,0) y q(2,2).
Para estudiar la naturaleza de los puntos criticos, hallamos la matriz hes-
siana en cada uno de ellos:

Hf(x’y) a <fyx fyi) B <_6 6 >

Con lo cual resulta:

|Hf(0,0)] = _06 _66‘ =36 < 0= (0,0,—1) es un punto silla
12 —6
|Hf(2,2)] = 6 6‘:72—36:36>0yfm:12>0:f(2,2) es un

minimo relativo.

Ejemplo 4.70. Hallar y clasificar todos los puntos criticos de la funcion
f(z,y) = 2* + y* + 62%y* + 82°

Solucion. Los puntos criticos son aquellos que anulan simultaneamente las
dos derivadas parciales, o bien donde alguna de las derivadas parciales no
existe. Al ser la funcién dada una funcién polinémica es diferenciable en todo
R?, luego los puntos criticos vendran dado por las soluciones del siguiente
sistema de ecuaciones

Fp =423 +120y? + 2422 =0 | z(42® + 1292 + 242) = 0
Fy=4y3 +122%y =0 4y(y? 4+ 32%) =0

Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuacion
con cada factor de la segunda ecuacion:

1° z=0
1° z=0 x=0 z=0

20} y2+3$2:0} QQZO} y:O}Pl(O?O)

20 | 4a? +12y% + 242 =0 | 42?2 + 242 =0 |4x(x +6) =0 |P1(0,0)
° [ y=0 y=0 =0 Py(—6,0)

20 4a? 4122 +24x =0 | 42?4+ 1292 +242 =0
2° y?+322 =0 y? = —3x22

} P1(0,0)

Por tanto, las soluciones son P;(0,0), P,(—6,0)
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Para determinar si se trata de maximo o minimo, hallamos la matriz hes-
siana.

H f(x,y) = (fm fxy> _ <12x2 + 12y2 + 48z 24xy >

Toe  fuy 24y 12y? + 1222
Con lo cual resulta que:
s 1560 = "M 0l 62208 5 0y for = 4144 > 0 =
0 432
P5(—6,0) se corresponde con un minimo relativo.
0 0 . .
» |[Hf(0,0)] = 0 ol = 0 — el hessiano no nos determina la natu-

raleza del punto critico. Para estudiar la naturaleza del punto critico
P;(0,0) cortamos la superficie mediante el plano vertical y = x, con
lo que obtenemos la curva z = z* 4+ 2% + 62* + 823 = 82* + 83 y
estudiamos la naturaleza del origen en esta curva.
Tenemos:

2 =3203 42422 —  2(0)=0 — 29 =0 es un punto
critico

2 =962 +48r — Z!(0)=0

2/ =198z +48 — 2V'(0) =48 #0 — xp =0 es un
punto de inflexién.
Luego el punto P;(0,0) se corresponde con un punto silla, ya que en
cualquier entorno suyo hay tanto puntos por encima de f(0,0) como
puntos por debajo.

d) Puntos criticos en una funcién compuesta.

Igual que ocurre en los problemas de optimizacién de funciones de una vari-
able, donde es posible sustituir la funcién objetivo por otra maés simple.
En varias variables también es posible simplificar los calculos de derivacién,
sustituyendo la funcién objetivo por otra mas simple, que nos facilite los
calculos de las derivadas parciales y sobre todo de resolucién del sistema
resultante. Esto es posible cuando la funcién objetivo sea la composicion
de una funcién con una funciéon mondétona. Por ejemplo, los puntos criticos
de la funcién exponencial f(z,y) = e9@¥) coinciden con los puntos criticos
de la funcién exponente w = g(x,vy), ya que la funcién exponencial z = et
es mondtona, y ademds creciente, luego se conserva incluso la naturaleza
del punto critico. Lo mismo ocurre en funciones del tipo f(z,y) = v/g(z,y)

o bien, f(z,y) = In (g(ac,y)), s6lo que estos dos casos habrd que eliminar
aquellos puntos criticos que quedan fuera del dominio de la funcién.

Ejemplo 4.71. Encontrar y clasificar todos los puntos criticos de la funcion

flay) = e vmevtey
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Solucidn. a) Resolvamos primero el ejemplo sin tener en cuenta la simplifi-
cacién. Los puntos criticos son aquellos que anulan simultaneamente las dos
derivadas parciales, o bien donde alguna de las derivadas parciales no existe.
Como la funcién dada es diferenciable en todo R?, por ser la composicién
de una funcién polinémica con la funcién exponencial, los puntos criticos
vendran dados por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones.

folz,y) = oy — 2 +y)e™ v o0+ =0 | y(2r —y+1) =0
Fy(z,y) = (22 — 22y + )™V 2v" 0y =0 [ 2(z—2y+1)=0

Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuacion
con cada factor de la segunda ecuacion:

1° =0
10 } =0 }P1(070)

1° y=20 y=20 y=20
20 r—2y+1=0 r+1= = —

1
2° 20 —y+1=0 —y+1= y=1
=0

].O xTr = €Tr = =

2] 2x—y=— y=2zr+1|z=-1/3 P(—l 1)

2 [ z—2y=—1[eh=es—2e: [ =3z =1 =1/3 ("*'3°3
-11

Por tanto, las soluciones son P;(0,0), P»(—1,0), P3(0,1), P4(?, §)

Para determinar si se trata de maximo o minimo, hallamos la matriz hes-

siana.
nsten = (3 5)

Para lo cual calculamos las derivadas parciales segundas

fox = 2yex2y—a:y2+a:y + (2553/ - y2 + y)f:]c
foy = (22 — 2y + 1)eT V29429 4 20y — y? + 1) f,
fyy = —operiy—Tyitey 4 (2% — 22y + 2) f,

Con lo cual resulta que:

» |Hf(0,0) = (1) é =-1<0 — esun punto silla.
0 -1 .
» |Hf(—1,0)| = ‘_1 9 | = —1 —  es un punto silla.
2 -1 .
» |Hf(0,1)| = 1 ol7 —1 —  es un punto silla.
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2 -1

s.-1/21 _— —1/27
-1 1 € e 4 1 3

« [Hf(u )l = |3 3 AL e J 3 e
33 Lo 2 oy 9 9

3

0y fze >0 — esun minimo.

b) Este ejemplo puede resolverse de una manera mucho mas facil teniendo
en cuenta que la funcién z = e’ es mondétona, y, en consecuencia, los puntos
criticos de la funcién compuesta z = e9(*¥) coinciden con los puntos criticos
de la funcién g(x,y) que figura en el exponente, y que es mucho mas facil
de estudiar que la funcién compuesta. Ademads, al ser creciente la funcién
exponencial (a mas mas) se conserva la naturaleza de los puntos criticos. En
consecuencia podemos estudiar los puntos criticos de la funcién

g(z,y) =2’y —zy® + 2y,

que figura en el exponente, y endosar los resultados a la funcién compuesta
2, .2 sy ,

f(z,y) = ¥ Y=Y T¥Y_En este caso, los puntos criticos vendrdn dados por

las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones.

ge(@,y) =20y =y +y=0 | y2r—y+1)=0
gy(z,y)=2*—2zy+2=0 [ z(zx—2y+1)=0

Que es el mismo sistema de ecuaciones anterior, cuyas soluciones son:

-1 1

33

Para determinar si se trata de maximo o minimo, hallamos la matriz hes-

siana.
[ Yzx gmy
Hg(z,y) =
9(zy) <9y:v 9yy>

P1(0,0), P»(—1,0), P3(0,1), Py(

Para lo cual calculamos las derivadas parciales segundas

Gzz = 2y
oy = 22 — 2y +1
Gyy = —2x

Como puede verse, las ventajas sobre el método anterior, aqui son notable.
Con lo cual resulta que:

» |Hf(0,0)] = ‘(1) (1) =—-1<0 — esun punto silla.
0 -1 .
» |[Hf(—1,0)| = ‘1 9 | = —1 —  es un punto silla.
2 -1 .
» |[Hf(0,1)] = 1 ol™ —1 —  es un punto silla.
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—1

2
Ze—1/2t —1/27
-1 1 ¢ e 41 3
. Hf( )l =] ; =L Z 3 e
3°3 Ll i 2 ajer 9 9 9
(& ge

0y fza>0 —  esun minimo.

Que son los mismos resultados anteriores.

4.10.4. Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

Planteamiento del problema. En los problemas clasicos de méaximos y
minimos se trata de hacer médxima o minima una funcién f(z,y) sujeta a
una restriccion g(z,y) = 0.

Graficamente el problema consiste en determinar el punto més bajo (o
més alto) de la superficie de ecuacién z = f(x,y) que estd situado sobre la
curva de ecuacién g(z,y) = 0, y se puede resolver de dos maneras diferentes:

a) Mediante un corte vertical de la superficie.
b) Mediante cortes horizontales (curvas de nivel).

Desde el punto de vista analitico, el primer caso corresponde a reducir
el problema a una variable, y el segundo al método de los multiplicadores
de Lagrange.

a) Mediante un corte vertical. Gréficamente consiste en cortar la su-
perficie f(z,y) mediante el plano (o cilindro) vertical de base la curva plana
g(x,y) = 0 y hallar los extremos de la curva espacial resultante.

Analiticamente esto se consigue despejando la variable y en la ecuacion
g(x,y) = 0, y sustituyendo el valor obtenido, y = ¢(z), en la en la funcién
f, con lo cual el problema se reduce al calculo de maximos y minimos de
una funcién de una sola variable.

f(z.y) = f(z,6(x)) = h(z)

El problema se presenta cuando no es posible o no es practico despejar la
variable y en la ecuacion g(z,y) = 0.

Observacion. El extremo de la funcién f(z,y) condicionado por la ecuacién
g(xz,y) = 0, no es extremo de la funcién f(x,y), considerada aisladamente,
sino de la interseccion de la funcién con el plano vertical.

Ejemplo 4.72. Hallar el minimo de la funcion f(x,y) = x> + y* condi-
ctonado por la restriccion x +y — 1 = 0, reduciéndolo a una variable.

Solucion. Graficamente se trata de encontrar el punto més bajo de la su-
perficie de ecuacién f(z,y) = 22 4+ 32 que se encuentra sobre la recta de
ecuacién z + y — 1 = 0. Analiticamente, el problema puede reducirse a una
sola variable. En efecto, despejando y en la restriccion resulta: y = —z + 1
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y sustituyendo el valor obtenido en f(z,y), resulta una funcién de una sola
variable.

flzy) =24+ (—z+1)? =242 - 20 +1 =222 - 22 +1

Es decir,
h(z) =22% — 2z +1

de donde,
W(z)=4x-2=0 - 2=1/2 - y=1/2

Luego el minimo de la funcion es

F(1/2,1/2) =1/441/4=1/2

. fz,y)

Y

r+y—1=0
p(%a %)

e

x

Figura 4.27: Célculo de extremos mediante un corte vertical

Para comprobar que se trata de un minimo acudimos a la derivada segunda
R (x) = 4, en consecuencia h”(1/2) = +4, luego se trata de un minimo.

Nota: Este ejemplo se ha resuelto reduciéndolo a una sola variable. Con el
método de los multiplicadores de Lagrange se trata de resolver el problema
sin reducirlo a una sola variable, es decir, sin despejar la variable y de la
ecuacién g(x,y) = 0.

b) Mediante las curvas de nivel. Consideramos las curvas de nivel de la
funcién f(z,vy),

f(z,y) ==

Como se trata de encontrar el maximo o el minimo de la funcién f(z,y), se
trata de encontrar el maximo o el minimo valor de z. Para ello imaginamos
que las curvas de nivel se “desplazan” en la direccion del crecimiento de z.

Como el punto solucién (x,y) también ha de cumplir la ecuacién de la
restriccion g(x,y) = 0, deberd estar en la interseccién de una curva de nivel
con la grafica de g(x,y) = 0, luego, se trata de encontrar:

a) Si buscamos un minimo: El primer punto en que las curvas de nivel
tocan a la grafica de la restriccién g(z,y) =0
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b) Si buscamos un maximo: el tltimo.

Nota: Este método es utilizado en programacion lineal para determinar la solucién optima

de una funcién objetivo sujeta a un conjunto de restricciones.

Ejemplo 4.73. Hallar el minimo de la funcion f(x,y) = x> + y* condi-
ctonado por la restriccion x +y — 1 = 0, mediante las curvas de nivel.

Solucion. Consideramos las curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 22 + 2.
Para ello sustituimos f(x,y) por z, y consideramos que z es un nimero, en
cuyo caso tenemos que las curvas de nivel vienen definidas por

luego se trata de circunferencias con centro en el origen de coordenadas y
radio \/z, y al crecer z, las circunferencias se alejan del origen.

Y Y

Figura 4.28: Calculo de extremos mediante curvas de nivel
La primera circunferencia que toca a la recta de ecuacién x +y —1 =10
lo hace en el punto (1/2,1/2). Luego ese punto corresponde al menor valor
de z, para el cual (x,y) estd en una curva de nivel y en la restriccién. En
consecuencia el minimo solicitado es f(1/2,1/2) =1/2.
La situacion en el espacio puede verse mediante el siguiente grafico

S~z +y—1=0

X p(%,%)

Figura 4.29: Calculo de extremos mediante curvas de nivel

Método de los multiplicadores de Lagrange.

En el método grafico de las curvas de nivel se trata de encontrar el punto
(x,y) donde la curva de nivel de la superficie de ecuacién z = f(z,y) es
tangente a la curva de ecuacién g(x,y) = 0. Ahora bien, dos curvas son
tangentes si sus vectores normales son paralelos. En consecuencia, dado que
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los vectores normales a dichas curvas son los vectores gradientes, se tiene
que, en el punto de tangencia, el vector gradiente V f debe ser un multiplo
escalar del vector gradiente Vg. Luego

Vf(z,y) = AVg(z,y)

donde el escalar A se conoce como multiplicador de Lagrange. Las condiciones
necesarias para la existencia de tales multiplicadores vienen recogidas en el
siguiente teorema

Teorema 4.18 (Teorema de Lagrange). Sean f y g funciones con deri-
vadas parciales primeras continuas tal que f tiene un extremo en el punto
(z0,y0) de la curva de la ligadura g(z,y) = 0. Si Vg(zo,y0) # 0, entonces
existe un numero real X tal que

Vf(x,y) = AVg(z,y)

El teorema de Lagrange también se cumple para funciones de tres o mas variables,
usando un argumento paralelo con las superficies de nivel.

El método de los multiplicadores de Lagrange usa el Teorema 4.18 para
hallar los extremos de una funcién f sujeta a una ligadura g(x,y) = 0.

Teorema 4.19 (Método de los multiplicadores de Lagrange). Si f
y g satisfacen las hipdtesis del teorema de Lagrange y f tiene un mdximo o
minimo sujeto a la ligadura g(z,y) = 0, entonces dicho extremo se produce
en uno de los puntos criticos de la funcion L dada por

L(xvyvA) - f(may) - Ag(fL’,y)

Nota: Puesto que A\ puede ser indiferentemente positivo o negativo, la relaciéon anterior
puede sustituirse por esta otra:

L(z,y,\) = f(z,y) + A\g(=,y)

Para funciones de tres variables se tiene

L(z,y,2,A) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2)

En consecuencia, si las funciones f y ¢ tienen derivadas parciales con-
tinuas, entonces, los extremos de la funcion f(x,y), condicionados por la
restriccion

g(z,y) =0,

se producen en los puntos criticos de la funcion:

L('Tvya )‘) = f(:v,y) + )‘g(x7y)
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Dichos puntos criticos vendrdan determinados por las soluciones del sistema:

L,=0) fo+Xg:=0)
L,=0 fy+Agy =0
L)\ZO g(x,y)zO

El procedimiento mas cémodo para resolver el sistema consiste en elimi-
nar A entre las dos primeras ecuaciones y sustituir el resultado en la tercera.
En el proceso de resolucion del sistema hay que procurar evitar perder solu-
ciones en las simplificaciones. Por ejemplo, de la ecuacién A z = x se obtienen
dos soluciones x = 0 y A = 1, mientras que si “tachamos” la z perdemos la
solucién x = 0.

Para determinar la naturaleza de los puntos criticos podemos seguir dos
procedimientos:

a) Funcién implicita. Consiste en suponer que el problema se ha resuelto por
sustitucion de la variable, sin resolverlo por dicho método, pero estudiando la
naturaleza de los puntos criticos como si asi se hubiera hecho. En el supuesto
de que la ecuaciéon g(x,y) = 0 defina y como funcién implicita respecto de la
variable x, en un entorno del punto critico (zg,yo). Es decir, y = h(x), con
yo = h(xp). Podemos suponer que hemos sustituido, en f(z,y), y por su valor
y = h(x), con lo que obtenemos una funcién de una sola variable f*(x) =
f(x, h(x)) La naturaleza del punto critico (zg,y0) en f(z,y) condicionado
por g(x,y) = 0, serd la del punto critico zg en f*. Es evidente que la funcién
f(z,y) posee un maximo (resp., minimo) condicionado por g(z,y) = 0, en
(xo,y0) si y solamente si la funcién f*(x) = f(:n, h(:n)) posee un maximo
(resp., minimo) en zp. Con lo cual el estudio de la naturaleza de los puntos
criticos se hace en una funcién de una sola variable, acudiendo al signo
de su segunda derivada f”([E(), h(:ro),h’(xo),h”(mo)), sin que para ello sea
necesario conocer la expresién de y = h(x), puesto que h(xg), estd dado,
por el punto critico; y h'(xg) y h”(xq), se obtienen directamente a partir de
g(z,y) = 0, en virtud del teorema de la funcién implicita.

El método se generaliza a mas de dos variables de manera natural. Asi,
La funcién f(z,y, z) posee un méaximo (resp., minimo) condicionado por la
restriccion g(x,y, z) = 0, en (xq, Yo, 2z0) si y solamente la funcién f*(z,y) =
f(x,y,h(x,y)) posee un maximo (resp., minimo) en (zp,yp). Con lo cual
el estudio de la naturaleza de los puntos criticos se hace en una funcién de
una variable menos, acudiendo al signo de su hessiano (ello siempre que la
ecuacion g(x,y, z) = 0 defina implicitamente z = h(z,y), en un entorno del
punto (zg,yo)). Asi,

* *
Hf*(x()a ?JO) = fﬁx fiy
yx vy

donde no es necesario conocer la expresiéon z = h(x,y), y los valores de z,
Zys 2y, Zums Zay Y Zyy, €0 el punto (o, yo), necesarios para el calculo de dicho
hessiano, se determinan mediante la derivacién implicita.
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b) En el caso de dos variables, también puede estudiarse la naturaleza del
punto critico estudiamos el signo del determinante:

Ly Lyz Ly 0 g« gy| =— — minimo
A=|Lyx Lyz Lyy| =92 Liz Lzy| =+ — Méximo
Ly Lys Ly, 9y Lys Ly, =0 — duda

Resolvamos el ejemplo 4.72 mediante el método de los multiplicadores de
Lagrange.

Ejemplo 4.74. Hallar el minimo de la funcion f(x,y) = x>+y? condiciona-
do por la restriccion x+1y—1 = 0, mediante el método de los multiplicadores
de Lagrange.

Solucion. Formamos la funcién de Lagrange:
L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)
Que, en nuestro caso, es:
L(z,y,\) = 2> + > + Mz +y — 1)

Los puntos criticos de esta funciéon vendran determinados por las soluciones
del sistema:

L,=2x+X=0 ) ii_Qx}_Qx:—Qy:l":y
L,=2y+X=0 } =2y

Ly=z+y—-1=0 !

x+y:1—>2x:1—>x:§—>y:§

Luego el tinico punto critico es el punto p(%, %) Para determinar su natu-
raleza estudiamos el signo del determinante:

0 g ¢gy| =— — minimo
A =19 Lzy Lgy| =+ — Maximo
9y Lyz Lyy| =0 — duda

De donde,

11 011
AL(§’§5_1): 1 2 0|=-2-2=—4= minimo
1 0 2

Ejemplo 4.75. Inscribir un rectdngulo de drea mdxima, con los lados par-
alelos a los ejes de coordenadas, en la region del primer cuadrante limitada
por la pardbola y = 3 — 22 y los ejes de coordenadas.
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a=z-y

— 2 _

de donde, los puntos criticos vendran determinados
por las soluciones del sistema:

Ly=y+2xA=0 )

Ly=2+X=0
Ly=a2+y—-3=0
—k
izzzx ;—f:—x:y—ZxQ

Solucion. La funcion a maximizar es el drea del rectangulo, a = z - y.
La restriccién viene determinada por el hecho de que el punto (z,y) debe
pertenecer a la parabola y = 3 — 22, luego tenemos:

Y al ser x > 0 por ser (z,y) un punto del primer cuadrante, resulta:

Luego el tnico punto critico es el punto P(1,2). Para determinar su natu-
raleza estudiamos el signo del determinante:

0 9 gy 0 2z 1| =— — minimo
A=1\9s Lyzw Lgyl =120 2\ 1| =+ — Méaximo
Gy Lyz Ly, 1 2z 0] =0— duda

De donde,
0o 2 1
AL(1,2;-1)=12 -2 1|=2+4242=6> 0= Maximo
1 1 0

4.10.5. Maximos y minimos absolutos

Estamos interesados, ahora, en encontrar el valor maximo y el valor mini-
mo que alcanza una funcién continua sobre un recinto cerrado y acotado.
Bajo estos supuestos, los extremos absolutos de la funcién, limitandonos a
dicho recinto, pueden producirse solamente en dos lugares diferentes; o bien,
en algin extremo relativo que es a su vez extremo absoluto; o bien, en el
contorno del recinto.

Si la funcién no es continua o el recinto no es cerrado y acotado, entonces, ni estd garan-

tizada la existencia de los extremos absolutos, ni que esté situado en dichos lugares.
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Toda funcion continua definida en un recinto cerrado y acotado alcanza
un valor mdrimo y un valor minimo sobre dicho recinto. Para hallar los
maximos y minimos absolutos de una funcién continua en un recinto cerrado
y acotado realizaremos el siguiente proceso:

1. Hallamos los puntos criticos en el interior del recinto. Para ello hallam-
os los puntos criticos de la funcién, ignorando el contorno del recinto,
y una vez hallados los puntos criticos seleccionamos los situados en el
interior del recinto.

2. Hallamos los puntos criticos en el contorno del recinto. Para ello estu-
diamos los extremos de la funcion condicionados por el contorno; bien
aplicando los multiplicadores de Lagrange, o bien por sustitucién de
la variable.

3.  Comparamos los valores de la funcién en los puntos criticos hallados.
El mayor corresponde al maximo y el menor al minimo.

Ejemplo 4.76. Determinar los extremos absolutos de la funcion f(z,y) =
2 + 4% en el recinto > — 2x +y*> — 3 < 0.

Solucion. Localizamos el recinto expresando la ecuacién en forma candnica
(r —1)% +y? < 4, luego se trata del circulo C con centro en el punto C(1,0)
y radio 2.

Se trata de una funcién continua definida en un recinto cerrado y acotado,
luego alcanzara un maximo y un minimo en dicho recinto. Para encontrarlos
seguimos los siguientes pasos:

(a) En primer lugar determinamos los puntos criticos del interior del recinto,
igualando a cero las derivadas parciales.

fx:zr:o} r=0

F=o—0 | y=0 }Pl(0,0)EC

(b) En segundo lugar determinamos los puntos criticos en la frontera del
recinto, para ello construimos la funcion lagrangiana:

Lz, y,\) = 2%+ 9y° + MN2® — 2z + 3> — 3)

y buscamos sus puntos criticos:

Ly=2r+2\x—-2X=0 Y z+Xx—A=0 Y A=-1—1=0
Ly=2y+2\y =0 y+Ay=0 — _olz=
Ly=2>-22+1y>-3=0 2> —2r4+9y*—-3=0 Y= =21

Los puntos criticos del contorno son: P»(3,0) y P3(—1,0).
(¢) Comparamos los valores de la funcién en cada uno de los puntos criticos,
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el mayor serd el maximo y el menor el minimo.
£(0,0) =0 ) minimo
f(3,0)=9 Méximo
f(_1> O) =1
Para determinar los maximos y minimos absolutos de una funcién con-

tinua en un intervalo cerrado y acotado no es necesario determinar la natu-
raleza de cada uno de los puntos criticos.

Ejemplo 4.77. Determinar los extremos absolutos de la funcion
f(z,y) = 22 + 3y* en el recinto z° — 2z + y> — 3 < 0.

Solucion. Localizamos el recinto expresando la ecuacién en forma candnica
(x —1)2 +y? < 4, luego se trata del circulo C con centro en el punto C(1,0)
y radio 2.

Se trata de una funcién continua definida en un recinto cerrado y acotado,
luego alcanzarad un maximo y un minimo en dicho recinto. Para encontrarlos
seguimos los siguientes pasos:

(a) En primer lugar determinamos los puntos criticos del interior del recinto,
igualando a cero las derivadas parciales.

zr=2x=0 z=0
§y56y:o } " }pl(o,())ec

(b) En segundo lugar determinamos los puntos criticos en la frontera del
recinto, para ello construimos la funcién lagrangiana:

L(z,y,\) = 2% 4+ 3y + M\a2? — 22+ 9* — 3)

y buscamos sus puntos criticos:

Ly=2x+4+2\x—2\=0 Y z+Xx—-A=0 Y A=-3—2=3/2
Ly, =6y+2\y =0 3y+Ay=0 — =3

_ 2 2 2 2 y=20
Ly=x—-2x+y*—3=0 ¢ —2x+y°—3=0 r=—1

Para = = %, resulta, de la tercera ecuacién, % —3+4+y?> -3 =0, de donde,
y? =6 — % = 175, y en consecuencia y = :l:\/lf5
Luego los puntos criticos del contorno son:

P2(370)7 P3(_170)7 P4(%7 V 115)7 P5(%7 - 115)

(¢) Comparamos los valores de la funcién en cada uno de los puntos criticos,
el mayor serd el maximo y el menor el minimo.

£(0,0) = 0 — minimo
f(3,0)=9
~1,0)=1
VE) -
_ E)
4

1 4

+ 4745 = % — Méximo

- = =
A~

[\C][JVR I[N

Il o

+ 4 5 Miximo
9
4
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Para determinar los méximos y minimos absolutos de una funcién conti-
nua en un recinto cerrado y acotado no es necesario determinar la naturaleza
de cada uno de los puntos criticos.

Ejemplo 4.78. determinar los extremos absolutos de la funcion

fla,y) =2yl —2® - )
en el conjunto A = {(z,y) € R? tales que 0 <z < 1,0 <y <1}

Solucion. La funcién f(z,y) = zy(1 — 2% —y?) = 2y — 23y — 2y® es continua
en todo R?. El recinto dado es el cuadrado unidad situado en el primer
cuadrante. Por tanto, se trata de una funcién continua definida en un recinto
cerrado y acotado, luego alcanzarda un maximo y un minimo absoluto. Para
encontrarlos, seguimos los siguientes pasos:

(a) En primer lugar determinamos los puntos criticos del interior del recinto,
igualando a cero las derivadas parciales

folz,y) =y =32y —y* =0 | y(1-32">—4*) =0
fy(z,y) =z —23—32y>=0 x(1 —x2—3y2) =0

Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuacién
con cada factor de la segunda ecuacion:

1° y=20
10 } =0 }Pl(ovo)

1°] y=0 } y=0 } y= } P»(1,0)

2 [ 1—22-32=0 [ 1—22=0 [ z=+1 [ Qi(-1,00¢ A

201 1-322—9y?2=0] 1—-9>=0 | y=41 | P(0,1

10} x=0 } x=0 } x = }QQ(O,—l g A
2

20} 1—3x2—y2:0} 3x2+y2:1} y?=1-3x

2° 1—22-3y>=0 2 +3y2 =1

yP=1-322 ) 32=1-322 | ¢>’=1-322 | *=1-3/4=1/4
—8z? = -2 }x2:1/4 }x:il/Q }x:il/Q }
y=+1/2 | Py(1/2,1/2)

x=+1/2 } el resto no

(b) En segundo lugar determinamos los puntos criticos de la frontera del
recinto. Estos puntos criticos seran los cuatro extremos del recinto P;(0,0),
P5(1,0), P53(0,1), Ps(1,1), y los puntos criticos situados en los cuatro seg-
mentos de la frontera del recinto, que los hallamos por sustitucién en z =
f(z,y) = 2y(1 — 2 — y?) = 2y — 23y — 29>, estudiando los puntos criticos
de las funciones resultantes, que son de una sola variable.

x=0—2z=0— 2 =0 para cualquier valor de y — P5(0,y)
r=1—-z2=y—y—y’=—P -2 =-32=0—-y=0— P(1,0)
y=0—2z=0— 2 =0 para cualquier valor de z — Pr(z,0)
y=1—z=0-2%—2=-2% =2 =-322=0—-2=0— P(0,1)
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(¢) Por ultimo comparamos los valores de la funcién en cada uno de los
puntos criticos, el mayor sera el maximo absoluto y el menor el minimo.

fQ0,y) = f(x,0) =0
f(1,1)=1—-1—-1= —1 minimo
£(1/2,1/2) = 1/4 — 1/16 — 1/16 = 2/16 = 1/8 Méximo

Para determinar los maximos y minimos absolutos de una funcién conti-
nua en un recinto cerrado y acotado no es necesario determinar la naturaleza
de cada uno de los puntos criticos.
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4.11. Problemas propuestos del Capitulo 4

Ejercicios propuestos del Capitulo 4

Soluciones en la pagina 77?7

4.1. Estudiese la continuidad y diferenciabilidad en R? de la funcién f definida por

zseny oo
f(:r7y)_{ ORI b.( ,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

4.2. Encontrar y clasificar todos los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 22> —y* — 2y

Problemas resueltos del Capitulo 4

4.1. jLa ecuacion 3y3z* — x?y = 2 define una funcion y = f(x) derivable en x = 17
Justifica tu respuesta y en caso afirmativo calcula f'(1) y con su ayuda determina la
ecuacion de la recta tangente a la curva 3y’z* — 2%y = 2 en el punto (17 f(l))

Solucion. El teorema de la funcién implicita afirma que una ecuacién F(z,y) = 0 define
una funcién y = f(x) derivable en un punto xg, si se cumplen las tres condiciones si-
guientes: El punto P(zo,yo) con yo = f(zo) cumple la ecuacién F(P) = 0, las derivadas
parciales de F' en P son continuas, y Fy(P) # 0.

- El punto que cumple la ecuacién dada, viene definido por:

31t -1’y =2 — 3PP-y—-2=0

de donde, aplicando Ruffini, se tiene:

3 0 -1 -2
3 o 2 _ y=1
1‘é 2 ;, Z = 3y —y-2=(y 1)(3y+3y+2)—0:>{3y2+3y+2:0

—3+/9-24 —3+./—15

resulta que, para z = 1, el unico punto P(1, f(1)) que cumplgla ecuacion dadg es el punto
(1,1).

- Las derivadas parciales de F(z,y) = 3y3z* — 2%y — 2 son continuas en todo R? y por
tanto en P, por tratarse de una funcién polinémica, en efecto:

puesto que 3y? + 3y + 2 # 0, ya que, si no, seria x =

Fy(z,y) = 12y%2® — 2zy
Fy(z,y) = 9y°z" —2®

-Y ademds: F,(1,1) =9—-1=8#0.
Luego podemos afirmar la existencia de la funcién y = f(x) que cumple f(1) =1y que
es derivable en z = 1. Ademas, en virtud del teorema de la funcién implicita tenemos:

_ —Fi(x,y) —129°23 + 22y

/ —-10 -5
J(x) = Fy(z,y) - 9y2zt — 22

~ I ==

y teniendo en cuenta que la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto
P(1,1) viene definida por:
y=f)+fQ1) (z-1)

resulta: yzl—g(m—l) — br+4y=9
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Problemas propuestos del Capitulo 4

Soluciones en la pagina 391

4.1. Demostrar la relacion existente entre la derivada direccional y las derivadas par-
ciales de una funcién diferenciable, aplicando la regla de la cadena con una variable
independiente






Capitulo 5

Integral definida
y Calculo de primitivas.

5.1. La estimacion de un area. Sumas de Riemann.

5.1.1. Significado geométrico de la integral

Con la integral definida se pretende calcular el area de una region del plano
limitada por una curva cualquiera.

Nota. Es una costumbre muy extendida resaltar las dreas marcandolas con
multiples lineas paralelas. Mucha gente traza estas lineas de manera oblicua.
Sin embargo, esta manera de trazar las lineas no conduce a ningin resultado
préactico. Si queremos que el rayado nos de luz y podamos visualizar algunas
propiedades, este rayado habra de hacerse con lineas verticales u horizon-
tales. Asi, entre cada dos lineas podemos imaginar un estrecho rectangulo.
Lo que es fundamental en el calculo integral.

En particular:
1. Sila funcién f es positiva sobre el intervalo cerrado [a, b]. La integral
definida de la funcién f sobre dicho intervalo representa el area de la

region limitada por la curva, el eje OX y las perpendiculares por los
puntos a y b.

329
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4 y = f(x)

b
Figura 5.1: / f(z) dz = area bajo la curva.

2. Sila funcién f es negativa sobre el intervalo cerrado [a, b]. La integral
definida de la funcién f sobre dicho intervalo representa el area de la
regién limitada por la curva, el eje OX, y las perpendiculares por los
puntos a y b, pero con signo negativo.

Y
a bz,

b
Figura 5.2: / f(z)dx = — 4rea sobre la curva.

3. Sila funcién toma valores positivos y negativos sobre el intervalo cer-
rado [a, b]. Entonces, la integral definida de la funcién f sobre dicho
intervalo representa la suma de las dreas de las regiones comprendidas
entre la funcion, el eje de las x, y las perpendiculares por a y b, pero
asignandole a cada una de ellas el signo + o — segiin que esté por
encima o por debajo del eje x. Por lo que en tal caso la integral no nos
da una medida del area.

Y

b
Figura 5.3: / f(z)dx = 4rea 1 - 4rea 2 + 4rea 3.
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Calculo de integrales mediante areas

Lo normal sera calcular areas a partir del concepto de integral. No obstante,
en ocasiones, el significado grafico de la integral nos permitira calcular al-
gunas integrales mediante areas.

Ejemplo 5.1. Hallar graficamente la siguiente integral:

/14(30 —2)dx

Solucion. Representamos la funciéon y = x — 2 y hallamos las dreas corres-
pondientes.
1-1 1 2-2

1= D)

y y La integral vendrd definida como la suma arit-
Y mética de las areas correspondientes, asignado sig-

Az no negativo a las areas situadas por debajo del eje

‘ 13/ 4 horizontal y positivo a las situadas por encima. Es

decir:

/!

. . 4 1
Figura 5.4: /(x—2)da::—A1+A2=—§+2:
1

5
Ejemplo 5.2. Hallar grdficamente / 25 — x2dx

Solucién. Representamos la funcién y = /25 — 22 y hallamos las 4reas
correspondientes. Para ello eliminamos la raiz cuadrada.

y=v25—-22 (=y>0) — y¥*=25-2> — 22+¢4>=25
Luego se trata de la semicircunferencia superior de radio 5 y centro el origen

de coordenadas.
Y 2

25
AT 2T
2 2
La integral vendrd definida como el area del
| z semicirculo. Es decir:
-5 )

5 25
/ 95 — a2 dy = —~
Figura 5.5: -5 2

2
Ejemplo 5.3. Calcular gm’ﬁcamente/ sen x dx
0

Solucion. Representamos la funcién y = senz y hallamos las areas corres-
pondientes. Al ser la funcion simétrica respecto del eje horizontal resultan
las areas iguales y por tanto se compensan, dando una integral nula. En
efecto.
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L

2
’ N_" / senzdr =A—-A=0
0

Figura 5.6:

El método exhaustivo o de llenado para el calculo de areas

Este método era utilizado por los griegos para el calculo de areas planas y
consiste en lo siguiente: Para calcular el drea de una regién plana irregular
se sigue el siguiente proceso:

(a) Para el calculo aproximado del area. Se rellena la regién lo més posible
de poligonos (tridngulos, cuadrildteros, rectangulos, trapecios, etc.) y luego
se toma como valor aproximado del area de la regién la suma de las areas
de todos estos poligonos.

[
< > Ar Ap+ Ay + A+ Ay + As

(b) Para el célculo exacto del area se sigue el siguiente proceso:

1. Se idea un procedimiento de divisién en poligonos que vaya aproxi-
mando de manera sucesiva al area total buscada.

2. Por paso al limite se llena la figura y se calcula el area exacta.

Por ejemplo, supongamos que queremos calcular el area del circulo cono-
ciendo la longitud de la circunferencia. Para ello ideamos el siguiente proce-
dimiento:

1. Dividimos el circulo en tridangulos isésceles iguales, con vértice comun
en el centro del circulo. El proceso de “llenado” se obtiene aumentando
el nimero de tridangulos. El area del circulo serd aproximadamente
la suma de las areas de los tridangulos. El area de cada tridngulo es
T= %bh donde b es la base y h la altura

2. Por paso al limite obtenemos el area total del circulo (la altura del
tridngulo se transforma en el radio del circulo y la suma de las bases
en la longitud de la circunferencia.

C =T +Tr+---+1Ty

1 1 1

T, T
! ' %%h(b1+b2+---+bn)

Lol
1 ~ =
C = 5R 2R = nR?

Ty Te
Ts 17
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La dificultad de este procedimiento estd en idear, en cada caso, el proceso
de “llenado”, y principalmente en saber dar el “paso al limite”.

Sumas de Riemann

Riemann utiliz6 el método exhaustivo, pero utilizando siempre rectangulos.
El proceso de “llenado” consiste en estrechar al méaximo los rectangulos.
Se divide la regién en rectangulos. En la practica dichos rectangulos seran
horizontales o verticales. Sin embargo, para el planteamiento teérico supon-
dremos que dichos rectangulos son verticales. Los rectangulos no tienen por
qué tener la misma anchura. La altura del rectangulo puede ser cualquier
valor comprendido entre el valor minimo y el maximo de la funciéon en cada
uno de los subintervalos. De esta manera el drea de la region se puede apro-
ximar, cuanto queramos, mediante la suma de las areas de los rectangulos.

Y

P N
N b

a r1 T9 wx3 b
Figura 5.7: Area bajo la curva ~ suma de las dreas de los rectangulos.
Teniendo en cuenta que el area de un rectangulo se obtiene multiplican-

do la base por la altura, tenemos las siguientes sumas, segin tomemos los
rectangulos de altura minima, intermedia o maxima.

la maoxsh = la maeasp = 1 oa b = la ximoasb

mi(z1 — a) + mo(z2 — z1) + ma(xs — x2) + ma(b—x3) <
< f(@1)(z1 — a) + f(z3) (22 — 21) + f(23) (25 — 22) + f(22)(b— @3) = / f(z)dx <
< Mi(x1 —a) + Ma(z2 — 1) + Ms(xs — x2) + Ma(b — x3)

A la suma de las dreas de los rectangulos se les llama sumas de Riemann. A
la primera de ellas se le llama suma inferior y a la ultima suma superior.
En general, poniendo Ax; = x; — x;_1, resulta:

b
[ f@)de = f@)AT + @) A0+ + f(a}) A
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La integral como el limite de una suma

La integral puede interpretarse como el limite de la suma de las areas de los
infinitos rectangulos infinitesimales. Es decir,

/f v)do = Jim (f(@])Ari+f(@3) Azt 4 (@) A, ) = Errio;f ) Az

que podemos expresar como:

/bf(x)da:: hm Zf x;) Az

n—>ool 1

donde x; es un punto cualquiera del subintervalo correspondiente.

5.1.2. Calculo de limites utilizando el concepto de integral

Supongamos que utilizamos una particién regular del intervalo [0, 1], es de-
cir, todos los subintervalos con la misma anchura, por ejemplo, dividiéndolo
en n partes iguales. Tendremos todos los rectangulos con la misma base,
Az = 1/n. Como altura de cada rectdngulo podemos tomar la imagen del
extremo derecho del subintervalo correspondiente. En este caso, la integral
entre [0, 1] de una funcién continua se puede expresar de la siguiente forma:
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Figura 5.8:

LN
, 1 1 n
= lim —<f(g)+f( ) "'+f(ﬁ)):

n—oo N

1 &,k

/Olf(x)dac:h’m (f( %—i—-l—f(%)%)
_I_

n—00 n

Y viendo la igualdad de derecha a izquierda, tenemos:

lim (£ + £y 44 £() = Jim 2 f(5 = [y
k=1

n—oo N,

lo que nos permite calcular el limite de algunas sumas a partir del concepto
de integral.

Ejemplo 5.4. Calcular el siguiente limite:

1i ( T R )
lm DY e —
n—oo \14n2 224 n2 n? + n?

Solucidn. Sacamos factor comun la base de los rectangulos, 1/n, y el resto
lo expresamos en funcién de k/n.

Ii ( Lo 2 0 )
lm e —
n—oo \1+4+mn2 224 n2 n2 + n?2

T 1 n n 2n n n n?
= lim — e P — —
n—oon \14+n2  224n2 n? + n?

fm L (0 2 ]
fr— 1im — e BT — fr—
neen \(D241 7 (2241 (E)2 11

Ejemplo 5.5. Calcular el siguiente limite:

i ( n_,.n . n )
lm DY _—
n—oco\n?2+4+1 n2+4 n? 4+ n?
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Solucidn. Sacamos factor comun la base de los rectdngulos, 1/n, y el resto
lo expresamos en funcién de k/n.

3 1< n? n? n? >
= lim — + 4+ -+ =

1 1
= lim — + + 4 — ) =
ng’gon<1+<;>2 L ()2 1+<ﬂ>2>

n

i li 1 /1 1 d [ ; ]1 T
= lim — = r = |arctgx| = —
n—oon £~ 1—1—(%)2 0o 1+ a2 8%, 7 1

Ejemplo 5.6. Calcular el siguiente limite:

11’m< LR LA— +L>
n—oo \(n+1)?  (n+2)? (n+n)?

Solucidn. Sacamos factor comun la base de los rectdngulos, 1/n, y el resto
lo expresamos en funcién de k/n.

1f < L >
1im P N —
n—oo \ (n+1)2  (n+2)2 (n+n)?

[
1=
g5
3|
N
S
—"_ (Y]
—_
e
+
S
[N}
[\
e
s
I
e
SN—
[

Ejemplo 5.7. Calcular el siguiente limite:

, ( 1 1 1 )
lim + 4+
n—oo \n + 1 n-+2 n+mn

Solucion. Sacamos factor comtun 1/n y el resto lo expresamos en funcién de
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, 1
hm( >:
n—oo\n+1 n+2 n+n
1 n n n
n—oon \n+1 n+2 n+mn
Ii L ! + ! + -+ !
= lim — - =
n—ocon \1+ 4 1+% 142
1& 1 1
= h’m—z - [111]1—1—1']] =In2
n—»oonkzll-}-ﬁ 0 1—|—a; 0

Ejemplo 5.8. Calcular el siguiente limite:

f+\/—+ + {er

n—>c>o

Solucidon. Sacamos factor comin 1/n y el resto lo expresamos en funcién de

0 Ve ... 1
\/€+\/€_+ +\/€>_hm_<1/n+e2/n '_i_en/n):

n—oo n,

nlergonZek/”:/ e’ dx = [ex];:e—l

lim
n—o0 n

Ejemplo 5.9. Calcular el siguiente limite:
1 n
Qo Z 7
T k=1 '

Solucidon. Sacamos factor comin 1/n y el resto lo expresamos en funcién de
k/n. Téngase en cuenta que al ser k el indice del sumatorio, todas las demés
variables son constantes y se pueden introducir en el sumatoria, incluida la

propia n.
11 1 & (kN7
7 7 . _ 7 _
A gD K= lim S Dk ,}L%o;;@) f) "
- [5l=5
8lo 8

Ejemplo 5.10. Calcular el siguiente limite:

3 1 2 n—1
hm( toatot )
n—oo \ n?2 n?2
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Solucion. Sacamos factor comun 1/n y el resto lo expresamos en funcién de
k/n. Téngase en cuenta que la falta de un rectangulo infinitesimal no afecta

al resultado.

, 1 2 n—1 o 1/1 2 n—1
lim <__|___|_..._|_ )th—(——l———l—---—l— ):
n—oo \n2 n2 n? n o n

1 1 2 -1 171k 1
:h'm—<0+—+—+-'-+n >:h'm—2—: rdr =
n n —xon n

n—oo n

Intervalo de integracién distinto del [0, 1]

En el calculo de limites mediante integrales, el intervalo de integracién puede
ser cualquiera. En efecto, si utilizamos una particién regular, la integral entre
[a, b] de una funcién continua se puede expresar de la siguiente forma:

Y
y=f(x) o
/,_\ Al dividir el intervalo [a, b] en n partes
\_// i iguales, la base de cada uno de los n
i i rectdngulos infinitesimales serd: Axr =
e | b
: L% a’ y por lo tanto las coordenadas de
a T1To b ,
los puntos x1, x2, ... seran:
Figura 5.9:
b— b— 2
xlza—f—ia, xo=a-+2 a:aﬂ—f(b—a),...
n n n
b— k
rr=a+k a:a—kf(b—a)
n n

Y tomando f(z;) como altura de los rectdangulos, resulta:

b;“+f@ﬂb_“+-~+f@wb_a)

Y viendo la igualdad de derecha a izquierda, tenemos:

n—oo n

o b—a & k b
l{m k§1f<a—i-;(b—a)):[1 f(z)dx
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Si b— a es un numero entero, entonces podemos dividir el intervalo [a, b] en

(b — a)n partes iguales, con lo cual la base de los rectangulos infinitesimales

b— 1 k
resultantes serfa Ax = ome —. Con lo cual z, = a + —. Y resulta:
(b—an n n

1 (b—a)n k b
S D (”ﬁ) = [ @

La clave para determinar los limites de integracién [a, b], estd en conocer el
primer y el ultimo valor de f(x), es decir, f(a) y f(b). Mas que la férmula,
debe buscarse el proceso de integracién, utilizando un gréafico auxiliar. Unas
veces habra que pensar que sélo la unidad se ha dividido en n partes y otras
que todo el intervalo de integracién se ha dividido en las n partes.

2 -1
Ejemplo 5.11. Calcular  lim T (sen T + sen il 4+ ---+sen u)
n—oo n, n n n

Solucion. Podemos suponer que el intervalo [O,ﬂ'] lo hemos dividido en n

partes iguales. La base de los rectdngulos infinitesimales serd Ax = 7/n, y

los puntos de la particién z; = w/n, zo = 27 /n, ..., x, = nn/n. Falta un
nm

término, pero no afecta al resultado, ya que sen — = senm = 0.
n

de donde,

) 7T< T 27 (n—l)w)
Iim —({sen— +sen — +---+sen —— | =
n n n

n—oo n
, 0w T s nm 7r 7T
= lim — (sen— +sen— +---+sen — | = Senxdx:[—cosx] =
n—oo n n n n 0 0

=—cosm+cos0=1+1=2

Como regla practica para determinar los limites de integracion y el corres-
pondiente incremento de x puede utilizarse la siguiente: Una vez determina-
do el valor de = = %’r, tenemos:

Il
5N O

k=0 —

k
z="" ik:n —
k=1 —
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Solucion. Igual que en el ejemplo anterior, podemos suponer que el intervalo
[O,w] lo hemos dividido en n partes iguales. La base de los rectangulos
infinitesimales serda Ax = m/n, y los puntos de la particién z1 = 7/n, x9 =
27 /n, ..., xp, =nm/n.

== == ... T

En consecuencia necesitamos sacar factor comun el incrementode z Az = T

de donde, !

3 "1 km 1 & kﬂ' 1 " kﬂ'
lim E —sen|— ) = lim — E sen = — lim — E sen =
n—0o0 n n n—oo n n T n—oo n n
lc:l1 1 k=1 1 k=1 1
™ ™
:—/ senxdazz—[—cosx] = —(—cosm+cos0)=—(1+1)=—
7 Jo T 0o 7 T

Ejemplo 5.13. Calcular el siguiente limite:

e+ Ve 4o 4 Ve

n—00 n

Solucion. Podemos suponer que el intervalo [O, 2] lo hemos dividido en 2n
partes iguales. La base de los rectangulos infinitesimales serd Ax = 1/n, y

los puntos de la particiéon =1 = 1/n, zo =2/n, ..., z, = 2n/n = 2.
11 1 1 9
n n n
1 Il L 1 1 1 1 1 Il L Il
0 L 23 n 2n
n n n n n

En consecuencia, sacamos factor comin 1/n y el resto lo expresamos en
funcién de k/n.

f+\/_+ Ve 1(61/”

= lim — +62/n—|—-"+€2n/n):
n—»oo n—oo n
1 2n 2 2
= lim fZek/”:/ ezdx:[em] e’ -1
ni}oonk;:l 0 0

5.1.3. Propiedades de la integral definida

a) Relativas al intervalo de integracién.

1. Si a < b no tiene sentido hablar del intervalo [b, a]. No obstante, se
admite por convenio que: Al intercambiar los limites de integracion, la
integral cambia de signo.
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— T Aaf(x)dxz—Abf(x)dx

2. St los limites de integracion coinciden, la integral vale cero.
a
/ f(x)dz =0
a

3. La integral de una funcién siempre esta contenida entre dos valores:
El rectangulo minimo y el rectangulo maximo.

m

y‘\/\M

b
v m(b—a)g/lf(x)dng(b—a) (5.1)

! a b

4. Cualquiera que sean los nimeros a, b y ¢, se cumple que:

[zbf(x)dx_Acf(x)dﬁff(x)dx

siempre que la funciéon sea integrable sobre dichos intervalos. Esta
propiedad se cumple aunque el punto ¢ no esté situado entre a y b.

+

b) Relativas al integrando.

1. La integral de la suma es la suma de las integrales.
b b b
/ (f(:n) +g(1‘)) dr = / f(x) da:+/ g(x)dx
a a a
2. Un factor constante puede sacarse fuera de la integral.
b b
/ rf(x)de = r/ f(z)dx
a a
3. La integral de una funcién positiva, es positiva.

f(z) >0, a:e[a,b] = Lbf(m)dxzo
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4. Siuna funcién es menor que otra, entonces su integral también lo es.

flx) <g(z), ze€ [a, b] = /abf(a:) dx < [lbg(x) dx

4 2
Ejemplo 5.14. Sabiendo que / f(t)dt=—-5y / 2f(t)dt = -1
1 1

hallar: / Y ) at
2

Solucion.

2 2 2 1
A2f(t)dt:2ﬂ f(t)dt:—l—>£ 2/(t)dt = —
4 2 4 _
[ swa= [ swat | f(t)dt:7l+ " pwyar= -5
luego
| 1
Lf(t)dt:—5+§ ,

Ejemplo 5.15. Sabiendo que:
A4 (f(x)—g(a:)) dx = 10, Al (f(a:)—f—g(x)) dr =3 / g(x)dr =5

1
Calcular / g(x)dx
0

Solucion.
I (f(33) - g(x)) dr =10 ) [ f(x)de — [ g(z)de =10 1
i (f(@) + g(x)) do =3 } [} fx)de+ [} g(x)dx =3 }
—fif@)de + [gle)de=10) p . 3
[} F(@) do+ [} gle) dw = }2[; o) ds =13~ [ gle)do = 3
de donde,
/19(95)@3:/49(113)61964-/1g(ﬂc)dac:5-1—E _2
0 0 4 2 2

Ejemplo 5.16. Establecer una relacion de desigualdad entre las siguientes
parejas de integrales:

Alﬁdxml)lx‘q’da} Azﬁdmmﬂ2x3da€

Solucion. Si observamos las graficas de ambas funciones en los dos intervalos
de referencia, resulta:
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3

1 1
O§$§1—>\/521‘3:>/\/5d:n2/x3d:1:
Vi 0 0

T

2 2
1§:E§2—>\/5§x3:>/\/§d:n§/x3dx
1 1

5.2. El teorema fundamental del Calculo

La funcién integral o funcién area

Dada una funcién integrable en un intervalo cerrado [a, b, se define su fun-
cion integral sobre dicho intervalo como el drea bajo la curva desde el punto
a hasta un punto variable t € [a,b] O bien, dado que es més habitual hablar

yl

F(t) = [f o) de

Figura 5.10:

de F(z) en lugar de F'(t), basta con intercambiar los papeles de ambas va-
riables.

Y

Fla) = / ") at

Figura 5.11:

Teorema fundamental del Calculo

Teorema 5.1. Si [ es una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b],
entonces su funcion integral, F(xz) = [7 f(t)dt a <z <b, es continua en
[a,b] y derivable en (a,b), y su derivada F'(z) = f(x).

| continua en [a, b

Fla) = [7 f(t) dt }F'(” = (@)
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Demostracion. Aplicando la definicién de derivada a la funcion F', resulta,

F(z+h) - F(x) St F@ dt — [ f(t)dt

/ I ¢ _
Fi(z) = lim 2 = Jim, h =
gy S L@t T e~ f () dt
h—0 h
L [Ehf@ydt . f(x)-h
= Jim S = lim = = () D

En la demostracion se ha tenido en cuenta que, para h pequeno,

En efecto,

4 La integral

/xerh Fdt

representa el area del rectdn-
gulo infinitesimal de base h y
altura f(z).

>

Figura 5.12:

De una manera mas formal, teniendo en cuenta la desigualdad (5.1), se
puede establecer de la siguiente forma:

z+h T+hoe 1) dt
mth/ FO)dt < Myh  —  mg < % < M,
de donde, tomando limite,
z+h

lim m, < lim M < lim M,

h—0 h—0 h h—0
de donde,

x+h f(t) dt z+h f(t) dt

< lim d2 S\ o m Jz_ S\
flay < dim deTOE < pay o g fe SEE

Lecturas del teorema fundamental del Calculo

Del Teorema fundamental del Céalculo se pueden desprender las siguientes
interpretaciones:

1. Sila funcién f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces su
funcién integral F(x) = [ f(t)dt, es una primitiva de f(z).
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2. Toda funcién continua sobre un intervalo cerrado, tiene una primitiva
sobre dicho intervalo.

3. La derivada de una integral, con limite superior variable, respecto de
dicho limite superior, coincide con el valor del integrando en dicho
limite superior.

d [~ J
— t)dt = f(x
[ rwae = s@)

4. La derivada del area coincide con el valor de la funcién en la frontera:

Circulo Esfera
4
V= §7TT3
2y A = 4mr?
{=ad(r) A=V'(r)
Figura 5.13:

Derivada de integrales

d rt
Ejemplo 5.17. Hallar %/ 22+ 1dx
0

Solucidon. Aplicando directamente el teorema fundamental resulta,
d rt
E/ 22+ 1lde =\t?+1
0

d 3
Ejemplo 5.18. Hallar %/ sen’ x dx
t

Solucion. Para poder aplicar el teorema fundamental, el limite variable,
respecto del que se deriva, ha de ser el limite superior de la integral, en
consecuencia habra que intercambiar los limites,

d (3 o d by 2
—/ sen xdm:——/sen zrdr = —sen”t
dt J+ dt 3

Derivada de integrales cuando el limite superior es una funcién

Cuando la variable de integraciéon no coincide con la variable de derivacion,
aplicamos el teorema de la derivada de la funcién compuesta

% [Ig(a:) f(t)dt = { Zu::gfqic()x)dx } _ % [lu f(t)dt =

= ([ rwyar) 5 = ) 5t = Flota) - 9 @)
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2

d
Ejemplo 5.19. Hallar E/ cos 22 dx
0

Solucion.

d
p / cos 2% dx = cos(t?)? - 2t = 2t cost?
0

Derivada de integrales cuando los dos limites son funciones

Aplicando los resultados anteriores, resulta,

d 9@ d a g(x)
%ﬁ(@ Fydt =+ </M) £(0) dt+/a £t) dt> -

- % <_ [zh(x) F(t)dt + / " s dt> = —fh@) (@) + flo(@))g'(z) =

Es decir,

3

Ejemplo 5.20. Hallar di / Int dt

xXr Jz2
Solucion. Aplicando la férmula (5.2) resulta,
3

dd/ Intdt =Inaz® 322 —Ina? 22 =92%Inz —4zlnz = (9x2 74:3) Inx
T

2

. d e
Ejemplo 5.21. Hallar —// cost”dt x>0
T J1/x

Solucion. Aplicando la férmula (5.2) resulta,

d (V= 5 1 1y2 —1 1 1 1
%A/m cost dt:COS(\/E) 'm—COS(E) 'F:mcosx‘f'?COSﬁ
fol’Qsen\/fdt

Ejemplo 5.22. Hallar el limite lim 3
z—0t x

Solucion. La sustitucién directa da la indeterminaciéon 0/0 que se rompe
aplicando la Regla de L’Hopital. En efecto,

fé‘z sen/t dt 0 . osenx - 2x 22 2
BT o] = i, T = i =

lim —
z—0t 322 z—07F R 3

z—0F 3
Jo cos t2 dt

Ejemplo 5.23. Hallar el limite h'n%
Tr— T
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Solucidon. La sustitucién directa da la indeterminacién 0/0 que se rompe
aplicando la Regla de L’Hopital. En efecto,

Yeost?dt [0 2
i TS0 _ g cosa?
z—0 T 0 z—0 1

sen /gt dt

Ejemplo 5.24. Hallar el limite lim <~ —————

e—0* [187 \/sentdt
Solucion. La sustitucién directa da la indeterminacién 0/0 que se rompe
aplicando la Regla de L’Hopital. En efecto,

senw figtdt i \/tg(sen x) cos x i Vigzcos® x

ll’m — Y = 11m = m —— =
a0t [(BT Vsentdt  a—0t sen(tg ) ! 0t VieT

cos? x

5.2.1. Regla de Barrow: La integral como una primitiva

Teorema 5.2 (Regla de Barrow). Si f es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y G es una primitiva cualquiera de f, entonces:

[ 5@ iz = 60) - Gta)

Demostracion. Sea f continua en [a,b] y G una primitiva cualquiera de f.
Por ser f continua sobre [a, b], su funcién integral F'(z) = [ f(t) dt serd una
primitiva de f. En consecuencia tendremos dos primitivas de una misma
funcién que, por tanto, se diferenciaran en una constante G(x) = F(x) + C,

de donde,

Gb)=F@b)+C | Gb) = [Pfit)dt+C P
Gla) = F(a) + C } Gla)=0+C=C }G(b) = [ f@d+ 6l
de donde,
b b
A F(t) dt = G(b) — G(a) = / f(z)dz = G(b) — Gla) 0
Observaciones:

1. La importancia de esta regla es fundamental, ya que pone en relacién
las integrales con las derivadas. Sin embargo hay que advertir que
solamente es aplicable a funciones continuas definidas en intervalos
cerrados.

2. Para hallar la integral definida de una funcién continua en un intervalo
cerrado seguiremos el siguiente proceso:

a) Se halla una primitiva cualquiera de la funcién, sin tener en cuen-
ta la constante (la mds sencilla).
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b) Se sustituyen en esta primitiva los limites de integracién -el su-
perior y el inferior- y se restan los resultados.

Lb f(x)dx = [/f(a:) daz}z = [G(:v)]z = G(b) — G(a)

1
Ejemplo 5.25. Calcular / 2 dx
0

Solucién. Basta con encontrar una primitiva de z? y evaluarla en los ex-
tremos de integracién.

1 3
/1:2d$: T :1—0:1
0 3], 3 3

Ejemplo 5.26. Hallar el drea de la region bajo la grifica de y = senx entre
0ym.

Solucion. El area viene definida por la siguiente integral,

v T
€ A:/ Senxdx:[—cosx] = —cosT +cos0 =
0 0

0 T
=—(-1)+1=14+1=2
Figura 5.14:
V3 dx
Ejemplo 5.27. Calcular A .
Solucion.
\/g dx \/3 - - _
A 1+x2:[arctg:€]1 :arctg\/g—arctglzg_Z:E

Integracién de funciones definidas a trozos

2 si0<z<l1

Ejemplo 5.28. Dada la funcion definida por f(x) =
r s1l1l<x<2

2
calcular / f(z)dx.
0

Solucion. Descomponemos la integral con objeto de integrar por tramos,
utilizando en cada tramo la funcién correspondiente.

2 1 2 21 (2217 1 111
de = 24 / dr = | 2= Tl =249 =
Af(:c)x /)w a:+1:cx {3}0—1—{2}1 3+ 5= %
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2
Ejemplo 5.29. Calcular la integral / |1 —z|dx
0

Solucion. Separamos los dos casos del valor absoluto.

Fla) =1 —a| = 1—=x si 1-2z>0 [ 1-2 si 2<1
= 70 “142 si 1—2<0 | aoz—1 si z>1
de donde,
2 1 2 22 1 22 2
/]1—:U|dx:/(1—:u)d:c+/(x—l)dx:{m——} —1—{——33] =
0 0 1 2], 2 1
1 4 1
=l—-=-4+--2—=-+4+1=1
2+2 2+

(1 si x€0,1]
Ejemplo 5.30. Dada la funcion f(x) = i -2 s oz e(1,2]
x st e (2,3

determinar F(x / f()

Solucion. El valor de F(x) dependera del tramo en el que esta situada la x

€[0,1] = F(z /f £) dt = /1dt
€(1,2] = Flz /f £) dt = /1dt+/ —2dt =[]+ [—2]" =

=1-224+2=-2x+3

v e (2,3 /f £) dt = /1dt+/ —2dt+/ tdt =
x

:[t]0+[—2t] +[2] _1—4+2+7—§:?—3

de donde, la funciéon F vendrd definida por:
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Yt y=f(x) Y
/ y=F()
- | (2 si z € [0,1]
z \ /”3 | 2043 size (1,2
\/ F(x):1x2x+ 5T~"3€(a]
L (?73 siz e (2,3]

Figura 5.15:

B. Calculo de primitivas.

5.3. Integracion inmediata.

Definicién 5.1 (Primitiva). Una funcion F(x) se llama primitiva de otra

funcion f(x) si F'(z) = f(x).

Proposicién 5.1. Si una funcion tiene una primitiva, entonces tiene in-
finitas, que se diferencian entre si en una constante.

Definicién 5.2 (Integral indefinida). Se llama integral indefinida de una
funcion f(zx) al conjunto formado por todas sus primitivas, y se denota por:

/f(a:) dz = F(z) + C

Ejemplo 5.31. Hallar [ (" +2:% +1) do

Solucion. Buscamos una primitiva del integrando, es decir una funcion tal
que al derivarla nos de el integrando. En consecuencia,

/(x3+2x2+1) dr = I—4+2—x3+x+c

4 3

Nota. Como consecuencia del Teorema fundamental del Célculo se puede
afirmar que toda funcién continua tiene una primitiva. Pero eso no significa
que esa primitiva se pueda expresar en términos elementales. Por ejemplo
la integral [ **dr solamente se puede calcular desarrollando en series
el senz, con lo cual obtenemos como resultado de la integral, un desarrollo
en serie. Es decir, obtenemos el desarrollo en serie de la primitiva, pero no
obtenemos la primitiva expresada en términos elementales.

5.3.1. Propiedades de la integral indefinida
Lo d([ f(x)dz) = f(z)dx
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2. (Jf(@)dz) = f(x)

3. [df(z) = f(z)+C

4 [lf(x) £ (@) de = [ f(x) dx % [ g(z) dx

5. [r f(z)dzr =1 [ f(z)dx Un factor constante puede sacarse fuera del signo de

integracién.

5.3.2. Tabla de integrales inmediatas

Jdex=2+C [senxdr = —cosx + C
[a"dx = stll +C [coszdr =senz + C
fci:—mzln|x]+0 [sec? zdr =tgx + C
[e¥dr =e*+C [esc?wdr = —cotw + C
Jatdx = % +C Jsenhx dx = coshx + C
I 1;1_:3332 =arctgx + C Jcoshzdx =senhz + C
f%zéarctg%—i—@' fmj%:tghx—i-C
f\/%—arcsenx—i—c fsej%——cothx—i—C
dx T
f\/ﬁ :arcsena—l—C’

Aunque no son inmediatas, también deben tenerse presente las siguientes
integrales por aparecer con mucha frecuencia.

1 —1 1
Jtgxdr = —In|cosz|+ C Jcotgzdr =In|senz|+ C
dx 1 rz—1
fx2—1_§ln x+1‘+c
dx dx
———=h(z+V22+1)+C [———==ln(z+Vz2-1)+C
f\/1+x2 ( ) f,/$2_1 ( )

1 2
Ejemplo 5.32. Hallar la integral / <ﬁ+ \/_) dx
T

Solucion. Realizando el cuadrado tenemos:

<f+i>2d = ( +2+1>d —x—2+2 +Injz|+C
/ xT \/5 LL“—/ xT - 33—2 T n|r
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(z+1)°
3+

Ejemplo 5.33. Hallar la integral / dx

Solucion. Operando tenemos:

(v +1)2 22 +2x+1 (22 +1) + 2z
dr = — dx = -~ dx =
/ Bra / 2@ +1) / (:c2+1) v

—/ dx—ln\:n|+2arctgx—|—0

Ejemplo 5.34. Hallar la integral / (tgw + cot m)Qdm

Solucion. Operando tenemos:

/(tgm+cotaz)2d:n:/(tg2x+2tg:n-cot:n+c0t2x)d:n:
:/(tg2x+2+cot2x)da::/(tg2x+1+1+cot2x)d:p:
:/(thx—l—l)d:U—l—/(1—|-C0t2x)dx:/seCQxdw—l-/cch:L‘dx:
=tgx —cotx +C
Ejemplo 5.35. hallar / 22\/22 + 1da

Solucion. En este caso tenemos que tener en cuenta la derivada de una
funcién compuesta.

9 3/2
/230 m2+1dx:/<x2+1)1/22mdx:(x;_/;)—}—C’z

:%(wQ—I—l)\/xQ—I—l—i—C

5.4. Integracion mediante cambio de variable

El cambio de variable en una integral indefinida se puede efectuar de dos

formas;
17*Cambiando la variable « por una funcién x = g(t), donde g(t) es una
funcion mondtona continuamente derivable de una nueva variable ¢.

/f(:l:) dx = { dxx:g%g))dt } = /f[g(t)] g'(t) dt

2. Cambiando parte del integrando por una nueva variable g(x) = t:

[ ] dae=| 20" ] = [ rwa
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En la prictica se combinan ambos métodos, ya que z = g(t) < t = g~ ().
La funcion que se utilice tendra que tener derivada continua para que se
pueda realizar la nueva integral, e inversa para poder deshacer el cambio.

Ejemplo 5.36. Hallar la integral /x (a:2 + 3)4 dx

Solucion. Hacemos el cambio de variable buscando la derivada de una po-

tencia:
Jot st om0 |- =g f e
Ejemplo 5.37. Hallar la integral /%

Solucion. Hacemos el cambio de variable buscando la derivada de una po-
tencia:

tdt 1 =1+ 3t
/% = g/(1+sen3t)753c083tdt: [ b sett ] =

1+ sen 3t du = 3 cos 3t dt
1 5 lu -1 -1
3 /u e T Ty T T i feenset T

Ejemplo 5.38. Hallar la integral /ez sen e” dx

Solucion. Hacemos el cambio de variable buscando la derivada del sen:

J— xr

/exsenezdm: v=e :/senudu:—cosu+C:—cosegc—i-C
du = e*dx

Ejemplo 5.39. Hallar la integral /ln (cos m) tgxdr

Solucion. Hacemos el cambio de variable llamando t a una parte del inte-
grando, de manera que podamos identificar dt en el resto:

[ t =Incosz -I
/ln(cosm) tgxde = L gt — _Cf:;x i = —tgods J :—/tdt:
2
:—%—i—C:—%(ln(cosx))Q—l—C

Ejemplo 5.40. Hallar la integral /x\/ac + 1dz
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Solucion. Hacemos el cambio de variable llamando ¢ = v/x + 1, sin embargo,
para hallar dt no derivamos directamente, sino que previamente eliminamos
la raiz cuadrada:

=Ve+l-t?=a+1
/a:\/az+ dx—[ N - *

_ 2 _
— 21— dz = 2t dt _/(t —1)t-2edt =

> 3
= [ (2 - 22) dt:25i5_¥+cz2(\/w5ﬁ) _2(\/?) »

S dx
ebr +1
Solucion. Teniendo en cuenta que el numerador es la derivada del denomi-

nador, salvo un factor constante, hacemos el cambio de variable buscando
la derivada del In:

/emd:n_ Srpl=t ] 1 rd Iy oo 1(e6”f+1)+0
5t +1 | 6eS%dr =dt | 6 6 B 6

Ejemplo 5.41. Hallar la integral /

e dy

ebr 4+ 1

Solucion. En este caso hacemos el cambio de variable buscando la derivada
del arctg:

Ejemplo 5.42. Hallar la integral /

e3dx e = 1 1 ;
/e6x+1 - 3e3l’da:—dt 3/t2 garetgt+C = garctge™ +0

sen f
NG

Solucion. En este caso hacemos el cambio de variable buscando dejar el seno
exclusivamente en funcién de la variable de integracion:

Ve =t
/sen\/de: dx —2/sentdt —2cost+ C = —2cosv/x +C
A E V-

dx
Ejemplo 5.44. Hallar la integral /—
(x+2)Vx+1
Solucion. En este caso hacemos el cambio de variable buscando eliminar la
raiz cuadrada, para lo cual hacemos +/x 4+ 1 = t, sin embargo, en vez de
derivar esta expresion directamente, la elevamos al cuadrado previamente:

Ejemplo 5.43. Hallar la integral

Vitl=t—oa+1l=t2—>z=t2-1
dxr = 2tdt

[y~

2t dt 2dt
/(t2+1)t /(t2+1) arctgt + C arctgvVe +1+C
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Ejemplo 5.45. Hallar la integral /m2 3+ 1dx

Solucion. En este caso podemos elegir entre dos opciones; hacemos el cambio
de variable buscando eliminar la raiz cuadrada, o bien, tenemos encuenta
que lo expresiéon que hay fuera de la raiz es la derivada del radicando.

En el primer caso,

2 3 _
z\/ 23+ 1dx =
/ 3x2dx = 2tdt

2 2t 2 3 2
:§/t2dt:§§+0:§(\/x3+l) +C =@ +1)Vad +1+C

y en el segundo,

Vid+1l=t—-a3+1=1¢2 2
:§/t-tdt:

3
tl1=t 1 1
223 4 1de = | " :—/ tdt:—/tl/th:
/x v 3x2dx:dt] 3/ Vidi=g
13/2 2 3 2
=§3—/2+C:§(\/x3+1) +C =@+ 1)Vt +1+0

El cambio de variable en la integral definida

Cuando se hace un cambio de variable en una integral definida hay que
cambiar los limites de integraciéon en funcién de la nueva variable. Si no
queremos cambiar los limites de integraciéon habra que deshacer el cambio
antes de la sustituciéon. En general,

INCEE { 2 =g(t) = do = g'(t) dt } = [ flo]d @ ar

o ro = g(to) ; x1 = g(t1) 0

1
Ejemplo 5.46. Hallar / V1—a22dx
0

Solucion. Para resolver esta integral hacemos la sustitucion trigonométrica
x = senx, con objeto de eliminar la raiz cuadrada generando un cuadrado
en su interior.

T =sent — dr = costdt -I

/1\/1x2d:v{:c0—>086nt—>t0 J:
0

r=1—1=sent —»t=m/2

w/2 w/2 /2 1 21
:/ \/1—sen2tcostdt:/ cos2tdt:/ +CTosalt:
0 0 0

_{t+sen2t]”/2 T
) 4 1o 4
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5.5. Integracién por partes.

Integrando la diferencial del producto de dos funciones d(uv) = v du+udv
resulta, [d(uv) = [vdu+ [udv, de donde, uv = [vdu+ [udv . Esto
nos permite expresar una de las dos integrales en funcién de la otra:

/udv:uv—/vdu

La constante de integracion sélo se anade al final del proceso.
Si la integral fuera definida, serfa:

/ " f@)g @) dr = [f(2)g(@)] - Ab P o)g(e) do

Ejemplo 5.47. Hallar la integral /:L'senx dx

Solucion.
u=x du = dz
/:csenzda:: =
dv =senx dx V= —COST
:—xcosx—l—/cosxdm:—mcosm—&—senx—i—C

Ejemplo 5.48. Hallar la integral /:U3 1+ 22dx

Solucion. En este ejemplo la eleccion de u y dv no resultan evidentes.
Forzamos la situacion para que el dv elegido sea facil de integrar.

u = 2
dv =zvV1 + z2dzx

de donde,
,{du:2a:d:v
V1+a22zd 14+22)32 1
i v:fxmdx:/ +$2 v x:( ;z/)Q :§(1+x2)3/2

con lo que resulta,

2(1 2\3/2 1

/x?’\/ 1+ 22dx = ryrr) ( +3$ ) —— [+ x2)3/22xd$ =

R0 10 T s
3 3 5/2 3

2

ik 2?32 ¢

Ejemplo 5.49. Hallar la integral /ln:v dx
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Solucion. Elegimos v = Inx y como dv el propio dz.

1

=1 B

/ln:rdx: e duxdx]:xlnx—/d:c:xlnx—x—i—C
dv = dx v=1 J

Ejemplo 5.50. Hallar la integral /arc tgx dx
Solucion. Elegimos u = arctga y como dv el propio dx.

du = dr —I T dxr
1+1;2J:xarctgx— =

I-u =arctgx
|_dv =dzx

arctgx dr = 3
/ g 1+

. 1 2x
= I arc Xr — —
8T 7o | 1422

1
dx =z arctgx — an(l +2%)+C

Ejemplo 5.51. Hallar la integral /$26$ dz
Solucién. Elegimos u = 22 y dv = e*dz.

= g2 du = 2zd
/xzexdx:lz xxd } “ zxw]:x%x—/Qmexdaﬁ:xgez—h
v=edr | v=e

Aparece una nueva integral I; que tambien calculamos por partes.

u =2 du = 2dx
I :/Qxezdx:l } ]sze’”—/QexdaE:2x6x—Ze“

dv =e%dx | v=e¢e"
de donde resulta,

/xzex dr = 2%e” — (2ze® — 2¢°) + C = (22 — 22 4 2)e* + C

Ejemplo 5.52. Hallar la integral /ex sen x dx

Solucion. Elegimos v = e* y dv = sen xdzx.

u=e" du = e*dx
/ex senx dr = =
dv = sen xdx V= —COST

= —ezcosx—k/e‘”cosxda: = —¢ecosz+ 11

Aparece una nueva integral I; que también calculamos por partes.

- u=e" du = e*dr " -
I = [ e"cosxdr = =e'sene — [ e’senxdr
dv = cosxdxr | v =senx
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Apareciendo, nuevamente, la integral que, en un principio, tratdbamos da
calcular. Sustituimos y operamos como si se tratara de una ecuacién, agru-
pando las dos integrales,

/ex senxdr = —e*cosx + e senx — /ex senx dx
de donde resulta,
2/e$ senxdr = —e* cosx + e senx
y despejando la integral y anadiendo la constante, resulta

X X
—e7 cosT + evsenx
/exsenxdx: +C

2

Ejemplo 5.53. Hallar la integral / Va2 —22de

Solucidn. Elegimos u = va? — 22 y dv = dx.

_ ) B —xdx
/\/az—ﬁdx:[u_ @ }du a2 — 22 ]:

dv = dx P
22 dx
V@ =22
Aparece una nueva integral I; que calculamos sumando y restando a? en el
numerador.
I—/ e?de a2—(a2—:v2)dx_/ a? dp a? —2? Iz
Va2 ] Ve-= YTl Va-=» Npeppr
La primera integral es inmediata. Para calcular la segunda integral raciona-
lizamos la expresién con lo cual resulta,

=zva? — 22+

x
I1:azarcsen——/ a? — x2dzx
a

Apareciendo, nuevamente, la integral que, en un principio, tratdbamos da
calcular. Sustituimos y operamos como si se tratara de una ecuacién, agru-
pando las dos integrales,

x
/\/&2—x2dx:x\/a2—1:2+a2arcsen——/\/a2—$2dx
a

de donde resulta,

x
2/\/@2 — 22dx = z\/a? — 22 + a® arcsen =
a

y despejando la integral y anadiendo la constante, resulta
2

1
/\/&2—1‘2(11‘: §m\/a2—x2+%arcsen£+0
a
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5.6. Integracion de funciones racionales

Se llaman funciones racionales a las que vienen definidas por el cociente
de dos polinomios.

P, (x)

5.6.1. Integracién de fracciones elementales

Se denominan fracciones simples (o elementales) a las fracciones racionales
de los cuatro tipos siguientes:

1 L ; IIL Ar+ B v Arx + B

I. —_ .
r—a (x —a)™ 2 +pr+q (22 + px + q)"

siendo 2?2 + px + ¢ irreducible.
Las siguientes integrales racionales son inmediatas:

/x— de =In|z —a|+C f In|f(z)|+C

_ -n _( )n+l _ -1
/ZE—CL / do = —n+1 +C_(n—1)(a:—a)”*1+c

r =arctgx + C

d
1+ $2
Integrales del tipo:

1 A B
/Q—dx /#dw siendo x2—|—px+q7é0
T2+ pxr +q T2+ pxr +q

En el trinomio cuadrado del denominador se separa el cuadrado perfecto del
binomio.

1

Ej lo 5.54. Hallar la int [ - d
jemplo allar la integra /x2+4x—|—13 T

Solucion. Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio,
2?4 4r +13=(24+2)?—4+13=(z+2)*+9

de donde,

/ dx _/ dx 1 dx B
2 +4r+13 ) (+2)2+9 9 (x+2>2+1

3
3 1/3dx 1 T+ 2
25/—x+/22 :garctg 3 +C
(57) +
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1
Ejemplo 5.55. Hallar la integral —d

222 — 42 + 10 v

Solucion. Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio,
sacando previamente 2 factor comun,

222 — 4+ 10 = 2[2® — 2 + 5] = 2[(x — 1)® — 1+ 5] = 2[(z — 1) + 4]

de donde,

/ dx _1/ dx _1/ dx B
202 —4x +10 2/ (z—1)2+4 8 :c—12+1_

/ 1/2da: 1 1
~ 8

— Carctgt 4 C
ac—l et

3x 4+ 2
Ejemplo 5.56. Hallar la integral /7dw
Jemp g 22— dr + 8
Solucion. Esta integral es del tipo In + arctg. Para ello buscamos en el nu-
merador la derivada del denominador 2z — 4 y luego separamos en dos inte-
grales; la primera es un In y en la segunda buscamos el arctg, expresando
el denominador como el cuadrado de un binomio,

(3x+2)dm_3 (x+2/3) (x+2/3)dx _ 23:+4/3
/ 4x+8_/ 4a:+8 2/ 4x+8

/2x—4+4—|—4/3 / 2r — 4 / 16/3dx B
~2 4z + 8 T2/ 22— 4m—|—8 2 x —2)2

1/2
ln|x —4x+8|+4//d$:

(T)2“

3 -2
ziln(x2—4x+8)+4arctng+C

5.6.2. Integraciéon de funciones racionales con ayuda del de-
sarrollo en fracciones simples.

Al integrar una funcién racional se deben seguir los siguientes pasos:

1. Divisién de los polinomios.- Si el grado del numerador es mayor o igual
que el del denominador, la primera operacién es efectuar la division.



5.6. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 361

De donde, aplicando la prueba de la divisién, resulta:

P(x) R(x)
Q(x) Q(z)

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales; la primera es
inmediata por ser la integral de un polinomio, y la segunda es mas
facil que la inicial ya que el grado de R(z) es inferior que el de Q(z).

/ggg dr = /C’(m) dr + / gg; dz

2. Factorizacion del denominador. Pueden darse los siguientes casos:

P(z) = Q(z) - C(z) + R(x) =C(z)+

a) El denominador tiene sélo raices reales simples.

b) El denominador tiene sélo raices reales, aunque alguna de ellas
es multiple.

¢) Entre las raices del denominador las hay complejas simples, al-
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible.

d) Entre las raices del denominador las hay complejas multiple, al-
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible
que se repite.

3. Descomponer la fraccién en fracciones simples.

La determinacion de los coeficientes se puede hacer por dos métodos:
1. Identificando los coeficientes de los términos del mismo grado de =x.
2. Dando valores arbitrarios a x.

NOTA: En todo momento debemos comprobar si la fraccién que vamos a
integrar es o no una fraccién elemental, o la derivada de un In.

223 + 322 — 62 — 12

Ejemplo 5.57. Hallar la integral / 71 dx
x —_—

Solucion. Efectuamos la division de los polinomios,

2% 4+ 322 —6x—12 | 22 —4

9.3
2z 321233 19 2z+3 223 4 322 — 62 — 12 90 +3 4 3
T T — — =2
~327 412 v v

2x
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Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polinémica, y la segunda por
ser la derivada de un logaritmo.

223 + 322 — 62 — 12 2
T - de = [ (2z+3)dz+ —xdx:x2+3x+ln|x2—4|—|—0
x? —4 x? —4

223 — bx? — 4z + 13
Ejemplo 5.58. Hallar la integral / * ’ T dx
2?2 —4x + 4

Solucion. Efectuamos la division de los polinomios,

223 — ba? —4x + 13 22 —dr+4

—213 + 822 — 8z 2r + 3
3x2 — 122 + 13
—322 + 122 — 12
1

Por consiguiente, aplicando la prueba de la divisién, resulta:

223 — 5x? — 4x + 13 o 434
= :C e —
2 —4x +4 2 —4x +4

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polinémica, y la segunda por
ser elemental.

1

— 2 _— fd
dx /( x+3)dw+/m2_4x+4dx

223 — 5?2 — 4x + 13
/ 2 —4dxr+4

1 1
_ .2 2
=z +3x+/($_2)2d:v—x —|—3x—7m_2—|—0

(a) El denominador tiene sélo raices reales simples.

A B N
g(z) (z—z)(x—29) - (x—2p) xT—21 T— 22 T — Ty
224+ 3z -4
Ejemplo 5.59. Hallar la integral / ————dx
22 —2x — 8

Solucion. Efectuamos la divisiéon de los polinomios,

2 _ 2 _ _
T t+dz—d v 2w -8 2?4+ 3x—4 ox + 4

2
5214 x> —2x — 8 x> —2x — 8
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Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, la primera es in-
mediata, por ser polindmica, pero la segunda no.

- 4
/x2+3x /ld +/ 5x+ dm-x+]1
xr® —2x — 8

Para calcular la segunda integral factorizamos el denominador y descom-
ponemos la fraccion en fracciones simples.

_2EVI£32 216_{ 4

9 — 8 =
22 r—8=0— 5 5 _9

de donde resulta,

S5z +4 S5x +4 A B Alx +2)+ B(x — 4)
= — + —
22—-2:-8 (z—4)(z+2) x-4 z+2 (x —4)(z +2)

Los coeficientes los calculamos dando valores a =,

r=4 — 24=6A — A=4
r=-2——6=-68B—-DB=1

Con lo cual resulta,

oxr +4 4 1
! /m2—2x—8 ‘ /x—4 x+/x+2 v =dlnfe—4[+Infe+2|

de donde,

+3r—4
/Hixdx:m+4ln|x—4|+ln|x—|—2|—|—c
z? — 22 -8

(b) El denominador tiene sélo raices reales, aunque alguna de ellas
es miiltiple.

p(x) p(x) A B C D
- 3 + + 3 T 3
q(x)  (z—z1)(z — x9) x—x1 x—2x9 (T—x29) (x — x29)
4 3
—d -1
Ejemplo 5.60. Hallar la integral /:E g; 32: dx
-z
Solucion. Efectuamos la division de los polinomios,
4 3 . 3,2
:U4 x3 z—1 T T a:4—x3—x—1_ a1
PR v - ER R e R

—x—1
Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, la primera inmediata,
por ser polinémica, y la segunda no.

4 3 2
zt—ax’—ax—1 —zr—1 T
/ 3 _ 42 dﬂl‘:/fl)dl‘—F/mde‘:?—'—Il
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Para calcular la segunda integral factorizamos el denominador y descom-
ponemos la fraccion en fracciones simples.

23— 2? =a2%(x —1)

de donde resulta,

—-r—1 —x-1 A+E+ C  Az(z—1)+ Bz —1)+Ca?
-2 22(x—1) r—1 22(z —1)

Los coeficientes los calculamos dando valores a =,

r=0—-1=-B—-B=1
r=2—-3=2A+B+4C - -3=244+1-8—-2A=4—-A=2

Con lo cual resulta,

11:/_396 daz—/ dﬂc—i—/—d:c—l-/
x

de donde,

1
dx:21n|x\———21n|x—1|
x

4 3 1 2 1
/x — dx:x——|—21n|x]———2ln|x—1|+0
a3 — 22 2 x
(c) Entre las raices del denominador las hay complejas simples, al-
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible.

p(z) p(z) A B c Mz + N

q(z)  (z—z1)(z—x2)2(ax2 +bx+c) x—x1 T—22 (T—22)2 ax?tbrtec

842 4 6z + 6
Ejemplo 5.61. Hallar la integral / 3 j:?); f;ﬂ; —: dz

Solucion. Factorizamos el denominador y descomponemos la fraccion en frac-
ciones simples.

1 -3 7 -5 23 —322 4+ 72 -5 = (z—1)(2® — 22+ 5)

1 I 2 5 2+ /420
‘1 9 5 0 x2—21’+5:0—>x:#

Sin solucién.

De donde resulta,

822 +6x+6 87 +6x+6 A Mz+N
:L‘3—3:L‘2+7:L‘—5_(1‘—1)(1‘2—21‘—1—5)_$—1+IL‘2—21L‘+5_
_ A(@? -2z +5)+ (Mz+ N)(z —1)
N (x —1)(2? — 22 +5)
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Los coeficientes los calculamos dando valores a z,

r=1—-20=4A— A=5
r=0—-6=5A-N - N=5A-6=25—-6=19
r=2—->50=5A+2M+N —-50=25+2M +19 —-2M =6 — M =3

Con lo cual resulta,

8z% + 6z + 6 5 3z +19
dr = d ——————dr=5In|lx—1|+1T
/x3—3x2+7x—5 . /ac—l $+/x2—2x+5 * nle—1+4
Para calcular la integral I; siempre seguimos el siguiente procedimiento: En

primer lugar expresamos la parte literal del denominador como el cuadrado
de un binomio y al binomio le llamamos ¢,

2?22 4+5=(z—-1)2-14+5=(xz—1)2+4

Con lo cual resulta la siguiente integral,

7 / 3z 419 d / 3z + 19 d r—1=t /3t+22dt

S R P (x—1)2+4 dr = dt 244
Para resolver esta integral separamos la parte literal de la parte numérica;
con la parte literal buscamos un In y con la numérica un arctg

-/ i at+ | = dt—3/ S =T
) 244 244" 2/ t2+4 4 ) 2/4+1

1/2 3 t
——1n|t2+4|+ 2/ t/2/ —§1n|t2—|—4|—|—11arctg§:

3 -1
:§1n|x2—2x+5|+11arctg$T

con lo cual, resulta

/ 8x2 + 6x + 6

23— 322 + Ty — d$—51n‘$ 1\+ In |2? —2m+5\+11arcth+C

(d) Entre las raices del denominador las hay complejas miiltiple, al-
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible
que se repite.

Estas integrales se resuelven buscado una férmula recurrente, o mediante el
método de Hermite.

Método de Hermite. Consiste en tratar todas las raices como si fueran
simples y anadir un término complementario que es la derivada respecto de x
de un cociente en el que el denominador se obtiene multiplicando los factores
de raices multiples elevados a su exponente disminuido en una unidad y el
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numerador es un polinomio de grado una unidad menos que el denominador
resultante.

pe) p(x) )
/q(x) 3:_/(:U—351)(ac—x2)2(a:E2+bx+c)(d$2+ex+f)2d

p(x) A B Mz + N Pz +Q

q(z) _m—x1+x—x2+ax2+bx+c dz? +ex + f

—I-i Rx? + Sz +T

dr | (x — z9)(d2? + ex + f)
de donde,
A B M N
/de:/ d;c—i—/ d:v+/Ldm+
q(z) T —x T — To ar? +bxr +c¢

+/ Pr+Q e Rx? + Sz + T

dz? +ex + f (x — z2)(da? + ex + f)

Nota. Debemos observar lo siguiente:

1. Como el término complementario es una derivada no necesitamos in-
tegrarlo.

2. Las raices simples no aparecen en el denominador del término comple-
mentario.

Esquematicamente el método de Hermite se puede recordar de la siguiente
forma:

polinomio de grado
p(a:) - todas las raices d el que resulte en el denominador -1
q() B Z como simples

% producto de factores miltiples,
eleados a su exponente -1

dx
(14 22)°
Solucién. Dado que 22 +1 = 0 no tiene raices, se trata de una raiz compleja
de multiplicidad 2. Con lo cual, aplicamos el método de Hermite y resulta:

1 _ Mzxz+ N i[Am—i—B
(1+22)? 1422  de|1+2?

Ejemplo 5.62. Calcular, /

Derivamos el cociente y sumamos las fracciones,

1 Mz + N  A(1+2?) - 2z(Ax + B)
(1+x2)2 = 1+ 22 1+ 22)2 =
(Mz + N)(1+ 2?) + A(1 + 2?) — 22(Ax + B)
(1+22)2
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calculamos los coeficientes dando valores a x

=0 —1=N+A 1 N+A=1 .
=1 —1=(M+N)2+2A—-2(A+B) 2M 42N +24—-2A—-2B =1
x=-1—1=(-M+N)2+2A+2(—A+ B) 72M+2N+2A72A+QB:1?
=2 —1=02M+N)5+5A—4(2A+B) ) 10M +5N +5A—-8A—-4B=1 )
N+A=1 ) 1l A=1-N 1 A=1/2 )
2M +2N —2B =1 2M +2N —2B=1 | 2M —2B =0
—2M +2N +2B =1 3% 427 AN =2 — N =1/2 }N:l/Q
10M +5N —3A—4B=1) 4*—2-2" ) 6M+N—3A=-1) 6M —3A=-3/2)
A=1/2) A=1/2)
B=M | B=0
N = /2}1\/:1/2}
6M=0) M=0
luego,
/ dx 1/2dac+/ d [1/2x 4 1 — x LC
= — Tr = — arc X 5%
(14 x)? 1+ 22 de [1+ 22 2 & 2(1+ 2?)

5.7. Integracion de expresiones trigonométricas

5.7.1. Integracién de potencias de funciones trigonométricas

Consideremos integrales del tipo:
/ sen™ x cos" x dx

existen dos casos para los que se puede resolver la integral,

1. Si alguno de los exponentes es un niimero impar y positivo, se separa
uno para el diferencial y el resto se transforma en el contrario, mediante
la formula fundamental de la trigonometria sen?z + cos?’z = 1, y

al contrario se le llama t. El segundo coeficiente puede ser cualquier
ntmero real.

Por ejemplo, si m = 2k + 1, entonces,
sen?*1 gz = sen® 1 - senz = (sen® z)*senx = (\/1 — cos? z)F sen

2. Silos dos exponentes son pares positivos, se van rebajando los grados
con las siguientes formulas trigonométricas.

9 1 — cos2a 2 1+ cos 2«
sen” o = ———(—— cos” o = ———(——

2 2

Ejemplo 5.63. Hallar la integral /Sen3 x cos? x dx
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Solucion. Tenemos,

/ sen® z cos® xdxr = / sen® x cos® z senx dx =

= /(1 — cos? z) cos® x senx dx = /(coszzv —costz) senz dx =

| cosx =1 o 2 4 _—_753 ﬁ B
_{—senxda::dt}— /<t t') dt = 3 +5+C_
—cos®z  cos’z
= C
3 + 5) -

3
2
Ejemplo 5.64. Hallar la integral /% x

Solucion. Tenemos,

sen® 2z )
/ W dx = /Seﬂ3 2 (COS 21‘) 3/2 dr —

= /sen2 21 (cos 22) 73/? sen 2 dx =

= /(1 — cos? 2x)(cos 22) ~%/? sen 2z dw =

= / <(Cos 22) 3% — (cos 23:)1/2> sen2x dx =

= _21/ <(cos 22) 732 — (cos 2x)1/2> (—2sen2z)dr =

L1 1

2 —1/2+§%+C:

| cos2x =t -1 P B
_{—2sen2xdg;:dt]_ 9 (t /=) dt =

Ly B2 12 1 3/2
=t —f-?—f-C:(COSQJ,‘) +§(cos2x) +C

Ejemplo 5.65. Hallar la integral /sen4xdx

Solucion. Tenemos,

/sen4xdx:/(sen2x)2d1::/(H;S%:)zd:c:

1 1
:Z/(1—2cos2x+00522x)d:1::Z/(1—2cos2x+

1+ cos4x
—)d

1 1
:g/(2—40082x+1+cos4m) dr = g/(3—40082x+cos4x)dx:

1
-8

4sen2x sen4ac) C_3_:r_sen2x sen4x+c

(3$_2+4 ) Y
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5.7.2. Integracion de funciones racionales del sen y del cos

Consideremos las integrales del tipo [ R(senz,cosz)dz, donde R es una
funcién racional.

En general, esta integral siempre se puede transformar en una integral
racional mediante el cambio tg(z/2) = t.

Como resultado de esta sustitucién tenemos:

tg(x/2) =t — x/2 =arctgt — x =2arctgt — da = %dt
senE = 775_2 cosz = 71_2
b ¢ senj:2seln+xtcosx :22 ! 1+t1 = 2t
2 2 1+ e2V1i+e2 142
1 cosx:COSQE—seIPE: ! — r :1_t2
2 2 1+ 142 1412

El cambio general tg(z/2) = ¢ siempre resuelve la integral, pero en muchos
casos conduce a cédlculos complicados. Existen tres casos particulares en los
que la integral se puede resolver de una manera mas facil que con el cambio
general.

1. Sila funcién R(senz,cosx) es impar respecto a senx, o sea, si
R(—senz,cosx) = —R(senz,cos x),
entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitucion cosx = ¢
2. Si la funcién R(senx,cosx) es impar respecto a cosx, o sea, si
R(senx,—cosz) = —R(senx, cosx),
entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitucién senx = ¢
3. Sila funcién R(senx,cosx) es par respecto a senx y cosx, o sea, si
R(—senz, —cosx) = R(senx,cos ),

entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitucién tgx =t
En este caso, como resultado de esta sustitucion tenemos:

1
tgx =1 = tgt de = ——=dt
VIt 2 . sron o ‘“‘“gﬁﬁ 1+ 2

SeNT = ———  COST = —(——

1+ ¢2 V14t
1
. ) 1
Ejemplo 5.66. Hallar la integral / dx

sen x
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Solucion. La funcion es impar respecto al sen x, por tanto, hacemos el cambio
cosx = t, de donde resulta,

1 cost =t —senz =1 —t2
—senzdr =dt — dx = —
sen p—— T
1 —dt —dt dt
/\/l—tQ\/l—tQ ’ /1—t2 * /t2—1 .
Que es una funcion racional,
I 1 A N A At-1)+B(t+1)
t2—1 (t+)Et—-1) t+1 t—1  (t+1D(t—1)
Los coeficientes los calculamos dando valores a x
r=1—-1=2B— B=1/2
r=—-1—-1=-24A—-A=-1/2
de donde,
~1/2 1/2 ~1 1 1. |t—1
I= [ ——dt ——dt = —In|t+1|l+=Inlt—-1| = -In|——|+C =
/t+1 +/t—1 5 145 nft=1] 2nt+1‘+
1 cosx — 1
— —ln| /2
2ncos:v—|—1‘+c
dx

Ej lo 5.67. Hallar la integral
Jjemplo avear ta mregra /(2+cosx—286nx) sen x

Solucion. Hacemos el cambio general tg(z/2) = t, con lo cual resulta,

2dt 2t 1—t2
d$:1+t2 se]a:leth2 cosmzm
de donde,

/ dr - 1 2dt B
(24 cosxz —2senx)senz (2+1—t2 4t ) 2t 14+12

1+t2  14+t271+¢2

dt 1+t2
- ~ ~ :/ s it =1

242t +1—t° — 4t t(t —4t+3)

14 ¢2

que es una integral racional, para resolverla la descomponemos en fracciones
simples.

24 +3=0—1t=

4i\/16—12_4i\/1_4i2_{3
2 o2 2 11
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1+¢2 A B C  A(t—-3)(t—1)+ Bt(t—1)+ Ct(t — 3)
t(t—3)(t—1)*?+t—3+t—1* t(t—3)(t—1)

Los coeficientes los calculamos dando valores a x

t=0—>1=34—A=1/3
t=1—-2=-20—-C=-1
t=3—-10=68B—-B=10/6=5/3

de donde,
1 -1 1
= | /3dt+/ 5/3 dt—l—/mdt:gln]tl—kgln\t—iﬂ—lnt—l\:

T 5 T T

5.8. Integracion de funciones irracionales

5.8.1. Radicales semejantes

Las integrales del tipo

by ma/n by ma/n b 1
[r(= ()™ )™ ()™ ) e

se convierten en racionales con el cambio de variable,

SJaxr+b axr+b
=t —
cr+d cr+d

=t% donde a =mcm{ni,ng, - ,ng}

(2x — 3)1/2

Ejemplo 5.68. Calcular la integral / (2r — 31511 dx

Solucion. Expresamos las raices con indice comun.

=1

(2z — 3)1/2 V22 —3
(2x —3)1/3 +1 r—3+1 -|—1 1/233_ 241

y hacemos el siguiente cambio:

o —3=t - 20 —3=1% — 2dx =6t°dt — dx = 3t°dt

—/t2 3t°dt = / cdt=1

que es una integral racional, para resolverla efectuamos la divisién de los
polinomios.

de donde,
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3t® |2 +1
—3t8 — 3¢6 30— 3t* +3t* — 3
— 36
3t6 + 3¢4 Por consiguiente:
3t4 3t8 3
34t 342 =30 - 3t4 +3t2 -3
M t2+1 + + t2 +1
—3t2
3243
3

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polinémica, y la segunda por
ser elemental.

3 3T 3> 33
_ 6 aud | o2 _ _
I—/(3t — 3t 43t —3)dm+/t2+1dx— =& + 3 —3t+3arctgt+C =

3[;(21: 3)7/6 5(255 3)5/6 4 3(21: 3)3/6 — (22— 3)Y/6 ;- arctg(22 —3)/¢| +C

5.8.2. La sustitucion trigonométrica

Las integrales de la forma:

/R(x,\/afc2+bx+c)da:, a#0, b*—4dac#0

se suelen resolver mediante la sustitucion trigonométrica o bien la sustituciéon
hiperbdlica. Para ello, formamos previamente el cuadrado perfecto en el
trinomio ax? + bx + ¢, y realizando la correspondiente sustitucién lineal, la
integral se reduce a uno de los siguientes tipos:

/R VP - 2) da, /R 2= p2) da, /R Ve +p2) da
A la primera integral se le aplica cualquiera de las sustituciones:
t=psenu, t=mpcosu, t=ptghu
a la segunda, las sustituciones:
t =psecu, t=pcoshu
y a la tercera, las sustituciones:
t=ptgu, t=psenhu

En general, para elegir el tipo de sustitucién que se va a aplicar, se tiene
en cuenta que de lo que se trata es de eliminar la raiz cuadrada, buscando
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un cuadrado en su interior, para ello se elige la férmula fundamental de la
trigonometria o de la trigonometria hiperbdlica que convenga.
cos?a+sena=1 —cos’a=1—sen’w

cosh?a —senh?>a =1 — cosh?a = 1 + senh?

En todos estos casos, el cuadrado se elimina con la raiz, ya que el radicando
resulta positivo.

Ejemplo 5.69. Calcular la integral / 1—22dx

Solucion. Aplicamos la sustitucién x = sent y transformamos la integral en
una integral trigonométrica.

T T =sent :/ _ 2 _
/ 1 — 2%dx dm:costdt] \/1 — sen? t cos tdt

1 2t t 2t
:/costcostdt:/cos%dt:/ﬂdt:_+Sen +C =

2 2 4

t 2sentcost 1 1
5—1—%—1—0:iarcsen:c—i—ix\/l—ﬁ—i-()’

de donde, al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:

sent =x — t=arcsenwz, cost=1/1—a2
Ejemplo 5.70. Calcular la integral / x2 — ldx

Solucion. Aplicamos la sustitucion & = cosht y transformamos la integral
en una integral hiperbdlica.

5 [ # =cosht _/ 2, B
/ T 1d$_[dx:senhtdt]_ \/cosh“t — 1 senhtdt =

h2t -1 h2t
:/senht senhtdt:/senthdt:/COS—dt: sen —

t
2 4 2
2 senh ¢t cosht

1 %—l—C’:%a:\/xz—l—%ln[x—i-\/xz—l}

+C =
+C

de donde, se han tenido en cuenta las siguientes féormulas:
cosh2t —1
5
y al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:

cosht=2 — tzargcosha:zln[x—l—x/ﬂ—l], senht = /22 — 1

Ejemplo 5.71. Calcular la integral /\/4x —x2dx

senh?t = senh 2t = 2senht cosht
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Solucion. Formamos previamente el binomio cuadrado en el radicando.
4:U—:L‘2:—[3:2—4:13] :—[(:r—2)2—4] =4 — (z—2)*

de donde, aplicando la sustitucién z — 2 = 2 sen ¢, transformamos la integral
en una integral trigonométrica, en efecto,
r—2=2sent } B

S 2 g — /4 _ _
/ 4o — x?dx = / (z 2dx = do — 2 cost dt
:/\/4—4sen2t2005tdt=4/\/1—sen2t costdt =
1 2t 2t
:4/cost costdt:4/costht:4/+C%dt:2[t+S€I; ]—i—C’:

-2 —21
=2t + 2sent cost+C:2arcsenm2 +2x —\dr — 224+ C =

2 2
r—2 x—2
= 2arcsen B Vdr — 22+ C
de donde, se han tenido en cuenta las siguientes férmulas:
1 2t
cos’t = —i—c%’ sen 2t = 2sent cost

y al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:

-2 -2 -2 1
sent:% — t:arcsenx2 ,cost:\/1—<$2 )225\/4:5—3:2

Ejemplo 5.72. Calcular la integral /\/4 + 22 dx

Solucion. Aplicamos la sustituciéon z = 2senh t y transformamos la integral
en una integral hiperbdlica.

\/ 2 7 / $>2 _ | #/2=senht _
/ At 2/ 1+<2 du dxr = 2coshtdt
1 h2
:2/cosht-2005htdt=4/cosh2tdt:4/L8t

_ 4 (t n senh 2¢
- \2 4
= 2argsenhg + 2senhtcosht + C =

x x\2 x x\2
o (2 fie (B)) <22 i (2 o
n<2+ +(3 >+ S+ (5) +
Vi 2
u Vit +C =

T
Ty
= (:L‘+ 4—1—1’2)—1—

dt =

>+C:2t+senh2t+C:

=2In

Vd+a2+C

x
2
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5.9. Problemas propuestos del Capitulo 5

Ejercicios propuestos del Capitulo 5

Soluciones en la pagina ??

5.1. Calcular las siguientes integrales

2 3
a) /sen x cos” x dx

Problemas resueltos del Capitulo 5
5.1.

Solucion.

Problemas propuestos del Capitulo 5

Soluciones en la pagina 391

5.1.






Capitulo 6

Aplicaciones de la integral.

6.1.

Calculo del area de una figura plana.

En general, para calcular el area de una regién plana:

1.

Silas

La dividimos en franjas, infinitamente estrechas, de manera horizontal
o vertical,

Suponemos que las franjas son rectangulos, con lo cual su area se
obtendra como el producto de la base por la altura (la base serd el
diferencial correspondiente dz o dy), es decir,

da = hdzx, o bien, da = hdy.

Calculamos el area total como la suma de las dareas de los infinitos

rectangulos:
b
A= / da
a

Los limites de integracion se determinan estudiando el recorrido del
diferencial correspondiente.

curvas se cortan dentro del intervalo de integraciéon, entonces habra que

descomponer la integral en dichos puntos y calcular las dreas por separado.

En particular,

Proposicién 6.1 (Area bajo una curva). El drea del trapecio curvilineo
limitado por la curva y = f(x), siendo f(x) > 0, por las rectas verticales
x =ayx =by por el segmento [a,b] del eje Ox viene definido por la
integral,

A:Lbf(m)d:n

377
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Proposicién 6.2 (Area entre dos curvas). FEl drea de la region limitada
por las curvas y = fi1(x) ey = fo(x), siendo fi(x) < fa(x), y por las rectas
x=a yx=> viene definida por la integral,

[ [5) - 1t

Ejemplo 6.1. Hallar el drea de la region comprendida entre la pardbola
r=y>+1 ylarecta =3

Solucion. En primer lugar localizamos el recinto. Podemos utilizar la funcién
tal como viene definida o bien trasladarla y girarla con objeto de hacer
coincidir la recta = = 3 con uno de los ejes de coordenadas. En este
ejemplo, utilizaremos la funcion tal como viene definida y dividiremos el
recinto en franjas horizontales o verticales.

(a) Franjas horizontales:

%’ Los puntos de corte de ambas curvas son:
.l d r=3-3=y"+1—-y==+v2— (3,£V2)
} /}é " el diferencial de area viene definido por:
EE %\ da = hdy = (3—z)dy = [3—(y*+1)]dy = (2—y*)dy
T Con lo cual el area total sera:

A:/ da:2/ (2—y2)dy:2{2y—y—} _o oz 2V2) _8V2
-2 0 31 3 3

(b) Franjas verticales:

%’ En este caso los limites de integracién son:
1 ~ r1=1y 1320=3
: m X el diferencial de drea viene definido por:
__11 T w\ da = hdr = (2y)dx = 2vx — Ldx = 2(z — 1)/ ?dz
2T Con lo cual el drea total sera:

A—fda—Qf(x—l)de—2[g(x—1)3/2r_2<§2ﬁ—0) = 8_\3/5

1

Ejemplo 6.2. Calcular el drea de la region comprendida entre las pardbolas
r=y’+1yxz=3—y>
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Solucion. En primer lugar localizamos el recinto. Podemos utilizar las fun-
ciones tal y como vienen definidas o bien intercambiar la x por la y con
objeto de que sean funciones respecto de x. En este ejemplo utilizaremos
las funciones tal y como vienen definidas y dividiremos el recinto en franjas
horizontales.

Los puntos de corte de ambas curvas los obtenemos
por igualacion:

y P4+1=3—9y -2 =2—y=+1

1 4
é\ x Es decir, P(2,1) y Q(2,—-1)
I?é el diferencial de area viene definido por:
—1 +

da = hdzx = (vg—x;)dy = [(3—y2)—(y2+1)]dy =
= (2-2y°)dy

Con lo cual el area total serd:

1 1 1 y3 1t 1 8
A:/ da:2/ da:2/(2—2y2)dy:4{y—} =4(1—--)==
—1 0 0 310 3 3

También podemos dividir la regién en franjas verticales, pero en este caso
el célculo del area resulta un poco mas complicado, ya que tenemos que
descomponer la region en dos regiones. En efecto,

2 3 2 3
A= / daq —|—/ das = / 2y1dx —|—/ 2yodxr =
1 2 1 2

:/22\/ﬁdx+f2\/3—_xdx:2[wﬁ+2{ML:

1 3

Ejemplo 6.3. Calcular el drea de la region limitada por las grdficas de
y=(zx—-2)? ey=3.

Solucidn. Para facilitar los cdlculos podemos desplazar el recinto 2 unidades
a la izquierda, con objeto de centrarlo en el eje de ordenadas, con lo cual la
region estara limitada por las gréficas de las funciones y = 22, e y = 3.

y y = (33 _ 2)2 y 2

44 a4+ 757
L VT
2 + = 1
1__ -+
1 1 |X 1 1 1 |X
1234 —2-1 1 1 2
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Dividiendo el recinto en franjas verticales, tenemos:
da=hdr = (3—y)de = (3 —2%)dz
y los limites de integracion:
=3 - z=+V3

de donde,

Az/idaz?%ﬁ(S—xQ)dx:Q{Bx—xg]ﬁ:2<3\f—¥>:4\/3
- 0

También podemos dividir el recinto en franjas horizontales, y tenemos:
da = hdy = (2z)dy = (2\/y)dy = 2y 2dy

de donde,

3 3 3/273
A:/ da:2/ y1/2dy:2{2y } =43
0 0 3 1o

6.2. Calculo del volumen de un cuerpo

6.2.1. Volumen de un cuerpo cualquiera: Método de sec-
ciones

En general, para calcular el volumen de un cuerpo:

1. Lo dividimos en secciones, rebanadas o lonchas, infinitamente estre-
chas, mediante cortes con planos perpendiculares a una direccion de-
terminada (normalmente uno de los ejes de coordenadas o una recta
paralela a uno de ellos),

2. Suponemos que las secciones son cilindricas, con lo cual su volumen se
obtendréd como el producto del drea de la base por la altura (la altura
serd el diferencial correspondiente dz o dy), es decir, dv = S(z)dz, o
bien dv = S(y) dy.

3. Calculamos el volumen total como la suma de los volimenes de las
infinitas secciones: ,
V= / v
a

Los limites de integracién se determinan estudiando el recorrido del
diferencial correspondiente.

En particular,
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Proposicién 6.3 (Método de las secciones). Si el drea de la seccion de
un cuerpo por un plano perpendicular al eje Ox puede expresarse en funcion
de x, es decir, S = S(x), siendo a < x < b, entonces el volumen de la parte
del cuerpo comprendida entre los planos x = a y x = b, perpendiculares al
eje Oz, viene definido por la formula:

V:/le(.%)d.%

6.2.2. Volumen de un sélido de revoluciéon: Método de discos

Al cortar un sélido mediante planos perpendiculares al eje de giro las sec-
ciones que se obtienen son discos, con lo cual su volumen viene determinado
por dv = wr?dx, o bien, dv = 7rdy, si el eje de giro es frontera a la regién
que gira; y por dv = m(r3 — r?)dz, o bien, dv = 7(r2 — r?) dy, si el eje de
giro es exterior a la regiéon que gira.

En consecuencia,

Proposicién 6.4 (Giro de trapecio curvilineo). Si un trapecio curvili-
neo limitado por la curva y = f(x), el eje Ox y las verticales por los puntos
x=ayx=>0 gira alrededor del eje Ox, entonces el volumen del cuerpo de
revolucion que se engendra viene definido por la formula:

b
V=7r/ yidx

Proposicién 6.5 (Giro de regién entre dos curvas). Si la region limi-
tada por las curvas y = fi(x), e y = fa(x), siendo 0 < fi(x) < fa(z), y las
verticales por los puntos x = a y x = b gira alrededor del eje Ox, entonces
el volumen del cuerpo de revolucion que se engendra viene definido por la
formula:

b
VZW/ (v3 — i) dz

6.2.3. Volumen de un sélido de revolucién: Método de los
cilindros

Si dividimos un sélido de revoluciéon mediante cilindros concéntricos con
el eje de giro, cada cilindro con un espesor infinitesimal. El volumen de
cada uno de estos cilindros vendrd determinado por: dv = 2nrhdx, o bien
dv = 2nrh dy.

La region generatriz debera estar a un solo lado del eje de giro, en ca-
so contrario habra que descomponer la integral y hacer los volimenes por
separado. También habra que descomponer la integral si la regién viene de-
terminada por dos curvas que se cortan dentro del intervalo de integracion.
Este método también se llama de «capas».
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Ejemplo 6.4. Hallar por el método de discos y por el de capas el volumen del
sélido generado al girar la region comprendida entre la pardbola x = y* + 1
y la recta © = 3 alrededor de la recta x = 3.

Solucion. En primer lugar localizamos el recinto.

y
92 4

Podemos utilizar la region tal como viene dada o
bien trasladarla y girarla con objeto de que el giro
de la regién de haga sobre uno de los ejes de co-
ordenadas. Asi, pueden utilizarse, por ejemplo, las
funciones y = —22 + 2, o bien, y = z? — 2, y girar-
las sobre el eje Oz. En este ejemplo utilizaremos la
funcién tal como viene definida.

y
N

(z,9y)
1 3 1 é éll 5
B LN

Figura 6.1: Método de discos

AV = mr?dy = (3 — x)%dy = 7(3 — y* — 1)%dy = 7(2 — y*)?dy

Hallamos los limites de integracion para la variable y:

r=3

— 3=9*4+1 - y::t\/§

con lo cual, el volumen total, al ser simétrico, sera:

v [Cav=o [Cav=s ﬁ(2 %)%
N e A e

V2 4
:271'/ (4—4y2+y4)dy:27r{4y—y+y
0

= on (4\/5 _8V2 @) _ 5 00V2—40v2 +12v2 _ 64mv2

2. Método de las capas.

3 5)

3 57V2
3 5}

0

_.I_

15 15
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y %
2 -+
1+ (2,y) >\
= ; ; %
4 I\Qy
9 4

Figura 6.2: Método de capas

Hallamos el volumen de un cilindro elemental dV/,
dV =2nrhdr = 2n(3 — z)(2y)dx = 47(3 — x)Vx — 1 dx

con lo cual el volumen total serd.

3 3
V:/dV:47T/ B—2z)Vzr—1ldr =
1 1

r—1=t2 5z=12+1—dr=2tdt NG )

V2 V2 a3 15]V?
= 87r/ (2 — t2)t2dt = 87r/ (22 — tYYdt = 87 {— — —}
0 0 3 510

g 2v23 /25 g (A2 V2N 20V2-12V2  G4ny2
_”3_T_7T< >_7T 15 15

3 )

Ejemplo 6.5. Calcular el volumen generado al girar la region comprendida
entre las pardbolas x = y*>+1 y x = 3—12, alrededor del eje OY , aplicando
el método de discos y el de capas.

Solucion. En primer lugar localizamos el recinto.

Podemos utilizar la region tal como viene dada o
bien intercambiar la x por la y con objeto de que
sean funciones respecto de x. En este ejemplo uti-

1+ lizaremos la funcién tal como viene definida.
. . X Los puntos de corte de ambas curvas los obtenemos

_'1 W’ por igualacion:
14

¥ +1=3-9y> - 2 =2 — y=+=I

Es decir, P(2,1) y Q(2,-1)

1. Método de discos:
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2 2
y y

1

1 +

(zi,9) (zd,9)
= : :

Figura 6.3: Método de discos

Hallamos el volumen de un disco elemental dV,
dV = mridy — wridy = n(x? — 22)dy = 7 [(3 —yH? — (2 + 1)2] dy = (8 — 8y?)dy

Los limites de integracion para la variable y son y = 4+1. Con lo cual, el
volumen, al ser simétrico, sera:

1
0
! 32
:2ﬂ{8y—§y3} :27T(8—§):—7T
37 Jo

1 1
V:/ dV:2/ dV:27r/(8—8y2)dy:
—1 0

2. Método de las capas (cilindros).

y Yy

TR
2 el 2 A

—1 +

Figura 6.4: Método de cilindros

Hallamos el volumen de un cilindro elemental dV/,
dV =2nrhdr = 2nx(2y)dx = dnzy do

Ahora bien, el valor de y cambia a partir de x = 2, por tanto tendremos
que descomponer la integral en este punto. Los limites de integracién para
la variable x son g = 1, 1 = 2 y 9 = 3. Con lo cual el volumen total sera:

2 3 2 3
V:/ dV1+/ dV2:47T/ $\/:v71dx+47r/ V3 — xdx
1 2 1 2
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Ambas integrales se resuelven por cambio de variable,

? x—1=1t> L,
! 25 231t 2 2 16
— [ et roddt = |-+ | =242 =2
A( w2 {5 " 3}0 573715

3 e 42 9 _ 42 0
12:/ V3 —zdr = {3 v =g t}z/ (3 —t2)t(—2t) dt =
2 1

dr = =2t dt
0 63 2571° —6 2 2 8
= [ (—6t> +2tY)dt = Lo (22 phy 220
A( +2t) {3 +5L (3+5) 5 5

Con lo cual, el volumen es,

16 8) _4 40 160w 327

V =dn(Iy + Ip) = 4n (

575

T T o

Ejemplo 6.6. Dada la region limitada por las grdficas de y = /x, y =10y
x = 4, obtener, aplicando el método de discos y el de capas, el volumen del
solido formado haciendo girar dicha region en torno al eje OX y al eje OY .

Solucion. 1. Giro en torno al eje OX
(a) Método de los discos:

y
2 + (2,9)

Figura 6.5: Método de discos y cilindros

Por el método de discos, el diferencial de volumen es:
dV = mr?dx = my*dz = 7x dx
de donde, el volumen total sera:
4 4 2214
V:/ dV:/ del’:ﬂ'[} =87
0 0 21,
(b) Método de cilindros. El diferencial de volumen es,

dV = 2rrhdy = 2my(4 — z) dy = 2y (4 — ) dy = 27 (dy — y3) dy
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de donde, el volumen total es,

2 2 4712
V:/ dV:/ om(dy — ) dw = 27 [2y2—y—} = 27(8 — 4) = 8
0 0 4,
2. Giro en torno al eje QY.

VA N

y y
2 T(2,y) Slals

) - ———
= PR W I

-1 + 1 2 3 4 14

Figura 6.6: Método de discos y cilindros

(a) Método de discos. El diferencial de volumen es,
dV = m(rs —r?)dy = 7(16 — 2*) dy = (16 — y*) dy

de donde, el volumen total es:

2 2 512 32 128
v:/ dV:/ 7r(16—y4)dy=7r{16y—y—} —n(32- )= "
0 0 5 0 5 5

(b) Método de los cilindros. El diferencial de volumen es,
dV = 2rnrhdz = 2ray de = 2na/z dz = 2n2 2 da

de donde, el volumen total es

4
V:/4dV:/427T$3/2d95:27T 20°/7 :277'2'32:1287r
0 0 5 o 5 5

Ejemplo 6.7. Obtener el volumen del sélido formado al girar la region
limitada por las grdficas de y = (x —2)% ey =3, en torno a la recta y = 3,
aplicando el método de discos y el de capas.

Solucion. Para facilitar los cdlculos podemos desplazar el recinto 2 unidades
a la izquierda, con objeto de centrarlo en el eje de ordenadas. Con lo cual
el volumen se generara al girar la regién limitada por las graficas de y = 22
e y = 3, en torno a la recta y = 3. También se podria voltear la regiéon con
objeto de hacerla girar en torno al eje Ox, sin embargo, la integral resultante
en esta caso es un poco mas dificil.

1. Método de discos. Hallamos el volumen de un disco elemental dV:

AV =mr?de = n(3 — y)?de = 7(3 — 22)% dx = 7(9 — 622 + 2*) dz
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= (r — 2)2 — 22
y y=( ) yy=2
3 - o \ 3 Lo
i = 4
2 (xl,y) - (Iday)
1 1 X 1 | 1 1 X
1 2 3 —2-1 1 2

Figura 6.7: Método de discos y cilindros

Los limites de integracién para la variable z son £+v/3, y al ser la regién
simétrica resulta:

V3 V3 V3
V:/ dV:2/ dV:27r/ (9 — 622 + 1) do =
V3 0 0

V3

=2W{9x—2x3+%5} —27r<9\/_ 23\f+9‘f>

45v/3 —30v3+9v3 4873
5 5

0

=27

2. Método de los cilindros. Hallamos el volumen de un disco elemental dV:

dV =2nrhdy =27(3 —y)2/ydy = 47(3 — y)\/y dy

Los limites de integracién de la variable y son 0 y 3, con lo cual el volumen
total sera:

o3 3 B S s s -
V= [ dV =dr | (3-y)ydy=4r | (3" —y"?) dy =
0 0 0
5/273 ' B

0

6.3. Limite de sumas
Los siguientes limites pueden calcularse mediante integrales:

Proposicién 6.6.
Jim 2> (5) = [ st

Vian 4+ 14 - \/4n—|—n

n3/2

Ejemplo 6.8. Calcular el siguiente limite, lim
n—oo
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Solucion. Este limite lo podemos resolver mediante integrales, en efecto:

Vin+1+.---++4dn+n i Vvin+14+---++V4dn+n
= 1m =

i 372 oo n-nl/2
1 <L V4 ] 1 ;
i ) Y gy 3 Ja Lo
n—oo n, = \/ﬁ n—oo n, =

:Almd;ﬂ:f(u@l/z’: {Wﬁzg(&f—&

6.4. Problemas propuestos del Capitulo 6

Ejercicios propuestos del Capitulo 6
Soluciones en la pagina 7?7

6.1.

Problemas resueltos del Capitulo 6

6.1.

Solucion.

Problemas propuestos del Capitulo 6
Soluciones en la pagina 77

6.1.



Soluciones a los ejercicios y

problemas propuestos

Capitulo 1

Ejercicios de la seccién 1.1 (pag. 14)

1.1.1. a) (—o0,1] b) (—o0,—3]

1.1.2. a) Sin solucién. b) [-1,2] «¢) [-2,2]

1.1.3. a) [1,5] b) (—2,5)

1.1.4. a) (—o0,—1)U(0,1) b) [0,1] U [5,6]

1.1.5. a) z = —1, b) Sin solucién, ¢) 1 = =2, z2 =0
)
)

53

1.16. a)z1=1,22 =4 b)z1 =1/2, x2—5/4 c)2,3,5 d)-1
1.1.7. a)l<z<4 b)z<l1l/2, z>5/4

118 a)0<|z—zo| <6 b)|f(z)—¢ <e

Ejercicios de la seccién 1.2 (pag. 22)

1.2.1. a)d=+v2 b)d=

1.22. z=43

1.2.3. y1 =6, yo = —2.

124 a) (2 -1+ (y—-1)?=2 b) (z-2°+(y—2)" =2

y 1

1.2.5. a) Circunferencia C'(—3,2), r =1, b) Punto (1,-2) c¢) Sin solucién.

1.2.6. a) Circulo C(3,2), r =2, b) Exterior circulo C'(2,1), r =2
1.2.7.  Circunferencia con C'(1/2,1/2) y r = /1/2

1.28. (z— 1) +y* +(2-2)2=9

Ejercicios de la seccién 1.3 (pag. 46)

1.3.1.  a) No definido, b) 0, ¢) 2, d) vV + Az + 1

1.3.2. a) (—oo,—1JU[1,40o0], b) (3,+00), ¢) [0,2]

1.3.3. a) 0, b) No definido, ¢) vz —1,d) 0, e) -1, f) y/z — 1

) -1
‘ 32+ 20— 1 2 +1
L34 a) g(f(@) = 57— b f(9®) = 1o 70

¢) Sin solucién.

1.3.5. ( ) \/x—il—kl—x, ((x)) (f—i—l—l) =z

_ 1 _ x+1
1.3.6. Yg)== Hz) =
Tla)=2 g7 @)="—
. 2¢ + 1
2 _3x+42 >0
1.3.7. a) f(z) = ‘T2 v TS b) gla) = 5
z4+3x+2 siz<0 22 +5

six>2
si0<x<?2
six <0
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Ejercicios de la seccién 1.4 (pag. 56)

1 1
L4l a)1,-2,3, 4,5, b) =L, =L L1, =1, ¢) 1,2,3,4,5...,d) 1,0, 5-.0, =
277,72
1.4.2. —1)"*+l25 b n
a) (=1 2n, )(n+1)(n+2)’c)3"_1

1.4.3. a)0,b) 0, c)3/2,d) co
1.4.4. a)e® b)e*? c) et

1 e
——.b) 1 —.
Lo g

1.4.6. a) converge a 0 (nota: n! <n

1.4.5. a)
"

1.4.7.  a) no monétona, b) mondtona decreciente, c) mondtona creciente.
Ejercicios de la seccién 1.5 (pag. 85)

1.5.1. a)1/8,b)1/6,c)0

152 a=2b=—1

1.5.3. a) —oo, b) 400, ¢) No definido.

1.5.4. a) 400, b) —o0, ¢) +o0.

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 1 (pédg. 91)

1.1. a) (—1,3), b) (—o0,4) U (6, +00), c) [1,5], d) (—o0,5/3] U [3, +o0)
1.2. a) C(=2,1), r = 2, b) fuera, circunferencia, dentro

1.3. a)[1,3)U(3,+00) b) [—-1,3)

1.4. a)1/2b)1/2¢)1/4c)é?

1.5. a)4/7b) 1/2c¢c)e'/?
Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 1 (pag. 92)
1.1. a)e™’?

Capitulo 2

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 2 (pig. 146)

(a)z®>+y? <4 Circulo b) z # y Plano, salvo y=x
i ¢) |yl < |z|,z # 0 Angulos op. d) x* + 4y* < 4 Int. elipse
2.1. { e) x # y Plano, salvorectay =z  f) z+y <4 Semiplano
)] R?  Todo el plano h) y #0 R?, salvo eje OX
| i) zy <4 franja entre hipérbola
9.9 a) 22 b) 0 c) 4x’y?
- d) cos(z + y* — 2) e) cos (2x) f) |z|
9.3 a) Plano horizontal b) Plano c¢) Cono
- d) Semiesfera sup.  €) Semielipsoide sup. ) Silla de montar
|{ a) Circunferencias concéntricas  b) Circunferencias concéntricas
94 c¢) Hipérbola d) Rectas paralelas
o e) Plano f) Esfera
| g) Paraboloide h) Cono
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(a) In2 b) 3 c)0 d) No existe
el £) 0 g) 0 h) -1
2.5. { i) 3 j) No existe k) No existe 1) No existe
1 m) No existe n) No existe 0)0 p) 2
L g0 r) 1 s) 0 t) No existe
98 {a)f(om)):o D)R*—{(0,0)} cjyFl-a,y>0
Tl fOy) =y ety <1 f)y>-1,y# -2
a) Continua b) y # —=x c) (z,y) # (0,0)
2.7 { d) |z| # 2|y| e) (z,y) # (0,0) f) Continua en (0, —2),
y# —2,x # tkmw

Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 2 (pag. 148)

2.1.

Capitulo 3

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 3 (pag. 208)

3.1.
Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 6 (pag. 210)

3.1.

Capitulo 4

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 4 (pag. 326)

4.1. La funcién no es continua en (0,0) y por tanto no es diferenciable en dicho punto.
Apliquese infinitésimo seny ~ y y luego trayectorias rectilineas. En el resto del
plano es diferenciable por tratarse de una funcién elemental.

4.2. P1(0,0) — punto silla, P»(—1/6,—1/3) — minimo relativo.
Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 6 (pag. 327)

4.1. Sea z = f(xz,y), hagamos & = xo + tu1 e y = zo + tus, en consecuencia z = g(t).
Héllese g’ (0) mediante la definicién de derivada y mediante la regla de la cadena e
igudlense los resultados.

Capitulo 5

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 5 (pag. 375)

sen3 T sen5 T

3 5
Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 5 (pag. 375)

51. a) +C

5.1.
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Capitulo 6

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 6 (pig. 388)
sengx _ SQHSZE

3 5

Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 6 (pig. 388)

6.1.

+C

6.1. a)
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