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Este documentóe actualizado frequentemente. A versão mais recente encontra-se sempre em
http://villate.org/doc/eqdiferenciais/



Conteúdo
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10.4.3 Valores pŕoprios complexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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11 Equaç̃oes de derivadas parciais 101
11.1 Introduç̃ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

1.1 Definiç̃oes

Uma equaç̃ao diferenciaĺe qualquer relaç̃ao entre uma funç̃ao e as suas derivadas. Existem dois
tipos de equaç̃oes diferenciais.

1. Equações diferenciais ordińarias (EDO): A função y que aparece na equação é uma
função de uma variávelx. A forma geral da equaçãoéF (x, y, y′, y′′, . . .) = 0. A ordem da
equaç̃aoé a ordem da derivada de ordem superior que apareça na equação.

2. Equações de derivadas parciais: A funçãou é uma funç̃ao de v́arias varíaveis,u(x, z, t, . . .)
e a equaç̃aoé uma relaç̃ao entreu, as varíaveis independentesx, z, t, . . . e as derivadas par-
ciais deu.

Uma soluç̃ao expĺıcita da equaç̃ao diferencial ordińaria é qualquer funç̃ao y(x) que verifique a
equaç̃ao num intervaloa < x < b. Uma soluç̃ao impĺıcita é uma relaç̃ao G(x, y) = 0 que
verifique a equaç̃ao. As soluç̃oes impĺıcitas podem dar origem a várias soluç̃oes impĺıcitas.

Exemplo 1.1
Mostre que as funç̃oes

y1(x) = e5x e y2(x) = e−3x (1.1)

são soluç̃oes da equaç̃ao diferencial

y′′ − 2y′ − 15y = 0 (1.2)

Resoluç̃ao: por simples substituiç̃ao da funç̃ao e as suas derivadas vê-se facilmente que cada uma
das funç̃oes dadáe soluç̃ao:

25 e5x − 10 e5x − 15 e5x = 0
9 e−3x + 6 e−3x − 15 e−3x = 0

Exemplo 1.2
Demonstre que a relação

x + y + exy = 0 (1.3)



2 Introduç̃ao

é soluç̃ao impĺıcita de (
1 + x exy

)
dy

dx
+ 1 + y exy = 0 (1.4)

Resoluç̃ao:

d
dx

(x + y + exy) = 0 (1.5)

1 + y′ + exy d(xy)
dx

= 0

1 + y′ + (y + xy′) exy = 0

(1 + x exy)
dy

dx
+ 1 + y exy = 0 �

1.2 Equaç̃oes de primeira ordem

As equaç̃oes diferenciais ordińarias de primeira ordem são da formaF (x, y, y′) = 0, mas geral-
mente por meio de simples manipulação alǵebrica conseguem-se re-escrever na forma de uma ou
mais equaç̃oes

dy

dx
= f(x, y) (1.6)

A chamada forma inversa da equação anterioŕe

dx

dy
=

1
f(x, y)

(1.7)

Qualquer soluç̃ao impĺıcita de uma das duas equaçõesé soluç̃ao da outra, e se a inversa de uma
soluç̃ao expĺıcita y(x) da primeira equaç̃ao existir, seŕa soluç̃ao (x(y)) da equaç̃ao inversa. A
equaç̃ao pode ser também escrita na chamada forma diferencial

f(x, y) dx− dy = 0 (1.8)

Existem em geral muitas soluções de uma equação diferencial de primeira ordem. Dado um valor
inicial y(x0) = y0, é posśıvel calcular a derivaday′ no pontox0 (igual af(x0, y0) segundo a
equaç̃ao diferencial), e geralmenteé posśıvel encontrar uma curva (curva integral) que passe pelo
ponto(x0, y0) e com derivada igual af(x, y) em cada ponto. O problema de valores iniciais:

dy

dx
= f(x, y) y(x0) = y0 (1.9)

consiste em encontrar a curva integral (ou curvas integrais) que passa pelo ponto(x0, y0).

1.3 Exist̂encia e unicidade da soluç̃ao

As condiç̃oes suficientes para a existência de uma solução única de uma equação diferencial de
primeira ordem s̃ao definidas pelo teorema de Picard:



1.4 Problemas 3

Teorema 1 (Picard)
Considere o problema de valor inicial

dy

dx
= f(x, y) y(x0) = y0 (1.10)

se a funç̃ao f e a derivada parcial def em funç̃ao dey são cont́ınuas numa vizinhança do ponto
(x0, y0), existe uma soluç̃ao únicay = g(x) em certa vizinhança do ponto(x0, y0) que verifica a
condiç̃ao inicial g(x0) = y0.

O intervalo onde existe a solução única pode ser maior ou menor que o intervalo onde a função
f e a sua derivada parcial∂f/∂y são cont́ınuas (o teorema não permite determinar o tamanho do
intervalo).
As condiç̃oes do teorema de Picard são condiç̃oes suficientes, mas não necesśarias para a ex-
istência de soluç̃ao única. Quandof ou a sua derivada parcial∂f/∂y não sejam contı́nuas, o
teorema ñao nos permite concluir nada: provavelmente existe solução única a pesar das duas
condiç̃oes ñao se verificarem.

Exemplo 1.3
Demonstre que a relação

x2 + y2 − c2 = 0 (1.11)

ondec é uma constante positiva,é soluç̃ao impĺıcita da equaç̃ao

dy

dx
= −x

y
(1.12)

que pode concluir a partir do teorema de Picard?

Resoluç̃ao:

2x + 2yy′ = 0 (1.13)

y′ = −x

y

a funç̃aof = −x/y e a sua derivada parcial∂f/∂y = x/y2 são cont́ınuas em quaisquer pontos
fora do eixo dosx. A soluç̃ao impĺıcita dada conduz̀as soluç̃oesúnicas:

y1 =
√

c2 − x2 y2 = −
√

c2 − x2 (1.14)

no intervalo−c < x < c. O teorema de Picard nada permite concluir nos pontosy = 0, mas
segundo o resultado obtido acima vemos que em cada pontoy = 0 existem duas soluções,y1 e
y2. �

1.4 Problemas

Em cada equação diferencial identifique as variáveis independentes e dependentes. Demonstre em
cada caso que a funçãoy ouu na coluna da direitáe soluç̃ao da equaç̃ao, ondea ec são constantes.

1.
dy

dx
=

x√
x2 + a2

(a 6= 0) y(x) =
√

x2 + a2
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2.
1
4

(
d2y

dx2

)2

− x
dy

dx
+ y = 1− x2 y(x) = x2

3.
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 u(x, y) = arctan

(y

x

)
4.

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0 u(x, y, z) =

1√
x2 + y2 + z2

Demonstre que a relação dada define uma solução impĺıcita da equaç̃ao diferencial.

5. yy′ = e2x y2 = e2x

6. y′ =
y2

xy − x2
y = c ey/x

Os problemas 7 ao 11 são um testèa sua intuiç̃ao (a ¡¡intuiç̃ao¿¿ śo se obtem depois de alguma
prática e por issóe importante analizar estes problemas e as suas soluções). Em cada caso tente
adivinhar uma soluç̃ao; faça alguma tentativa e verifique seé ou ñao soluç̃ao. Diga se a solução
que descobriúe geral ou particular.

7.
dy

dx
= y (a funç̃ao cuja derivadáe igual a si pŕopria)

8.
dy

dx
= y2 (derivada igual ao quadrado da função)

9.
dy

dx
+ y = 1

10.
dy

dx
+ y = ex

11.
d2y

dx2
= 1 (função cuja segunda derivadaé igual a 1)

Verifique que a funç̃ao dadáe soluç̃ao do problema de valor inicial

12. y′′ + 3y′ + 2y′ = 0, y(0) = 0 y′(0) = 1 y(x) = e−x − e−2x

13. y′′ + 4y = 0, y(0) = 1 y′(0) = 0 y(x) = cos 2x

Determine se o teorema de Picard implica a existência de uma soluçãoúnica dos seguintes prob-
lemas de valor inicial, numa vizinhança do valor inicialx dado.

14. y′ − y = 1 y(0) = 3

15. y′ = x3 − y3 y(0) = 0

16. y′ = −x

y
y(1) = 0
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17. O problema de valor inicialy′ = 2
√

y, y(0) = 0, tem um ńumero infinito de soluç̃oes no
intervalo[0,∞).

(a) Demonstre quey(x) = x2 é uma soluç̃ao.

(b) Demonstre que se (c é um par̂ametro positivo, a seguinte familia de funções (ver figura)
são tamb́em soluç̃oes

y =
{

0 0 ≤ x < c
(x− c)2 c ≤ x

Porque ñao pode serc negativo?

(c) Interprete estes resultados em relação ao teorema de Picard.

x

y

1

-1

1 2

y = (x - c)
2
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Caṕıtulo 2

Equações diferenciais de primeira
ordem

Existem alguns tipos de equações ordińarias de primeira ordem que podem ser resolvidas ana-
liticamente. Comecemos por estudar o caso mais simples das equações diferenciais de primeira
ordem: Equaç̃oes da forma

dy

dx
= f(x) (2.1)

resolvem-se facilmente, usando o teorema fundamental do cálculo integral

y(x) =
∫

f(x) dx + c (2.2)

em quec é uma constante arbitrária que seŕa determinada segundo a condição inicial do problema.

2.1 Equaç̃oes de varíaveis sepaŕaveis

dy

dx
=

f(x)
g(y)

(2.3)

para resolver este tipo de equação primeiro observemos que a primitiva da funçãog(y) pode ser
calculada da seguinte forma ∫

g(y) dy =
∫

g(y(x))
dy

dx
dx (2.4)

a equaç̃ao diferencial pode ser escrita como

g(y)
dy

dx
= f(x) (2.5)

a primitiva em ordem ax do lado esquerdóe igual à primitiva em ordem ay de g(y) como
acabamos de ver ∫

g(y) dy =
∫

f(x) dx + c (2.6)

As equaç̃oes do tipo
dy

dx
= f(ax + by + c) (2.7)
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ondea e b são constantes, não s̃ao equaç̃oes de varíaveis sepaŕaveis, mas podem ser reduzidas a
elas por meio da seguinte substituição

v = ax + by + c =⇒ dv

dx
= a + b

dy

dx
(2.8)

2.2 Equaç̃oes lineares

dy

dx
+ p(x)y = f(x) (2.9)

Para resolver este tipo de equação podemos tentar transforma-la na forma simples do caso 1 acima.
No caso particular em que a funçãop é uma constantea, o lado esquerdo e semelhanteà seguinte
derivada

dy

dx
(y eax) = eax(y′ + ay) (2.10)

consequentemente, podemos multiplicar os dois lados da equação diferencial porexp(ax) e obter-
mos

dy

dx
(y eax) = eaxf(x) (2.11)

y eax =
∫

eaxf(x) dx + c

No caso geral em quep depende dex, usamos a primitiva dep(x) em vez deax e o factor
integrante pelo qual deveremos multiplicar a equaçãoé

µ(x) = exp

[∫
p(x) dx

]
(2.12)

multiplicando os dois lados da equação diferencial porµ obt́em-se

d
dx

(yµ(x)) = µ(x)f(x) (2.13)

yµ =
∫

µ(x)f(x) dx + c

Exemplo 2.1
Encontre a soluç̃ao da equaç̃ao diferencial

dy

dx
=

y

y3 − 2x
y(2) = 1

A equaç̃ao ñaoé de varíaveis sepaŕaveis, nem linear, mas se invertermos a equação obtemos

dx

dy
=

y3 − 2x

y
(2.14)

a qualé uma equaç̃ao linear; escrita na forma padrão

dx

dy
+

2
y
x = y2 (2.15)
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vemos que o factor integranteé

µ = exp
(∫

2
y
dy

)
= y2 (2.16)

multiplicando os dois lados da equação porµ obtemos

d
dy

(y2x) = y4 (2.17)

=⇒ y2x =
y5

5
+ C (2.18)

Para calcular o valor da constante de integração, substituimos a condição inicial

2 =
1
5

+ C =⇒ C =
9
5

(2.19)

e a soluç̃ao (em forma implı́cita) é

5y2x = y5 + 9 � (2.20)

2.3 Equaç̃oes exactas

. Qualquer equaç̃ao de primeira ordem pode ser escrita em forma diferencial:

M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 (2.21)

esta formáe semelhantèa express̃ao da diferencial de uma função de duas variáveis

dF (x, y) =
∂F

∂x
dx +

∂F

∂y
dy (2.22)

Esta equaç̃ao sugere-nos admitir que existe uma funçãoF (x, y) cujas derivadas parciais são iguais
aM(x, y) eN(x, y); no entanto a segunda derivada parcial deF seria

∂2F

∂x2
y =

∂M

∂y
=

∂N

∂x
(2.23)

Assim, para que a conjectura da existência da funç̃aoF (x, y) seja consistente,é necesśario que as
funçõesM eN verifiquem a seguinte condição

∂M

∂y
=

∂N

∂x
(2.24)

nesse caso diz-se que a equaçãoéexactae pode ser escrita como

dF (x, y) = 0 (2.25)

sendo a soluç̃ao geral
F (x, y) = c (2.26)

A função F calcula-se encontrando a função cujas derivadas parciais sejam iguais aM(x, y) e
N(x, y).
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Exemplo 2.2
Resolva a seguinte equação

dy

dx
=

9x2 + y − 1
4y − x

(2.27)

A equaç̃ao pode ser escrita da seguinte forma diferencial

(4y − x) dy − (9x2 + y − 1) dx = 0 (2.28)

e verifica-se facilmente quée uma equaç̃ao exacta:

∂

∂x
(4y − x) = −1 =

∂

∂y
(−9x2 − y + 1) (2.29)

existe uma funç̃aoF (x, y) tal que

dF

dy
= 4y − x =⇒ F = 2y2 − xy + f(x) (2.30)

dF

dx
= −9x2 − y + 1 =⇒ F = −3x3 − xy + x + g(y) (2.31)

comparando os dois resultados paraF vemos que

f(x) = x− 3x3 (2.32)

g(y) = 2y2 (2.33)

e a funç̃aoF (x, y) é (para aĺem de uma constante que nãoé importante ća)

F (x, y) = 2y2 − 3x3 − xy + x (2.34)

a soluç̃ao geral da equação diferenciaĺeF igual a uma constante

2y2 − 3x3 − xy + x = c � (2.35)

2.3.1 Equaç̃oes homoǵeneas

Uma equaç̃ao de primeira ordem diz-se homogénea se tiver a seguinte forma geral

dy

dx
= f

(
y

x

)
(2.36)

para resolver este tipo de equação usa-se a substituição

v =
y

x
=⇒ dy

dx
= v + x

dv

dx
(2.37)

a qual torna a equação numa equação de varíaveis sepaŕaveis. Para reconhecer facilmente se
uma funç̃ao racionaĺe da formaf(y/x) observam-se os expoentes de cada termo no numerador
e denominador (soma do expoente dex mais o expoente dey) os quais deverão ser iguais. Por
exemplo das duas funções seguintes a primeira tem a formaf(y/x) mas a segunda não

xy2 − x3

yx2

xy + y

2 + x
(2.38)
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Existem outras equações que podem ser reduzidas a equações homoǵeneas. Um exemplo tı́pico é
a equaç̃ao

dy

dx
= f

(
ax + by + c

px + qy + r

)
(2.39)

ondea, bc, p, q e r são constantes dadas. Se as constantesc e r fossem nulas, a equação seria
homoǵenea; definimos um novo sistema de coordenadas(u, v) para substituir(x, y), de forma a
obter

ax + by + c = au + bv (2.40)

px + qy + r = pu + qv (2.41)

ou de forma equivalente

a(x− u) + b(y − v) = −c (2.42)

p(x− u) + q(y − v) = −r (2.43)

a soluç̃ao deste sistema de equações lineares pode ser obtido por meio da regra de Cramer

x− u =

∣∣∣∣ −c b
−r q

∣∣∣∣∣∣∣∣ a b
p q

∣∣∣∣ y − v =

∣∣∣∣ a −c
p −r

∣∣∣∣∣∣∣∣ a b
p q

∣∣∣∣ (2.44)

como os lados direitos das equações 2.42 e 2.43 são constantes, também temos quedx = du,
dy = dv e a equaç̃ao diferencial converte-se numa equação homoǵenea

dv

du
= f

(
au + bv

pu + qv

)
(2.45)

Exemplo 2.3
Resolva o problema de valor inicial

dy

dx
=

x + y − 3
x− y − 1

y(3) = 1 (2.46)

Esta equaç̃ao pode ser reduzida a uma equação homoǵenea, mudando as variáveis(x, y) para
(u, v) definidas por

x + y − 3 = u + v
x− y − 1 = u− v

=⇒ (x− u) + (y − v) = 3
(x− u)− (y − v) = 1

(2.47)

usando a regra de Cramer temos

x− u =

∣∣∣∣ 3 1
1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣ = 2 (2.48)

y − v =

∣∣∣∣ 1 3
1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣ = 1 (2.49)
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x = u + 2 =⇒ dx = du (2.50)

y = v + 1 =⇒ dy = dv (2.51)

com estas substituições, a equaç̃ao diferencial torna-se uma equação homoǵenea

dv

du
=

u + v

u− v
(2.52)

e para a reduzir a equação de varíaveis sepaŕaveis definimos uma nova variável dependentez

z =
v

u
=⇒ dv

du
= z +

dz

du
(2.53)

substituindo na equação diferencial

z + u
dz

du
=

1 + z

1− z
(2.54)

dz

du
=

1
u

(
1 + z

1− z
− z

)
=

z2 + 1
u(1− z)

esta equaç̃ao de varíaveis sepaŕaveis pode ser integrada∫
1− z

z2 + 1
dz =

∫
du

u
+ c (2.55)

arctg(z)− 1
2

ln
(

1 + z2

)
= lnu + c

para calcular o valor da constantec, vemos que a condição inicialy(3) = 1 implicau = 2, v = 0
ez = 0

arctg 0− ln 1
2

= ln 2 + c =⇒ arctg z − 1
2

ln(1 + z2) = lnu (2.56)

e a soluç̃ao em funç̃ao dex ey é

arctg
(

y − 1
x− 2

)
− 1

2
ln

[
1 +

(
y − 1
x− 2

)2
]

= ln(x− 2) � (2.57)

2.4 Equaç̃ao de Bernoulli

Um tipo de equaç̃ao diferencial que pode ser reduzida a equação linear,é a chamadaequaç̃ao de
Bernoulli , definida como

dy

dx
+ p(x)yn = f(x)y (2.58)

onden é um ńumero racional, diferente de 0 e de 1. A substituição

v = y1−n =⇒ v′ = (1− n)y−ny′ (2.59)

transforma a equação de Bernoulli numa equação linear.
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2.5 Equaç̃ao de Riccati

Outra equaç̃ao redut́ıvel a equaç̃ao linearé a equaç̃ao de Riccati:

dy

dx
= a(x) + b(x)y + c(x)y (2.60)

ondea(x), b(x) e c(x) são tr̂es funç̃oes que dependem dex. Se conhecermos uma solução par-
ticular da equaç̃ao, por exemploy1, a seguinte mudança de variável transformaŕa a equaç̃ao em
equaç̃ao linear

y = y1 +
1
v

=⇒ dy

dx
=

dy1

dx
− 1

v2

dv

dx
(2.61)

Exemplo 2.4
Encontre a soluç̃ao geral da seguinte equação sabendo quey1(x) é soluç̃ao particular

y′ = exy2 − y + e−x y1(x) = − e−x cot x (2.62)

Trata-se de uma equação de Riccati e para a resolver usamos a seguinte substituição

y = y1 +
1
v

=⇒ y′ = y′1 −
v′

v2
(2.63)

é conveniente ñao substituiry1 pela funç̃ao dada, j́a que o facto desta ser solução da equaç̃ao
simplificaŕa os resultados. Substituindo na equação de Riccati obtemos

y′1 −
v′

v2
= ex

(
y2
1 + 2

y1

v
+

1
v2

)
− y1 −

1
v

+ e−x (2.64)

v2
(
y′1 − exy2

1 + y1 − e−x
)

= v′ + (2y1 ex − 1) v + ex

comoy1 é soluç̃ao, o termo nos parêntesis no lado esquerdoé zero e obt́em-se a seguinte equação
linear parav(x)

v′ − (2 cot x + 1)v = − ex (2.65)

o factor integrante desta equação linearé

µ(x) = exp
∫

(−1− 2 cot x) dx = exp [−x− 2 ln(sinx)] =
e−x

sin2 x
(2.66)

multiplicando os dois lados da equação linear porµ e seguindo os passos explicados na secção
sobre equaç̃oes lineares

µv′ − (2cotx + 1)µv = − csc2 x (2.67)
d
dx

(uv) = − csc2 x

uv = cot x + c

v = ex sin2 x(cot x + c) = ex sinx(cos x + c sin x)

y = y1 +
1
v

=
e−x

sinx

(
− cos x

1
cos x + c sinx

)
y = e−x sinx− c cos x

cos x + c sinx

a soluç̃ao geral est́a constitúıda por estáultima faḿılia de funç̃oes, junto com a solução particular
y1. �
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2.6 Problemas

Resolva as seguintes equações diferenciais ordińarias (todas s̃ao de varíaveis sepaŕaveis, exactas,
lineares ou redutı́veis a elas)

1.
dy

dt
cos y = − t sin y

1 + t2
y(1) =

π

2

2.
dy

dt
+ y = 1 + t2 y(1) = 2

3.
dx

dy
= cos(x + 2y) x(0) = 0

4.
dy

dt
=

y2 − 2ty

y2

5.
dy

dx
= − x + y

x + 2y
y(2) = 3

6. (2y + ex cos y)y′ = −ex sin y

7. 1 + 3t− 2y − (4t− 3y − 6)
dy

dt
= 0

8.
dy

dx
=

x + 4y + 5
x− 2y − 1

y|x=2 = 1

9.
dy

dx
=

x2 − 1
y2 + 1

y(−1) = 1

10.
dy

dt
+ 2ty = 2t3

√
y y(0) = 25

11.
dy

dx
=

x3 − 2y

x

12.
dy

dx
=

x

x2y + y3

13.
dy

dx
=

x(2y + 1)
y − x2

14.
dy

dx
=

y − x2

y2 − x

Resolva as seguintes equações de Riccatti, sabendo quey = y1(x) é uma soluç̃ao particular:

15.
dy

dx
+

y

x
− y2 = − 1

x2
y1(x) =

1
x

16.
dy

dx
=

2 cos2 x− sin2 x + y2

2 cos x
y1(x) = sin x



Caṕıtulo 3

Aplicações das equaç̃oes diferenciais de
primeira ordem

3.1 Crescimento demogŕafico

A taxa de aumento de uma populaçãoé a soma das taxas de natalidade (n) e migraç̃ao (g), menos
a taxa de mortalidade (m)

a = n + g −m (3.1)

O aumento da população num instante dadóe igual ao produto da população nesse instante vezes
a taxa de aumento da população; se a população no instantet for representada pela funçãoP (t), o
aumento da população seŕa tamb́em igualà derivada deP

dP

dt
= aP (3.2)

Para poder resolver esta equação é preciso conhecer a dependência dea com o tempo. Veremos
dois casos simples

3.1.1 Modelo de Malthus

Se a taxa de aumento da população (a) for constante a equação diferencial anterior será uma
equaç̃ao de varíaveis sepaŕaveis ∫

dP

P
=

∫
adt + C (3.3)

P = P0 eat

OndeP0 é a populaç̃ao emt = 0. Este modelo pode ser uma boa aproximação em certo intervalo,
mas tem o inconveniente que a população cresce sim limite.

3.1.2 Modelo loǵıstico

Considera-se uma taxa de mortalidade que aumenta directamente proporcionalà populaç̃ao, com
taxas de natalidade e migração constantes. A taxa de aumento da populaçãoé assim

b− kP (3.4)
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comb ek constantes. A equação diferencial obtidáe uma equaç̃ao de Bernoulli

dP

dt
= bP − kP 2 (3.5)

Neste modelo a população ñao cresce indiscriminadamente, pois a medida queP aumenta, a taxa
de aumento diminui chegando eventualmente a ser nula e nesse momentoP permanece constante.
Por meio da substituiçãou = 1/P obt́em-se uma equação linear

du

dt
= −bu + k (3.6)

Que pode ser resolvida multiplicando os dois lados pelo factor integranteexp(bt)

d
dx

(
u ebt

)
= k

∫
ebt dt + C (3.7)

1
P

=
k

b
+ C e−bt

A populaç̃ao aproxima-se assimptoticamente do valor limiteb/k.

3.2 Decaimento radioactivo

Numa subst̂ancia radioactiva, cadáatomo tem uma certa probabilidade, por unidade de tempo de
se transformar nuḿatomo mais leve emitindo radiação nuclear no processo. Sep representa essa
probabilidade, o ńumero ḿedio deátomos que se transmutam, por unidade de tempo,é pN , em
queN é o ńumero déatomos existentes em cada instante. O número déatomos transmutados por
unidade de tempóe tamb́em igual a menos a derivada temporal da funçãoN

dN

dt
= −pN (3.8)

A massa dos correspondentesátomos,x, é directamente proporcional aN e assim obtemos a
seguinte equação diferencial

dx

dt
= −px (3.9)

ondep é uma constante, designada deconstante de decaimento. A soluç̃ao geral desta equaçãoé
uma funç̃ao que diminui exponencialmente até zero

x = C e−pt (3.10)

e a soluç̃aoúnica para a condição inicialx = x0 no instante iniciaĺe (figura 3.1)

x = x0 e−pt (3.11)

A meia-vida da subst̂ancia define-se como o tempo necessário para a massa diminuir até 50% do
valor inicial; a partir da soluç̃ao obtida temos

0,5 = e−pt t =
ln 2
p

(3.12)
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t

x0 e
-pt

x0

1/p

Figura 3.1: Decaimento exponencial de uma substância radioactiva.

Quanto maior for a constante de decaimentop, mais ŕapido diminuiŕa a massa da substância (ver
figura 3.1).
Uma subst̂ancia radioactiva presente em todos os organismos vivosé o carbono 14 que decai
transformando-se em azoto, com uma meia-vida de aproximadamente 5580 anos. O conteúdo de
C14 em relaç̃ao aoC12 de qualquer organismo vivóe o mesmo. A raz̃ao é a seguinte: no fim da
cadeia alimentar dos seres vivos estão os organismos que absorvem o carbono directamente da
atmosfera e portanto a relaçãoC14/C12 nos seres vivośe a mesma que na atmosfera. Na atmos-
fera esta relaç̃ao é est́avel h́a muitos anos; os organismos mortos, em processo de decomposição
perdemC14 como resultado do decaimento radioactivo e não o regeneram através da dieta. O
azoto que a atmosfera ganha dos organismos em decomposição é transformado novamente em
C14 pelos raios ćosmicos, nas camadas superiores. Uma comparação do contéudo de carbono 14
de um organismo morto, por exemplo madeira obtida de umaárvore, com o contéudo existente
num organismo vivo da mesma espécie, permite determinar a data damortedo organismo, com
uma boa precis̃ao quando o tempo envolvido for da ordem de grandeza da meia-vida do carbono
14.

3.3 Trajectórias ortogonais

Uma equaç̃ao da forma
f(x, y) = c (3.13)

ondec é uma constante, define uma famı́lia de curvas. As trajectórias ortogonais s̃ao outra faḿılia
de curvas que intersectam a primeira famı́lia em forma ortogonal: em cada ponto de uma das
curvas da primeira faḿılia passa uma curva da segunda famı́lia, formando um̂angulo de 90◦.
Para encontrar a faḿılia de traject́orias ortogonais̀as curvasf(x, y) = c, começamos por encontrar
uma equaç̃ao diferencial cuja solução geral sejaf(x, y) = c; essa equação encontra-se derivando
implicitamente a equação anterior

∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy

dx
= 0 =⇒ dy

dx
= −

∂f

∂x
∂f

∂y

(3.14)
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A derivada dy/ dx representa em cada ponto o declive da curva que passa por esse ponto. O
declive da curva ortogonal será o inverso, com sinal trocado

dy

dx
=

∂f

∂y
∂f

∂x

(3.15)

a soluç̃ao geral desta equaçãoé a faḿılia de traject́orias ortogonais.

Exemplo 3.1
Encontre as traject́orias ortogonais da faḿılia de ćırculos com centro na origem.

A equaç̃ao dos ćırculos com centro na origeḿe

x2 + y2 = c2 (3.16)

onde o par̂ametroc pode ter qualquer valor positivo a equação diferencial cuja solução geraĺe essa
faḿılia de ćırculos obt́em-se por derivaç̃ao impĺıcita

2x + 2yy′ = 0 =⇒ dy

dx
= − dx

dy
(3.17)

e a equaç̃ao diferencial das trajectórias ortogonaiśe

dy

dx
=

y

x
(3.18)

A soluç̃ao desta equação de varíaveis sepaŕaveisé

y = ax (3.19)

que corresponde a uma famı́lia de rectas que passam pela origem; a constante de integração é
declive das rectas. A figura 3.2 mostra a famı́lia de curvas e as trajectórias ortogonais�.

x

y

Figura 3.2: Faḿılia de ćırculos com centro na origem e trajectórias ortogonais.
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3.4 Problemas de aquecimento e arrefecimento

Outra aplicaç̃ao das equaç̃oes diferenciais de primeira ordem são os problemas de aquecimento
e arrefecimento. Entre dois corpos em contacto existe transferência de calor por condução, do
corpo mais quente para o mais frio. Se a temperatura do objecto em qualquer instanteé T (t) e a
temperatura do meio ambienteéM(t), o aumento da temperatura do objecto em qualquer instante
seŕa directamente proporcionalà diferença de temperatura com o meio ambiente

dT

dt
= k(M − T ) (3.20)

ondek é uma constante de condução t́ermica. Esta equação é uma equaç̃ao linear que pode ser
facilmente resolvida uma vez conhecida a temperatura do meioM(t). O caso mais simpleśe
quando a temperatura do meio ambienteé constante; nesse caso a equaçãoé de varíaveis sepaŕaveis∫

dT

M − T
=
∫

k dt + C =⇒ T = M + (T0 −M) e−kt (3.21)

ondeT0 é a temperatura inicial. A temperatura do objecto aproxima-se assimptoticamenteà tem-
peratura do meio.

3.5 Cinética qúımica

Consideremos uma reacção qúımica de primeira ordem na qual um composto A reage dando
origem a outros dois compostos B e C

A −→ B + C (3.22)

Cada moĺecula do composto A tem uma determinada probabilidade de reagir por unidade de
tempo. Assim, o ńumero de moĺeculas que reagem por unidade de tempoé directamente propor-
cional ao ńumero de moĺeculas existentes, e a velocidade da reacçãoé directamente proporcional
à concentraç̃ao [A] do composto A (admitindo um volume constante). A medida que o composto
reage, a sua concentração diminui e a velocidade de reacção tamb́em; em qualquer instante a taxa
de diminuiç̃ao de [A]é directamente proporcional a [A]

d[A]
dt

= −k[A] (3.23)

Este tipo de reacção designa-se de reacção deprimeira ordem . A equaç̃ao anterioŕe a mesma
equaç̃ao obtida para o decaimento radioactivo, já que o mecanismo das reacções de primeira ordem
e do decaimento radioactivo são ańalogos, a ńıvel at́omico e nuclear.
Consideremos agora uma reacção na qual dois reagentes A e B combinam-se formando um com-
posto C

A + B −→ C (3.24)

Cada moĺecula de A tem uma determinada probabilidadec de reagir com uma molécula de B (por
unidade de tempo); na presençaNB moléculas do composto B, a probabilidade de reagir que tem
cada moĺecula de ÁecNB.1 Assim o ńumero ḿedio de reacç̃oes por unidade de tempoécNANB,

1É claro que uma molécula teŕa maior probabilidade de reagir com as moléculas vizinhas do que com outras
moléculas afastadas, mas vamos admitir quec é a probabilidade ḿedia e permanece constante
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sendoNA e NB o número de moĺeculas de A e B existentes nesse instante; este será tamb́em o
aumento do numero de moléculas do composto C,NC, por unidade de tempo:

dNC

dt
= cNANB (3.25)

Em funç̃ao das concentrações dos compostos A, B e C, a equação diferencial obtidáe

dx

dt
= k(a− x)(b− x) (3.26)

ondex é a concentraç̃ao do composto C ea e b as concentraç̃oes iniciais de A e de B. Este tipo de
reacç̃oes s̃ao desegunda ordem.

Exemplo 3.2 (Problema de evaporaç̃ao)
Uma esfera de naftaleno tem um raio inicial de1 cm e depois de tr̂es meses observa-se que o raio
diminuiu at́e0, 5 cm. Calcule quanto tempo tardará a esfera em evaporar-se completamente.

O volume da esfera sólida que se evapora em cada instanteé directamente proporcionalà área da
superf́ıcie

dV

dt
= −kA (3.27)

ondeV = 4πr3/3 é o volume da esfera, eA = 4πr2 a área da sua superfı́cie. Substituindo na
equaç̃ao diferencial, obtemos uma equação simples para o raio da esfera

dr

dt
= −k (3.28)

a sua soluç̃ao mostra que o raio diminui linearmente e função do tempo:

r = r0 − kt (3.29)

consequentemente, se o raio diminuiu a metade em três meses, tardará outros tr̂es meses a em
chegar a ser zero.�

3.6 Problemas

1. A análise qúımica de uma viga de pinho retirada da tumba dum faraó Egipcio mostrou que
o contéudo de carbono 14́e 55% do existente num pinheiro vivo. Sabendo que a meia-vida
do carbono 14́e5580± 45 anos, calcule a idade da tumba.

2. Segundo oFactbookda C.I.A., os dados demográficos para Portugal em Julho de 1993 foram
os seguintes: população = 10 486 140 habitantes, taxa anual de natalidade= 11,59 por
mil, taxa anual de mortalidade= 9,77 por mil e taxa anual de migração = 1,8 por mil.
Admitindo que as tr̂es taxas permanecem constantes entre 1993 e 1997, faça uma estimativa
da populaç̃ao de Portugal em Julho de 1997.

3. No problema anterior admita que as taxas de natalidade e migração sejam constantes até ao
ano 2000, enquanto a taxa de mortalidadeé directamente proporcionalà populaç̃ao (modelo
loǵıstico). Calcule qual seria neste modelo a população em Julho do ano 2000 (a constante de
proporcionalidade da taxa de mortalidade calcula-se fácilmente a partir dos dados iniciais).
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4. A intensidade luminosa num lago ou no mar diminui exponencialmente em função da pro-
fundidade, como resultado da absorção da luz por parte dáagua. Se7,6 metros déagua
absorvem 15% da intensidade da luz incidente na superfı́cie, a que profundidade seria a luz
do meio dia t̃ao intensa como a luz da lua cheia sobre a Terra? (a luz da lua cheia sobre a
Terraé300 000 vezes mais fraca que a luz do sol a meio dia).

5. Numa reacç̃ao qúımica de segunda ordem dois reagentes A e B combinam-se formando um
composto C (A + B −→ C). Cada moĺecula de A tem uma probabilidade de reagir com B
(por unidade de tempo) directamente proporcional ao número de moĺeculas de B existentes:
probabilidade= cNB, em quec é uma constante eNB o número de moĺeculas de B. Assim
o número ḿedio de reacç̃oes por unidade de tempoé cNANB, sendoNA e NB o número de
moléculas de A e B existentes nesse instante.

(a) Demonstre que em qualquer instante a concentraçãox do composto C (em moles por
unidade de volume) verifica a seguinte equação

dx

dt
= k(a− x)(b− x)

ondea e b são as concentrações iniciais de A e B, no instantet = 0 quando a concen-
traç̃ao de Cé zero, ek é uma constante (admita o volume constante).

(b) Encontre a soluç̃ao da equaç̃ao anterior para a constantek e a concentraç̃aox.

(c) Quando a concentração de um dos reagentesé muito maior, por exemploa � b, o
termoa−x permanece práticamente constante e muito perto do valor iniciala. Resolva
a equaç̃ao diferencial com a dita aproximação.

(d) Resolva a equação diferencial da alı́neaa no caso particular de concentrações iguais
para os dois reagentes (a = b).

6. Encontre as trajectórias ortogonais da familia de elipses4x2 + y2 = c.

7. A constante de tempo (inversa da constante de transferência t́ermicak) de um pŕedio é
1/k = 1 dia. Não existem sistemas de aquecimento ou ar condicionado dentro do prédio. A
temperatura exterior oscila em forma senoidal entre o mı́nimo de5 ◦C às 2 horas e o ḿaximo
de25 ◦C às 14 horas.

(a) Encontre a equação diferencial para a temperatura dentro do prédio. (sugestão: use
o tempot em dias, com origem num dia qualqueràs 8 horas quando a temperatura
externa tem o valor ḿedio)

(b) Encontre a soluç̃ao deestado estaciońario (valores elevados det).

(c) Quais ser̃ao as temperaturas máxima e ḿınima dentro do pŕedio?
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Caṕıtulo 4

Equações lineares de ordem 2 e superior

Uma equaç̃ao diferencial linear de ordemn tem a forma geral

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . . + an−1(x)y′ + an(x)y = g(x) (4.1)

ondea0 é diferente de zero (se não fosse, terı́amos uma equação de ordemn−1). Por simplicidade
estudaremos a equação de ordem 2, mais os resultados obtidos serão facilmente generalizados ao
caso de ordemn. Dividindo os dois lados da equação linear de segunda ordem pora0, obt́em-se a
forma padr̃ao

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (4.2)

4.1 Exist̂encia e unicidade da soluç̃ao

Teorema 2
Se as funç̃oesp(x), q(x) e f(x) são cont́ınuas num intervalo(a, b), existe umáunica soluç̃ao da
equaç̃ao linear

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (4.3)

no intervalo(a, b), que verifica as condiç̃oes iniciais

y(c) = A y′(c) = B (4.4)

para quaisquer ńumerosA, B e c (c dentro do intervalo(a, b)).

Em contraste com o teorema de Picard para equações de primeira ordem, o intervalo onde se
verificam as condiç̃oes de exist̂encia e unicidadée exactamente o mesmo intervalo onde a solução
é válida; portanto, neste caso as condições do teorema de existência e unicidade são condiç̃oes
suficientes e necessárias.
No caso geral de ordemn, as condiç̃oes iniciais ser̃ao o valor da funç̃ao e das primeirasn − 1
derivadas num pontoc, e as condiç̃oes de exist̂encia e unicidade serão a continuidade dasn + 1
funções que aparecem na forma padrão da equaç̃ao.

4.2 Soluç̃ao geral das equaç̃oes lineares

Dadas duas soluções particulares da equação linear, a diferença entre elasé soluç̃ao da equaç̃ao
homoǵenea associada

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (4.5)



24 Equaç̃oes lineares de ordem 2 e superior

De maneira rećıproca, qualquer soma de uma solução da equaç̃ao linear mais uma solução da
equaç̃ao homoǵenea associada,é tamb́em soluç̃ao da equaç̃ao linear. Assim a solução geral pode
ser obtida a partir de umáunica soluç̃ao particular,yp, da equaç̃ao mais a soluç̃ao geral da equação
homoǵenea associada,yh

yg = yp + yh (4.6)

Para resolver uma equação linear começamos por resolver a equação linear homoǵenea associada
e depois encontramos uma solução particularyp.

4.3 Equaç̃oes lineares homoǵeneas

A forma geral da equação linear homoǵenea de segunda ordemé

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (4.7)

dadas duas soluções particularesy1 ey2, qualquer combinaç̃ao linear das duas soluções

c1y + c2y (4.8)

é tamb́em soluç̃ao. Consequentemente as soluções da equação formam um espaço vectorial. Para
determinar a soluç̃ao geral bastará com determinar umabasedo espaço vectorial, ou seja um
conjunto com o ńumero ḿaximo posśıvel de soluç̃oes particulares linearmente independentes. A
continuaç̃ao veremos como determinar se duas soluções s̃ao linearmente independentes.

4.4 Independ̂encia linear entre funç̃oes

Diz-se que duas funçõesf(x) e g(x) são linearmente dependentes se existem duas constantesC1

eC2 (pelo menos uma de elas diferente de zero) tal que

C1f + C2g = 0 (4.9)

para qualquer valor dex. A derivada da expressão anterioŕe

C1f
′ + C2g

′ = 0 (4.10)

Para cada valor dex, as duaśultimas equaç̃oes s̃ao um sistema linear. O determinante do sistema
é

W [f, g] =
∣∣∣∣ f g

f ′ g′

∣∣∣∣ (4.11)

e designa-seWronskiano das funç̃oesf eg. Se o Wronskiano for diferente de zero num intervalo,
as duas constantes serão nulas e as funções linearmente independentes no intervalo. Realmente
tamb́em existem casos em que as funções s̃ao linearmente independentes e o Wronskianoé nulo
em alguns pontos isolados, mas esses casos não aparecem no estudo das soluções das equações
lineares, como veremos na seguinte secção.
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4.5 Soluç̃ao geral das equaç̃oes lineares homoǵeneas

Teorema 3
Sey1 ey2 são duas soluç̃oes particulares da equação linear homoǵenea

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (4.12)

num intervalo(a, b), e se num pontox0 dentro do intervalo o Wronskiano das duas soluçõesé
diferente de zero, então o Wronskiano será diferente de zero em qualquer outro ponto no intervalo
(a, b) e as soluç̃oes ser̃ao linearmente independentes no intervalo.

Uma combinaç̃ao linear das duas soluções é tamb́em soluç̃ao; as condiç̃oes iniciais para essa
soluç̃ao ser̃ao

C1y1(c) + C2y2(c) = A (4.13)

C1y
′
1(c) + C2y

′
2(c) = B (4.14)

para quaisquer valores iniciaisA eB existe sempre soluçãoúnicaC1 eC2, já que o determinante
deste sistema linearé exactamente o Wronskiano das duas soluções, o quaĺe diferente de zero.
Qualquer soluç̃ao particular pode ser obtida a partir de uma combinação linear das duas soluções

yg = C1y1 + C2y2 (4.15)

sendo esta a solução geral.

4.6 Método de d’Alembert

O método de d’Alembert permite transformar uma equação diferencial linear de ordemn numa
outra equaç̃ao linear de ordemn − 1, a partir de uma solução particular conhecida. No caso das
equaç̃oes lineares homogéneas de segunda ordem, este método permite calcular a solução geral a
partir de uma soluç̃ao particular. Sey1 é soluç̃ao particular da equação linear homoǵenea

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (4.16)

a substituiç̃ao
y = vy1 (4.17)

conduz a uma equação de primeira ordem para a funçãov′

dv′

dx
=

2y′1
y1

v′ + pv′ (4.18)

considerando como variável independente a funçãov′, estaé uma equaç̃ao linear de primeira or-
dem, que pode ser resolvida usando o método introduzido no Capı́tulo 2 para obterv′. A primitiva
dev′ dá a funç̃aov, que multiplicada pory1 conduzà soluç̃ao geral da equação 4.16.

Exemplo 4.1
Sabendo quey1 é soluç̃ao da equaç̃ao diferencial dada, encontre a solução geral

(x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0 y1(x) = x (4.19)
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A soluç̃ao geral encontra-se usando o método de D’Alembert

y = vy1 (4.20)

(x2 + 1)(vy′′1 + 2v′y′1 + v′′y1)− 2x(vy′1 + v′y1) + 2vy1 = 0
(x2 + 1)(2v′y′1 + v′′y1)− 2xv′y1 = 0

x(x2 + 1)v′′ + 2v′ = 0

Estaúltima equaç̃ao pode ser considerada uma equação de primeira ordem em que a variável
dependentéev′. Separando as variáveis e integrando obtém-se∫

dv′

v′
= −2

∫
dx

x(x2 + 1)
+ C

v′ = C1
x2 − 1

+
C2x

v = C1

(
x− 1

x

)
+ C2

y = C1(x− 1) + C2x �

4.7 Equaç̃oes lineares homoǵeneas de coeficientes constantes

A equaç̃ao
y′′ + by′ + cy = 0 (4.21)

ondeb e c são duas constantes,é uma equaç̃ao linear homoǵenea de coeficientes constantes. A
soluç̃ao deste tipo de equação seŕa uma funç̃ao que seja linearmente dependente das sua primeira
e segunda derivadas, já que a equação 4.21 comb e c não nulos indica que as três funç̃oes s̃ao
linearmente dependentes. Uma função cuja derivada ñao é linearmente independente de sié a
função exponencial; consequentemente esperamos que exista alguma solução particular da forma

y = erx (4.22)

onder é uma constante. Para que essa função seja soluç̃ao seŕa preciso que

y′′ + by′ + cy = r2 erx + br erx + c e = 0 (4.23)

como a exponencial nuncaé igual a zero

r2 + br + c = 0 (4.24)

Este polińomio designa-sepolinómio caracteŕıstico. As duas ráızes podem ser reais ou com-
plexas e teremos 3 casos:

4.7.1 Ráızes reais diferentes

Por cada uma das duas raı́zes obtemos uma solução particular.É fácil demonstrar que o Wron-
skiano das duas soluções correspondentesé ñao-nulo e portanto a solução geral seŕa

yg = C1 er1x + C2 er2x (4.25)
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4.7.2 Ráızes reais iguais

Se os coeficientes do polinómio caracteŕıstico verificarem a relação

b2 − 4c = 0 (4.26)

existe umáunica raiz realr = −b/2. A única soluç̃ao exponenciaĺe

y1 = erx (4.27)

multiplicada por qualquer constante arbitrária. Para encontrar a solução geral usa-se o ḿetodo de
d’Alembert

y = vy1 v′′ = (−2r − b)v′ (4.28)

como a raiz da equação caracterı́sticaé r = −b/2, obtemos uma equação simples que permite
calcularv′

v′′ = 0 =⇒ v = C1 + C2x (4.29)

A soluç̃ao geraĺe

yg = (C1 + C2x) erx (4.30)

4.7.3 Ráızes complexas

Neste caso uma das raı́zesé r = a + ib (a e b reais) e a outráe o complexo conjugado. A solução
obtidaé uma funç̃ao complexa

z = e(α + iβ)x = eαx e iβx eαx
[
cos(βx) + i sin(βx)

]
(4.31)

É fácil mostrar que sey é soluç̃ao, as suas partes real e imaginária tamb́em o s̃ao. Temos assim
duas soluç̃oes reais (parte real e imaginária dez) que s̃ao linearmente independentes e a solução
geral seŕa

yg = C1 eαx cos(βx) + C2 eαx sin(βx) (4.32)

Exemplo 4.2
Encontre a soluç̃ao geral de

y′′ + 2y′ + 8y = 0 (4.33)

O polinómio caracteŕısticoé

r2 + 2r + 8 = 0 (4.34)

Com duas ráızes complexas

r1 = −1 + i
√

7 r2 = −1− i
√

7 (4.35)

A soluç̃ao geraĺe

y = e−x
[
C1 sin(

√
7x) + C2cos(

√
7x)
]

� (4.36)
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4.8 Equaç̃ao de Euler

Uma outra equaç̃ao linear homoǵenea que pode ser facilmente resolvidaé a chamada equação de
Euler

ax2y′′ + bxy′ + cy = 0 (4.37)

Neste caso a solução seŕa alguma funç̃ao cuja primeira derivada multiplicada porx e segunda
derivada multiplicada porx ao quadrado sejam linearmente dependentes da função original. Uma
função que tem esta propriedadeé a funç̃ao

y = xr (4.38)

em quer é qualquer constante real.
Por substituiç̃ao na equaç̃ao diferencial obtemos

ar(r − 1)xr + brxr + cxr = 0 (4.39)

esta relaç̃ao deveŕa ser v́alida em todos os pontos ondey é soluç̃ao e portanto

ar(r − 1) + br + c = 0 (4.40)

Esteé o polińomio caracteŕıstico e cada raiz dela conduz a uma solução particular. Consideremos
os 3 casos:

4.8.1 Ráızes reais diferentes

Obt́em-se duas soluções particulares. Pode-se mostrar que o Wronskiano das duas soluções cor-
respondenteśe ñao-nulo e portanto a solução geraĺe;

yg = C1x
r1 + C2x

r2 (4.41)

4.8.2 Ráızes reais iguais

A única raiz do polińomio caracteŕısticoé

r =
a− b

2a
(4.42)

e aúnica soluç̃ao particular obtidáe
y1 = xr (4.43)

A soluç̃ao geral obt́em-se por meio do ḿetodo de d’Alembert

y = vy1 =⇒ v′′ =
(
−2r

x
− b

ax

)
v′ (4.44)

substituindo o valor da raizr equaç̃ao 4.42) obtemos a seguinte equação de varíaveis sepaŕaveis

dv′

dx
= −v′

x
(4.45)

separando variáveis e integrando encontramos a funçãov′

v′ =
C1

x
v = C1 ln |x|+ C2 (4.46)

A soluç̃ao geral da equação de Euleŕe

yg = (C1 ln |x|+ C2)xr (4.47)
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4.8.3 Ráızes complexas

Uma das ráızesé r = α + iβ e a correspondente soluçãoé complexa. As partes real e imaginária
dessa soluç̃ao ser̃ao soluç̃oes reais. Para separar a parte real e imaginária usamos o seguinte
método

x(α+ iβ) == xα eln |x iβ | = xα e iβ ln |x| = xα [cos(β ln |x|+ i sin(β ln |x|)] (4.48)

A soluç̃ao geraĺe a uma combinação linear das partes real e imaginárias (as quais são linearmente
independentes)

yg = xα
[
C1 cos(β ln |x|+ C2 sin(β ln |x|)

]
(4.49)

4.9 Problemas

1. Forma normal. Demonstre que a substituiçãoy(x) = u(x)F (x), onde

F (x) ≡ exp
(
−1

2

∫
p(x) dx

)
transforma qualquer equação linear homoǵenea de segunda ordem

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

na chamadaforma normal:
u′′ + g(x)u = 0

Reduç̃ao da ordem. Mostre que a funç̃aoy1(x) é soluç̃ao da equaç̃ao diferencial e determine a
soluç̃ao geral

2. y′′ +
2y′

x
+ y = 0 y1 =

sinx

x

3. xy′′ − 2(x + 1)y′ + 4y = 0 y1 = e2x

4. (x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0 y1 = x

Resolva os seguintes problemas de valores iniciais

5. y′′ + 3y′ + 2y = 0 y(0) = 1, y′(0) = 0

6. y′′ − a2y = 0 y(0) = 1, y′(0) = 0

7. y′′ − 4y′ + 13y = 0 y(0) = 0, y′(0) = 1

8. 16y′′ − 8y′ + y = 0 y(1) = 0, y′(1) = 4
√

e

9. x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0 y(2) = 1, y′(2) = 2

10. x2y′′ + 3xy′ + 5y = 0 y(1) = 0, y′(1) = 2

11. (x− 1)2y′′ − 4(x− 1)y′ + 4y = 0 y(0) = 0, y′(0) = −3
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Resolva os seguintes problemas de condições fronteira

12. y′′ − 16y = 0 y(0) = 3, y(1/4) = 3e

13. y′′ + y = 0 y(0) = 1, y(π) = 0

Encontre a soluç̃ao geral das seguintes equações

14. y′′′ − 3y′′ + 2y′ = 0

15. x3y′′′ − 2x2y′′ − xy′ + 9y = 0



Caṕıtulo 5

Equações lineares, ñao-homoǵeneas

No caṕıtulo anterior vimos que a solução geral (equaç̃ao 4.6) de uma equação linear pode ser
obtida como a soma da solução geral da equação homoǵenea correspondente, mais uma solução
particular da equação ñao-homoǵenea. Vimos tamb́em como calcular a solução de equaç̃oes lin-
eares homoǵeneas de coeficientes constantes e de Euler. Neste capı́tulo veremos sois ḿetodos para
calcular uma soluç̃ao particular da equação ñao-homoǵenea.

5.1 Método dos coeficientes indeterminados

Consideremos as equações diferenciais lineares de coeficientes constantes

y′′ + by′ + cy = f(x) (5.1)

Para algumas funçõesf(x) é fácil descobrir uma solução particular da equação; vamos considerar
alguns casos e depois generalizaremos o método.

5.1.1 Funç̃oes exponenciais

Por exemplo a equação

y′′ + 3y′ + 2y = 2 e3x (5.2)

Como as derivadas da função exponencial s̃ao ḿultiplos da pŕopria funç̃ao, esperamos que existam
soluç̃oes particulares da forma

y = A e3x (5.3)

ondeA é um coeficiente a ser determinado. As derivadas da função s̃ao

y′ = 3A e3x y′′ = 9A e3x (5.4)

e substituindo na equação diferencial

y′′ + 3y′ + 2y = 20A e3x (5.5)

e para que a função seja soluç̃ao da equaç̃ao,A deveŕa ser igual a0,1.
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5.1.2 Polińomios

Consideremos agora uma equação em que o lado direitóe um polińomio

y′′ − 4y′ + 2y = 2x2 (5.6)

O lado direitoé um polińomio de segundo grau. Sey fosse igual ax2, obt́ınhamos o lado direito
a partir do termo2y no lado esquerdo; mas as derivadas dex2 dar̃ao um termo dependente dex e
uma constante; para anular esses termos que não aparecem no lado direito, incluı́mos os mesmos
na funç̃aoy, multiplicados por coeficientes que serão logo determinados

y = A + Bx + Cx2 (5.7)

e substituindo na equação diferencial

y′′ − 4y′ + 2y = 2C − 4B + 2A + (2B − 8C)x + 2Cx (5.8)

para que estéultimo polinómio seja igual a2x2 (para qualquer valor dex) é necesśario que os
coeficientes dA, B eC verifiquem as seguintes equações

2C = 2 (5.9)

2B − 8C = 0 (5.10)

2A− 4B + 2C = 0 (5.11)

e a soluç̃ao deste sistema dá os coeficientes que definem a solução particular

yp = 7 + 4x + x2 (5.12)

5.1.3 Funç̃oes seno ou co-seno

Por exemplo a equação
y′′ − 3y′ + 2y = 10 sin(2x) (5.13)

O termo2y conduziria ao lado direito, sey = 5 cos(2x); mas como as derivadas do co-seno são o
seno e o co-seno, admitimos a seguinte forma para a solução

y = A cos(2x) + B sin(2x) (5.14)

substituindo na equação diferencial obtemos

y′′ − 3y′ + 2y = (−4A− 6B + 2A) cos(2x) + (−4B + 6A + 2B) sin(2x) (5.15)

como o seno e o co-seno são funç̃oes linearmente independentes, estaúltima combinaç̃ao linear
delas śo podeŕa ser igual a10sen(2x) se

− 4A− 6B + 2A = 0 (5.16)

−4B + 6A + 2B = 10 (5.17)

A soluç̃ao deste sistemáeA = −0,5, B = 1,5 e a soluç̃ao particulaŕe

y = −0,5 cos(2x) + 1,5 sin(2x) (5.18)
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5.1.4 Excluindo soluç̃oes da equaç̃ao homoǵenea

Nos tr̂es exemplos anteriores, a solução procurada foi uma combinação linear de algumas funções
linearmente independentes com tantos coeficientes indeterminados quantas funções houver. Com-
parando os coeficientes de cada função encontra-se uma equação linear por cada coeficiente. No
entanto, se alguma das funções independentes fosse também soluç̃ao da equaç̃ao homoǵenea cor-
respondente, a equação obtida ñao teŕa soluç̃ao, como podemos ver no seguinte exemplo

y′′ − 3y′ − 4y = e−x (5.19)

usando o ḿetodo do primeiro exemplo

y = A e−x =⇒ y′′ − 3y′ − 4y = (A + 3A− 4A) e−x = 0 (5.20)

a soluç̃ao particular neste caso tem a forma

y = Ax e−x (5.21)

ondeA pode ser determinado por substituição na equaç̃ao, j́a que neste caso a função anterior ñao
é soluç̃ao da equaç̃ao homoǵenea (se fosse, terı́amos multiplicado mais uma vez porx).

5.1.5 Produtos de polińomios, exponenciais e seno ou co-seno

O método de coeficientes indeterminados pode ser usado também quando o lado direito for um
produto dos tr̂es primeiros casos; por exemplo a equação

y′′ − 6y′ + 9y = (2 + x) e3x cos(2x) (5.22)

A soluç̃ao particular tem a forma

y = (A + Bx) e3x cos(2x) + (C + Dx) e3x sin(2x) (5.23)

mas se o lado direito fosse, por exemplo

y′′ − 6y′ + 9y = (2 + x) e 3x (5.24)

nesse caso a solução teria a forma

y = (Ax2 + Bx3) e3x + (Cx2 + Dx3) e3x (5.25)

Foi preciso multiplicar os dois polinómios duas vezes porx já que as funç̃oes

e3x x e3x (5.26)

são soluç̃oes da equação homoǵenea correspondente.
O método dos coeficientes indeterminadoséútil no caso de equações de coeficientes constantes ou
equaç̃oes de Euler e quando o lado direito tenha a forma geral de alguma das funções consideradas
acima. Para outros tipos de equações lineares será preciso usar outros ḿetodos como, por exemplo,
o método de variaç̃ao de par̂ametros que veremos numa secção posterior.
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Exemplo 5.1
Encontre a soluç̃ao do seguinte problema de valores iniciais

y′′ + 4y′ + 4y = cos(2x) y(π) = 0 y′(π) = 1 (5.27)

O polinómio caracteŕısticoé
r2 + 4r + 4 = (r + 2)2 = 0 (5.28)

existe umáunica raiz, repetida, de maneira que a solução geral da equação homoǵeneáe

yh = C1 e−2x + C2x e−2x (5.29)

uma soluç̃ao particular da equação ñao homoǵenea teŕa a forma

yp = A cos(2x) + B sin(2x) (5.30)

derivando e substituindo na equação diferencial,́e posśıvel calcular os coeficientes indeterminados
A eB

−8A sin(2x) + 8B cos(2x) = cos(2x) (5.31)

O que implicaA = 0 eB = 1/8. A soluç̃ao geraĺe

y = (C1 + C2x) e−2x +
1
8

sin(2x) (5.32)

a sua derivadáe

y′ = (−2C1 + C2 − 2C2x) e−2x +
1
4

cos(2x) (5.33)

As condiç̃oes iniciais dadas são

y(π) = (C1 + πC2) e−2π = 0 (5.34)

y′(π) = (−2C1 + C2 − 2πC2) e−2π +
1
4

= 1 (5.35)

multiplicando as duas equações porexp(2π), obt́em-se o seguinte sistema de equações lineares[
1 π
−2 1− 2π

] [
C1

C2

]
=
[

0
3
4 e2π

]
(5.36)

e a soluç̃ao do problema de valor inicialé

y =
3
4
(x− π) e2(π−x) +

1
8

sin(2x) � (5.37)

5.2 Principio de sobreposiç̃ao

As soluç̃oes de uma equação diferencial ñao-homoǵenea ñao constituem um sub-espaço vectorial,
pois uma combinaç̃ao linear de duas soluções ñao é necessariamente solução da equaç̃ao. No
entanto existe uma propriedade de linearidade importante, chamada principio de sobreposição.
Consideremos, por exemplo, a equação de segunda ordem

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (5.38)
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com uma soluç̃aoy1, e a equaç̃ao

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x) (5.39)

com outra soluç̃aoy2. É fácil conferir que para quaisquer constantesA eB

Ay1 + By2 (5.40)

É soluç̃ao da equaç̃ao
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = Af(x) + Bg(x) (5.41)

Para apreciar a utilidade deste principio na resolução de equaç̃oes diferenciais consideremos o
seguinte exemplo

y′′ + y′ + 2y = 5x + 3 ex (5.42)

a funç̃aoy = x + A é soluç̃ao de:

y′′ + y′ + 2y = 1 + 2(x + A) = 2x + A + 1 (5.43)

portanto,y = x− 1 é soluç̃ao da equaç̃ao com lado direito igual a2x. Para a exponencial temos

y = ex =⇒ y′′ + y′ + 2y = 4 ex (5.44)

o lado direito da equação inicialé
5(2x)

2
+

3(4 ex)
4

(5.45)

e aplicando o prinćıpio de sobreposiç̃ao uma soluç̃ao seŕa

5
2
(x− 1) +

3
4

ex (5.46)

5.3 Método de variaç̃ao de par̂ametros

Este ḿetodoé válido para qualquer equação linear, e ñao apenas para equações com coeficientes
constantes. No entantoé preciso primeiro conhecer a solução geral da equação homoǵenea corre-
spondente. Consideremos uma equação linear geral de segunda ordem

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (5.47)

Se a soluç̃ao da equaç̃ao homoǵenea for

y = C1y1 + C2y2 (5.48)

admitimos que a solução geral da equaçãoé

y = u1y1 + u2y2 (5.49)

ondeu1 eu2 são duas funç̃oes.É de salientar que qualquer função pode ser escrita na forma ante-
rior e incluso as funç̃oesu não s̃aoúnicas embora sejam difı́ceis de calcular; no entanto o método
de variaç̃ao de par̂ametros conduz a um sistema linear que pode ser resolvido facilmente. Como
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temos alguma liberdade na definição das funç̃oesu, procuramos duas funções que verifiquem a
seguinte equação

u′1y1 + u′2y2 = 0 (5.50)

a segunda condição para determinar as duas funções desconhecidas obtêm-se por substituição na
equaç̃ao diferencial

y′ = u1y
′
1 + u2y

′
2 (5.51)

y′′ = u′1y
′
1 + u′2y

′
2 + u1y

′′
1 + u2y

′′
2 (5.52)

y′′ + py′ + qy = u′1y
′
1 + u′2y

′
2 + u1(y′′1 + py′1 + qy1) + u2(y′′2 + py′2 + qy2) (5.53)

os termos dentro dos parêntesis s̃ao nulos, j́a que tantoy1 como y2 são soluç̃oes da equação
homoǵenea. Obtemos assim

u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f (5.54)

esta equaç̃ao junto com a equação 5.50, constitui um sistema linear de duas equações que permitem
calcular as funç̃oesu′1 eu′2 [

y1 y2

y′1 y′2

] [
u′1
u′2

]
=
[

0
f

]
(5.55)

O determinante do sistemaé o Wronskiano das duas soluções da equação homoǵenea, o quaĺe
diferente de zero e portanto existe soluçãoúnica para as derivadas das funçõesu. Por primitivaç̃ao
obt̂em-se logo as funç̃oesu e a soluç̃ao da equaç̃ao ñao-homoǵenea.

Exemplo 5.2
Determine a soluç̃ao geral da equaç̃ao

x2y′′ − 2xy′ + 2y = x3 sinx (5.56)

A equaç̃ao dadáe uma equaç̃ao de Cauchy-Euler; a equação caracterı́sticaé

r(r − 1)− 2r + 2 = (r − 1)(r − 2) = 0 (5.57)

e consequentemente a solução geral da equação homoǵenea associadáe

yh = C1x + C2x
2 (5.58)

admitimos que a solução geral da equação ñao-homoǵeneáe

y = u1x + u2x
2 (5.59)

e seguindo o ḿetodo de variaç̃ao de par̂ametros obtemos

xu′1 + x2u′2 = 0 (5.60)

u′1 + 2xu′2 = x sinx (5.61)

o determinante do sistema de equaçõesé

2x2 − x2 = x2 (5.62)
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e a soluç̃aoé

u′1 =
1
x2

∣∣∣∣ 0 x2

x sinx 2x

∣∣∣∣ = −x sinx (5.63)

u′2 =
1
x2

∣∣∣∣ x 0
1 x sinx

∣∣∣∣ = sinx (5.64)

e as primitivas s̃ao

u1 = x cos x− sin x + C1 (5.65)

u2 = − cos x + C2 (5.66)

A soluç̃ao geral da equaçãoé

y = C1x + C2x
2 − x sinx � (5.67)

5.4 Equaç̃oes lineares de ordem superior

Os ḿetodos que temos visto generalizam-se facilmente a qualquer equação linear de ordemn:

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . . + an−1(x)y′ + an(x)y = f(x) (5.68)

A soluç̃ao geral da equação homoǵenea correspondenteé

yh = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn (5.69)

onde as funç̃oesyi são soluç̃oes linearmente independentes. Seyp for uma soluç̃ao particular da
equaç̃ao ñao-homoǵenea, a soluç̃ao geral da equação ñao-homoǵenea seŕa

y = yp + yh (5.70)

Para encontrar uma solução particular em alguns casos pode-se usar o método de coeficientes
indeterminados, igual que no cason = 2. O método de variaç̃ao de par̂ametros consiste em
admitir uma forma especial para a solução geral:

y = u1y1 + u2y2 + . . . + unyn (5.71)

o qual conduz a um sistema linear de equações com determinante igual ao Wronskiano dasn
funçõesyi e lado direito igual an − 1 zeros ef/a0. A soluç̃ao do sistema são as derivadas das
funçõesu e por primitivaç̃ao de cada uma delas chega-seà soluç̃ao geral.
Dadasn condiç̃oes iniciais

y(x0) = y0y
′(x0) = y′0 . . . y(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 (5.72)

Existe umúnico conjunto de constantesC que determinam a soluçãoúnica do problema.

Exemplo 5.3
Encontre a soluç̃ao geral de

x3y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = 5x (5.73)
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É uma equaç̃ao de Euler e, portanto, tem soluções particulares da forma

y = xr (5.74)

por substituiç̃ao na equaç̃ao diferencial homoǵenea obt́em-se o polińomio caracteŕıstico

r(r − 1)(r − 2)− 3r(r − 1) + 6r − 6 = 0 (5.75)

(r − 1)
[
r(r − 2)− 3r + 6

]
= 0 (5.76)

(r − 1)(r − 2)(r − 3) = 0 (5.77)

existem tr̂es ráızes reais diferentes,r = 1, r = 2 e r = 3, a soluç̃ao geral da equação homoǵenea
seŕa

yh = C1x + C2x
2 + C3x

3 (5.78)

usando o ḿetodo de variaç̃ao de par̂ametros, admitimos que a solução da equaç̃ao ñao-homoǵenea
é

y = u1x + u2x
2 + u3x

3 (5.79)

Para determinar as três funç̃oesu, ser̃ao precisas além da equaç̃ao diferencial, mais duas condições
arbitŕarias:

xu′1 + x2u′2 + x3u′3 = 0 (5.80)

u′1 + 2xu′2 + 3x2u′3 = 0 (5.81)

com estas condiç̃oes as derivadas dey são

y′ = u1 + 2xu2 + 3x2u3 (5.82)

y′′ = 2u2 + 6xu3 (5.83)

y′′′ = 2u′2 + 6xu′3 + 6u3 (5.84)

e depois de substituir na equação diferencial e simplificar, chegamosà equaç̃ao

2u′2 + 6xu′3 =
5
x2

(5.85)

as tr̂es condiç̃oes para determinar as funçõesu podem ser escritas na forma matricial x x2 x3

1 2x 3x2

0 2 6x

 v′1
v′2
v′3

 =

 0
0

5/x2

 (5.86)

As derivadas das três funç̃oesui obt̂em-se atrav́es da regra de Cramer e as suas primitivas permitem
encontrar a soluç̃ao geral.�

5.5 Problemas

Encontre a soluç̃ao geral das seguintes equações pelo ḿetodo de coeficientes indeterminados

1. y′′ + y′ − 2y = 3− 6x
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2. y′′ − y = x sinx

3. y′′ − 4y′ + 4y = xe2x

Encontre a soluç̃ao geral das seguintes equações pelo ḿetodo de variaç̃ao de par̂ametros

4. y′′ + y′ = e−x

5. y′′ + 4y = tg(2x)

6. x2y′′ + xy′ − 4y = x2 + x4

Sabendo quey1(x) e y2(x) são soluç̃oes linearmente independentes da equação homoǵenea cor-
respondente, encontre uma solução particular da equação ñao-homoǵenea

7. (1− x)y′′ + xy′ − y = 2(x− 1)2e−x y1 = x, y2 = ex

8. y′′ +
y′

x
+
(

1− 1
4x2

)
y =

1√
x

y1 =
sinx√

x
, y2 =

cos x√
x
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Caṕıtulo 6

Equações de diferenças, lineares,
homoǵeneas

6.1 Equaç̃oes de diferenças

Uma equaç̃ao de diferenças, ou fórmula de recorr̂encia,é uma relaç̃ao entre os termos de uma
sucess̃ao. Usaremos a seguinte notação para sucessões:

{yn} = {y0, y1, y2, y3, . . .} (6.1)

Um exemplo de equação de diferençaśe a seguinte

(n + 2)yn+1 − 3yn = n2 + 2 (6.2)

a equaç̃ao anterior implica que para cada valor de n entre zero e infinito o termo de ordemn+1 na
sucess̃ao, multiplicado porn + 2 e menos 3 vezes o termo de ordemn, é igual an2 + 2. Podemos
tamb́em considerar ay(n + 1) como a sucessão obtida eliminandoy0 na sucess̃ao inicial:

{yn+1} = {y1, y2, y3, y4, . . .} (6.3)

e assim, a equação de diferençaśe uma relaç̃ao entre os termos de duas sucessões. A operaç̃ao
de eliminaç̃ao do termo inicial na sucessão joga um papel semelhante ao da derivada no caso de
equaç̃oes diferenciais e, por isso, a equação anterioŕe chamada umaequaç̃ao linear de primeira
ordem, não-homoǵeneaem analogia com as equações diferenciais.
A forma geral das equações de diferenças, lineares de segunda ordemé

anyn+2 + bnyn+1 + cnyn = fn (6.4)

em quean, bn, cn efn são sucess̃oes conhecidas.

6.2 Soluç̃oes das equaç̃oes de diferenças

Regressemos ao exemplo dado na secção anterior:

(n + 2)yn+1 − 3yn = n2 + 2 (6.5)



42 Equaç̃oes de diferenças, lineares, homogéneas

Dado o valor inicial da sucessão, por exemploy0 = 0, é fácil completar a sequência a partir da
equaç̃ao de diferenças:

2y1 − 3y0 = 2 =⇒ y1 = 1 (6.6)

3y2 − 3y1 = 3 =⇒ y2 = 2 (6.7)

4y3 − 3y2 = 6 =⇒ y3 = 3 (6.8)

Como veremos mais̀a frente, existem também algumas t́ecnicas que permitem determinar a forma
do termo geral de ordemn sem ter que calcular todos osn termos anteriores. No exemplo anterior
a soluç̃ao obtida a partir dey0 = 0 foi

yn = n (6.9)

mas a soluç̃ao geraĺe

yn = n + y0
3n

(n + 1)!
(6.10)

como podemos conferir por substituição na equaç̃ao de diferenças:

(n + 2)yn+1 − 3yn = (n + 2)(n + 1)− y0
3n+1

(n + 1)!
− 3n− y0

3n+1

(n + 1)!
= n2 + 2 (6.11)

A equaç̃ao de diferenças pode ser escrita em várias formas equivalentes, por exemplo, se substi-
tuirmosn porn− 1 obtemos

(n + 1)yn − 3yn−1 = (n− 1)2 + 2 (6.12)

Normalmente escreveremos as equações de forma a que o termo de ordem mais baixa na equação
sejayn.

6.3 Equaç̃oes de diferenças lineares

Já introduzimos numa secção anterior a forma geral das equações lineares de segunda ordem. A
equaç̃ao linear de terceira ordeḿe

anyn+3 + bnyn+2 + cnyn+1 + dnyn = fn (6.13)

e assim sucessivamente, para qualquer ordem superior.É claro que para poder obter a solução
única de uma equação de terceira ordem será necesśario conhecer tr̂es constantes, por exemploy0,
y1 ey2.
Dadas duas soluções quaisquer de uma equação linear, a diferença entre elasé tamb́em soluç̃ao
da equaç̃ao homoǵenea correspondente. Por isso convém começarmos por estudar as equações
lineares homoǵeneas. A forma general, no caso da segunda ordemé

anyn+2 + bnyn+1 + cnyn = 0 (6.14)

Se duas sucessões{xn} e{zn} são soluç̃oes da equação anterior, qualquer combinação linear delas
tamb́em seŕa soluç̃ao. Assim, as soluç̃oes de uma equação linear homoǵenea definem um sub-
espaço vectorial. Como em qualquer espaço vectorial,é posśıvel definir a independ̂encia linear
entre vectores. Para poder verificar quaisquern condiç̃oes iniciais associadas a uma equação de
ordemn, ser̃ao necesśariasn soluç̃oes linearmente independentes.
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6.3.1 Independ̂encia linear entre sucess̃oes

Diz-se que duas sucessões{xn} e{zn} são linearmente independentes se a condição

Axn + Bzn = 0 para qualquern (6.15)

implica que as constantes A e B sejam ambas nulas. O determinante (Casoratiano)

Cn =
∣∣∣∣ xn zn

xn+1 zn+1

∣∣∣∣ (6.16)

seŕa nulo para qualquern se as duas sucessões forem linearmente dependentes.
Pode-se mostrar também (ñao o vamos fazer cá) que o Casoratiano de duas soluções de uma
equaç̃ao de diferenças linear homogénea ñao é nulo para nenhum valor den, se as soluç̃oes s̃ao
linearmente independentes. Assim, basta mostrar que o Casoratiano nãoé nulo para algum valor
den, para mostrar que duas soluções s̃ao linearmente independentes.
Com n soluç̃oes particulares linearmente independentes, pode-se obter a solução única de uma
equaç̃ao de ordemn com quaisquer condições iniciais. A soluç̃ao geraĺe uma combinaç̃ao linear
dasn soluç̃oes particulares.

6.4 Equaç̃oes de diferenças lineares com coeficientes constantes

As equaç̃oes de diferenças lineares, homogéneas e com coeficientes constantes, resolvem-se em
forma ańalogaàs equaç̃oes diferenciais da mesma denominação. Consideremos o caso de segunda
ordem

ayn+2 + byn+1 + cyn = 0 (6.17)

ondea, b e c são constantes. Existem soluções particulares da forma

yn = rn (6.18)

como podemos conferir por substituição na equaç̃ao de diferenças

arn+2 + brn+1 + crn = 0 (6.19)

no casor = 0 obviamente temos a solução trivial {0, 0, 0, . . .}. Ser não for nula, dividimos a
equaç̃ao anterior porrn e obtemos opolinómio caracteŕıstico:

ar2 + br + c = 0 (6.20)

cada raiz desse polinómio conduz a uma solução particular. As duas raı́zes da equação quadŕatica
são

p =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
q =

−b−
√

b2 − 4ac

2a
(6.21)

Existem tr̂es casos conforme a natureza das raı́zes:

6.4.1 Ráızes reais diferentes

. A soluç̃ao geraĺe a combinaç̃ao linear das duas soluções obtidas a partir das duas raı́zes

yn = Apn + Bqn (6.22)



44 Equaç̃oes de diferenças, lineares, homogéneas

6.4.2 Ráızes reais repetidas

p = q = − b

2a
(6.23)

a única soluç̃ao obtida a partir do polińomio caracteŕısticoé

yn = pn (6.24)

Para construir a solução geral precisamos de uma segunda solução linearmente independente da
primeira, obtida a partir do seguinte teorema.

Teorema 4
Se o polińomio caracteŕıstico da equaç̃ao de diferenças

ayn+2 + byn+1 + cyn = 0 (6.25)

tem umáunica raiz realp, a sucess̃ao
yn = npn (6.26)

é soluç̃ao da equaç̃ao.

Demonstraç̃ao: Substituindo a sucessão 6.26 no lado esquerdo da equação de diferenças e rea-
grupando termos, obtemos

a(n + 2)pn+2 + b(n + 1)pn+1 + cnpn = (ap2 + bp + c)npn + (2ap + b)pn+1 (6.27)

o termo dentro dos primeiros parêntesiśe zero, j́a quep é raiz do polińomio caracteŕıstico; o termo
nos segundos parêntesisé tamb́em zero j́a que, a raizp é igual a−b/(2a). O resultadóe zero,
como pretend́ıamos demonstrar.�
A soluç̃ao geraĺe uma combinaç̃ao linear das duas soluções particulares

yn = (A + Bn)pn (6.28)

6.4.3 Ráızes complexas

p = a + ib q = a− ib (6.29)

ondea e b são ńumeros reais. A sucessão

yn = (a + ib)n (6.30)

é uma soluç̃ao complexa da equação de diferenças. As partes real e imaginária de qualquer solução
são tamb́em soluç̃oes da equação. Teremos então que calcular a parte real e imaginária da sucessão
anterior; para isso escrevemos o número complexop na forma polar

p = rexp(iθ) r =
√

a2 + b2 tg θ =
b

a
(6.31)

o termo geral da sucessão complexa pode agora ser calculado facilmente e a formula de Euleré
usada para separar a parte real da imaginária

yn = (a + ib)n = rn e inθ = rn
[
cos(nθ) + i sin(nθ)

]
(6.32)

A parte real e imagińaria s̃ao duas soluç̃oes linearmente independentes da equação de diferenças
e a soluç̃ao geral seŕa

yn = rn
[
A cos(nθ) + B sin(nθ)

]
(6.33)
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6.5 Equaç̃oes de diferenças incompletas

Uma equaç̃ao da forma
ayn+2 + byn = 0 (6.34)

é designadaincompleta já que ñao aparece o termo de ordemn + 1. Comn igual a zero pode-se
obtery2 em funç̃ao dey0; com n = 2 calcula-sey4 a partir dey2 e assim sucessivamente para
qualquer ordem par. Os termos de ordemı́mpar podem ser obtidos a partir dey1. A soluç̃ao da
equaç̃ao s̃ao assim duas sucessões independentes com termos de ordem par eı́mpar. Isto sugere
que em vez de procurarmos soluções da forma

yn = rn (6.35)

procuremos soluç̃oes
yn = rm (6.36)

em quem é a parte inteira den/2. Substituindo na equação de diferenças, e parar diferente de
zero, obtemos

arm+1 + brm = 0 =⇒ r = − b

a
(6.37)

A soluç̃ao ser̃ao as duas sequências

y2m = y0r
m y2m+1 = y1r

m (6.38)

ondem = 0, 1, 2, . . .
Consideremos uma equação incompleta de terceira ordem

ayn+3 + byn = 0 (6.39)

onde ñao aparecem os termos de ordem(n + 1) e (n + 2)- Começando comy0 calculam-se todos
os termos de ordem ḿultiplo de 3; a partir dey1 calculam-se os termos de ordem (1 módulo 3) e os
termos de ordem (2 ḿodulo 3) dependem dey2. A forma geral de cada uma dessas 3 sequênciaśe

yn = rm (6.40)

ondem é a parte inteira den/3. A raiz r calcula-se igual que no caso da equação incompleta de
segunda ordem:

r = − b

a
(6.41)

A soluç̃ao geraĺe constitúıda pelas tr̂es sucess̃oes

y3m = y0r
m y3m+1 = y1r

m y3m+2 = y2r
m (6.42)

6.6 Equaç̃oes redut́ıveis a equaç̃oes de coeficientes constantes

Alguns tipos de equações de diferenças, lineares, de coeficientes variáveis podem ser reduzidas a
equaç̃oes com coeficientes constantes. Consideremos um exemplo:

afn+1yn+1 + bfnyn = 0 (6.43)
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em quea e b são constantes, efn é uma seqûencia dada. A substituição

un = fnyn (6.44)

transforma a equação numa equação de coeficientes constantes

aun+1 + bun = 0 (6.45)

Em geral, o ḿetodo usado na equação anterioŕeútil sempre que os termos da equação de diferenças
sejam o produto entre os termos da mesma ordem das sucessõesfn eyn

fn+2yn+2, fn+3yn+3, . . . (6.46)

Outro tipo de equaç̃oes ñao-lineares que podem ser resolvidas facilmente, são as equaç̃oes em que
a soma dos coeficientesé nula para qualquer ordemn. Por exemplo, a equação de segunda ordem

fnyn+2 + gn+1yn+1 + hnyn = 0 (6.47)

em que
fn + gn + hn = 0 para qualquern (6.48)

Neste caso uma soluçãoé dada pela equação

yn+1 = yn (6.49)

nomeadamente, qualquer sucessão constantée soluç̃ao da equaç̃ao.

6.7 Resoluç̃ao de equaç̃oes ñao-lineares usando a funç̃ao Gama

Para resolver equações com coeficientes não-constantes, será útil a funç̃ao gama. A funç̃ao gama
é uma funç̃ao especial definida por meio do integral

Γ(x) =

∞∫
0

sx−1 e−s ds (6.50)

O integral impŕoprio converge para qualquer valor dex diferente de zero ou de inteiros negativos.
A função gamáe uma generalização do factorial, j́a que verifica a seguinte propriedade

Γ(x + 1) = xΓ(x) (6.51)

para a demonstrar o resultado anterior, podemos simplificarΓ(x + 1) por meio de integraç̃ao por
partes

Γ(x + 1) =

∞∫
0

sx e−s ds = −sx e−s
∣∣∣∞
0

+ x

∞∫
0

sx−1 e−s ds = xΓ(x) (6.52)

O valor deΓ(1) pode ser calculado facilmente

Γ(1) =

∞∫
0

e−s ds = 1 (6.53)
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e usando a propriedadeΓ(x + 1) = xΓ(x) vemos que para números inteirosn

Γ(n + 1) = n! (6.54)

outro resultado importantée o valor da funç̃ao gama no pontox = 1/2, queé igual a
√

π.
Vamos usar a propriedade 6.51 para resolver equações com coeficientes lineares emn. Por exem-
plo, a equaç̃ao

a(n + b)yn+1 + c(n + d)yn = 0 (6.55)

em quea, b, c e d são constantes, eb e d são positivas. Neste caso usamos a equação 6.51 para
escrever os coeficientes da seguinte forma

n + b = Γ(n + b + 1)
Γ(n + b)

=
fn+1

fn
(6.56)

n + d = Γ(n + d + 1)
Γ(n + d)

=
gn+1

gn
(6.57)

substituindo na equação de diferenças e agrupando termos com o mesmoı́ndice, obtemos

a
fn+1

gn+1
yn+1 + c

fn

gn
yn = 0 (6.58)

est́a equaç̃ao resolve-se usando o método introduzido na Secção 6.6.
Se os coeficientes da equação ñao linear incluem produtos e quocientes de factores lineares, por
exemplo,(n+a)(n+ b)/(n+ c), cada factor pode ser escrito em forma análogaà equaç̃ao 6.57, e
agrupando termos com a mesma ordem obtém-se uma equação redut́ıvel a equaç̃ao de coeficientes
constantes.
Quando a constanted na equaç̃ao 6.55 for um inteiro negativo (d = −m, ondem é um inteiro
positivo), a soluç̃ao seŕa uma seqûencia finita j́a que paran = m obt́em-se

ym+1 = 0 (6.59)

e qualquer termo de ordem superior am seŕa nulo. Se o valor dem for baixo, existir̃ao śo uns
poucos termos na sequência, e seŕa prefeŕıvel calcuĺa-los directamente a partir da equação de
diferenças. Sem for elevado, para reduzir a equação a uma equação de coeficientes constantes
escrevemos o factor(n−m) da seguinte forma

n−m = −(m− n) = −Γ(m− n + 1)
Γ(m− n)

= − fn

fn+1
(6.60)

A mudança do sinaĺe necesśaria devido a que a funçãoΓ(m− n) existe paran igual a0, 1, 2, . . .,
m− 1, enquanto queΓ(n−m) é indefinida.

Exemplo 6.1
Sabendo quey0 = 2, encontre a soluç̃ao da seguinte equação de diferenças:

(1 + n)yn+1 + (2n + 8)yn = 0 (6.61)
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Os dois factores lineares que aparecem na equação, podem ser escritos na formafn+1/fn usando
factoriais

n + 1 =
(n + 1)!

n!
n + 4 =

(n + 4)!
(n + 3)!

(6.62)

Substituindo na equação de diferenças e re-agrupando termos obtemos

(n + 1)!
(n + 4)!

yn+1 + 2
n!

(n + 3)!
yn = 0 (6.63)

usando a substituição

an =
n!

(n + 3)!
yn (6.64)

obtemos uma equação de coeficientes constantes para a sucessãoan:

an+1 + 2an = 0 (6.65)

A equaç̃ao caracterı́stica tem umáunica raizλ = −2 e, assim, a solução geraĺe

an = a0(−2)n =⇒ yn = a0
(n + 3)!(−2)n

n!
(6.66)

Paran = 0 obt́em-se(y0 = 6a0 = 2) e, portanto,a0 = 1/3

yn =
(n + 3)!(−2)n

3 n!
(6.67)

6.8 Problemas

Resolva as seguintes equações de diferenças

1. yn+2 + 3yn+1 + 2yn = 0 y0 = 1, y1 = 0

2. yn+2 + 6yn+1 + 9yn = 0 y0 = 1, y1 = 1

3. yn+2 − 4yn+1 + 13yn = 0 y0 = 0, y1 = 1

4. yn+2 − 2yn+1 + 4yn = 0 y0 = 0, y1 = 1

5. en+2yn+2 − 5en+1yn+1 + 6enyn = 0

6. (n + 1)yn+1 − (n− 3)yn = 0 y0 = 1

7. (n + 1)(n + 2)yn+2 − (n + 3)yn = 0 y0 = 2, y1 = 1

8. yn+3 + 8yn = 0 y0 = 1, y1 = 1, y2 = 0

9. yn+3 − (n + 1)yn = 0

10. A sucess̃ao{Fn} = {1, 1, 2, 3, 5, 8, . . .}, em que cada termóe igualà soma dos dois anteri-
ores,é chamadasucess̃ao de Fibonacci.

(a) Escreva a equação de diferenças e os valores iniciais que definem a sucessão de Fi-
bonacci.
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(b) Demonstre queφ ≡ (1+
√

5)/2 ≈ 1,618 e−1/φ são ráızes do polińomio caracteŕıstico
da equaç̃ao encontrada na alı́nea anterior.

(c) Calcule o termo geralFn da sucess̃ao de Fibonacci e demonstre queFn+1/Fn é igual a
φ no limiten −→∞. O númeroφ representava na tradição grega a relação perfeita que
deveria existir entre os lados de um rectângulo para se obter o melhor efeito estético
(relação áurea).
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Caṕıtulo 7

Método das śeries

7.1 Śeries de Pot̂encias

Uma śerie de pot̂enciaśe uma śerie que depende de um parâmetrox, da seguinte forma:

S(x) =
∞∑

n=0

an(x− x0)n (7.1)

o númerox0, a seqûenciaan e o par̂ametrox podem ser em geral números complexos. A con-
verĝencia da śerie de pot̂encias depende da distância entrex ex0 no plano complexo:

|x− x0| (7.2)

Se a dist̂ancia for suficientemente aproximada a zero, a série converge (a0 é o valor da śerie quando
x = x0); quanto maior for a distância mais lenta será a converĝencia, at́e que a partir de uma certa
dist̂ancia a śerie diverge. O valor ḿaximo da dist̂ancia para o qual a série converge,́e o chamado
raio de converĝencia(R) e calcula-se a partir de:

lim
n→∞

an+1R
n+1

anRn
= 1 ⇒ R = lim

n→∞

an

an+1
(7.3)

7.1.1 Śerie de Taylor

Uma funç̃ao anaĺıtica num pontox0 é uma funç̃ao cujas derivadas de qualquer ordem existem
nesse ponto. Nesse caso a função pode ser representada por uma série de pot̂encias convergente
emx0:

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · · (7.4)

as derivadas def calculam-se derivando o termo dentro da série, por exemplo, as duas primeiras
derivadas s̃ao:

f ′(x) =
∞∑

n=0

nan(x− x0)n−1 = a1 + 2a2(x− x0) + 3a3(x− x0)2 + · · · (7.5)

f ′′(x) =
∞∑

n=0

n(n− 1)an(x− x0)n−2 = 2a2 + 6a3(x− x0) + 12a4(x− x0)2 + · · ·(7.6)
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Se substituirmosx = x0 nas śeries paraf , f ′ ef ′′ vemos que:

a0 = f(x0) a1 = f ′(x0) 2a2 = f ′′(x0) (7.7)

em geral,
n!an = f (n)(x0) (7.8)

e asérie de Taylor def escreve-se:

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n (7.9)

No caso particularx0 = 0 obt́em-se a chamadasérie de McClaurin. O raio de converĝencia da
sérieé igualà dist̂ancia entrex0 e o ponto singular def mais pŕoximo.

7.1.2 Algumas śeries de McClaurin importantes

1. Śerie geoḿetrica
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + · · · (7.10)

2. Funç̃ao exponencial

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
(7.11)

3. Funç̃oes trigonoḿetricas

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 (7.12)

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n (7.13)

7.2 Método das śeries

Consideremos a equação diferencial linear, homogénea de segunda ordem

P (x)y′′ + Q(x)y′ + R(x)y = 0 (7.14)

em queP , Q e R são polińomios. Muitos problemas de engenharia conduzem a equações dessa
forma. A partir do teorema de existência e unicidade para equações lineares, vemos que os pontos
singulares s̃ao as ráızes do polińomioP (x). Se o pontox = 0 não for raiz deP (x), a soluç̃ao da
equaç̃ao diferencial será uma funç̃ao anaĺıtica emx = 0 e, portanto, existiŕa a śerie de McClaurin
para a soluç̃aoy(x):

y(x) =
∞∑

n=0

anxn (7.15)

A obtenç̃ao da soluç̃ao é equivalentèa obtenç̃ao da seqûenciaan. A equaç̃ao de diferenças que
define a seqûenciaan é obtida por substituiç̃ao da śerie de McClaurin (e das sua derivadas) na
equaç̃ao diferencial.
Na seguinte secção veremos um exemplo de aplicação deste ḿetodo.
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7.3 Equaç̃ao de Airy

Um exemplo de uma equação linear muito simples que não pode ser resolvida pelos métodos dos
caṕıtulos anteriores e que pode ser resolvida pelo método das śeries,é a equaç̃ao de Airy:

y′′ = xy (7.16)

O polinómioP é neste caso igual a 1, de maneira que a solução seŕa anaĺıtica emx = 0 e podeŕa
ser escrita como uma série de McClaurin:

y(x) =
∞∑

n=0

anxn (7.17)

A segunda derivadáe:

y′′(x) =
∞∑

n=0

n(n− 1)anxn−2 (7.18)

e substituindo na equação diferencial

∞∑
n=0

n(n− 1)anxn−2 −
∞∑

n=0

anxn+1 = 0 (7.19)

para agrupar as duas séries numáunica śerie de pot̂encias, escrevemos a primeira série numa forma
equivalente: podemos incrementar em 3 unidades oı́ndicen, dentro da śerie, se subtrairmos 3 aos
limites do somat́orio; a śerie resultante será idênticaà śerie inicial

∞∑
n=−3

(n + 3)(n + 2)an+3x
n+1 −

∞∑
n=0

anxn+1 = 0 (7.20)

Na primeira śerie os dois primeiros termos (n = −3 e n = −2) são nulos e o terceiro termo
(n = −1) pode ser escrito explicitamente; a série resultante começa desden = 0, podendo ser
agrupadàa segunda śerie:

2a2 +
∞∑

n=−3

[(n + 3)(n + 2)an+3 − an]xn+1 = 0 (7.21)

no lado esquerdo da equação temos uma série de pot̂encias em que o coeficiente de ordem zeroé
2a2 e os coeficientes de ordem superior a zero são o termo dentro dos parêntesis quadrados, com
n = 0, 1, 2, . . . Para que a śerie de pot̂encias seja nula em qualquer pontox, é necesśario que
todos os coeficientes sejam nulos:

2a2 = 0 (7.22)

(n + 3)(n + 2)an+3 − an = 0 (n = 0, 1, 2, . . .) (7.23)

Temos transformado o problema num problema de equações de diferenças. A equação de diferen-
ças obtidáe uma equaç̃ao incompleta, de terceira ordem e a sua solução consiste em três sucess̃oes
independentes para os coeficientes de ordem múltiplo de 3, ḿultiplo de 3 mais 1, e ḿultiplo de 3
mais 2. Comoa2 = 0, os coeficientes de ordem múltiplo de 3 mais 2 s̃ao todos nulos. Para obter
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as outras duas sequências podemos usar o método estudado no capı́tulo anterior: paran = 3m,
definindoum = a3m obtemos:

9(m + 1)(m + 2/3)um+1 − um = 0 (7.24)

em termos de factoriais e funções gama temos:

(m + 1)(m + 2/3) =
(m + 1)! Γ(m + 5/3)

m! Γ(m + 2/3)
(7.25)

Usando a substituição:
xm = m! Γ(m + 2/3)um (7.26)

a Equaç̃ao 7.24 transforma-se numa equação de coeficientes constantes:

9xm+1 − xm = 0 (7.27)

A soluç̃ao pode agora ser obtida facilmente:

xm =
x0

(−9)m
(7.28)

a3m = um =
(−1)m Γ(2/3)

m! Γ(m + 2/3)9m
a0 (7.29)

Para calcular a sequência correspondente an = 3m + 1, procedemos em forma semelhante. Em
função devm = a3m+1, a fórmula de recorr̂encia (Equaç̃ao 7.23)é uma equaç̃ao de primeira
ordem:

9(m + 1)(m + 4/3)vm+1 − vm = 0 (7.30)

e com a substituiç̃ao
zm = m! Γ(m + 4/3)vm (7.31)

a equaç̃ao transforma-se numa equação de coeficientes constantes:

9zm+1 − zm = 0 (7.32)

com soluç̃ao:

zm =
z0

(−9)m
(7.33)

a3m+1 = vm =
(−1)m Γ(4/3)a1

m! Γ(m + 4/3)9m
(7.34)

Finalmente, substituiamosan na śerie de McClaurin para obter a solução da equaç̃ao diferencial:

y(x) = a0

∞∑
m=0

(−1)m Γ(2/3)
m! Γ(m + 2/3)9m

x3m + a1x
∞∑

m=0

(−1)m Γ(4/3)
m! Γ(m + 4/3)9m

x3m (7.35)

ondea0 ea1 são duas constantes arbitrárias (condiç̃oes iniciais paray ey′ emx = 0). Em alguns
casos as śeries obtidas podem ser identificadas como a série de McClaurin de alguma função
conhecida. Neste exemplo as séries ñao correspondem a nenhuma função conhecida, e constituem
duas funç̃oes especiais designadasfunções de Airy.
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7.4 Método de Frobenius

Quando o pontox = 0 é um ponto singular da equação diferencial, a soluçãoy nãoé anaĺıtica em
x = 0 e ñao pode ser escrita na forma de uma série de McClaurin. No entanto, em alguns casos
existe uma constanter tal quey/xr é uma funç̃ao anaĺıtica:

y(x) = xrf(x) (fanaĺıtica emx = 0) (7.36)

e a śerie de McClaurin def sim existe. Para saber em que casos isso aconteceé preciso identificar
a que tipo de singularidade correspondex = 0.

7.4.1 Pontos singulares regulares

Os pontos singulares da equação diferencial

P (x)y′′ + Q(x)y′ + R(x)y = 0 (7.37)

são os pontosx0 onde
P (x0) = 0 (7.38)

Se os seguintes limites existem:

A = lim
x→x0

xQ(x)
P (x)

B = lim
x→x0

x2R(x)
P (x)

(7.39)

diz-se que o pontox0 é um pontosingular regular.
Sex = 0 for um ponto singular regular, existirá pelo menos uma solução da forma

y(x) = xrf(x) =
∞∑

n=0

anxn+r (7.40)

A funçãof(x) é anaĺıtica emx = 0 e podemos admitir, sem perder nenhuma generalidade, que
f(0) é diferente de zero (sef(0) for nula, factoriza-sex, e redefinem-ser e f ficandof(0)
diferente de zero). Isso implica que a constantea0 seja tamb́em diferente zero:

a0 = lim
x→0

y

xr
= f(0) 6= 0 (7.41)

As derivadasy′ ey′′ são

y′ =
∞∑

n=0

(n + r)anxn+r−1 (7.42)

y′′ =
∞∑

n=0

(n + r − 1)anxn+r−2 (7.43)

Para calcular o valor dóındicer primeiro observamos que

lim
x→0

x1−ry′ = ra0 (7.44)

lim
x→0

x2−ry′′ = r(r − 1)a0 (7.45)



56 Método das śeries

a seguir multiplicamos a equação diferencial porx2−r e dividimos por P

x2−ry′′ +
xQ

P
x1−ry′ +

x2R

P
x−ry = 0 (7.46)

No limite x = 0 e usando as constantesA eB definidas acima (Equação 7.39) obtemos:

[r(r − 1) + Ar + B]a0 = 0 (7.47)

Comoa0 é diferente de zero,r deveŕa ser soluç̃ao da chamadaequaç̃ao indicial:

r(r − 1) + Ar + B = 0 (7.48)

Para cada raiz realr da equaç̃ao indicial substituimos as séries paray, y′ e y′′ na equaç̃ao difer-
encial e procedemos da mesma forma que no método das śeries, para calcular os coeficientesan.
Cada raiz conduz a uma solução; se as duas soluções forem diferentes, a solução geral seŕa a
combinaç̃ao linear das duas.

Exemplo 7.1
Encontre a soluç̃ao da equaç̃ao:

4xy′′ + 2y′ + y = 0 (7.49)

O pontox = 0 é um ponto singular e, portanto, não pode ser usado o método das śeries. Para
determinar sex = 0 é ponto singular regular, calculámos:

A = lim
x→0

2x

4x
=

1
2

B = lim
x→0

x2

4x
= 0 (7.50)

Podemos assim usar o método de Frobenius e a equação indicialé:

2r(r − 1) + r = 0 (7.51)

com ráızesr1 = 0 e r2 = 1/2. Com a primeira raiz (r1 = 0) temos que:

y =
∞∑

n=0

anxn (7.52)

y′ =
∞∑

n=0

nanxn−1 (7.53)

y′′ =
∞∑

n=0

n(n− 1)anxn−2 (7.54)

Substituindo na equação diferencial obtemos:

∞∑
n=0

[4n(n− 1)anxn−1 + 2nanxn−1 + anxn] = 0 (7.55)

os dois primeiros somatórios podem ser escritos em função dexn:

∞∑
n=0

[4n(n + 1)an+1 + 2(n + 1)an+1 + an]xn = 0 (7.56)
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a fórmula de recorr̂encia paran = 0, 1, 2, 3, . . . é:

(n + 1)(4n + 2)an+1 + an = 0 (7.57)

A seqûencia obtidáe (arbitrandoa0 = 1)

an = 1,−1/2, 1/24,−1/720, . . . (7.58)

A soluç̃ao geral parece ser os inversos dos factoriais dos números pares, com sinais alternados. A
soluç̃ao geral pode ser obtida transformando a fórmula de recorr̂encia numa equação com coefi-
cientes constantes:

(2n + 2)(2n + 1) =
(2n + 2)!

(2n)!
(7.59)

un = (2n)!an ⇒ un+1 + un = 0 (7.60)

un = (−1)nu0 ⇒ an =
(−1)n

(2n)!
a0 (7.61)

com esta seqûencia, a śerie de pot̂encias da primeira solução particulaŕe (coma0 = 1)

y1 =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
xn = cos(x1/2) (7.62)

Usando a segunda raizr2 = 1/2, a śerie de pot̂encias da segunda soluçãoé:

y =
∞∑

n=0

anxn+1/2 (7.63)

y′ =
∞∑

n=0

(n + 1/2)anxn−1/2 (7.64)

y′′ =
∞∑

n=0

(n2 − 1/4)anxn−3/2 (7.65)

Substituindo na equação diferencial obtemos:

∞∑
n=0

[(4n2 − 1)anxn−1/2 + (2n + 1)anxn−1/2 + anxn+1/2] = 0 (7.66)

a soma dos termosn = 0 das duas primeiras sériesé igual a 0 e as três śeries podem ser agrupadas:

∞∑
n=0

[(4n2 + 8n + 3)an+1 + (2n + 3)an+1 + an]xn+1/2 = 0 (7.67)

a fórmula de recorr̂enciaé:

(2n + 2)(2n + 3)an+1 + an = 0 (7.68)
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A soluç̃ao geral obt́em-se em forma semelhante ao caso anterior:

(2n + 2)(2n + 3) =
(2n + 3)!
(2n + 1)!

(7.69)

un = (2n + 1)!an ⇒ un+1 + un = 0 (7.70)

un = (−1)nu0 ⇒ an =
(−1)n

(2n + 1)!
a0 (7.71)

a śerie de pot̂encias correspondenteé (coma0 = 1)

y2 =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
xn+1/2 = sin(x1/2) (7.72)

A soluç̃ao geraĺe uma combinaç̃ao linear das duas soluções particularesy1 ey2. �

7.5 Soluç̃ao em śeries em pontos singulares

Em geral, cada raiz da equação indicial pode conduzir a uma solução em śeries de pot̂encias. No
entanto, em alguns casosé posśıvel encontrar apenas uma solução. O teorema que se segue indica
como determinar a solução geral por meio de séries de pot̂encias.

Teorema 5 (Frobenius)
Ser1 e r2 são duas ráızes da equaç̃ao indicial (emx = 0) de uma equaç̃ao diferencial linear de
segunda ordem com ponto singular emx = 0, existem tr̂es casos, a depender dos valores der1 e
r2:

1. Ser1 − r2 for diferente de zero e diferente de um número inteiro, cada raiz conduz a uma
soluç̃ao diferente.

2. Ser1 = r2, é posśıvel obter umaúnica soluç̃ao y1 a partir do ḿetodo de Frobenius. A
segunda soluç̃ao teŕa a forma:

y2(x) =
∞∑

n=0

bnxn+r1 + y1 ln x (7.73)

onde a sucessão bn deveŕa ser obtida por substituiç̃ao dey2 na equaç̃ao diferencial.

3. Ser1− r2 for um ńumero inteiro, existiŕa uma soluç̃aoy1 com a forma usada no ḿetodo de
Frobenius. A segunda solução seŕa:

y2(x) =
∞∑

n=0

bnxn+r1 + cy1 ln x (7.74)

ondec é uma constante. Nos casos em quec = 0, a segunda soluç̃ao tem tamb́em a forma
do ḿetodo de Frobenius, o qual implica que aplicando o método de Frobeniuśe posśıvel
encontrar as duas soluçõesy1 e y2 linearmente independentes. Quandoc não é nula, o
método de Frobenius permite encontrar apenas uma solução e a segunda solução deveŕa
ser encontrada por substituição da forma geral dey2 na equaç̃ao diferencial.
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Com as duas soluções encontradas seguindo o método indicado pelo teorema de Frobenius, a
soluç̃ao geral seŕa:

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) (7.75)

Em alguns casos as condições fronteira exigem quey seja finita na origem o qual implicaC2 = 0,
ser2 < 0 ou r2 = r1, já que nos dois casos a segunda soluçãoé divergente na origem. Ser1 − r2

é um inteiro e o ḿetodo de Frobenius conduz a umaúnica soluç̃aoy1, C2 seŕa tamb́em nula e ñao
seŕa preciso calculary2.

Exemplo 7.2
Encontre a soluç̃ao geral da equaç̃ao:

xy′′ + 3y′ − x2y = 0 (7.76)

O pontox = 0 é ponto singular. Os dois limites:

A = lim
x→0

3x

x
= 3 B = lim

x→0

−x4

x
= 0 (7.77)

existem e, portanto,x = 0 é ponto singular regular. A equação indicialé:

r(r − 1) + 3r = r(r + 2) = 0 (7.78)

com ráızesr1 = 0 e r2 = −2. Como a diferença entre as raı́zesé um ńumero inteiro, provavel-
mente o ḿetodo de Frobenius dará apenas uma das duas soluções linearmente independentes. Se
existirem duas soluç̃oes com a forma usada no método de Frobenius, estas aparecerão na soluç̃ao
correspondentèa raiz menorr = −2. Assim, começamos por considerar o casor = −2:

y =
∞∑

n=0

anxn−2 (7.79)

y′ =
∞∑

n=0

(n− 2)anxn−3 (7.80)

y′′ =
∞∑

n=0

(n− 2)(n− 3)anxn−4 (7.81)

Substituindo na equação diferencial obtemos:

∞∑
n=0

[(n− 2)(n− 3)anxn−3 + 3(n− 2)anxn−3 − anxn] = 0 (7.82)

−a1x
−2 +

∞∑
n=0

[(n + 3)(n + 1)an+3 − an]xn = 0 (7.83)

consequentemente,a1 = 0 e:

(n + 3)(n + 1)an+3 − an = 0 (n = 0, 1, 2, . . .) (7.84)
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A soluç̃ao da f́ormula de recorr̂encia s̃ao tr̂es sucess̃oes independentes. A sucessão correspondente
an = 3m + 1 é nula, j́a quea1 = 0. Comn = 3m eum = a3m obtemos a equação:

9(m + 1)(m + 1/3)um+1 − um = 0 (7.85)

usando factoriais e funções gama temos:

9(m + 1)! Γ(m + 1 + 1/3)um+1 −m! Γ(m + 1/3)um = 0 (7.86)

se definirmos:

vm = m! Γ(m + 1/3)um (7.87)

obtemos:

9vm+1 − vm = 0 ⇒ vm =
v0

9m
(7.88)

a3m = um = Γ(1/3)a0

9mm! Γ(m + 1/3)
(7.89)

Substituindon = 3m + 2 ea3m+2 = xm na Equaç̃ao 7.84 obtemos:

9(m + 1)(m + 5/3)xm+1 − xm = 0 (7.90)

usando factoriais e funções gama temos:

9(m + 1)! Γ(m + 1 + 5/3)xm+1 −m! Γ(m + 5/3)xm = 0 (7.91)

se definirmos:

zm = m! Γ(m + 5/3)xm (7.92)

obtemos:

9zm+1 − zm = 0 ⇒ zm =
z0

9m
(7.93)

a3m+2 = xm = Γ(5/3)a2

9mm! Γ(m + 5/3)
(7.94)

As duas sucessões encontradas correspondemàs duas soluç̃oes linearmente independentes. Assim,
o método de Frobenius conduzà soluç̃ao geral:

y =
∞∑

m=0

a3mx3m−2 +
∞∑

m=0

a3m+2x
3m (7.95)

= a0

∞∑
m=0

Γ(1/3)x3m−2

9mm! Γ(m + 1/3)
+ a2

∞∑
m=0

Γ(5/3)x3m

9mm! Γ(m + 5/3)
� (7.96)
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7.6 Problemas

Resolva, usando o ḿetodo das śeries, as seguintes equações diferenciais. Compare os resultados
com as respectivas soluções analı́ticas

1. (1− x2)y′ − 2xy = 0

2. y′ − y = 1 + x2

3. y′′ − 3y′ + 2y = 0

4. y′′ − y = x

Determine a soluç̃ao das seguintes equações diferenciais lineares de segunda ordem

5. y′′ − xy′ + y = 0

6. y′′ + xy = 0

7. x(1− x)y′′ +
1 + x

2
y′ − 1

2
y = 0

8. xy′′ + (1− 2x)y′ + (x− 1)y = 0

9. (1 + x)x2y′′ − (1 + 2x)xy′ + (1 + 2x)y = 0

10. x(x− 1)y′′ + (4x− 2)y′ + 2y = 0

11. y′′ + x2y = 0 y(0) = 1, y′(0) = 0

Nos problemas 12 e 13,n é um par̂ametro inteiro positivo. Demostre que para cada valor den
existe um polińomio de graun queé soluç̃ao particular da equação e determine a forma geral do
polinómio de graun com as condiç̃oes fronteira dadas

12. Equaç̃ao de Laguerre

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0 Polinómios de LaguerreLn(x), Ln(0) ≡ 1

13. Equaç̃ao de Hermite

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0 Polinómios de HermiteHn(x)

(a) Paran par use a condiç̃aoH2m(0) = (−1)m (2m)!
m!

(b) Paran impar use a condiç̃aoH ′
2m+1(0) = (−1)m 2(2m + 1)!

m!
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Caṕıtulo 8

Transformadas de Laplace

8.1 Definiç̃ao da transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma funçãof(t) é uma outra funç̃aoF (s) num doḿınio de valores
reaiss, definida pelo integral:

F (s) =

∞∫
0

f(t) e−st dt (8.1)

Igual que no caso da derivação, uma forma ŕapida de calcular a transformada de uma funçãoé por
meio de algumas regras simples. A transformada inversa de uma funçãoF (s) é a funç̃aof(t) cuja
transformada de Laplace seja igual aF (s).

8.1.1 Condiç̃oes de exist̂encia da transformada de Laplace

Para que a transformada de Laplace def(t) exista,é preciso quef(t) verifique as seguintes duas
propriedades:

1. A funç̃ao deveŕa serparcelarmente cont́ınua, isto é, f(t) podeŕa ter alguns pontos isola-
dos ondée descontı́nua, mas será cont́ınua em cada intervalo entre dois pontos de descon-
tinuidade.

2. A funç̃aof(t) deve ser uma função deordem exponencial: existe um ńumero real a tal que
o limite

lim
t→∞

= |f(t)| e−at (8.2)

existe. O doḿınio da transformada de Laplace def(t) seŕas > a.

Usaremos a seguinte notação para indicar a transformada de Laplace da funçãof(t)

L{f(t)} (8.3)

e a funç̃ao obtida depois de transformar, será representada pela mesma letra usada para a função,
mas em maíusculas

L{g(t)} = G(s) (8.4)
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8.2 Propriedades da transformada de Laplace

8.2.1 Linearidade

Para quaisquer duas funçõesf(t) eg(t), e duas constantes a e b, verifica-se

L{af(t) + bg(t)} = aL{f(t)}+ bL{g(t)} = aF (s) + bG(s) (8.5)

consequentemente, a transformada inversa tambémé um operador linear:

L−1{aF (s) + bG(s)} = af(t) + bg(t) = aL−1{F (s)}+ bL−1{G(s)} (8.6)

8.2.2 Derivada da Transformada

dF

ds
=

d
ds

∞∫
0

f(t) e−st dt = −
∞∫
0

tf(t) e−st dt = L{tf(t)} (8.7)

derivandon vezes obtemos

L{tnf(t)} = (−1)n dnF

dsn
(8.8)

8.2.3 Transformada da Derivada

Integrando por partes:

L{f ′} =

∞∫
0

f ′ e−st dt = f e−st

∣∣∣∣∣
∞

0

+ s

∞∫
0

f e−st dt (8.9)

o último integralé a transformada def , definida ems > a. Paras > a o limite do primeiro termo,
quandot for infinito, é zero j́a quef é de ordem exponenciala

L{f ′} = sL{f} − f(0) (8.10)

A transformada de derivadas de ordem superior calcula-se aplicando a mesma propriedade várias
vezes, por exemplo, a transformada da segunda derivadaé igual a:

L{y′′} = sL{y′} − y′(0) = s[sL{y} − y(0)]− y′(0) = s2Y (s)− sy(0)− y′(0) (8.11)

8.2.4 Deslocamento ems

L{ eatf(t)} =

∞∫
0

f e(a−s)t dt = F (s− a) (8.12)
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8.3 Transformadas de Funç̃oes Elementares

A transformada detp, ondep é qualquer ńumero real,́e:

L{tp} =

∞∫
0

tp e−st dt (8.13)

usando a mudança de variávelu = st, o integral transforma-se numa função gama:

L{tp} =

∞∫
0

(u/s)p e−u du

s
= s−(p+1)

∞∫
0

up e−u du = Γ(p + 1)
sp+1

(8.14)

em particular, quandop for um ńumero inteiro positivon,

L{tn} =
n!

sn+1
(8.15)

e paran = 0

L{1} =
1
s

(8.16)

Aplicando a propriedade de deslocamento ems, podemos calcular a transformada da função ex-
ponencial

L{ eat} = L{1}(s− a) =
1

s− a
(8.17)

e usando a propriedade da derivada da transformada

L{t eat} = − d
ds

(
1

s− a

)
=

1
(s− a)2

(8.18)

O mesmo resultado podia ter sido obtido a partir da transformada det, usando a propriedade de
deslocamento ems.
As transformadas do seno e do co-seno podem ser calculadas substituindoa = ib na Equaç̃ao 8.17
e usando a f́ormula de Euler

L{ e ibt} = L{cos(bt) + i sin(bt)} =
1

s− ib
=

s + ib
s2 + b2

(8.19)

comparando as partes reais e imaginárias, conclúımos:

L{cos(bt)} =
s

s2 + b2
(8.20)

L{sin(bt)} =
b

s2 + b2
(8.21)
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8.4 Cálculo de transformadas inversas

Os resultados da secção anterior podem também ser usados para calcular transformadas inversas.
Por exemplo, calculemos a transformada inversa de:

G(s) =
2s3 + 4s2 + 10s + 74
(s2 + 2)(s2 − 2s + 10)

(8.22)

usando expansão em fracç̃oes parciais, obtemos:

G(s) =
2

s + 2
+

3
(s + 2)2

+
1

(s− 1)2 + 9
(8.23)

para calcular a transformada inversa de cada termo, começamos por calcular as transformadas
inversas das três funç̃oes:

1
s

1
s2

3
s2 + 9

(8.24)

que s̃ao1, t esin(3t), respectivamente. A seguir usamos a propriedade de deslocamento ems para
calcular a transformada inversa da funçãoG

g(t) = 2 e−2t + 3t e−2t +
et

3
sin(3t) (8.25)

8.5 Resoluç̃ao de equaç̃oes diferenciais por meio da transformada de
Laplace

Como vimos numa secção anterior, as transformadas de Laplace das derivadas de uma função s̃ao
todas proporcionais̀a transformada da função original, multiplicada porsn, onden é a ordem da
derivada. Esta propriedade permite transformar uma equação diferencial linear, com coeficientes
constantes numa equação alǵebrica. Por exemplo, consideremos a equação:

3y′′ − 12y′ + 12y = 4e2x sin(2x) (8.26)

Transformando os dois lados da equação e usando a propriedade de linearidade, obtemos:

3L{y′′} − 12L{y′}+ 12L{y} = 4L{e2x sin(2x)} (8.27)

cada um dos termos pode ser calculado usando as propriedades da transformada de Laplace:

L{y} = Y (s) (8.28)

L{y′} = sY (s)− y(0) (8.29)

L{y′′} = s2Y (s)− sy(0)− y′(0) (8.30)

L{ e2x sin(2x)} =
2

(s− 2)2 + 4
(8.31)

a transformada da equação diferenciaĺe

3s2Y − 3C1s− 3C2 − 12sY + 12C1 + 12Y =
8

(s− 2)2 + 4
(8.32)
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ondeA e B são duas constantes, iguais aos valores iniciais dey e y′ emx = 0. Esta equaç̃ao é
uma equaç̃ao alǵebrica que pode ser facilmente simplificada, conduzindoà funç̃aoY :

Y =
3C1s + 3C2 − 3C1

3s2 − 12s + 12
+

8
[(s− 2)2 + 4](3s2 − 12s + 12)

(8.33)

A soluç̃ao da EDÓe a transformada inversa desta função. Usando a expansão em fracç̃oes parciais:

Y =
A

s− 2
+

B

(s− 2)2
+

2C

(s− 2)2 + 4
+

D(s− 2)
(s− 2)2 + 4

(8.34)

ondeA, B, C eD são constantes que podem ser calculadas comparando as duasúltimas equaç̃oes:

A = C1 B = C2 − 2C1 +
2
3

C = −1
3

D = 0 (8.35)

A transformada inversa de cada uma das fracções parciaiśe facilmente identificada, usando as
transformadas calculadas em secções anteriores. A resposta finalé:

y(x) = [(1− 2x)y(0) + xy′(0) +
2x

3
− 1

3
sin(2x)] e2x (8.36)

8.6 Equaç̃oes diferenciais lineares com coeficientes não-constantes

Quando os coeficientes de uma equação diferencial linear s̃ao polińomios, a transformada de
Laplace pode ser calculada usando os seguintes resultados:

L{tny} = (−1)n dnY

dsn
(8.37)

L{tny′} = (−1)n dn

dsn
[sY − y(0)] = (−1)n dn(sY )

dsn
(8.38)

L{tny′′} = (−1)n dn

dsn
[s2Y − sy(0)] (8.39)

A transformada da equação diferencial será outra equaç̃ao diferencial para a funçãoY , de ordem
igual ao maior grau dos coeficientes da equação original. Em alguns casos a equação diferencial
obtida resulta ser mais fácil de resolver do que a equação original.
A transformada de LaplaceY e as suas derivadas deverão ser funç̃oes assimptoticamente decres-
centes; esta propriedade das transformadas de Laplace impõe condiç̃oes fronteira para a equação
diferencial obtida.

8.7 Equaç̃oes diferenciais lineares com entrada descontı́nua

O lado direito de uma equação linear ñao homoǵenea pode ser considerado como a entrada num
sistema linear que verifica o princı́pio de sobreposiç̃ao. Quando a entradaé descontı́nua, a sáıdaé
cont́ınua pois a soluç̃ao de uma equação diferenciaĺe uma funç̃ao deriv́avel.
O método da transformada de Laplaceé principalmentéutil para resolver equações diferenciais
com entrada descontı́nua, j́a que a transformada de uma função parcelarmente contı́nua é uma
função cont́ınua.
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Para representar funções descontı́nuasé conveniente definir a função degrau unitário (tamb́em
conhecida por funç̃ao de Heaviside):

u(t− a) =

{
0 t < a
1 t ≥ a

(8.40)

Sea < b, a funç̃ao:
u(t− a)− u(t− b) (8.41)

é igual a 1 no intervaloa < t < b e zero fora do intervalo. Assim, uma função definida em forma
diferente em diferentes intervalos, por exemplo,

f(t) =

{
f1(t) a ≤ t < b
f2(t) c ≤ t < d

(8.42)

pode ser escrita na forma compacta:

f(t) = [u(t− a)− u(t− b)]f1(t) + [u(t− c)− u(t− d)]f2(t) (8.43)

facilitando o ćalculo da sua transformada de Laplace, por meio da propriedade que veremos na
secç̃ao que se segue.

8.8 Deslocamento no doḿınio do tempo

A função:
u(t− a)f(t− a) (8.44)

ondeu(t − a) é a funç̃ao degrau unit́ario, representàa funç̃aof(t) deslocada uma distânciaa no
eixo do tempot, sendo nula parat < a. A sua transformada de Laplace calcula-se facilmente, em
função da transformada def :

L{u(t− a)f(t− a)} =

∞∫
a

f(t− a) e−st dt

=

∞∫
0

f(r) e−s(r+a) dr

= e−as

∞∫
0

f(r) e−sr dr

E obtemos a propriedade dedeslocamento emt:

L{u(t− a)f(t− a)} = e−asF (s) (8.45)

Esta propriedadée útil para calcular transformadas de funções com descontinuidades. Uma outra
forma equivalentée a seguinte:

L{u(t− a)f(t)} = e−as L{f(t + a)} (8.46)
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Exemplo 8.1
Resolva o problema de valores iniciais:

y′′ + 3y′ + 2y =

{
t t < 1
−t 1 ≤ t

(8.47)

y(0) = y′(0) = 0

Começamos por escrever o lado direito da equação na forma compacta:

y′′ + 3y′ + 2y = [1− u(t− 1)]t− tu(t− 1) = t− 2tu(t− 1) (8.48)

A transformada de Laplace do lado esquerdoé:

L{y′′ + 3y′ + 2y} = (s2 + 3s + 2)Y (s) (8.49)

Usando a propriedade de deslocamento emt, a transformada do lado direitoé:

L{t− 2tu(t− 1)} =
1
s2
− 2 e−s L{t + 1} =

1
s2
− 2

e−s

s
− 2

e−s

s2
(8.50)

Igualando as transformadas dos dois lados da equação diferencial, podemos obter facilmenteY :

Y =
1− 2 e−s

s2(s + 1)(s + 2)
− 2

e−s

s(s + 1)(s + 2)
(8.51)

Usando decomposição em fracç̃oes parciais:

1
s(s + 1)(s + 2)

=
1
2s
− 1

s + 1
+

1
2(s + 2)

(8.52)

1
s2(s + 1)(s + 2)

=
1

2s2
− 3

4s
+

1
s + 1

− 1
4(s + 2)

(8.53)

obtemos:

Y =
1

2s2
− 3

4s
+

1
s + 1

− 1
4(s + 2)

+ e−s

(
1
2s
− 1

s2
− 1

2(s + 2)

)
(8.54)

e a transformada inversaé:

y(t) =
t

2
− 3

4
+ e−t − 1

4
e−2t + u(t− 1)

(
1
2
− (t− 1)− 1

2
e−2(t−1)

)
(8.55)

8.9 Impulso unitário

Em f́ısica umaforça impulsiva é uma forçaf(t) que actua durante um pequeno intervalo de tempo
∆t. O aumento total da quantidade de movimento, devidoà forçaf(t), é igual aoimpulso:

I =

t0+∆t∫
t0

f(t) dt (8.56)
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Uma funç̃ao de impulso unit́ario é uma funç̃aof(t) que produz um impulso igual a 1:

t0+∆t∫
t0

f(t) dt = 1 (8.57)

Um exemplóe a funç̃ao:
u(t− t0)− u(t− t0 −∆t)

∆t
(8.58)

constante no intervalot0 ≤ x < t0 + ∆t.
Consideremos uma sucessão de impulsos unitáriosfn com intervalos∆tn decrescentes. Por ex-
emplo, as funç̃oes

fn = n[u(t− t0)− u(t− t0 − 1/n)] (8.59)

ondeu é a funç̃ao degrau unit́ario. Neste exemplo cada função fn é igual an no intervalo det
entrea e a + 1/n, e zero fora dele. O intervalo de duração do impulsóe ∆tn = 1/n e a funç̃ao
fn é um impulso unit́ario. A medida quen aumenta, o gŕafico da funç̃aofn é cada vez mais alto,
e dentro de um intervalo mais pequeno.
O limite de uma sucessão de impulsos unitários com intervalos decrescentes, aproximando-se para
zero,é designadofunção delta de Dirac

δ(t− t0) = lim
n→∞

fn(t) (8.60)

a funç̃aoδ é nula em qualquer ponto diferente det0, infinita emt0 mas o seu impulsóe igual a 1.
A função delta de Dirac ñaoé realmente uma função mas sim umfuncional (limite de funç̃oes), e
dáı que o seu integral possa ser diferente de zero enquanto que a funçãoé nula em qualquer ponto
diferente det0. Uma propriedade importante da função delta de Diraće o teorema que se segue.

Teorema 6
Sef(t) é uma funç̃ao cont́ınua emt0,

∞∫
−∞

f(t)δ(t− t0) dt = f(t0) (8.61)

Para resolver equações diferenciais onde apareçam termos impulsivos, será útil conhecer a trans-
formada de Laplace; para a calcular substituiremos a função delta pelo limite da sucessão de
impulsos unit́arios (8.59)

L{δ(t− t0)} = lim
n→∞

L{n[u(t− t0)− u(t− t0 − 1/n)]} = lim
n→∞

n

s

[
e−t0s − e−(t0+1/n)s

]
(8.62)

e, portanto,

L{δ(t− t0)} = e−t0s (8.63)

As propriedades da transformada de Laplace e as transformadas das funções que temos calculado
neste caṕıtulo encontram-se resumidas na tabela 8.1.
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Função T. de Laplace

f(t) F (s)

tp
Γ(p + 1)

sp+1

eatf(t) F (s− a)

f ′(t) sF (s)− f(0)

t∫
0

f(u) du
1
s
F (s)

tf(t) −dF

ds

f(t)
t

∞∫
s

F (r)dr

u(t− a)f(t− a) e−asF (s)

δ(t− a) e−as

f

(
t

a

)
aF (as)

cos(bt)
s

s2 + b2

sin(bt)
b

s2 + b2

Tabela 8.1:Propriedades da transformada de Laplace.
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Exemplo 8.2
A quantidade dum medicamento no sangue de um paciente, decresce exponencialmente:

y = y0 e−t/a (8.64)

ondey é a quantidade, em gramas, do medicamento no instantet, y0 é a quantidade inicial, e
a é a constante de decaimento do medicamento no sangue. O paciente recebe duas injecções do
medicamento, com doses dey1 e y2 gramas, nos instantest1 e t2 (comt2 > t1 > 0). Calcule a
quantidade de medicamento no sangue do paciente, em função do tempo, admitindo que emt = 0
não existia nenhum medicamento no sangue do paciente.

A massa do medicamento introduzido em cada injecção é ∆y = f∆t, ondef é uma funç̃ao que
depende do tempo (fluxo de medicamento que entra no sangue do paciente, em gramas por unidade
de tempo):

∆y

∆t
= f(t) (8.65)

t

f

y1

y2

t1 t2

Figura 8.1: Fluxo de medicamento,f , para dentro do sangue do paciente.

Como o intervalo de tempo que dura uma injecçãoé muito pequeno comparado com o tempo entre
injecç̃oes (figura 8.1) e com o tempo de meia-vida do medicamento, podemos admitir que o fluxo
f(t) é uma funç̃ao impulsiva de duração quase nula, nomeadamente uma soma de duas funções
delta nos instantest1 e t2:

f(t) = y1δ(t− t1) + y2δ(t− t2) (8.66)

Enquanto o medicamento no sangue aumenta devidoàs injecç̃oes, tamb́em diminui continuamente,
devidoà constante de decaimento do medicamento. A diminuição do medicamento no instantet
é

dy

dt
= −ay (8.67)

já que estáe a equaç̃ao que define o decaimento exponencial com constante de decaimentoa. A
taxa de aumento do medicamento no sangue será igual ao aumento devidòas injecç̃oes, menos a
diminuição devida ao decaimento do medicamento no sangue

dy

dt
= y1δ(t− t1) + y2δ(t− t2)− ay (8.68)
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Estaé uma equaç̃ao diferencial linear, de coeficientes constantes, não homoǵenea. Calculando a
transformada de Laplace nos dois lados da equação, obtemos:

(s + a)Y = y0 + y1 e−t1s + y2 e−t2s (8.69)

ondeY é a transformada dey.

Y =
y0 + y1 e−t1s + y2 e−t2s

s + a
(8.70)

e calculando a transformada inversa encontramos a solução do problema

y(t) = y0 e−at + y1 u(t− t1) e−a(t−t1) + y2 u(t− t2) e−a(t−t2) (8.71)

A figura 8.2 mostra o gráfico da funç̃aoy(t). �

t

y

y1

t1 t2

y2

Figura 8.2: Decaimento do medicamento no sangue do paciente.

8.10 Convoluç̃ao

A transformada de Laplace de um produto de duas funções ñao é igual ao produto das transfor-
madas de Laplace das duas funções. No entanto, existe uma operação entre funç̃oes que, quando
transformada, d́a o produto das transformadas das duas funções. Essa operação entre funç̃oesé
designadaconvoluç̃ao, e joga um papel importante no cálculo de transformadas inversas, como
veremos.
O produto de convoluç̃ao entre duas funçõesf(t) eg(t) define-se da seguinte forma

f ∗ g =

t∫
0

f(r)g(t− r) dr (8.72)

Teorema 7
A transformada de Laplace do produto de convolução entre duas funç̃oesf eg, é igual ao produto
das transformadas de Laplace das duas funções.
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Demonstraç̃ao: A partir das definiç̃oes da transformada de Laplace e do produto de convolução,
obtemos

L{f ∗ g} =

∞∫
0

t∫
0

f(r)g(t− r) e−st dr dt (8.73)

o integral emr pode ser estendido até infinito, se multiplicarmos por uma função degrau unit́ario
que anule a parte desdet at́e infinito

L{f ∗ g} =

∞∫
0

∞∫
0

f(r)g(t− r)u(t− r) e−st dr dt (8.74)

trocando a ordem dos dois integrais, obtemos

L{f ∗ g} =

∞∫
0

f(r)

 ∞∫
0

g(t− r)u(t− r) e−st dt

 dr (8.75)

O termo entre parêntesis quadradośe a transformada de Laplace da funçãog, deslocada emt:

g(t− r)u(t− r) (8.76)

queé igualà transformada de Laplace deg, multiplicada pela exponencial de−sr. Assim, obte-
mos o resultado

L{f ∗ g} = G(s)

∞∫
0

f(r) e−sr dr (8.77)

queé igual ao produto das transformadas de Laplace das duas funções, como pretendı́amos demon-
strar:

L{f ∗ g} = F (s) G(s) � (8.78)

O teorema anterior também implica, em forma inversa, que a transformada inversa de Laplace de
um produto de funç̃oesé igual ao produto de convolução entre as transformadas inversas das duas
funções. O teorema de convoluçãoé útil no cálculo de transformadas inversas de funções compli-
cadas que possam ser escritas como o produto entre funções simples. O produto de convolução
entre funç̃oes verifica as propriedades comutativa, associativa e distributiva em relaçãoà soma de
funções.

Exemplo 8.3
Calcule a transformada inversa da função

F (s) =
a

s(s2 + a2)

Podemos escrever a funçãoF como o produto entre duas funções

G(s) =
1
s

H(s) =
a

s2 + a2
(8.79)

as transformadas inversas deG eH obt̂em-se a partir da tabela 8.1

g(t) = 1 h(t) = sin(at) (8.80)
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e a transformada inversa deF é igual ao produto de convolução deg eh

f(t) = 1 ∗ sin(at) =

t∫
0

sin(ar) dr =
1− cos(at)

a
� (8.81)

No cálculo do produto de convolução entreg eh, o termo dentro do integral pode ser escrito como
g(r)h(t− r) oug(t− r)h(r), usando a propriedade comutativa; convém sempre examinar as duas
possibilidades para seleccionar a que seja mais fácil de primitivar.

8.11 Resoluç̃ao de equaç̃oes integro-diferenciais

Algumas equaç̃oes que combinem derivadas com integrais podem ser resolvidas por meio da trans-
formada de Laplace, quando o integral possa ser escrito como um integral de convolução entre
funções.

Exemplo 8.4
Encontre a soluç̃ao da equaç̃ao integro-diferencial

dy

dt
= 1−

t∫
0

y(t− v) e−2v dv (8.82)

com condiç̃ao inicial y(0) = 1.

O integral no lado direito da equaçãoé um produto de convolução:

dy

dt
= 1− y ∗ e−2t (8.83)

Transformando os dois lados da equação obtemos

sY − 1 =
1
s
− Y

s + 2
(8.84)

donde se obtem a funçãoY :

Y =
s + 2

s(s + 1)
=

2
s
− 1

s + 1
(8.85)

e a soluç̃ao da equaç̃aoé a transformada inversa

y(t) = 2− e−t � (8.86)

8.12 Problemas

Aplicando transformadas de Laplace, resolva as seguintes equações

1. y′′ + y′ − 2y = 3 y(0) = 0, y′(0) = 1

2. y′′ + 4y′ + 4y = e−2t y(0) = 0, y′(0) = 0
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3. y′′′ − 4y′′ − y′ + 4y = et y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1

4. y′′ + y = e2t cos t y(0) = 1, y′(0) = 0

5. y′′ + 4y = t sin(2t) y(0) = y(π/4) = 0

6. t2y′′ − 2y = 2t y(0) finita, y(2) = 2

Nas perguntas 7 a 10 resolva o problema de condições fronteira

y′′ + 4y = f(t) y(0) = y

(
5π

4

)
= 0

usando a definiç̃ao da funç̃aof(t) dada em cada caso

7.

0 t

f(t)

1

π 2π 3π

8. f(t) = δ(t− π)

9. f(t) =


1 0 ≤ t < π
0 π ≤ t < 2π
sin t 2π ≤ t

10.

0 t

f(t)

1

π/4 π/2 3π/4 π

Calcule os seguintes produtos de convolução

11. eat ∗ eat

12. t ∗ t ∗ t

13. t ∗ sin t

Usando a propriedade da transformada de Laplace do produto de convolução, calcule as transfor-
madas inversas das seguintes funções

14.
4

s2(s− 2)
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15.
1

(s2 + ω2)2

Resolva as sequintes equações em forma geral, para qualquer funçãof(t) parcelarmente contı́nua
e par̂ametrok diferente de zero

16. y′′ − k2y = f(t) y(0) = y′(0) = 0

17. y′′ − 2ky′ + k2y = f(t) y(0) = y′(0) = 1

Equações integrodiferenciais. Resolva as seguintes equações

18. y(t) = a sin t− 2
∫ t
0 y(s) cos(t− s) ds

19. y(x) = x +
∫ x
0 y(t) cos(x− t) dt

20.
∫ t
0 y(s) ds− y′(t) = t y(0) = 2

21. y′(t) + 2y +
∫ t
0 y(s) ds = sin t y(0) = 1
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Caṕıtulo 9

Equações de diferenças, lineares,
não-homoǵeneas

No caṕıtulo 6 estudamos ḿetodos para a resolução de equaç̃oes de diferenças lineares homogéneas,
e vimos que existe uma grande semelhança entre a resolução de equaç̃oes de diferenças lineares e
a resoluç̃ao de equaç̃oes diferenciais lineares. Seguindo a analogia, veremos neste capı́tulo que no
caso das equações de diferenças existe um método ańalogo ao ḿetodo da transformada de Laplace
na resoluç̃ao de equaç̃oes diferenciais.

9.1 Transformada Z

A transformadaZ define como construir uma função a partir de uma sucessão. Assim, cada
sucess̃ao é transformada numa função; isso permitiŕa transformar equações de diferenças em
equaç̃oes alǵebricas que em alguns casos podem ser resolvidas facilmente, como veremos. A
transformadaZ de uma sucessão{y0, y1, y2, . . .} é uma funç̃ao definida por meio da série:

y0 +
y1

z
+

y2

z2
+

y3

z 3
+ . . . (9.1)

ondez é uma varíavel real1. O doḿınio da varíavel z onde a śerie é convergente dependerá da
sucess̃ao. Usando uma notação mais compacta, escrevemos a transformada da sucessão{yn} da
seguinte forma

Z{yn} =
∞∑

n=0

yn

zn
(9.2)

e ainda usaremos uma outra notação:y, que representa a função obtida aṕos transformar a sucessão
{yn}.
Consideremos um exemplo: a sucessão{1, 1, 1, . . .} com todos os termos iguais a 1, istoé,yn = 1.
Usando a definiç̃ao da transformadaZ obtemos

y(z) = 1 +
1
z

+
1
z2

+ . . . =
∞∑

n=0

(
1
z

)n

(9.3)

1O doḿınio da varíavelz pode ser estendido aos números complexos, mas para os objectivos deste capı́tulo não seŕa
preciso.
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queé uma śerie geoḿetrica; se|1/z| < 1, a śerie converge para

y(z) =
1

1− 1
z

=
z

z − 1
(9.4)

Outra transformadaZ que pode ser calculada usando a série geoḿetrica é a transformada da
sucess̃ao com termo geralyn = an, ondea é uma constante. Usando a definição da transfor-
mada obtemos uma série geoḿetrica

y(z) = 1 +
a

z
+

a2

z2
+ . . . =

∞∑
n=0

(a

z

)n
(9.5)

Assim, para|z| > |a|
Z{an} =

z

z − a
(9.6)

9.2 Propriedades da transformada Z

Usando os dois exemplos da secção anterior e algumas propriedades da transformadaZ, podemos
calcular as transformadas de outras sucessões mais complicadas.

9.2.1 Linearidade da transformada Z

A primeira propriedade da transformadaZ que estudaremośe a sua linearidade, istóe, dadas duas
sucess̃oes quaisquer{xn} e{yn}, e duas constantesa e b, verifica-se que

Z{axn + byn} = aZ{xn}+ bZ{yn} = ax + by (9.7)

Esta propriedade pode ser demonstrada facilmente a partir da definição da transformadaZ, já que
as śeries convergentes também verificam a propriedade de linearidade.

9.2.2 Derivada da transformada Z

No doḿınio onde a transformadaZ est́a definida, a śerie que a representa (equação (9.2) converge
uniformemente, e pode ser derivada termo por termo

dy

dz
= −

∞∑
n=0

n yn

zn+1
= −1

z

∞∑
n=0

n yn

zn
(9.8)

estaúltima śerieé a transformadaZ da sucess̃aon yn; assim, temos obtido o seguinte resultado

Z{n yn} = −z
dy

dz
(9.9)

Se conhecermos a transformada deyn, poderemos calcular a transformada den yn a partir da
derivada da transformada conhecida.



9.2 Propriedades da transformada Z 81

9.2.3 Transformada da suceç̃ao deslocada

A sucess̃ao{yn+1} é a sucess̃ao obtida a partir de{yn}, eliminando o primeiro termo e deslocando
todos os outros termos um lugar para a esquerda:{y1, y2, y3, . . .}. A transformadaZ desta nova
sucess̃ao seŕa

Z{yn+1} = y1 +
y2

z
+

y3

z2
+ . . . =

∞∑
n=1

yn

zn−1
= z

∞∑
n=0

yn

zn
− zy0 (9.10)

A última śerieé a transformadaZ da sucess̃ao{yn}

Z{yn+1} = zy − y0z (9.11)

9.2.4 Transformadas das sucessões de senos e co-senos

Consideremos uma sucessão com termos complexos

yn = (a + ib)n (9.12)

ondea e b são constantes reais. Usando o resultado (9.6), o qualé tamb́em v́alido para ńumeros
reais j́a que a śerie geoḿetrica tamb́em converge no plano complexo, obtemos

Z {(a + ib)n} =
z

z − a− ib
(9.13)

multiplicando o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do denominador, podemos
separar as partes real e imaginária

Z {(a + ib)n} =
z(z − a)

(z − a)2 + b2
+ i

bz

(z − a)2 + b2
(9.14)

Por outro lado, se usarmos a representação polar do ńumero complexoa + ib e a linearidade da
transformadaZ, podemos escrever

Z {(a + ib)n} = Z
{

rn e inθ
}

= Z {rn cos(nθ)}+ iZ {rn sin(nθ)} (9.15)

onder e θ são o ḿodulo eângulo polar do ńumero complexo. Comparando as partes reais e
imagińarias das equações (9.14) e (9.15), obtemos as transformadas de duas sucessões com senos
e co-senos

Z {rn sin(nθ)} =
bz

(z − a)2 + b2
(9.16)

Z {rn cos(nθ)} =
z(z − a)

(z − a)2 + b2
(9.17)

onde as constantesa e b são definidas por

a ≡ r cos θ (9.18)

b ≡ r sin θ (9.19)

Na tabela 9.1 aparece um sumário das transformadasZ que temos calculado, e de outras que
podem ser obtidas a partir das propriedades que temos estudado, e que serão úteis no ćalculo de
transformadas inversas.
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Sucess̃ao TransformadaZ

yn ȳ(z)

yn+1 zȳ − zy0

yn+2 z2ȳ − z2y0 − zy1

nyn −z
dȳ
dz

an z
z − a

nan az
(z − a)2

n2an az2 + a2z
(z − a)3

n(n− 1)
2 an a2z

(z − a)3

n(n− 1)(n− 2)
3! an a3z

(z − a)4

rn cos(nθ) z(z − a)
(z − a)2 + b2

(a ≡ r cos θ, b ≡ r sin θ)

rn sin(nθ) bz
(z − a)2 + b2

(a ≡ r cos θ, b ≡ r sin θ)

Tabela 9.1:Transformadas Z.
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9.3 Resoluç̃ao de equaç̃oes de diferenças lineares, ñao-homoǵeneas

A transformadaZ é útil para resolver equações de diferenças lineares, de coeficientes constantes,
não homoǵeneas. Consideremos um exemplo com valores iniciais:

yn+2 + 3yn+1 + 2yn = 3n y0 = 1 y1 = 0 (9.20)

Usando a expressão que obtivemos para a transformada de{yn+1}, podemos escrever

Z{yn+1} = zy − z (9.21)

Z{yn+2} = zZ{yn+1} − zy1 = z2y − z2 (9.22)

e consultando a tabela 9.1 vemos que

Z{3n} =
z

z − 3
(9.23)

Assim, a transformada da equação de diferenças será

(z2 + 3z + 2)y − z2 − 3z =
z

z − 3
(9.24)

e dáı obtemos

y =
z2 + 3z

(z + 1)(z + 2)
+

z

(z + 1)(z + 2)(z − 3)
(9.25)

O cálculo da transformada inversaé feito em forma ańaloga as transformadas inversas de Laplace,
usando expansão em fracç̃oes parciais, mas deixando de fora um factorz no numerador, que será
necesśario manter em todas as fracções parciais para poder usar a tabela 9.1. Consequentemente,
as fracç̃oes que deverão ser expandidas são:

z + 3
(z + 1)(z + 2)

=
2

z + 1
− 1

z + 2
(9.26)

1
(z + 1)(z + 2)

=
1

5(z + 2)
− 1

4(z + 1)
+

1
20(z − 3)

(9.27)

multiplicando cada fracç̃ao parcial pelo factorz que deixamos de fora, obtemos o lado direito da
equaç̃ao (9.25)

y =
7z

4(z + 1)
− 4z

5(z + 2)
+

z

20(z − 3)
(9.28)

e usando a tabela 9.1, encontramos a solução do problema de valores iniciais

yn =
7
4
(−1)n − 4

5
(−2)n +

3n

20
� (9.29)

Exemplo 9.1 (Populaç̃ao mundial de baleias)
Admita que a populaç̃ao actual de baleias no mundoé 1000 e que cada ano o aumento natural
(nascimentos e mortes naturais) da populaçãoé de 25%. Admita também que o ńumero de baleias
abatidas pelos pescadores cada anoé de 300 e que está tend̂encia vai se manter nos próximos
anos. Calcule a população, Pn (onden é o ńumero de anos a partir do ano actual) durante os
próximos anos.
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Se no anon a populaç̃ao de baleias fossePn, o aumento da população durante esse ano, devido
a nascimentos e mortes naturais, seria0, 25Pn. O aumento (ou diminuiç̃ao) da populaç̃ao durante
esse ano seria

0, 25Pn − 300 (9.30)

mas por outro lado o aumento da população durante o perı́odon tamb́em deveŕa ser igual a

Pn+1 − Pn (9.31)

combinando estas duas expressões obtemos uma equação de diferenças

Pn+1 − Pn = 0, 25Pn − 300 (9.32)

se n = 0 representa o ano actual, a condição inicial necesśaria para resolver a equação de
diferençaśe

P0 = 1000 (9.33)

Para resolver a equação podemos usar a transformadaZ

zp− 1 000 z − p = 0, 25 p− 300 z

z − 1
(9.34)

ondep(z) é a transformada da sucessãoPn. A equaç̃ao anterioŕe uma equaç̃ao alǵebrica que se
resolve facilmente parap

p =
1 000 z

z − 1, 25
− 300 z

(z − 1)(z − 1, 25)

=
1 000 z

z − 1, 25
− 1 200 z

(z − 1)− (z − 1, 25)
(z − 1)(z − 1, 25)

= − 200 z

z − 1, 25
+

1 200
z − 1

a transformada inversáe

Pn = 1200− 200
(

5
4

)n

(9.35)

obviamente a população ñao pode ser negativa e portanto a expressão anterior śo podeŕa ser v́alida
para alguns valores den tais que

1200− 200
(

5
4

)n

≥ 0 (9.36)

(
5
4

)n

≤ 6 (9.37)

n ln
5
4
≤ ln 6 =⇒ n ≤ 8, 03 (9.38)

logo a soluç̃ao do problemáe

Pn =

{
1200− 200(1,25)n 0 ≤ n ≤ 8
0 n > 8 �

(9.39)
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9.4 Problemas

Resolva as seguintes equações de diferenças

1. yn+2 − 3yn+1 + 2yn = 1

2. yn+2 + yn+1 − 2yn = 3 y0 = 0, y1 = 1

3. yn+2 + 4yn+1 + 4yn = (−2)n y0 = 0, y1 = 0

4. yn+1 − 2yn = exp(−bn)

5. yn+2 − 2yn+1 + 4yn = 2n y0 = 0, y1 = 0

6. yn+2 + 4yn =
1
3n

y0 = 1, y1 = 0

7. yn+2 − yn = n

Encontre as transformadasZ das seguintes sucessões

8. {1, 0, 0, . . .} yn = δn,0

9. {0, 0, 1, 1, . . .} yn = 1− δn,0 − δn,1

10. yn = n sin(ωn)

11. Os ńumeros{Tn} = {1, 3, 6, 10, 15, . . .} são chamadosnúmeros triangulares, pois podem
ser obtidos geoḿetricamente contando o número de pontos nos triângulos da sequência na
figura seguinte

T1 = 1 T2 = 3 T3 = 6 T4 = 10

1. Determine o problema de valor inicial que define os números triangulares.

2. Encontre a forma geralTn de qualquer ńumero triangular.

Nos problemas 12 e 13 encontre uma equação de diferenças para as seguintes somasSn (compare
Sn+1 com Sn). Resolva a equação de diferenças usando a condição inicial S1 para obter uma
fórmula geral paraSn

12. Sn = 1 + 23 + 33 + · · ·+ n3

13. Sn = 2 + 4 + 6 + · · ·+ 2n
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14. O sistema iterativo
xn+1 = x2

n + c x0 = 0

é um sistema cáotico. Usando valores dec igual a−1.3, −1.75 e−2 calcule alguns termos
da seqûencia{xn} at́e obter um valor repetido; qualé o peŕıodo da seqûencia em cada caso?
que pode concluir a partir destes resultados? Se quiser escrever um programa de computador
para encontrar o diagrama de bifurcação, use valores dec entre−2 e0.25, e tenha em conta
que os valores resultantes dexn est̃ao comprendidos entre−2 e 2.



Caṕıtulo 10

Sistemas de equaç̃oes diferenciais

10.1 Definiç̃ao

Um sistema den equaç̃oes diferenciais de primeira ordeḿe um conjunto den equaç̃oes diferen-
ciais, com uma variável independentet e n variáveis dependentesx1, x2, . . . , xn, que podem ser
escritas da seguinte forma

dx1

dt
= F1(x1, . . . , xn, x′1, . . . , x

′
n, t) (10.1)

dx2

dt
= F2(x1, . . . , xn, x′1, . . . , x

′
n, t)

. . . (10.2)
dxn

dt
= Fn(x1, . . . , xn, x′1, . . . , x

′
n, t)

ondeF1, F2, . . . , Fn são quaisquer funç̃oes de(2n+1) variáveis reais, que definem o sistema. Não
seŕa necesśario considerar sistemas de equações de ordem superior a 1, devido a que se alguma
das equaç̃oes diferencias for de ordem superior, poderá ser escrita como um sistema de equações
de primeira ordem como veremos no exemplo que se segue.

Exemplo 10.1
Escreva a equaç̃ao diferencial de segunda ordem

cos x
d2x

dt2
+

x

t

dx

dt
+ sin t = 0 (10.3)

como um sistema de equações de primeira ordem.

Podemos definir duas variáveisx1 ex2, dependentes det, a partir da funç̃aox(t) e da sua derivada

x1 ≡ x x2 ≡
dx

dt
(10.4)

a primeira definiç̃aoé uma simples mudança do nome da variável, mas a segunda definiçãoé uma
equaç̃ao diferencial de primeira ordem. Temos também uma segunda equação diferencial — a
equaç̃ao dada — que em termos das variáveis definidaśe

cos x1
dx2

dt
+

x1x2

t
+ sin t = 0 (10.5)
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O sistema de equações, escrito na forma padrãoé

dx1

dt
= x2 (10.6)

dx2

dt
= − x1x2

t cos x1
− sin t

cos x1
� (10.7)

Como podemos ver, os sistemas de equações diferenciais de primeira ordem são muito importantes
por incluir como casos particulares as equações diferencias de ordem superior e os sistemas delas.
De facto, os ḿetodos nuḿericos para resolver equações diferenciais de ordem superior baseiam-se,
geralmente, na resolução de sistemas de equações de primeira ordem.
O sistema de equações (10.2) pode ser escrito numa forma mais compacta, usando a notação
vectorial:

dx
dt

= F
(

t,x,
dx
dt

)
(10.8)

ondex é um vector comn componentes,1 cada uma delas função det, e F é um vector comn
componentes, funções det, x ex′.

10.2 Sistemas de equações lineares

Um caso especial e importante na teoria das equações diferenciaiśe quando o vector de funções
F, no sistema de equações (10.8), tem a forma

F = Ax + f (10.9)

ondeA é uma matriz quadradan × n de funç̃oes que dependem unicamente det, f é um vector
comn componentes dependentes det, e opt́amos por trabalhar a representação dos vectores com
matrizes com umáunica coluna, ficando assim bem definido o produto entre uma matrizn × n
e um vector (̀a direita da matriz) de dimensão n, dando como resultado outro vector da mesma
dimens̃ao.
O sistema de equações diferenciais linearesé o sistema:

dx
dt

= Ax + f (10.10)

Quando os coeficientes da matrizA sejam todos constantes, o sistema diz-se de coeficientes con-
stantes; e quando o vectorf seja nulo, o sistema será homoǵeneo.

Exemplo 10.2
Escreva o sistema de equações lineares, de coeficientes constantes,

x′1 = x1 + x2

x′2 = 4x1 + x2

na forma vectorial.

1Quando escrever a m̃ao o śımbolo de um vector, convem usar a notação~x que seŕa equivalente ao uso de caracteres
negros na vers̃ao impressa.
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O sistema pode ser escrito assim:[
x′1
x′2

]
=
[

1 1
4 1

] [
x1

x2

]
= (10.11)

Que tem a forma da equação (10.10), com vectorf nulo e matrizA igual a:

A =
[

1 1
4 1

]
� (10.12)

10.3 Método de eliminaç̃ao

Um método para resolver sistemas de equações diferenciais consiste em usarn− 1 das equaç̃oes
para eliminarn − 1 das varíaveisxi, na outra equaç̃ao, ficando com uma equação diferencial
ordinária para a funç̃aoxi que ñao foi eliminada. A melhor forma de explicar o métodoé atrav́es
de um exemplo. Consideremos o sistema do exemplo 10.2 e usemos uma notação um pouco
diferente para as derivadasx′1 ex′2:

x′1 ≡ Dx1 x′2 ≡ Dx2 (10.13)

ondeD é o operador que deriva em função do tempo a funç̃ao que estiver̀a sua direita. O sistema
de equaç̃oesé

Dx1 = x1 + x2 (10.14)

Dx2 = 4x1 + x2 (10.15)

podemos considerar aD como um coeficiente que multiplicàas funç̃oes, tendo o cuidado de não
inverter a ordem do produto. Assim, o sistema anterior pode ser visto como um sistema de duas
equaç̃oes, com duas incógnitasx1 ex2 e com coeficientes que dependem deD

(D − 1)x1 − x2 = 0 (10.16)

4x1 + (1−D)x2 = 0 (10.17)

o sistemáe, neste caso, homogéneo, mas para sistemas não homoǵeneos segue-se o mesmo pro-
cedimento, mantendo as funções det nos lados direitos, sendo consideradas como coeficientes
que dependem det. Para eliminarx2 no sistema anterior, multiplicamos a primeira equação por
(1−D), e somamos-làa primeira equaç̃ao:

(1−D)(D − 1)x1 + 4x1 = 0 (10.18)

o produto(1 − D)(D − 1) pode ser calculado como um simples produto entre variáveis, j́a que
quando ñao h́a funç̃oes envolvidas ñao h́a perigo de trocar a ordem das funções e dos operadores

(1−D)(D − 1) = −(D − 1)2 = −D2 + 2D − 1 (10.19)

ondeD2 é a segunda derivada em ordem ao tempo. Substituindo na equação (10.18), obtemos
uma equaç̃ao diferencial de segunda ordem

−x′′1 + 2x1 + 3x1 = 0 (10.20)
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que pode ser resolvida para encontrarx1; para calcularx2, substitui-sex1 na primeira equaç̃ao do
sistema.�
O método de eliminaç̃ao consiste realmente no processo inverso ao seguido na resolução do ex-
emplo 10.1, quando transformamos uma equação de ordem superior num sistema de equações
de primeira ordem. Existem sistemas de equações mais complicados, nos quais o método de
eliminaç̃ao ñao é útil; realmente o processo de eliminação de varíaveisé igual do que num sis-
tema de equaç̃oes alǵebricas, e como o leitor deverá saber existem ḿetodos simples para resolver
sistemas de equações alǵebricas lineares, mas não existem ḿetodos gerais para as equações ñao
lineares. Inclusivamente no caso de sistemas lineares, quando o número de varíaveis for elevado,
a eliminaç̃ao das varíaveis pode tornar-se complicada; alguns dos métodos usados no caso de
equaç̃oes alǵebricas lineares, por exemplo a regra de Cramer, introduzem divisão por operadores
que implicam ter que calcular o inverso de um operador diferencial, que nãoé uma tarefa f́acil.

10.4 Método matricial

O método matriciaĺe útil para resolver sistemas de equações lineares, de coeficientes constantes,
homoǵeneos e com valores iniciais. A forma geral desses sistemasé

dx
dt

= Ax x(0) = x0 (10.21)

onde o vector constantex0 dá o valor inicial do vectorx, emt = 0. Vamos encontrar a solução
do sistema começando pelo caso mais simplesn = 1, e generalizando o resultado para qualquer
n. No cason = 1, a matrizA e o vectorx têm umaúnica componente, e o sistemaé umaúnica
equaç̃ao diferencial:

dx

dt
= ax x(0) = x0 (10.22)

ondea é uma constante real. Já vimos v́arios ḿetodos para resolver essa equação nos caṕıtulos
anteriores. A soluç̃aoé

x = x0 eat (10.23)

A generalizaç̃ao paran > 1 é fácil: substituimosx pelo vectorx, ea pela matrizA, mas para ser
consistentes com a representação de vectores como matrizes de uma coluna, a constantex0 deveŕa
vir depois e ñao antes da função exponencial

x = eAtx0 (10.24)

Mas o que quer dizer a exponencial de uma matriz? perguntará o leitor. Para o nosso objectivo
exp(At) deveŕa ser uma matriz que quando derivada em ordem at dá a mesma matriz multi-
plicada (̀a esquerda) porA. Partindo da definiç̃ao do produto entre matrizes e de matrizes por
números, podemos definir qualquer função anaĺıtica de uma matriz, generalizando a partir da série
de McClaurin da funç̃ao; nomeadamente,

eAt =
∞∑

n=0

(At)n

n!
= I + A +

t

2
A2 + . . . (10.25)

ondeI é a matriz identidade, com 1 na diagonal e zero fora dela; a partir desta definição podemos
demonstrar, derivando cada membro na série, que

d eAt

dt
= A eAt (10.26)
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Do ponto de vista prático, a śerie de McClaurin ñao é útil para calcular a matrizexp(At), pois
inclusivamente o ćalculo dos primeiros termos na série torna-se tedioso. Para calcular a solução
do sistema,exp(At)x0, calcularemos primeiro um sistema den soluç̃oes particulares simples que
formam uma base para o espaço vectorial das soluçõesx e encontraremos as coordenadas da
soluç̃ao particular nessa base. Antes de abordar o problema são precisas algumas definições.

10.4.1 Vectores e valores pŕoprios

Dada uma matrizA de dimens̃oesn × n, Qualquer vectorv de dimens̃aon que verifique a pro-
priedade

Av = λv (10.27)

é designadovector próprio, ondeλ é um ńumero designadovalor pr óprio. A condiç̃ao anterior
nãoé trivial; implica que a multiplicaç̃ao da matriz pelo vector próprio d́a um vector quée paralelo
ao pŕoprio vector.
Sev for um vector pŕoprio, qualquer vector na mesma direcção (cv) tamb́em seŕa um vector
próprio, correspondente ao mesmo valor próprio; portanto, os vectores próprios correspondentes
ao mesmo valor próprio formam um subespaço do espaço dos vectores de dimensãon. O vector
nulo,0, obviamente verifica a condição de vector pŕoprio para qualquer matriz e qualquer valorλ,
mas ñao o consideraremos entre os vectores próprios.
Tamb́em pode-se mostrar que dois vectores próprios correspondentes a valores próprios diferentes
são linearmente independentes. Como o número ḿaximo de vectores linearmente independentes
én, o número ḿaximo de valores próprios diferentes também seŕan.
Para encontrar os vectores e valores próprios da matrizA, re-escrevemos a equação (10.27) numa
outra forma

(A− λI)v = 0 (10.28)

Esteé um sistema de equações lineares, homogéneo. Para que existam soluções diferentes da
soluç̃ao trivial, é necesśario que o determinante do sistema homogéneo seja igual a zero

|A− λI| = 0 (10.29)

esta condiç̃ao é um polińomio de graun (polinómio caracteŕıstico da matriz) e poderá ter, no
máximo,n ráızes (valores pŕoprios) diferentes.
No caso de existiremn ráızes do polińomio caracteŕıstico, reais e diferentes, os vectores próprios
correspondentes a cada valor próprio formam subespaços de dimensão 1 (ñao podem ter dimensão
maior), e escolhendo um vector próprio por cada valor próprio obtemos uma base do espaço de
dimens̃ao n. Quando existe uma raiz repetidam vezes, os vectores próprios correspondentes a
esse valor pŕoprio formam um subespaço com dimensão compreendida entre 1 em; se a dimens̃ao
for m, seŕa ainda posśıvel seleccionarm vectores pŕoprios linearmente independentes e completar
a base de vectores próprios para o espaço todo. Para o nosso objectivo, no caso de valores próprios
complexos seŕa ainda posśıvel seleccionar um vector por cada valor próprio, śo que os vectores
seleccionados já ñao ser̃ao vectores pŕoprios.

Exemplo 10.3
Encontre os vectores próprios da matriz: −1 0 3

1 1 1
−4 0 6
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O polinómio caracteŕısticoé:∣∣∣∣∣∣
−(1 + λ) 0 3

1 (1− λ) 1
−4 0 (6− λ)

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)(λ2 − 5λ + 6) = 0 (10.30)

e, portanto, os valores próprios s̃ao

λ1 = 1 λ2 = 2 λ3 = 3 (10.31)

os vectores pŕoprios correspondentes aλ1 = 1 são as soluç̃oes do sistema −2 0 3
1 0 1

−4 0 5

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 =⇒

 0
1
0

 (10.32)

paraλ2 = 2 temos:  −3 0 3
1 −1 1

−4 0 4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 =⇒

 1
2
1

 (10.33)

e paraλ3 = 3:  −4 0 3
1 −2 1

−4 0 3

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 =⇒

 6
7
8

 (10.34)

Os vectores pŕoprios s̃ao

c1

 0
1
0

 c2

 1
2
1

 c3

 6
7
8

 � (10.35)

ondec1, c2 e c3 são tr̂es constantes arbitrárias.

10.4.2 Soluç̃oes fundamentais

Dado um vector qualquerx0, o produtoexp(At)x0 é uma soluç̃ao particular do sistema

dx
dt

= Ax (10.36)

Sex0 for um vector pŕopriov da matrizA, a soluç̃ao particular

eAtv (10.37)

designa-sesoluç̃ao fundamental. Dois vectores pŕoprios linearmente independentes dão origem
a duas soluç̃oes particulares linearmente independentes. Assim, quando existiremn vectores
próprios linearmente independentes,{v1,v2, . . . ,vn}, as respectivas soluções,{x1,x2, . . . ,xn},
constituir̃ao umconjunto fundamental de soluç̃oes, e qualquer outra solução pode ser escrita
como combinaç̃ao linear das soluç̃oes fundamentais

x = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn (10.38)
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Ou, em forma mais compacta
x = X c (10.39)

onde a matrizX define-se como a matriz em que cada colunaé uma das soluç̃oes fundamentais
xi, e as componentes do vectorc são as constantesci. As soluç̃oes fundamentaisxi calculam-se
facilmente a partir do seguinte teorema.

Teorema 8
Sev é um vector pŕoprio da matrizA, correspondente ao valor próprio λ, ent̃ao

eAtv = eλtv (10.40)

Demonstraç̃ao: usando a śerie de McClaurin [equação (10.25] da funç̃aoexp(At), obtemos

eAtv =
∞∑

m=0

tm

m!
Amv (10.41)

aplicandom vezes a relaç̃ao (10.27) que define o vector próprio,

Amv = λmv (10.42)

e substituindo na série anterior, chegamos ao resultado

eAtv =
∞∑

m=0

(λt)m

m!
v = eλtv � (10.43)

O resultado do teorema 8́e importante porque permite substituir uma função matricialexp(A t),
por uma funç̃ao ordińariaexp(λt); é preciso ter em conta que a dita substituiçãoé apenas possı́vel
quando a funç̃ao estiver a multiplicar a um vector próprio da matrizA.
As componentes damatriz fundamental do sistema,X, s̃ao funç̃oes do tempo. No instantet = 0,
a soluç̃ao deveŕa ser igual ao vector de condições iniciais,x(0) = x0, e cada soluç̃ao fundamental
é igual ao correspondente vector próprio

xi(0) = e0vi = vi (10.44)

Substituindo na equação (10.39), obtemos um sistema linear de equações alǵebricas

Vc = x0 (10.45)

onde a matrizV é a matriz em que cada colunaé um dos vectores própriosvi. A resoluç̃ao desse
sistema permite encontrar as constantesci

c = V−1x0 (10.46)

e a soluç̃ao (10.39)́e igual a
x = X V−1x0 (10.47)

Comparando as equações (10.24) e (10.47), que são duas formas diferentes de escrever a solução
particular, v́alidas para qualquer vectorx0, obtemos um resultado importante

eA t = X V−1 (10.48)

Esta equaç̃ao permite calcular a exponencial de qualquer matrizA, a partir dos seus vectores e
valores pŕoprios.
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10.4.3 Valores pŕoprios complexos

Quando existem valores próprios complexos, procuramos um vector próprio complexo,w = a +
ib, e as partes real (a) e imagińaria (b) desse vector serão usados como vectores da base. As
correspondentes soluções fundamentais já ñao ser̃ao dadas pelo teorema 8, pois os dois vectores
não s̃ao vectores pŕoprios, mas como(a + ib) sim é vector pŕoprio, usamos a equação

eAt(a + ib) = eλt(a + ib) (10.49)

Comparando as partes reais e imaginárias nos dois lados da equação, é posśıvel calcular as duas
soluç̃oes fundamentaisexp(At)a e exp(At)b.

Exemplo 10.4
Encontre a soluç̃ao geral do sistema de equações diferenciaisx′ = Ax, ondeA é a seguinte
matriz:

A =

 1 0 −1
0 2 0
1 0 1


O polinómio caracteŕısticoé:∣∣∣∣∣∣

(1− λ) 0 −1
0 (2− λ) 0
1 0 (1− λ)

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)[(λ− 1)2 + 1] = 0 (10.50)

e, portanto, os valores próprios s̃ao

λ1 = 2 λ2 = 1 + i λ3 = 1− i (10.51)

um vector pŕoprio (v1) correspondente aλ1 = 2 obt́em-se a partir da solução do sistema −1 0 −1
0 0 0
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 =⇒ v1 =

 0
1
0

 (10.52)

e a soluç̃ao particular correspondente av1 é

eAtv1 =

 0
e2t

0

 (10.53)

Outras duas soluções linearmente independentes podem ser obtidas a partir deλ2 ou λ3. Para
λ3 = 1− i obtemos:  i 0 −1

0 (1 + i) 0
1 0 i

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 =⇒ w =

 1
0
i

 (10.54)

A partir dew pode obter-se uma solução particular complexa:

eAtw = e(1− i)t

 1
0
i

 = et

 cos t− i sin t
0

sin t + i cos t

 (10.55)
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As partes real e imaginária desta soluç̃ao s̃ao tamb́em soluç̃oes, e junto com a solução obtida a
partir deλ1, constituem um conjunto fundamental de soluções do sistema: 0

e2t

0

 , et

 cos t
0

sin t

 , et

 − sin t
0

cos t

 (10.56)

A soluç̃ao geral do sistemáe qualquer combinação linear do conjunto fundamental de soluções:

x(t) =

 0 et cos t − et sin t
e2t 0 0
0 et sin t et cos t

 c1

c2

c3

 � (10.57)

10.5 Vectores pŕoprios generalizados

Falta-nos considerar o caso em que aparecem raı́zes do polińomio caracteŕıstico com multiplici-
dadem > 1. No caso das raı́zes ñao repetidas, o sistema de equações lineares que permitem
calcular o vector pŕoprio correspondentée sempre um sistema com uma variável livre (subespaço
de dimens̃ao igual a um) que pode ser arbitrada. No caso da raiz de multiplicidadem, o sistema
de equaç̃oes lineares que definem os vectores próprios podeŕa ter entre uma em variáveis livres.
Se existiremm variáveis livres, obt̂em-sem vectores pŕoprios arbitrando valores linearmente in-
dependentes para elas (o mais fácil seŕa usar conjuntos de variáveis onde unicamente uma delasé
diferente de zero). Se o sistema tiver menos do quem variáveis livres, para completarm vectores
fundamentais usaremos vectores própios generalizados.
Um vector pŕoprio generalizado da matrizA, correspondente ao valor próprioλ e ao vector pŕoprio
v, é um vectoru que verifica a seguinte condição

(A− λI)u = v (10.58)

Para construir a solução fundamental correspondente a um vector próprio generalizado, usa-se o
seguinte teorema.

Teorema 9
Seu é um vector pŕoprio generalizado da matrizA, correspondente ao valor próprio λ e ao vector
próprio v, ent̃ao

eAtu = eλt(u + tv) (10.59)

Demonstraç̃ao: usando a śerie de McClaurin deexp(At),

eAtu =
∞∑

m=0

tm

m!
Amu (10.60)

a partir da definiç̃ao do vector pŕoprio generalizado, obtemos

Au = λu + v (10.61)
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e multiplicando repetidas vezes pela matrizA vemos que

Amu = λmu + mλm−1v (10.62)

substituindo na śerie de McClaurin,

eAtu =
∞∑

m=0

(λt)m

m!
u +

∞∑
m=1

t(λt)m−1

(m− 1)!
v (10.63)

As duas śeries d̃ao o resultado que pretendiamos encontrar.�
O sistema que define os vectores generalizados poderá ter varíaveis livres, dando origem a vários
vectores pŕoprios generalizados linearmente independentes, ou poderá ñao ter soluç̃ao quando ñao
existirem vectores próprios generalizados correspondentes a um determinado vector próprio. Se
depois de procurar vectores próprios generalizados não existirem suficientes vectores para com-
pletar uma base, será preciso procurar vectores próprios generalizados, de segunda ordem, que são
vectores pŕoprios generalizados, associados a um outro vector próprio generalizado.
No fim da pŕoxima secç̃ao veremos um exemplo no qualé necesśario encontrar um vector próprio
generalizado.

10.6 Sistemas lineares ñao-homoǵeneos, de coeficientes constantes

Vamos estudar nesta secção um ḿetodo para calcular a solução de um sistema linear não-homo-
géneo, de coeficientes constates [equação (10.10)]

dx
dt

= Ax + f (10.64)

No caso mais simplesn = 1, o sistemáe umaúnica equaç̃ao linear de primeira ordem

dx

dt
= ax + f (10.65)

ondea é uma constante real ef é uma funç̃ao det. Resolvendo o sistema por meio da transformada
de Laplace, optemos a solução

x(t) = x(0) eat + eat ∗ f (10.66)

a generalizaç̃ao deste resultado para qualquern, é

x = eA tx(0) + eA t ∗ f(t) (10.67)

Para calcular o produto de convolução entre matrizes, seguem-se as regras habituais do produto
entre matrizes, mas cada produto entre dois termos da matriz será um produto de convolução entre
as respectivas funções.
O primeiro termo na solução (10.67)é a soluç̃ao do sistema homogéneo correspondente, com
as mesmas condições iniciais do sistema não homoǵeneo. E o segundo termóe uma soluç̃ao
particular do sistema não-homoǵeneo, j́a que no caso particularx(0) = 0 obt́em-se essa solução.
Usando a expressão (10.48) obtida para a exponencial da matrizA t, podemos escrever a solução
particular da seguinte forma

xp = X V−1 ∗ f (10.68)
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A inversa da matriz de vectores próprios,V−1, é uma matriz constante, independente det, de
maneira que pode passar a multiplicar no segundo membro do produto de convolução:

xp = X ∗
(
V−1f

)
(10.69)

Não seŕa preciso calcular a inversa deV, já que o vector entre parêntesiśe simplesmente a solução
do sistema de equações lineares

Vu = f (10.70)

Com os vectores próprios da matrizA e o vectorf calcula-se o vectoru, e a soluç̃ao particulaŕe

yp = X ∗ u (10.71)

Exemplo 10.5
Resolva o problema de valor inicial

dx
dt

= Ax + f x(0) = x0

onde a matrizA e os vectoresf ex0 são os seguintes:

A =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 f = et

 0
1
t

 x0 =

 0
1
0


Com uma matriz t̃ao simples, o mais fácil seria escrever as três equaç̃oes diferenciais explicita-
mente e resolve-las directamente. No entanto, vamos usar este exemplo simples para ilustar o
método proposto nesta secção. O polińomio caracteŕıstico da matrizA é

(λ− 1)3 = 0 (10.72)

Existe umúnico valor pŕoprio, λ = 1, com multiplicidade 3. O Sistema que define os vectores
próprios seŕa  0 1 0

0 0 0
0 0 0

 a
b
c

 =

 0
0
0

 (10.73)

que tem duas variáveis livres (a e c); assim, obtemos dois vectores próprios linearmente indepen-
dentes:

v1 =

 1
0
0

 v3 =

 0
0
1

 (10.74)

a raz̃ao para os designar porv1 e v3 seŕa discutida mais logo. O vector fundamentalv2 deveŕa
ser um vector pŕoprio generalizado dev1 ou dev3; começemos por procurar vectores próprios
generalizados dev3; o sistema que os defineé o mesmo sistema (10.73), mas com o lado direito
igual av3  0 1 0

0 0 0
0 0 0

 a
b
c

 =

 0
0
1

 (10.75)
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Este sistema ñao tem soluç̃ao e, portanto,v3 não tem vectores próprios generalizados. Comv1

obtemos o seguinte sistema  0 1 0
0 0 0
0 0 0

 a
b
c

 =

 1
0
0

 (10.76)

com duas varíaveis livres eb = 1. A escolha mais simples será:

v2 =

 0
1
0

 (10.77)

a matrizV de vectores fundamentais será a matriz identidade (o qual explica porque os dois vec-
tores pŕoprios foram definidos comov1 e v3). E a matriz fundamentalX obtem-se usando os
teoremas 8 e 9

X = et

 1 t 0
0 1 0
0 0 1

 (10.78)

o vectoru definido na equaç̃ao (10.70) seŕa igual ao vectorf , já que a matrizV é a identidade;
pela mesma razão, o vectorc definido na equaç̃ao (10.45) seŕa igual ao vectorx0. A soluç̃ao do
problema calcula-se a partir de:

x = Xc + X ∗ u =

 t et

et

0

+

 et ∗ (t et)
et ∗ et

et ∗ (t et)

 (10.79)

Os dois produtos de convolução podem ser calculados usando a transformada de Laplace:

et ∗ et = L−1

{
1

(s− 1)2

}
= t et (10.80)

(t et) ∗ et = L−1

{
1

(s− 1)3

}
=

t2

2
et (10.81)

a soulç̃ao do problemáe

x = et


t +

t2

2
1 + t

t2

2

 (10.82)

10.7 Problemas

Resolva os seguintes problemas de valores iniciais pelo método da eliminaç̃ao

1.
{

x′ = y − x
y′ = y − 2 sin t

{
x(0) = 0
y(0) = 1
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2.
{

x′ = y − x
y′ = y − 2x + sin t

{
x(0) = 0
y(0) = 0

3.


x′ = z
y′ = x
z′ = y


x(0) = 0
y(0) = −1
z(0) = 1

Nos problemas seguintes calcule a matriz eAt e use o resultado para encontrar a solução do prob-
lema de valor inicial

dx
dt

= Ax x(0) = x0

4. A =
[

2 1
0 1

]
x0 =

[
1
1

]

5. A =

 1 −1 −1
1 3 1

−3 1 −1

 x0 =

 0
1
0


6. A =

[
4 5

−4 −4

]
x0 =

[
1
2

]

7. A =

 1 0 0
3 1 −2
2 2 1

 x0 =

 1
1
1


8. A =

[
2 1
0 2

]
x0 =

[
1
1

]

9. A =

 −1 −1 0
0 −1 0
0 0 −2

 x0 =

 0
1
1



10. A =

 −7 0 6
0 5 0
6 0 2

 x0 =

 1
1
1



11. A =


1 −4 0 0
4 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 1

 x0 =


1
1
1
1


Com as matrizes dadas em cada caso resolva o problema de valor inicial

dx
dt

= Ax + f x(0) = x0

12. A =
[

3 1
2 2

]
f =

[
t
t

]
x0 =

[
1
0

]
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13. A =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 f = et

 0
1
t

 x0 =

 0
1
0


14. A =

[
2 −2
4 −2

]
f =

[
0

δ(t− π)

]
x0 =

[
1
0

]

15. A =

 −1 −1 −2
1 1 1
2 1 3

 f = et

 0
0
1

 x0 =

 0
0
0


16. A =

[
3 −1
2 0

]
f =

[
1− u(t− 1)

0

]
x0 =

[
0
0

]



Caṕıtulo 11

Equações de derivadas parciais

11.1 Introdução

Uma equaç̃ao de derivadas parciaiśe uma relaç̃ao entre as derivadas de uma função de v́arias
variáveis. Alguns exemplos, que aparecem em diversos problemas, são as seguintes equações:

11.1.1 Equaç̃ao de transfer̂encia de calor

. SeT (t, x) representa a temperatura num instantet, na posiç̃aox sobre uma barra, a equação de
transfer̂encia de calor em uma dimensãoé:

∂T

∂t
= a

∂2T

∂x2
(11.1)

ondea é uma constante. A funçãoT é a varíavel dependente, et ex são as varíaveis independentes.

11.1.2 Equaç̃ao de onda

. Uma funç̃ao de onda, em duas dimensões,é uma funç̃aof(x, y, t) soluç̃ao da equaç̃ao

∂2f

∂t2
= v2

(
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2

)
(11.2)

ondev é uma constante (velocidade de propagação). Neste caso, existem 3 variáveis indepen-
dentes, nomeadamente, as duas coordenadas espaciaisx ey, e o tempot.

11.1.3 Equaç̃ao de Laplace

. O potencial electrostáticoV (x, y, z), numa regĩao onde ñao existam cargas, verifica a equação:

∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
+

∂2V

∂z2
= 0 (11.3)

Os exemplos anteriores correspondem todos a equações lineares, nas quais uma combinação linear
de soluç̃oesé tamb́em soluç̃ao.
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11.2 Resoluç̃ao de equaç̃oes simples

As equaç̃oes de derivadas parciais em que aparece umaúnica derivada, podem ser integradas
facilmente. Consideremos por exemplo a equação

∂2v

∂x2
= 3y (11.4)

como a segunda derivada em ordem ax é igualà derivada da primeira derivada parcial em ordem
ax, portanto, a derivada parcial∂v/∂x seŕa igualà primitiva de3y, ao longo de um percurso com
y constante

∂v

∂x
=

∫
3y dx (y constante) (11.5)

= 3xy + f(y) (11.6)

ondef(y) pode ser qualquer função arbitŕaria que ñao dependa dex. Integrando uma segunda
vez, comy constante, obtemos a funçãov(x, y)

v =
3
2
yx2 + xf(y) + g(y) (11.7)

Esta soluç̃ao é bastante geral, pois depende de duas funções arbitŕariasf e g. Para obter uma
soluç̃ao única, seŕa necesśario saber algumas condições fronteira. As condiç̃oes fronteira s̃ao
tão importantes quanto a equação diferencial para determinar a forma da solução, j́a que com
diferentes condiç̃oes fronteiráe posśıvel obter soluç̃oes muito diversas.

11.3 Método da transformada de Laplace

As equaç̃oes de derivadas parciais lineares com condições iniciais, podem ser resolvidas por meio
da transformada de Laplace. As condições iniciais (na variável t) para uma equação de ordemn
emt, consistem nos valores da função e das suas primeirasn− 1 derivadas no instantet = 0. Se,
por exemplo, a soluç̃ao da equaç̃ao for uma funç̃ao de duas variáveis,v(x, t), e a equaç̃ao for de
segunda ordem emt, as condiç̃oes iniciais ser̃ao

v(x, 0) = f(x) (11.8)
∂v

∂t
(x, 0) = g(x) (11.9)

ondef e g são duas funç̃oes dex dadas. A transformada de Laplace dev(x, t) seŕa uma funç̃ao
v(x, s), definida por meio do seguinte integral

v(x, s) =

∞∫
0

e−stv(x, t) dx (11.10)

As duas condiç̃oes fronteira permitem calcular as transformadas das duas primeiras derivadas,
usando a propriedade da transformada da derivada; o resultado obtidoé

L
{

∂v

∂t

}
= sv(x, s)− f(x) (11.11)

L
{

∂2v

∂t2

}
= s2v(x, s)− sf(x)− g(x) (11.12)
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Comox e t são varíaveis independentes, e como a transformada de Laplace foi definida em ordem
at, as ordem entre as derivadas emx e a transformada de Laplace são independentes; por exemplo,

L
{

∂v

∂x

}
=

∂

∂x
L{v(x, t)} =

dv

dx
(11.13)

L
{

∂2v

∂x2

}
=

∂2

∂x2
L{v(x, t)} =

d2v

dx2
(11.14)

11.4 Transformadas de Fourier

11.4.1 Produto escalar entre funç̃oes

Um produto escalar entre duas funçõesf eg pode ser definido da seguinte forma:

〈f(x), g(x)〉 =

L∫
0

f(x)g(x) dx (11.15)

propriedades:

1. 〈f, g〉 é um ńumero real.

2. 〈f, g〉 = 〈g, f〉

3. 〈cf, g〉 = c〈f, g〉, para qualquer constantec

4. 〈f, g + h〉 = 〈f, g〉 + 〈f, h〉

5. sef 6= 0 ⇒ 〈f, f〉 > 0

estas propriedades são id̂enticasàs correspondentes propriedades do produto escalar entre vec-
tores, e permitem definir o ḿodulo de uma funç̃ao eângulos entre funç̃oes. O ḿodulo da funç̃aoé

|f | =
(
〈f, f〉

)1/2

(11.16)

e duas funç̃oesf eg são ortogonais se:

〈f, g〉 = 0 (11.17)

11.4.2 Śerie seno de Fourier

A seguinte sucessão de funç̃oes seno:{
Sn(x) = sin

(
nπ

L
x

)}
(11.18)

são todas ortogonais; nomeadamente:

〈Sn, Sm〉 =

{
0, n 6= m
L
2 , n = m

(11.19)
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em relaç̃ao ao produto escalar definido acima. Qualquer outra função definida no intervalo0 <
x < L é linearmente dependente do conjunto de funçõesSn (com algumas excepções que discu-
tiremos mais logo); assim, qualquer funçãof(x) definida no dito intervalo pode ser escrita como
combinaç̃ao linear da sucessão{Sn}:

f(x) =
∞∑

n=1

bn sin
(

nπ

L
x

)
(11.20)

a śerie anterioŕe designada porsérie seno de Fourier. É fácil demonstrar (usando a ortogonali-
dade entre as funçõesSn) que os coeficientesbn na śerie s̃ao iguais a:

an =
2
L
〈f, Sn〉 =

2
L

L∫
0

f(x) sin
(

nπ

L
x

)
dx (11.21)

o integral anterior chama-setransformada seno de Fourierda funç̃aof(x).

11.4.3 Śerie co-seno de Fourier

Outra sucess̃ao de funç̃oes ortogonaiśe a sucess̃ao de funç̃oes co-seno, definida por:{
Cn(x) = cos

(
nπ

L
x

)}
(11.22)

A propriedade de ortogonalidadeé:

〈Cn, Cm〉 =

{
0, n 6= m
L
2 , n = m 6= 0 (ouL sen = m = 0)

(11.23)

Qualquer funç̃ao definida no intervalo0 < x < L é linearmente dependente do conjunto de
funçõesCn (com algumas excepções que discutiremos mais logo); assim, uma funçãof(x) pode
tamb́em ser escrita como umasérie co-seno de Fourier:

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
(

nπ

L
x

)
(11.24)

onde os coeficientesan são iguais a:

an =
2
L
〈f, Cn〉 =

2
L

L∫
0

f(x) cos
(

nπ

L
x

)
dx (11.25)

e o integral anterior designa-setransformada co-seno de Fourierda funç̃aof(x).
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11.5 Resoluç̃ao de EDPs usando transformadas de Fourier

A transformada de Fourieré útil para resolver equações de derivadas parciais, de segunda ordem,
com condiç̃oes fronteira. Sev(x, y) for a varíavel dependente, e tivermos condições fronteira para
x = 0 ex = L, começamos por definir a transformada de Fourier da seguinte forma

vn(y) =
2
L
〈v(x, y), φn(x)〉 (11.26)

ondeφn seŕa uma das seguintesfunções pŕoprias:

φn(x) =

{
sin(λnx)
cos(λnx)

(11.27)

e λn são certosvalores próprios escolhidos em forma adequada (já veremos a seguir qual será a
escolha apropriada em cada caso).

11.5.1 Propriedade operacional

A transformada da segunda derivada tem a propriedade importante (propriedade operacional) de
depender da transformada da função. Por definiç̃ao, a transformada da segunda derivada parcialé(

∂2v

∂x2

)
n

=
2
L
〈φn,

∂2v

∂x2
〉 (11.28)

integrando por partes duas vezes obtemos:

(
∂2v

∂x2

)
n

=
2
L

L∫
0

φn
∂2v

∂x2
dx (11.29)

=
2
L

(
∂v

∂x
φn

∣∣∣∣∣
L

0

−
L∫

0

φ′n
∂v

∂x
dx

)
(11.30)

=
2
L

(
∂v

∂x
φn − vφ′n

)L

0

+
2
L

L∫
0

φ′nv dx (11.31)

a segunda derivada das funções pŕopriasé sempre (tanto no caso do seno como no caso do co-seno)
proporcional a si pŕopria

φ′′n = −λ2
nφn (11.32)

Assim, a propriedade operacionalé(
∂2v

∂x2

)
n

=
2
L

(
∂v

∂x
(L)φn(L)− v(L)φ′n(L)− ∂v

∂x
(0)φn(0) + v(0)φ′n(0)

)
− λ2

nvn (11.33)

Como vamos resolver uma equação de segunda ordem, são dadas apenas duas condições fron-
teira que permitem calcular dois dos termos dentro dos parêntesis. Podemos usar a liberdade que
temos na escolha das funções e valores próprios, para eliminar os outros dois termos dentro dos
par̂entesis. Estudaremos as quatro possibilidades:
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1. Os valores dev(0, y) ev(L, y) são dados. Neste caso será necesśario arbitrar

φn(0) = φn(L) = 0 (11.34)

O qual determina as seguintes funções e valores próprios

φn(x) = sin(λnx) λn =
nπ

L
(11.35)

A transformada correspondenteé a transformada seno de Fourier.

2. Os valores de∂v(0, y)/∂x e∂v(L, y)/∂x são dados. Neste caso será necesśario arbitrar

φ′n(0) = φ′n(L) = 0 (11.36)

E, portanto, as funç̃oes e valores próprios s̃ao

φn(x) = cos(λnx) λn =
nπ

L
(11.37)

A transformada transformadaé a transformada co-seno de Fourier.

3. Os valores dev(0, y) e∂v(L, y)/∂x são dados. Neste caso será necesśario arbitrar

φn(0) = φ′n(L) = 0 (11.38)

E, portanto, as funç̃oes e valores próprios s̃ao

φn(x) = sin(λnx) λn =
(

n +
1
2

)
π

L
(11.39)

A transformada correspondenteé atransformada seno modificada.

4. Os valores de∂v(0, y)/∂x ev(L, y) são dados. Neste caso será necesśario arbitrar

φ′n(0) = φn(L) = 0 (11.40)

E, portanto, as funç̃oes e valores próprios s̃ao

φn(x) = cos(λnx) λn =
(

n +
1
2

)
π

L
(11.41)

A transformada correspondenteé atransformada co-seno modificada.

Exemplo 11.1
Resolva a equaç̃ao de Laplace:

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
= 0 (11.42)

para as seguintes condições fronteira:

∂T

∂x
(0, y) = u(1− y)

∂T

∂y
(x, 0) = 0 T (2, y) = 0 T (x, 2) = 0 (11.43)
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A equaç̃ao pode ser resolvida usando a transformada de Fourier deT (x, y). em ordem ay

tn = 〈T (x, y), φn(y)〉 =

2∫
0

T (x, y)φn(y) dy (11.44)

Atendendòas condiç̃oes fronteira do problema, arbitramos as seguintes condições para as funções
próprias

φ′n(0) = 0 φn(2) = 0 (11.45)

que conduzem̀as seguintes funções pŕoprias e valores próprios

φn(y) = cos(λny) λn = (2n + 1)
π

4
(11.46)

as transformadas das derivadas parciais deT são:(
∂2T

∂x2

)
n

=
d2tn
dx2

(11.47)

(
∂2T

∂y2

)
n

=

2∫
0

∂2T

∂y2
cos(λny) dy =

∂T

∂y
cos(λny)

∣∣∣∣2
0

+ λn

2∫
0

∂T

∂y
sin(λny) dy

= λnT sin(λny)
∣∣∣∣2
0

− λ2
n

2∫
0

T cos(λny) dy = −λ2
ntn

A transformada de Fourier da equação de Laplacée

d2tn
dx2

− λ2
ntn = 0 (11.48)

estaé uma equaç̃ao diferencial ordińaria, linear, de coeficientes constantes. As duas raı́zes do
polinómio caracteŕıstico s̃aoλn e−λn, e a soluç̃ao geraĺe

tn = An eλnx + Bn e−λnx (11.49)

As condiç̃oes fronteira paratn obt̂em-se a partir das transformadas de Fourier das condições fron-
teira do problema:

tn(2) = 〈T (2, y), φn(y)〉 = 0 (11.50)

dtn(0)
dx

= 〈u(1− y), φn(y)〉 =

1∫
0

cos(λny) dy =
sinλn

λn
(11.51)

substituindo estas condições na soluç̃ao geraltn(x), obtemos

An −Bn =
sinλn

λ2
n

An e2λn + Bn e−2λn = 0
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Resolvendo este sistema, obtemos as constantesAn, Bn e a soluç̃ao particular

tn =
sinλn e−2λn

2λ2
n cosh(2λn)

eλnx − sinλn e2λn

2λ2
n cosh(2λn)

e−λnx (11.52)

A funçãoT (x, y) é dada pela śerie de Fourier

T (x, y) =
∞∑

n=0

sinλn

λ2
n cosh(2λn)

sinh[λn(x− 2)] cos(λny) (11.53)

11.6 Problemas

Encontre a soluç̃ao geralu(x, y) das seguintes equações

1.
∂u

∂x
= y

2.
∂2u

∂x∂y
= 0

3.
∂2u

∂x∂y
= x2 + y2

Utilizando transformadas de Laplace, resolva as seguintes equações de derivadas parciais

4.
∂v

∂t
+ 2

∂v

∂x
= −v (t > 0) (x > 0)

v(x, 0) = 0 v(0, t) =
{

2t t < 1
0 t > 1

5.
∂2v

∂t2
− c2 ∂2v

∂x2
= 0 (t > 0) (x > 0)

v(0, t) = sin t limx→∞ v(x, t) = 0 v(x, 0) =
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0

6.
∂u

∂t
+ x

∂u

∂x
= xt (t > 0) (x > 0)

u(x, 0) = 0 u(0, t) = 0

Encontre as śeries de Fourier seno e co-seno das seguintes funções

7. f(x) = 1 0 < x < π

8. f(x) = 1− x 0 < x < 1

Resolva as seguintes equações

9.
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
(0 < x < 1) (t > 0)

u(0, t) = u(1, t) = 0 u(x, 0) = 5 sin(3πx)
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0
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10.
∂u

∂t
− α2 ∂2u

∂x2
= 0 (0 < x < 1) (t > 0)

u(x, 0) = x2 u(1, t) = 1
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 1

11.
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= e−x (0 < y < 1) (x > 0)

u(x, 0) = u(0, y) = 1 u(x, 1) = 0 limx→∞ u(x, y) finito
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Respostas aos problemas

Caṕıtulo 1

Nos problemas 7 ao 10 existem mais soluções aĺem das apresentadas a continuação, mas estas são
asúnicas que se espera que um aluno sem conhecimento previo de equações diferenciais descubra

7. y = ex 8. y = −1
x

9. y = 1 10. y =
ex

2

11. y = c1 + c2x +
x2

2
ondec1 e c2 são constantes arbitrárias.

14. Sim 15. Sim 16. Não

17. (a) Demonstra-se por substituição directa e conferindo a condição inicial.

(b) Demonstra-se em forma semelhanteà alinha anterior, maśe preciso ter em conta que√
a2 = |a|.

(c) Em y = 0 verificam-se as condições do teorema de Picard, e como podemos ver no
gráfico existe soluç̃aoúnica em cada caso. Nos pontosy = 0 não se verifica a condição
de continuidade de∂f/∂y e existe um ńumero infinito de soluç̃oes. Finalmente, em
y < 0 não se verifica nenhuma das duas condições e ñao existem soluç̃oes.

Caṕıtulo 2

1. y = arcsen
√

2
1 + t2

2. y = t2 − 2t + 3

3. x = 2

{
arctan

[
√

3 tg

(
y
√

3
2

)]
− y

}

4. ln
∣∣y2 − ty + 2t2

∣∣ = c− 2√
7

arctan
(

2y − t

t
√

7

)
5. x2 + 2xy + 2y2 = 34

6. y2 + ex sin y = c

7. t + 15 = (t− y − 7)
(
c + 3 ln |t− y − 7|

)
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8.
(y + x/2 + 3/2)2

(y + x + 2)3
= 0,098

9. y3 + 3y − x3 + 3x = 2

10. y =
(
t2 − 2 + 7e−t2/2

)2

11. y =
c

x2
+

x3

5

12. (x2 + y2 + 1)e−y2
= c

13. x2 + 2x2y − y2 = c

14. x3 + y3 − 3xy = c

15. y1 =
1
x
− 2x

x2 + 2c
y2 =

1
x

16. y2 = sinx +
2

c cos x− sinx
y2 = sinx

Caṕıtulo 3

1. (4813± 39) anos

2. 10 639 084 habitantes

3. 10 746 263 habitantes

4. 590 m

5. (b) k =
1

t(a− b)
ln
∣∣∣∣b(a− x)
a(b− x)

∣∣∣∣ ; x = a
1− exp

[
kt(a− b)

]
1− (a/b) exp

[
kt(a− b)

]
(c) k =

1
at

ln
∣∣∣∣ b

b− x

∣∣∣∣
(d) k =

x

at(a− x)

6. y4 = cx

7. (a) T ′ + T = 15 + 10 sin(2πt)

(b) Tee = 15 +
10

1 + 4π2

[
sin(2πt)− 2π cos(2πt)

]
(c) Tmı́n = 15− 10√

1 + 4π2
= 13,4 ◦C; Tmáx = 15 +

10√
1 + 4π2

= 16,6 ◦C
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Caṕıtulo 4

2. y =
1
x

(c1 sinx + c2 cos x)

3. y = c1e2x + c2(2x2 + 2x + 1)

4. y = c1x + c2(x2 − 1)

5. y = 2e−x − e−2x

6. y = cosh(ax)

7. y =
1
3

e2x sin(3x)

8. y = (x− 1)ex/4

9. y =
3
4
x2 − x

10. y =
sin(2 ln |x|)

x

11. y = x− 1 + (x− 1)4

12. y = 3e4x

13. Não existe soluç̃ao

14. y = c1 + c2ex + c3e2x

15. y =
c1

x
+ x3(c2 + c3 ln |x|)

Caṕıtulo 5

1. y = c1ex + c2e−2x + 3x

2. y = c1ex + c2e−x − 1
2
(x sinx + cos x)

3. y =
(

c1 + c2x +
x3

6

)
e2x

4. y = c1 + (c2 − x)e−x

5. y = c1 sin(2x) + c2 cos(2x)− 1
4

cos(2x) ln
∣∣∣∣tg x + 1
tg x− 1

∣∣∣∣
6. y = c1x

2 +
c2

x2
+

x2

4
ln |x|+ x4

12

7. yp =
(

1
2
− x

)
e−x

8. yp =
1√
x



114 Equaç̃oes de derivadas parciais

Caṕıtulo 6

1. {yn} = {1, 0,−2, 6, . . .} yn = (−1)n(2− 2n)

2. {yn} = {1, 1,−15, 81, . . .} yn = (−3)n

(
1− 4

3
n

)

3. {yn} = {0, 1, 4, 3, . . .} yn =
(
√

13)n

3
sin
[
n arctan

(
3
2

)]

4. {yn} = {0, 1, 2, 0, . . .} yn =
2n

√
3

sin
(nπ

3

)
5. yn = e−n(c12n + c23n)

6. {yn} = {1,−3, 3,−1, 0, 0, . . .} yn =


6(−1)n

n!(3− n)!
0 ≤ n ≤ 3

0 3 < n

7. {yn} = {2, 1, 3, 2/3, 5/4, . . .} y2m =
4m + 2
2mm!

y2m+1 =
2m(m + 1)!
(2m + 1)!

8. {yn} = {1, 1, 0,−8,−8, 0, . . .} y3m = (−8)m y3m+1 = (−8)m y3m+2 = 0

9. y3m = c13m Γ
(

m +
1
3

)
y3m+1 = c23m Γ

(
m +

2
3

)
y3m+2 = c33mm!

10. (a) Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0 F0 = F1 = 1

(c) Fn =
1

φ + 2
[
φn+2 + (−1)nφ−n

]
Caṕıtulo 7

1. y = c
∑∞

n=0 x2n =
c

1− x2

2. y = c
∑∞

n=0

xn

n!
− x2 − 2x− 3 = cex − x2 − 2x− 3

3. y = c1
∑∞

n=0

xn

n!
+ c2

∑∞
n=0

(2x)n

n!
= c1ex + c2e2x

4. y = c1
∑∞

n=0

x2n

(2n)!
+ c2

∑∞
n=0

x2n+1

(2n + 1)!
− x = c1 coshx + c2 sinhx− x

5. y = c1x + c2

[
1−

∑∞
n=0

x2n

2nn!(2n− 1)

]

6. y = c1
∑∞

n=0

(−1)n3n Γ
(

n +
1
3

)
(3n)!

x3n + c2
∑∞

n=0

(−1)n3n Γ
(

n +
2
3

)
(3n + 1)!

x3n+1
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7. y = c1(1 + x) + c2
√

x

8. y = ex(c1 + c2 lnx)

9. y = c1x + c2(x2 + x lnx)

10. y =
c1

x
+

c2

1− x

11. y =
∑∞

n=0

(−1)n Γ
(

3
4

)
16nn! Γ

(
n +

3
4

)x4n

12. Ln(x) =
∑n

m=0

(−1)mn!
(n−m)!m!m!

xm

13. (a) H2m(x) =
∑m

k=0

(−1)m+k(2m)!
(m− k)!(2k)!

(2x)2k

(b) H2m+1(x) =
∑m

k=0

(−1)m+k(2m + 1)!
(m− k)!(2k + 1)!

(2x)2k+1

Caṕıtulo 8

1. y =
1
6

e−2t +
4
3

et − 3
2

2. y =
1
2
t2e−2t

3. y =
1
45

e4t − 1
20

e−t +
1
36

(37− 6t)et

4. 8y = 7 cos t− 3 sin t + e2t(cos t + sin t)

5. y =
t

16
(sin(2t)− 2t cos(2t))− π

64
sin(2t)

6. y = t2 − t

7. y =
1
4
(1− cos(2t)) [u(t)− u(t− π) + u(t− 2π)− u(t− 3π)]

8. y =
1
2

sin[2(t− π)]u(t− π)− 1
2

sin(2t)

9. y =
1
4
(1− cos(2t))[u(t)− u(t− π)] +

1
6
(2 sin t− sin(2t))u(t− 2π)

10. 2πy = − [2t− 2π − sin(2t)]u(t− π) + [4t− 3π − 2 cos(2t)]u
(

t− 3π

4

)
−2 [2t− π + sin(2t)]u

(
t− π

2

)
+ [2t− π/2 + cos(2t)]u

(
t− π

4

)
+
(
1− π

2

)
sin(2t)u(t)
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11. teat

12.
t5

5!

13. t− sin t

14. e2t − 2t− 1

15.
1

2ω3
[sin(ωt)− ωt cos(ωt)]

16. y =
1
k

∫ t
0 cosh[k(t− s)]f(s) ds

17. y = ekt
[
1 + (1− k)t +

∫ t
0 (t− s)e−ksf(s) ds

]
18. y = ate−t

19. y = 1 + t + et/2

[
1√
3

sin

(√
3t

2

)
− cos

(√
3t

2

)]
20. y = 1 + cosh t

21. y =
1
2

sin t + e−t

(
1− 3

2
t

)

Caṕıtulo 9

1. yn = y0 (2− 2n) + y1 (2n − 1) + 2n − n− 1

2. yn = n

3. yn =
(−1)n

8
n(n− 1)2n

4. yn = 2n

(
y0 +

1
2− e−b

)
− e−bn

2− e−b

5. yn =
2n

4

[
1− cos

(nπ

3

)
− 1√

3
sin
(nπ

3

)]

6. y2m =
1
37

[
28(−4)m +

9
9m

]
y2m+1 = − 3

37

[
(−4)m +

1
9m

]
7. y2m = y0 + m(m− 1) y2m+1 = y1 + m2

8. y(z) = 1

9. y(z) =
1

z(z − 1)

10. y(z) =
z(z2 − 1) sinω

(z2 − 2z cos ω + 1)2
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11. 1. Tn+1 − Tn = n + 1 T1 = 1

2. Tn =
n(n + 1)

2

12. Sn = T 2
n =

n2(n + 1)2

4

13. Sn = n(n + 1)

14. O peŕıodo é 4, 3 e 1 respectivamente. Existem pontos de bifurcação entre−2 e−1.75, e
entre−1.75 e−1.3

Caṕıtulo 10

1. x = sin t y = cos t + sin t

2. x =
1
2
(sin t− t cos t) y =

1
2
(sin t− t cos t + t sin t)

3.



x =
2e−t/2

√
3

sin

(√
3t

2

)

y = −e−t/2

[
cos

(√
3t

2

)
+

1√
3

sin

(√
3t

2

)]

z = e−t/2

[
cos

(√
3t

2

)
− 1√

3
sin

(√
3t

2

)]

4. x =
[

2e2t − et

et

]

5. x =

 e2t − e3t

e3t

−e2t + e3t


6. x =

[
cos(2t) + 7 sin(2t)

2 cos(2t)− 6 sin(2t)

]

7. x = et


1

−1 + 2 cos(2t) +
1
2

sin(2t)
3
2
− 1

2
cos(2t) + 2 sin(2t)


8. x = e2t

[
1 + t

1

]

9. x = e−t

 −t
1

e−t
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10. x =
1
5

 2e−10t + 3e5t

5e5t

−e−10t + 6e5t



11. x = et


cos(4t)− sin(4t)
sin(4t) + cos(4t)

2et − 1
1


12. x =

1
48

[
−3− 12t + 16et + 35e4t

−3− 12t− 32et + 35e4t

]

13. x = et


t +

t2

2
1 + t
t2

2


14. x =

[
sin(2t) + cos(2t)− u(t− π) sin(2t)

2 sin(2t) + u(t− π)[cos(2t)− sin(2t)]

]

15. x =
tet

6

 6t− t2

3t
6 + 6t + t2


16. x =

1
2

[
3− 4e−t + e−2t − u(t− 1)(3− 4e1−t + e2−2t)

2− 4e−t + 2e−2t − u(t− 1)(2− 4e1−t + 2e2−2t)

]

Caṕıtulo 11

1. u(x, y) = xy + f(y), ondef é qualquer funç̃ao dey derivável

2. u(x, y) = f(x) + g(y), ondef e g são funç̃oes dex e y, ambas deriv́aveis nas respectivas
variáveis

3. u(x, y) =
1
3
x3y +

1
3
xy3 + f(x) + g(y), ondef eg são funç̃oes dex ey, ambas deriv́aveis

nas respectivas variáveis

4. v(x, t) = 2e−x/2
(
t− x

2

) [
u
(
t− x

2

)
− u

(
t− 1− x

2

)]
5. v(x, t) = sin

(
t− x

c

)
u
(
t− x

c

)
6. u(x, t) = x

(
t− 1 + e−t

)
7. f(x) =

4
π

∑∞
n=1

1
2n− 1

sin(2n− 1)x Série co-seno:f(x) = 1

8. f(x) =
2
π

∑∞
n=1

1
n

sin(nπx) =
1
2

+
4
π2

∑∞
n=1

1
(2n− 1)2

cos [(2n− 1)πx]
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9. u(x, t) = 5 sin(3πx) cos(3πt)

10. u(x, t) = 2
∑∞

n=0

[
(−1)n

λn
− 1

λ2
n

− e−α2λ2
nt

(
1
λ2

n

− 2(−1)n

λ3
n

)]
cos(λnx)

em queλn = (n + 1/2)π

11. u(x, t) =
∑∞

n=0

2
nπ

[
1 +

1− (−1)nn2π2

n2π2 − 1
e−nπx − 1− (−1)n

n2π2 − 1
e−x

]
sin(nπy)
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