Teorema de Gauss

O teorema de Gauss estabelece uma relacao entre uma
integral tripla, numa regido sélida (W) de R3, com uma
integral de superficie na sua fronteira (OW). Este teo-
rema € um instrumento poderoso para 0s modelos ma-
tematicos que descrevem alguns fendmenosfisicos como
fluxo de fluidos, fluxo de campos elétricos ou magneti-
cos e fluxo de calor.



Teorema .1 (Gauss-Divergéncia) Considerem-se:

e Seja W um subconjunto limitado de R3 tal que a
sua fronteira € uma superficie S = 0W, orientada
segundo a normal exterior (7ic).

—

e Seja FF um campo vetorial de classe cl em um
aberto U contendo W.

Entao:

/[g(ﬁ-ﬁe) dS = ///Wdiv(ﬁ) da dy dz



Nota:

e Se F(x,y,z) = (Fy, F», F3) entdo

.. 9F; OF, OF
dlv(F):a—;+a—y2+ 8;’.

e Quando W nao é simples, podemos decompod-la
como uniao finitas de regides simples, isto €,

W =W UWorU..UWj,

Usando o teorema de Gauss em cada regiao simples
(W;),obtemos:

///WdiV(ﬁ) drdydz = //an(ﬁ.ﬁe) dS+"'+//3Wn(ﬁ'ﬁe) 4S

3



Observando que o0s vetores normais exteriores a
fronteira comum de duas regides simples sao opos-
tos, concluimos que as integrais de superficie cor-
respondentes sao simétricas e, portanto, se cance-
lam. Assim, obtem-se:

//awl(ﬁ.ﬁe) dS—|—...—|—//awn(ﬁ.ﬁe) 4S — aw(ﬁ'ﬁe) 75



EXercicios:

1. Verifique o Teorema da Divergéncia sendo
W = {(:c,y,z) eR3: 224 4y° <2 2< 1}

e F=1(0,0,2).

2. Calcule, usando o Teorema da Divergencia, o inte-
gral //aw(ﬁﬂ) dS onde n € a normal com a terceira

componente negativa, F(z,y,z2) = (z, z,vy) €

3W={(ac,y,z)€R3: 12 4 y° = 22, nggl}.



3. Usando o Teorema da Divergencia, calcule o fluxo
de G(z,y,z) = (—z,y,y) através da superficie

8W={(5L‘,y,z)€R3: 2 =9 —z° — y°, ZZO,QZSO}

no sentido da normal com a terceira componente
negativa.

4. Usando o Teorema da Divergencia, calcule o volume
da regiao

W={(w,y,z)€R3: y? + 22 <9, z20,|:1:|§5}.

5. Calcule o fluxo de G(z,v,2) = (2, —y, 1 —2) através
da superficie

S={(az,y,z)€R3: z=1— 2% —y°, yZO,zZO}



no sentido da normal com a terceira componente
positiva.

. Considere as regides

Slz{(w,y,z)€R3: z=2—a:2—y2,a:>0,z>1}
e
SQZ{(x,y,z)ER3: z2=:132—|—y2,0§z§1}.

Seja H = (0,0, z). Calcule o volume do interior de
S1 US> usando o T. Div.



