que aqui representa a posi¢do de uma particula no instante de tempo t u.t. (unidades de
tempo).3® Considere que queremos obter a velocidade de tal particula no instante t u.t.,
isto é, queremos saber quao rapidamente a posi¢do varia em relagdo ao tempo. Nesse
caso, a velocidade é calculada pela derivada

ds

S/(t) = a

no instante t u.t. Assim, s'(t) = 2t u.v. (unidades de velocidade) ¢ a medida de tal
velocidade instantanea. Por exemplo, caso a posigao seja medida em metros e o tempo em
segundos, passados t = 10 segundos, a particula fica sujeita a uma velocidade (neste
instante) de s’(t) = 20 m/s.3*

o Otimizag¢ao (mazximiza¢Go-minimizacao)
Um ponto o de mdzimo (respectivamente, de minimo) local de uma fungao f satisfaz a
condigao | f(a) > f(x)| (respectivamente, | f(a) < f(x)|) para cada x pertencente a algum
intervalo aberto centrado em «. Um extremo local de f é um maximo local ou um minimo
local de .
Na figura 1.1, considere que P; = (xi,f(x;)) pertence ao grafico de uma fungéo f,
i1=0,...,6. As abscissas de tais pontos sdo extremos locais de f.
Qualquer fung¢éo que tenha extremos locais similares a x;, i = 1,2,3,4,5, muda de cres-
cente para decrescente ou de decrescente para crescente.
Um ponto interior ao dominio de uma fungao pertence a algum intervalo aberto inteira-
mente contido no dominio de tal fungao.
Na figura 1.1, apenas Xg € Xg nao sao interiores ao dominio de f(x).
Demonstra-se que:®6

Se f(x) tem extremo local num ponto o interior ao seu
dominio e tem derivada f'() nesse ponto, entio tal
ponto € critico, isto €, f'(a) = 0.

Na figura 1.1, embora as abscissas de indices pares sejam pontos de maximo locais e as
de indices impares sejam pontos de minimo locais, apenas X1, X2 € X5 sdo interiores ao
dominio de f(x) e existe f’(x) em cada um desses pontos. Note que f’(x;) = 0 para
i=1,2,5, corroborando o resultado anterior.

Contudo, a reciproca desse resultado nio é verdadeira: Para f(x) = x3, por exemplo,
x = 0 é um ponto interior com f'(0) = 3 - 0= 0, mas nfo ¢ extremo local (conforme pode ...
ser visto na proxima figura). Um ponto como esse ¢ chamado de ponto de sela.

f(x) =% Linha com margem vertical
direita desalinhada

33Por exemplo, desconsiderando as dimensdes, uma bola de boliche lisa descendo, sem atrito, um plano
inclinado com inclinagdo adequada, varia a sua posigao (no tempo) aproximadamente via tal s(t).

34Confira Gonick (2014) para mais exemplos.

35Um ponto do grafico de uma funcio cuja abscissa é um ponto de maximo local representa o “cume de uma
montanha”, enquanto aquele cuja abscissa é um ponto de minimo local representa o “fundo de um vale”.

36Confira Gonick (2014).
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Linha com margem vertical 
direita desalinhada


Resultados analogos séo vélidos para fungdes reais de trés varidveis reais que sejam continuas.

Exemplo
342541557 .
A funcao w = f(x,y,z) = \/% ¢é continua.

3.2.3 Derivagao parcial para funcoes de duas/trés variaveis reais'*

Para calcular a derivada parcial de uma fungdo em relagdo a uma de suas variaveis indepen-
dentes, digamos y, consideram-se todas as suas outras variaveis independentes, digamos x e z,
como constantes e, em sendo possivel, deriva-se a fungdo apenas em relagao a y. Por exemplo,
se w = f(x,y,z), a derivada parcial de f em relagio ay é denotada por fy e pode ser obtida
derivando-se f (como no calculo de fungoes reais de wma variavel real) apenas em relacdo a
variavel y, sendo x e z constantes em tal derivagao.

Além de fy, podemos utilizar também, por exemplo, as notagoes % ou %—‘;V
Agora, seja f simétrica, isto é, a permutagdo de duas ou trés de suas variaveis independentes
nao modifica a fungdo. Suponha, por exemplo, que tal simetria tenha lugar nas variaveis x e
y, como nos exercicios 1(a), 1(b) e 1(d), 2(a) e 2(b) e 3(c), dados a seguir. Assim, f, é obtida
simplesmente permutando-se as varidveis x e y da fy. Em outras palavras, ¢ calculo s6 precisa
ser feito para fy; f, segue via permutagao simples. |

o

Exercicios

1. Obtenha f, e f, para:

(a) f(x,y) =xy;

(b) fx,y) =e%;

(¢) f(x,y) =xcosxcosy;

(d) fx,y) = ( +y*) In(x* +y?).

2. Calcule as derivadas parciais 0z/9x e 9z/0y das fungoes dadas nos pontos indicados.

(a) Z=1 az_xz_y27 (O)O) (a/z) a/z)v
(b) z=1In+/T+xy, (1,2), (0,0);
(¢) z=e*cos(bx +y), (2rt/b,0).

3. Em cada um dos casos seguintes, obtenha as derivadas parciais 0w/0x e 0w/0y.

(a) w=xer’ v’

(b) w = S,

(¢) W= ¥ In(x +yP);
(d) w=x/y;

(e) w = cos(ye™)senx.

1 necessario o conceito de limites para uma definicao formal dessas derivadas.
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Demonstragao da existéncia da drea minima para o exercicio anterior

Aqui é requerido um grau de sofisticagdo matematica fora do escopo de um curso de calculo.
Portanto, sugere-se que a leitura dessa demonstracio seja postergada.*®
Para facilitar a discussao, considere o caso V =1 e denote x = x; e y =y;. Considere ainda

D :{(Xth) S R? [ %7 > 0,%; > 0}
e a funcdo f: D — R definida por Escreva Xy NO lugar de Y4

2
f(X],Xz) =xX1X2+ —+ —.
X1 X2

Agora, note que o ponto critico obtido anteriormente é dado por
P=(v2,v2)

e que f(P) < 5. Usaremos esse resultado, de modo heuristico, para verificar que f tem um
minimizador global.
Primeiro, afirmamos que se f (x1,%2) < 5, entao % <x <4,1=1,2. De fato, se x; < % ou
Xy < %, entao
2 2
f(xi, %) =xixa + — + —
X1 X2
2
> _
Xi
> 5.

Além disso, se x; >4 ou x; > 4, entdo

2(x1 +x2)
X1X2

f(x1,%2) = x1%2 +

2

(X]Xz —2\/2)

>x1xz+—:7+4\/§
X1X2 X1X2

> 5.
Isto prova a afirmagdo. Agora, considere o conjunto
L={(x1,%) € D[ f(x1,%x2) <5}
L é fechado,pois, se uma sequéncia em L converge para um ponto (x,y), entao (x,y) € D com
f(x,y) < 5. Além disso, L é limitado em decorréncia da afirmagdo provada anteriormente.

Portanto, por (O3), existe um minimizador Py € L para f restrita a L. Agora, caso (x1,%3) €
D — L, temos

45Para mais detalhes, cf. Ribeiro e Barbosa (2021).
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Escreva x  no lugar de y
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(a) Sendo f(x,y) = (xe¥)?, f, = 8(xe¥)7eY, fy = 8(xe¥)8, x = 0,99, x0 =1, Ax =x—%o =
—0,01,y=10,002, yo=0e Ay =y —yo = 0,002, temos que

(0,99¢%%02)8 — £(0,99, 0,002)
~ f(1,0) 4+ £4(1,0) - Ax + £,(1,0) - Ay
~ 1+ 8(—0,01) + 8(0,002)
~ 0,936.

Note que, numa calculadora (0,99e%%2)3 x~ 0,938. Portanto, o erro é aproximadamente
0,002.

(b) Sendo f(x,y) = x> +y> —6xy, fx = 3x* — 6y, fy = 3y> —6x, x = 0,99, xo = 1,
Ax =x—x9 =—0,01,y=2,01, yo =2 e Ay = 0,01, temos que

(0,99)° + (2,01)* — 6(0,99)(2,01 )7 = (0,99, 2,01)
~f(1,2) +1,(1,2) - Ax +f,(1,2) - Ay
Deletar esse "7". ~ —3 4+ (=9)(—0,01) + 6(0,01)
~ —2,8500.

Note que, numa calculadora (0,99)3 + (2,01)3 — 6(0,99)(2,01) ~ —2,8485. Portanto, o
erro ¢ aproximadamente 0,0015.

. Considere um cilindro cujo raio mede aproximadamente 2 metros e cuja altura mede

aproximadamente 3 metros. Determine a precisdao das medidas do raio e da altura para
que o erro estimado do volume via aproximagao linear nao ultrapasse 0, 1 metros ctuibicos.
Suponha ainda que o possivel erro cometido ao se medir o raio seja igual ao possivel erro
cometido ao se medir a altura.

RESOLUGAO
V(r,h) = mr’h ¢ o volume do cilindro de raio T e altura h. Suas derivadas parciais sio
dadas por V, = 2mrh e V;, = mr?. Assim, por aproximacao linear,

V(ro + AT)hO + Ah) ~ V(To, }10) + V‘r(rO) hO) <Ar + Vh(TO) hO) : Ah’7 (35)

onde 1p = 2, hg = 3 e Ar = Ah <« 1 é o erro cometido nas aproximagdes do raio e da
altura. Logo, o erro estimado do volume é dado por

IAV| = [V(2 + Ar,3 + Ah) — V(2,3)|
~[V;(2,3) - At + Vi(2,3) - Ah|
~|(Vi(2,3) + Vi(2,3)) - A7
~ 16mAT].

Entdo, para que |AV| seja majorado por 0,1 m?3, basta que 167/AT| o seja. Assim,

~ 0,001989.

1
< < —
16mAT] < 0,1 & |AT] < Teom

Portanto, a precisao requerida é da ordem de 2 mm tanto no raio quanto na altura.
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Deletar esse "7"


Além disso, tal interse¢do implicaria na existéncia de algum ponto x de mesma imagem
pelas funcoes dadas, isto é, x2 +1 = x — 2, ou seja, x> —x + 3 = 0, que é uma equacio
sem solugao real.

Seguem duas resolugoes. A primeira utiliza “calculo I1”. A segunda, “calculo I”.

PRIMEIRA RESOLUGAO
Seja f(x,y) o quadrado da distancia d(x,y) entre o ponto (X, x? 4 1) da parabola e o

ponto (y,y — 2) da reta. Assim, f(x,y) = (x —y)* + (xz -y +3)2 e todos os pontos

cos nao se interceptam), temos diym = v/Tmm, caso exista a distancia minima.” Ainda,

observando os graficos supracitados, nao existe dpsy.
Leia-se: "pois os graficos supracitados nao se interceptam"

- CALCULO DOS PONTOS CRITICOS

I f,=2(x—y) +4x(x* —y+3) =0,
IL fy=-2(x—y)—2(x*—y+3)=0.

Adicionando I a II, temos 2(2x — 1)(x* —y +3) = 0. Logo, x = % oux?—y+3=0.

Entao, por um lado, substituindo x = % em [ ou II, temos

1 1 1

Portanto, y = % Por outro lado, substituindo x> —y +3 = 0 em I ou II, temos

x =Y. Logo, X —x + 3 = 0, que ¢ uma equacio sem solucio real. Assim, o tinico
ponto critico (candidato a ponto de minimo) de f, por (Oy/), & (1/2, 15/8).

- TESTE DA DERIVADA II
De fix = 144122 — 4y, fyy = 4 e fyy = —2 — 4x, temos f(1/2,15/8) > 0 e
H(1/2,15/8) > 0. Entao, (1/2,15/8) & ponto de minimo local para f. Como nao
existe outro ponto de minimo local interior a Dom(f), pois esse ponto anularia Vf,

(1/2,15/8) é minimo global.

Portanto, a distancia minima ocorre entre os pontos (1/2, 5/4) e (15/8, —1/8) ¢ ¢ dada
por dmin =V fmin = ”T\ﬁ u.c.

SEGUNDA RESOLUGAO

Determinaremos o ponto da parabola f(x) = x? 4 1 onde a inclinacdo da reta tangente ¢

a mesma da retay = x —2.”7 Nesse caso, 2x = f'(x) = 1, isto é, x = % Entao, f (%) = %.

75d pode ndo atingir um valor minimo?
Ou seja, pode existir um limite inferior £ > 0 para d tal que d(x,y) > { para todo (x,y)?
Na segunda resolugao dessa questao, verificaremos que existe dy,m, = (.

76Cf. (01).

""Note que essas retas sio paralelas.
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Leia-se: "pois os gráficos supracitados não se interceptam"








