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DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Lista de exercicios de Andlise Numérica I (PPGM)
Professor : Luiz Carlos Matioli

NOTA: Os exercicios 4, 7, 8, 9, 10, 14, 18 e 20 devem ser entregues até o dia da
prova.

1. Os exercicios 1 a 6 tem a finalidade de explorar rotagoes (outro tipo de transformagao
de matriz conhecida como rotagao de Givens). Uma matriz ) € R**? dada por

0= cosf) —senf
~\ senf  cosd
¢ chamada matriz de rotacao.

(a) Determine @) para 6 = 7/4. Trabalhe com @) como uma transformacao linear de R?
em R? e aplique Q aos pontos (vetores em R?) (1,0) e (0,1). Interprete geometricamente
o resultado (ver livro do Watkins pg. 189 da 2a. edi¢ao).

(b) Verifique que toda rota¢do é uma matriz ortogonal com determinte 1. Qual a
inverse desta rotacao? Qual transformagao ela representa?

X1 )
e senf =

L S —
L Va2 + a3

(c) Considere z = (1, 22)T € R% Mostre que se cos § =

entdao y = /a3 + 23 = ||z]2.

Nota 1: A rotacao anterior pode ser utilizada para determinar a decomposicao QR
ail  ai2
a1 G232

de uma matriz A = ) da seguinte forma:

T ( a11 _ 11
o (o) =("%)
onde r1; = /a2, + a3,. Defina ri5 e ry por
T12 _ AT [ Q12
(n)-er (i)
_f Tt T2
R o ( 0 T922 )

entao QT A = R ou equivalentemente A = QR, sendo () uma matriz ortogonal e R
uma matriz triangular superior.

e seja

2. Utilize a decomposicao ()R, dada acima, para resolver o sistema linear

1 2 21 o 1

1 3 Z9 N 2 '
Nota 2: Generalizacao da Rotacao de Givens. A rotacao do plano é uma matriz n x n
da forma
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onde ¢ = cosf e s = send.

. (3.2.16 do Watkins, pg. 192 da 2a. edi¢ao) Prove que toda rotagao é ortogonal e tem
determinante 1.

. (3.2.17 do Watkins, pg. 192 da 2a. edigao) Considere @) a rotagao (1) acima. Mostre
que a transformacao r — Qz e x — QTx alteram somente a i — ésima e a j — ésima
entrada de x e que o efeito destas entradas é o mesmo que aquelas da rotagao 2 x 2

Qz(j _i>eQT:<_§ i)dovetor(z).

Neste caso,

e senf = s =

cosf =c= .
2 2 2 2
L Ty + 5

(sex; =2; =0,tomec=1es=0).

. (3.2.19 do Watkins, pg. 192 da 2a. edi¢ao) (a) Mostre que i — ésima e a j — ésima
linhas de QA sao combinagoes lineares da ¢ — ésima e a j — ésima linhas de A, sendo
A uma matriz n x m.

(b) Mostre que i — ésima e a j — ésima colunas de BQ) sao combinagoes lineares da
1 — ésima e a j — ésima colunas de B, sendo B uma matriz m X n.

. (ver Teorema 3.2.20 do Watkins, pg. 193 da 2a. edigdo) Considere A € R™*". Entao
existe uma matriz ortogonal () e uma matriz triangular superior R tal que A = QR.
Nota 3: Os exercicios 7 a 10 seguintes sao sobre transformacao hiperbdlica - similar

a Givens. Além disso, serd explorada a estrutura em blocos de uma matriz.

. (3.6.12 do Watkins, pg. 256 da 2a. edigao) Uma matriz H € R**? ¢ chamada uma
transformacao hiperbdlica se ela tem a forma

ondec>0ec?—s%2=1.



O conjunto de todos os pares (c,s) que satisfazem ¢ — s> = 1 é uma hipérbole no
plano c-s. Para qualquer par (c, s) satisfazendo ¢* — s* = 1 existe um nimero « tal
que ¢ = cosh a e s = senha.

(a) Mostre que toda transformagao hiperbélica H é nao singular. Encontre o determi-
nante de H. O que é H'? Note que H~! também é uma hipérbole.

1 0
0 -1
Naturalmente, H = H”, mas é 1til escrever a identidade em termos da transposta.

(b) Considre J = > Mostre que se H ¢ uma hipérbole, entao HT' JH = J.

€ R? com |a| > |b|, entdo existe uma tnica transformagao

() ()=("7%)

(d) Podemos embutir transformagoes hiperbdlica em matrizes maiores, justamente
como fizemos para rotacao de Givens. Considere

(c) Mostre que se Z
hiperbdlica H tal que

onde ¢ > 0 e ¢ —s?> = 1. Suponhamos que as linhas e colunas na qual a transformacao
hiperbdlica é embutida sdo i e j (i < j). Seja J qualquer matriz diagonal com 1 e -1
nas posicoes (i,4) e (j,7), respectivamente. Mostre que H' JH = J. Mostre que se
S = HS, entdo STJS = STJS. Mostre que S e S diferem somente na i — ésima e
j — ésima linhas.

. (3.6.14 do Watkins, pg. 257 da 2a. edigdo) Neste exercicio mostramos como o uso da
transformacao hiperbdlica pode atualizar a decomposicao de Cholesky. Considere

Ay A
A — ZT e R(n+1)><m e A= ( 1 ) c R™m,
A, A2

e suponha que A tem posto m. Suponhamos que R € R™™ o fator de Cholesky de
AT A, e gostarfamos de obter R € R™*™ o fator de Cholesky de AT A.

(a) Considere

I 0
_ m (m+1)x(m+1)
J ( n- ) € R .

Mostre que

N o

ATA=ATA - 22" = RTR — 22" = [RT Z]J[z }



Nosso plano é obter o fator de Cholesky de AT A eliminando as entradas de 2T na
matriz

_fll 7:12
. 0 7o
= R
s-[E]-] 0 o
L f1 22 i

Para este propésito sera usado transformacao hiperbdlica.

(b) Usando o fato que AT A é positiva definida, demonstre que 7%, — z? > 0, donde
N ~ . s (m-{-l)x(m-‘rl)

1 .
|711| > |21|. Construa uma transformagao hiperbdlica H; € R que atua nas
linhas 1 e m + 1, tal que

11 Ti2

0 2

a entrada z; foi zerada. A entrada Z, difere de z5, mas ela é, em geral, nao nula.

(¢) Mostre que ATA = STJS = STJS,.

(d) No exercicio a seguir serd mostrado que |Fa| > |22], e correspondentes desigual-
dades apropriadas se verificam para todos os passos subsequentes. Assumindo que

estas desigualdades sao verdadeiras, esboce um algoritmo que aplica a sequencia de m
transformacoes hiperbdlicas Hy, ..., H,, para S, transformando-a assim em uma ma-

triz S = S, = Hy, - - H,S da forma S = [ (?T ], onde R é triangular superior e tem

as entradas da diagonal principal positivas. Mostre que ATA = STJS = RTR. Entao
R é o fator de Cholesky de AT A.

. (3.6.15 do Watkins, pg. 258 da 2a. edicao) Apés k passos do algoritmo esbogado no
exercicio anterior, temos que S transformado na forma

Ry Ry
Sp=10 Ry |,
OT ZA,T

onde Ry é k x k. Temos que AT A = SFJS},, onde J foi definido no exercicio anterior.
Seja A = [AM) AP onde AWM tem k colunas.

(a) Mostre que AWTAMN = RT Ry e AWTAR?) = RT Ry, e deduza que Ry, e Ryy sdo
fatores blocos de Cholesky de AT A.

(b) Mostre que A®TA® — RT Ry, = RL Ry, — 227 E possivel mostrar que A@TA®) —
RL,R15 é o complemento de Schur de AVTAM em ATA e é positiva definida (esta
parte nao precisa demonstrar porque depende de outros exercicios, especificamente o
exercicio 1.4.58 e material préximo a este - ver Watkins pg. 48 e vizinhas).

(¢) Usar a positividade definida de ART AR — RT Ry para provar que a entrada (1, 1)
de Rgo, a qual chamamos de 74,1541, € a entrada principal de 27, a qual chamamos
de Zgi1, satisfazem |Fpi1p41| > |Zk41). Entado nés podemos usar a transformagao
hiperbdlica para o (k + 1) — ésimo passo.
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10. (3.6.15 do Watkins, pg. 258 da 2a. edigao) Neste exercicio mostramos que trans-

11.

12.

13.

14.

15.

16.

formagoes hiperbdlicas podem ser arbitrariamente mal condicionadas.

(a) Considere um numero L positivo enorme (tao grande quanto vocé queira). Encontre
dois ntimeros positivos c e s tal que ¢ > L, s > L e ¢ — s> = 1. Entao

v-[2]

é uma transformagao hiperbélica com norma grande. Mostre que ||H||oo = ||H ||oo =
c+s>2Le ko(H) > 4L%

é um autovetor de H com autovalor associado (¢ + s) e

(b) Mostre que v = [ 1

que w = [ _1 } é um autovetor de H com autovalor associado (¢ — s). Mostre que

H'w = (¢ + s)w, ou seja w é um autovetor de H~! com autovalor associado (c + s).
(c) Usando os resultados do item (b), mostre que ||[H||y > (c+ s), |[|[H7Y||2 > (c + ),
e KQ(H) > (C + 2)2

(ver Teorema 3.4.2 do Watkins, pg. 221 da 2a. edi¢do) Considere a matriz ) € R"*".
Mostre que () é uma matriz ortogonal se e somente se suas colunas (linhas) formam
um conjunto ortonormal.

(3.4.3 do Watkins, pg. 221 da 2a. edigao) Considere A € R"*" e {ey, eq,...,€,} a base
padrao do R™ sendo e; = (0,...,1,...,0)T o vetor com 1 na posigao i e zero nas demais.
Mostre que a i-ésima coluna de A é Ae;, i = 1,2,...,n. Entao A = [AejAey - - - Aey].

Definigao: Uma matriz Q € R™™™, com n > m, serd chamada isométrica (ou uma
isometria) se suas colunas sdo ortonormais.

Mostre que @ € R™™ é uma isometria se e somente se Q7Q = I (I € R™*™),
IMPORTANTE: o resultado deste exercicio nao implica que Q7 é Q~!. Somente ma-
trizes quadradas podem ter inversas (a menos da inversa generalizada para matrizes
nao quadradas). Além disso, QQ* nao é a matriz identidade.

Considere Q € R™™ (n > m) uma isometria com colunas ¢, ga, - - - , G-

(a) Se v € R™ é ortogonal a g1, qa, . - -, ¢m entdao QQTv = 0.

(b) Mostre que QQT¢; = ¢;, i =1,2,...,m.

(c) Se v € R™ é combinagao linear de ¢y, qa, - - . , ¢ entdo QQTv = v.

(NOTA: QQT se comporta como a matriz identidade de um subespago préprio de R™.
(c) Mostre que (QQT)? = QQT.

Mostre que se Q € R™™ ¢é uma isometria, entao

(b) ||Qx|| = ||z||, para todo z € R™.

(a) Considere v; = (3,—3,3,—-3)T, v, = (1,2,3,4)T. Aplicar o processo de Gram-
Schmidt a v; e v, para determinar uma base ortornormal para um subespaco de R*.
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(b) Conisere a matriz V € R**? dada por

3
-3
3
-3

V:

N R

Use o resultado da parte (a) para encontrar uma isometria @ € R**? ¢ uma matriz
triangular superior R € R**2 com as entradas diagonais positivas, tal que V = QR.

(a) Utilize o processo de Gram-Schmidt para obter a decomposi¢ao Q)R da matriz

3 =2
A= 0 3
4 4
(b) Resolva o problema de quadrados minimos Az = b sendo b = [—2,2,1]7.

Considere A = UXVT a decomposigao SVD de A € R™*" com m > n, e r=rank(A).
(a) Mostre que VI (ATA)V = diag(o?,03,...,02,0,...,0)nxn (6 s6 desenvolver AT A).

(b) Considere b € R™ e o residuo r(z) = Ax — b. Utilizando a decomposicao SV D de
A mostre que ||[r(z)||s = ||[Zy — ¢||s onde Ve =y e UTb = c.
(c) Utilizando o item (b) mostre que ||r(z)||3 = Z(aiyi — )+ Z 2.

i=1 i=r+1
(d) Utilizando o item (c) mostre que a solugao do problema de quadrados minimos,
isto é min ||r(z)]|2, é dada por

Ci
il L2 0
yi=1 o s i f (0.5)
arbitrario se o, =0
3 2
Considere A = 2 3 e a decomposicaio SVD de A = UXVT sendo U =
2 2
—0.6155  0.7071 —0.3482 5.7446 0
—0.6155 —0.7071 —0.3482 |,X = 0 1.0000 |eV = ( :8;8;} _8;8;1
—0.4924  0.0000 0.8704 0 0 ’ ’

Resolva o problema de quadrados minimos Az = b, com b = [1,2,3]T, pelos seguintes
métodos:

(a) Utilizando a equagao normal.

(b) A decomposicao SVD de A.

(3.1.5 do Watkins, pg. 184 da 2a. edigao) Considere os seguintes dados

t]1 15 2 25 3
y; |11 12 13 1.3 14

(a) Criar um sistema sobredeterminado que ”ajuste”os pontos dados. Use a base de
polinémios padrao ¢(t) = 1, ¢o(t) = t.
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(b) Use o Matlab para calcular a solugao de quadrados minimos do sistema formado
na parte (a). Basta usar o comando x = A\b.

(¢) Use o comando plot do Matlab para plotar os pontos dados e a linha reta que ajusta
os pontos dados.

(d) Use o Matlab para calcular ||r||2, a norma do residuo.
(3.1.6 do Watkins, pg. 184 da 2a. edi¢ao) Repita o exercicio anterior, mas desta vez

calcule o melhor polinomio de quadrados minimos de grau < 2. Note que neste caso a
norma do residuo é menor.



