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Abstrat

We present some examples of ill-behaved entral paths in on-

vex optimization. We work with an extremely simple region in R

2

and

onstrut inreasingly omplex objetive funtions. First, we exhibit a

ontinuous onvex funtion giving rise to an \antenna-like" entral path,

ontaining an in�nite number of horizontal segments of onstant length.

The seond example is obtained by slightly perturbing the �rst one and

results in a zig-zagging entral path with in�nite variation. We proeed

by smoothing both funtions, and produe the same behaviors as before

for a di�erentiable objetive funtion, and �nally for a C

1

funtion.

In this work we present also a �lter algorithm for nonlinear pro-

gramming and prove its global onvergene to stationary points. Eah

iteration is omposed of a restoration phase, whih redues a measure of

infeasibility, and an optimality phase, whih redues the objetive fun-

tion in a tangential approximation of the feasible set. These two phases

are totally independent, and the only oupling between them is provided

by the �lter. The method is independent of the internal algorithms used

in eah iteration, as long as these algorithms satisfy reasonable assump-

tions on their eÆieny. The main algorithm uses no trust regions, and

no properties of the linear models. Under standard hypotheses, we show

two results: for a �lter with minimum size, the algorithm generates a sta-

tionary aumulation point; for a slightly larger �lter, all aumulation

points are stationary.
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Introdution

Ce texte orrespond au r�esum�e en fran�ais de la th�ese soumise �a l'Universit�e

Paris I - Panth�eon - Sorbonne et �a L'Universit�e F�ed�erale de Santa Catarina, pour

obtenir le grade de doteur en o-tutelle de th�ese.

Ce travail se divise en deux parties ind�ependantes, pr�esentant haune des

r�esultats nouveaux.

Dans la premi�ere partie, j'�etudie, dans le adre de l'optimisation onvexe,

quelques exemples de hemins entraux �a l'allure mouvement�ee. Certains d'entre

eux sont form�es d'un nombre in�ni de segments entraux de longueur �xe ; d'autres

manifestent des osillations ave une variation in�nie. Ces hemins peuvent se ren-

ontrer même si les donn�ees du probl�eme sont in�niment di��erentiables.

Dans la deuxi�eme partie de ma th�ese, j'introduis un algorithme de �ltre

globalement onvergent pour l'optimisation non lin�eaire.

Je vais faire une desription de es r�esultats, en omettant les d�emonstrations.

Pour plus de d�etails, je renvoie le leteur �a deux artiles en annexe. L'artile \Examples

of ill-behaved entral paths in onvex optimization" a �et�e �erit ave mes direteurs

de th�ese : Cl�ovis Caesar Gonzaga et J. Charles Gilbert. Le deuxi�eme artile, inti-

tul�e \A globally onvergent �lter method for nonlinear programming", a �et�e �erit

en ollaboration ave Cl�ovis Gonzaga et M�aria Vanti.



Chapitre 1

Exemples de hemins entraux

non r�eguliers en optimisation

onvexe

Les approhes par p�enalisation ont �et�e entrales dans l'�evolution des teh-

niques d'optimisation. Des probl�emes ave ontraintes sont fr�equemment r�esolus par

une suite de probl�emes p�enalis�es qui d�ependent d'un seul param�etre de p�enalisation

�. Les solutions des probl�emes p�enalis�es assoi�ees �a haque valeur de � d�e�nissent

un hemin qui, dans les as favorables, est r�egulier et onduit �a une solution du

probl�eme original.

Cei est bien d�evelopp�e dans l'ouvrage lassique de Fiao et MCormik [26℄,

dans lequel sont d�erites les prinipales m�ethodes de p�enalisation ext�erieure, int�erieure

et mixte pour l'optimisation non lin�eaire. Les m�ethodes de p�enalisation int�erieure

sont aussi onnues sous le nom de m�ethodes barri�eres. Elles se sont onsid�erablement

d�evelopp�ees es derni�eres ann�ees, apr�es le su�es des m�ethodes de points int�erieurs

pour les probl�emes lin�eaires et de ompl�ementarit�e lin�eaire (voir [22, 42, 46, 64, 73,

76, 86℄ ; voir aussi les extensions pour l'optimisation non lin�eaire [9, 20, 24, 32, 34,

80℄).

Les premi�eres �etudes approfondies de es hemins de \solutions", qui sont

aujourd'hui appel�es hemins entraux, sont dues �a Bayer et Lagarias [5℄ et �a Megiddo

[57℄. Leur arat�erisation du hemin primal-dual a fait date. Une introdution aux

m�ethodes de suivi de hemin entral est donn�ee par Gonzaga [39℄. On sait que, pour
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l'optimisation lin�eaire, e hemin est bien d�e�ni, qu'il est in�niment di��erentiable,

et qu'il est de longueur born�ee et assoi�ee �a la omplexit�e des m�ethodes.

L'allure du hemin entral au voisinage d'une solution (du probl�eme origi-

nal) est d�erite par Monteiro et Adler [59℄. Ils montrent que le hemin se rapprohe

de l'ensemble optimal ave un angle bien d�e�ni. Des r�esultats similaires sont obtenus

pour ertains probl�emes onvexes par MLinden [56℄ : sous des hypoth�eses raison-

nables (dont la ompl�ementarit�e strite), il prouve que le hemin entral onverge

vers le entre analytique de l'ensemble optimal du probl�eme. Vavasis et Ye [81℄

montrent que pour l'optimisation lin�eaire dans R

n

, le hemin entral est ompos�e

d'une suite d'au plus n

2

ourbes altern�ees de seteurs quasiment retilignes.

Apr�es es r�esultats, on pourrait s'attendre �a des propri�et�es de r�egularit�e

semblables pour le hemin entral en optimisation onvexe. Nous allons montrer

que ei n'est pas n�eessairement vrai. Nous donnerons des exemples de probl�emes

onvexes pour lesquels le hemin entral assoi�e a une allure mouvement�ee, quelle

que soit la p�enalit�e utilis�ee.

Nous travaillons dans une r�egion tr�es simple de R

2

et onstruisons des fon-

tions objetifs de omplexit�e roissante. La premi�ere de es fontions est onvexe

ontinue ; elle onduit �a un hemin entral en forme d'antenne, ave un nombre

in�ni de segments horizontaux de longueur onstante. Dans le deuxi�eme exemple,

on perturbe la premi�ere fontion. Le r�esultat est un hemin en forme de zigzag,

ave variation in�nie. Nous r�egularisons ensuite es deux fontions en gardant leur

onvexit�e et sans modi�er la disposition des hemins entraux : nous obtenons les

mêmes allures pour des fontions objetifs di��erentiables, et �nalement pour des

fontions de lasse C

1

.

On onlut de ette �etude que la onvexit�e, même ave de la di��erentiabilit�e

�a un ordre arbitraire, ne permet d'assurer que le hemin entral soit r�egulier (et qu'il

soit don int�eressant dans le adre de m�ethodes de suivi de hemin entral).

Probl�eme.

Soit F : z = (x; y) 2 R

2

! R une fontion onvexe. On �etudie des probl�emes

de la forme

minimiser F (x; y)

y � 0;

(1.1)
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et on suppose que leurs solutions se trouvent sur l'axe Ox=f(x; 0) : x 2 Rg. Pour et

ensemble admissible tr�es simple, et pour la majorit�e des fontions de p�enalisation (en

partiulier, elles �etudi�ees dans [4℄), les solutions des probl�emes p�enalis�es forment

des ensembles s'�erivant

argminfF (x; y) j y = onstanteg: (1.2)

En fontion de la p�enalisation utilis�ee, int�erieure ou ext�erieure, y pourra être �a va-

leurs positives ou n�egatives. On onsid�ere ii le as de m�ethodes de points int�erieurs,

dont le hemin entral est param�etr�e par y > 0 :

y 2 R

++

7! �(y) = argmin

x2R

F (x; y): (1.3)

1.1 Exemples ave fontions objetifs ontinues

Nous ommen�ons par deux exemples de probl�emes ave hemins entraux

triviaux.

Exemple 1 La fontion F est d�e�nie par (x; y) 2 R

2

7! F (x; y) = a y+ b, o�u a > 0

et b 2 R. Dans e as, �(y) = R pour tout y > 0. �

Exemple 2 La fontion F est d�e�nie par (x; y) 2 R

2

7! F (x; y) = a y + b+ " x, o�u

a > 0, b et " 2 R, ave " 6= 0. Maintenant, �(y) = ; pour tout y > 0. �

Perturbons maintenant les fontions des exemples 1 et 2. Soit y

k

> 0 (l'in-

die k 2 N sera utile dans la suite). On d�e�nit la fontion g

0

k

par

z = (x; y) 2 R

2

7! g

0

k

(x; y) =

1

2

�

kz � z

�

k

k+ kz � z

+

k

k � 2

�

; (1.4)

o�u k � k d�esigne la norme eulidienne,

z

�

k

= (�1; y

k

) et z

+

k

= (1; y

k

):

La fontion g

0

k

a les propri�et�es suivantes :

(i) elle est onvexe ;
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(ii) son minimum est 0, il est atteint en tout point du segment

[z

�

k

; z

+

k

℄ = f(1�t)z

�

k

+ tz

+

k

: t 2 [0; 1℄g;

(iii) elle est di��erentiable en tout point, �a l'exeption de z

�

k

et z

+

k

.

(iv) g

0

k

(x; y) �

(

jy � y

k

j si jxj � 1,

jxj+ jy � y

k

j � 1 dans le as ontraire.

Nous onstruirons des fontions onvexes g

k

qui r�egularisent g

0

k

(�a un ordre

plus ou moins �elev�e) et qui satisfont

0 � g

k

(z) � g

0

k

(z); (1.5)

pour z dans un ertain domaine.

On peut pr�esenter notre premier exemple non trivial, la fontion f

k

. On

additionne �a la fontion de l'exemple 2 (ave a, b, et " index�es par k), la perturbation

onvexe g

k

d�erite i-dessus, multipli�ee par une onstante positive 

k

; et la onstante

�a

k

y

k

.

Exemple 3 On se donne des param�etres a

k

, b

k

, 

k

, "

k

2 R. La fontion f

k

est

d�e�nie par

z = (x; y) 2 R

2

7! f

k

(z) = a

k

(y � y

k

) + b

k

+ 

k

g

k

(z) + "

k

x; (1.6)

o�u la fontion onvexe g

k

: R

2

! R satisfait (1:5), ave g

0

k

donn�ee par (1:4). �

Pour se familiariser ave la fontion f

k

, que l'on va beauoup utiliser, voii

deux as partiuliers ave g

k

� g

0

k

.

{ Si "

k

= 0, nous avons l'exemple 1 ave en plus une perturbation 

k

g

0

k

(�).

Supposons que 

k

soit positif, mais suÆsamment petit pour que le probl�eme

(1:1) ait ses solutions sur l'axe Ox. On peut failement voir, en utilisant

(1:3), que pour tout y > 0, �(y) = f0g si y 6= y

k

, et �(y

k

) = [�1;+1℄. Le

hemin entral est la roix �a gauhe dans la �gure 1.1.

{ Supposons maintenant que "

k

6= 0, mais petit en valeur absolue, disons

j"

k

j < 

k

. Pour y 6= y

k

, x 7! f

k

(x; y) est stritement onvexe, ave des

ensembles de niveau ompats, don �(y) est un singleton. Si y = y

k

, on

observe que :
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f

0

k

(z

�

k

;�e

1

) = 

k

� "

k

,

f

0

k

(z

�

k

; e

1

) = "

k

,

f

0

k

(z

+

k

;�e

1

) = �"

k

,

f

0

k

(z

+

k

; e

1

) = 

k

+ "

k

.

Par ons�equent, l'in�egalit�e j"

k

j < 

k

implique que �(y

k

) = f�1g si "

k

> 0

et �(y

k

) = f+1g si "

k

< 0. Le hemin entral est d�evi�e sur le ôte, omme

le montre la partie droite de la �gure 1.1 : le hemin est d�evi�e vers la

gauhe ou vers la droite, selon que "

k

> 0 ou "

k

< 0.

y=0  
0 

y=0  
0 

Fig. 1.1 { Chemin entral de l'exemple 3 ave g

k

= g

0

k

et "

k

= 0 (�a gauhe) ou

"

k

> 0

Les prinipaux exemples de e travail sont onstruits �a partir de la fon-

tion f

k

d�e�nie dans l'exemple 3, ave plusieurs oordonn�ees de type y

k

et plusieurs

oeÆients a

k

, b

k

, 

k

et "

k

. Ces fontions sont tangentes �a une fontion support

(x; y) 2 R � [�0:5; 1℄ 7!  (y), o�u  : [�0:5; 1℄! R a les propri�et�es suivantes :

8

>

<

>

:

 est ontinûment di��erentiable,

 (y) = 0, pour tout y 2 [�0:5; 0℄,

y 2 [0; 1℄ 7!  (y) est stritement onvexe.

(1.7)

Clairement, es propri�et�es impliquent que  (y) > 0 et  

0

(y) > 0 pour tout y 2 (0; 1℄.

Les fontions f

k

sont tangentes �a la fontion support  dans le sens o�u les oeÆients

a

k

et b

k

sont hoisis en utilisant la pente et la valeur de  en y

k

, omme i-dessous :

y

k

= 2

�k

; a

k

=  

0

(y

k

); et b

k

=  (y

k

): (1.8)

Des hypoth�eses (1:7) pour  , nous d�eduisons que les suites fy

k

g, fa

k

g et fb

k

g sont

positives, d�eroissantes, et onvergent vers z�ero lorsque k !1.



Exemples de hemins entraux non r�eguliers en optimisation onvexe 7

Nous avons enore des degr�es de libert�e pour d�eterminer haque f

k

, grâe

aux param�etres non sp�ei��es 

k

> 0 et "

k

, et grâe �a la fontion g

k

. Les param�etres



k

et "

k

seront �x�es pour ontrôler les positions respetives des graphes de f

k

et f

k�1

,

et donner des propri�et�es partiuli�eres au hemin entral. D'autre part, la fontion g

k

sera une modi�ation appropri�ee de g

0

k

pour fournir des propri�et�es de di��erentiabilit�e.

Le ontrôle �n de la fontion objetif dans les prohains exemples sera fait

seulement sur le retangle ferm�e de R

2

d�e�ni par


 = f(x; y) 2 R

2

j jxj � 1:5; �0:5 � y � 1g: (1.9)

Par exemple, les r�esultats de r�egularit�e ne seront montr�es que pour des points de 
.

Ces propri�et�es peuvent failement être �etendues �a tout l'espae R

2

. Des propri�et�es

partiuli�eres seront satisfaites dans les bandes horizontales de 
, d�e�nies pour k =

1; 2; : : : par




k

= f(x; y) 2 
 j y 2 [y

k

; y

k�1

℄g: (1.10)

Notre prinipal objetif est maintenant de d�e�nir les param�etres de pertur-

bation 

k

et "

k

. On va examiner deux fontions ons�eutives f

k�1

et f

k

, pour un

indie k � 1 (voir la �gure 1.2).

On souhaite que les fontions f

k�1

et f

k

se \roisent" dans 


k

, ave une

di��erene positive d'au moins r

k

entre les mod�eles lin�earis�es en y

k�1

et y

k

(voir la

�gure 1.2). L'�eart r

k

doit satisfaire

r

k

� b

k

� (b

k�1

+ a

k�1

(y

k

� y

k�1

)) ;

r

k

� b

k�1

� (b

k

+ a

k

(y

k�1

� y

k

)) :

Ces in�egalit�es sont ompatibles ave la strite positivit�e de r

k

: grâe �a la strite

onvexit�e de  sur [0; 1℄, les termes dans le membre de droite sont positifs. Notre

hoix pour r

k

(k � 1) est

r

k

=

1

2

min fb

k

� (b

k�1

+a

k�1

(y

k

�y

k�1

)) ; b

k�1

� (b

k

+a

k

(y

k�1

�y

k

))g : (1.11)

Par ons�equent, la suite fr

k

g est positive et tend vers z�ero lorsque k ! 1. On

onsid�ere, pour k � 0 (pour d�emarrer le proessus, on prend r

0

= +1 et "

�1

=
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b
k−1

 

b
k
 

y
k
 y

k−1
 

a
k−1

(y−y
k−1

)+b
k−1

 

a
k
(y−y

k
)+b

k
 

f
k
 

f
k−1

 

r
k
 

r
k
 

ψ 

Fig. 1.2 { Choix des oeÆients de la fontion f

k

.

+1) :



k

=

1

4

minfr

k

; r

k+1

g

ou bien "

k

= 0 pour tout k � 0;

ou bien "

k

= (�1)

k

j"

k

j ave 0 < j"

k

j � minf

k

=4; j"

k�1

jg; pour tout k � 0:

(1.12)

La suite fj"

k

jg est ou bien identiquement nulle, ou bien positive et d�eroissante.

On peut �a pr�esent d�erire notre quatri�eme exemple de fontion objetif.

Exemple 4 Soient  : [�0:5; 1℄! R une fontion qui satisfait (1:7) et des fontions

f

k

d�e�nies pour tout k 2 N omme dans l'exemple 3, ave y

k

et des oeÆients a

k

,

b

k

, 

k

, "

k

satisfaisant (1:8), (1:11) et (1:12). Les fontions onvexes g

k

ne sont pas

sp�ei��ees, mais elles doivent satisfaire (1:5) sur 
. La fontion objetif F est alors

d�e�nie pour z 2 
 par

F (z) = sup

k2N

f

k

(z): (1.13)

�
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Pour e hoix, on montre que deux fontions ons�eutives f

k�1

et f

k

se

roisent dans la bande 


k

.

Lemme 1.1.1 Soient les fontions f

k

et les param�etres r

k

de l'exemple 4. Alors,

pour k � 1 et (x; y) 2 
 :

f

k�1

(x; y) � f

k

(x; y)� r

k

si y � y

k

(1.14)

f

k

(x; y) � f

k�1

(x; y)� r

k

si y � y

k�1

. (1.15)

�

Nous allons donner quelques propri�et�es int�eressantes de la fontion objetif

F introduite dans l'exemple 4. Elles d�eoulent du dernier lemme.

Lemme 1.1.2 Consid�erons les fontions f

k

et F d�e�nies dans l'exemple 4 et z = (x; y) 2 
.

Alors lim

k!1

f

k

(z) = 0. De plus :

(i) F (x; y) = 0, si y � 0 ;

(ii) F (z) = maxff

k�1

(z); f

k

(z)g, si z 2 


k

;

(iii) F (x; y

k

) = f

k

(x; y

k

), si (x; y

k

) 2 
.

�

Le lemme suivant pr�eise ertaines propri�et�es du hemin entral.

Lemme 1.1.3 La fontion objetif F d�e�nie dans l'exemple 4 est onvexe et onti-

nue sur 
. Soit k � 1 et supposons que g

k

� g

0

k

. Alors

argmin

jxj�1:5

F (x; y

k

) =

(

[�1; 1℄ si "

k

= 0,

f(�1)

k+1

g dans le as ontraire.

(1.16)

De plus, pour y 2 (y

k

; y

k�1

), argmin

jxj�1:5

F (x; y) est r�eduit �a un seul point. Ce

point est x = 0 lorsque "

k

= "

k�1

= 0.

�

Supposons que g

k

� g

0

k

dans l'exemple 4. On d�eduit du lemme 1.1.3 l'allure

du hemin entral qui est repr�esent�e �a la �gure 1.3. Si �

k

= 0, le hemin ressemble

�a une antenne ave une in�nit�e de branhes (�a gauhe dans la �gure). Dans le as

ontraire, le hemin passe alternativement par les points z

�

k

lorsque k est pair et z

+

k

lorsque k est impair (�a droite). On a un zigzag ave variation in�nie. On montre

aussi que, dans e dernier as, le hemin est une ourbe ontinue pour � > 0.
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Fig. 1.3 { Antenne et zigzag pour une fontion objetif C

0

.

1.2 Op�erations de r�egularisation

Notre objetif est maintenant de r�egulariser la fontion objetif F intro-

duite dans l'exemple 4, sans modi�er l'allure du hemin entral obtenu pour "

k

= 0

(antenne) et "

k

6= 0 (zigzag). Un examen de la onstrution de F montre que pour y

parvenir, il faut r�egulariser les fontions �el�ementaires f

k

introduites en (1:6), e qui

demande de r�egulariser g

0

k

et l'op�erateur \sup" qui apparâ�t dans (1:13).

Tout d'abord, oupons-nous des fontions �el�ementaires f

k

. On onstruit g

k

dans la formule (1:6) omme une approximation \lisse" de la fontion ontinue g

0

k

donn�ee par (1:4), en maintenant la ondition (1:5) et sa positivit�e. Ainsi, les lemmes

de la derni�ere setion portant sur g

k

sont enore vrais.

La deuxi�eme op�eration de r�egularisation onerne le \sup" qui apparâ�t

dans (1:13). Le lemme 1.1.3 nous montre que et op�erateur, qui porte a priori sur

toutes les fontions f

k

, ne prend en ompte, sur la bande 


k

, que les deux fon-

tions �el�ementaires suessives f

k

et f

k�1

. Par ons�equent, il suÆt de r�egulariser le

maximum de deux fontions onvexes, en des points o�u es deux fontions ont des

valeurs prohes ; on applique ensuite ette tehnique bande par bande, pour assurer

la r�egularit�e de F en haque point y > 0.

R�egularisation du maximum de deux fontions.

Soient deux fontions onvexes f

1

et f

2

�a valeurs r�eelles d�e�nies sur R

n

et de

lasse C

q

(ii omme dans la suite, q est ou bien un entier positif, ou bien q =1).
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Le maximum de f

1

et f

2

est not�e f

max

:

z 2 R

n

7! f

max

(z) = maxff

1

(z); f

2

(z)g:

Soit ' : R ! R une fontion onvexe de lasse C

q

, telle que

'(w) = jwj; pour jwj � 1: (1.17)

Pour obtenir des fontions ayant ette propri�et�e, on peut par exemple int�egrer 2

fois une fontion densit�e de probabilit�e, omme propos�e par Chen et Mangasarian

[15, 16℄. La fontion ' est une approximation C

q

de la fontion valeur absolue. Elle

ne la modi�e pas pour jwj � 1. Comme ette approximation devra être de plus en

plus pr�eise, nous onsid�erons un salaire r > 0 et la fontion onvexe '

r

: R ! R

d�e�nie par

'

r

(w) = r '

�

w

r

�

pour tout w 2 R : (1.18)

Nous avons '

r

(w) = jwj pour jwj � r. Les fontions '

r

sont des approximations

d'autant plus pr�eises de la fontion valeur absolue que r ! 0.

0 

ϕ 

f
1

f2

f

0

Fig. 1.4 { R�egularisation de la fontion valeur absolue et du maximum de deux

fontions onvexes.

�

Etant donn�e r > 0, on introduit la fontion M

r

: R

2

! R d�e�nie par

M

r

(t

1

; t

2

) =

1

2

(t

1

+ t

2

+ '

r

(t

1

� t

2

)); (1.19)

qui est une version r�egularis�ee de la fontion max. Il est don naturel d'approher

la fontion f

max

par (voir l'image de droite dans la �gure 1.4)

z 2 R

n

7! f(z) =M

r

(f

1

(z); f

2

(z)): (1.20)
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La fontion M

r

est onvexe et roissante. Le lemme suivant montre en quel sens la

fontion f d�e�nie par (1:20) est une r�egularisation onvexe de la fontion maximum.

Lemme 1.2.1 Soient f

1

et f

2

deux fontions onvexes de lasse C

q

, ave 0 � q �

1, et f

max

= maxff

1

; f

2

g. Soit f la fontion d�e�nie par (1:20), o�u M

r

est onstruite

omme i-dessus, ave la fontion ' de lasse C

q

. Alors

(i) f est onvexe,

(ii) f est de lasse C

q

,

(iii) pour tout z 2 R

n

tel que jf

1

(z)� f

2

(z)j � r, on a f(z) = f

max

(z),

(iv) pour tout z 2 R

n

, on a f

max

(z) � f(z) � f

max

(z) + r=2.

�

1.3 Des exemples ontinûment di��erentiables

Notre inqui�eme exemple est onstruit en sp�ei�ant quelques param�etres

qui �etaient libres dans l'exemple 4, et en ayant pour objetif de rendre la fontion

F qui en r�esulte de lasse C

1

.

Exemple 5 La fontion F : 
! R est onstruite ave les ingr�edients suivants :

{ la fontion support  : [�0:5; 1℄! R d�e�nie pour y 2 [�0:5; 1℄ par

 (y) =

1

2

(max f0; yg)

2

: (1.21)

Elle satisfait les onditions (1:7) ;

{ les fontions g

k

(z) =

1

4

(g

0

k

(z))

2

, ave k 2 N , o�u g

0

k

est donn�ee par (1:4).

Ces fontions sont onvexes, de lasse C

1

et satisfont (1:5) ;

{ les fontions �el�ementaires f

k

, k 2 N , d�e�nies par (1:6) (omme dans

l'exemple 3), y

k

et les oeÆients a

k

, b

k

, 

k

et "

k

satisfaisant (1:8), (1:11)

et (1:12) ;

{ la fontion de r�egularisation ' est obtenue par double int�egration de la

fontion indiatrie.

La fontion objetif F est onstruite grâe �a la r�eurrene suivante :

{ on prend F

0

(z) = f

0

(z), pour tout z 2 
 ;

{ pour k = 1; 2; : : :, on onsid�ere

F

k

(z) =M

r

k

(f

k

(z); F

k�1

(z)) ; pour tout z 2 
; (1.22)
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o�u r

k

est d�e�ni par (1:11) et M

r

k

est d�e�nie par (1:18) et (1:19) ;

{ F est la limite point par point des fontions F

k

:

F (z) = lim

k!1

F

k

(z); 8z 2 
: (1.23)

�

La onstrution par r�eurrene n'est pas tout �a fait n�eessaire. En e�et, la

fontion F peut être d�e�nie simplement par

F (z) = F

k

(z) =M

r

k

(f

k

(z); f

k�1

(z)) si z 2 


k

; k 2 N :

Notons

�

f = sup

k2N

f

k

la fontion objetif de l'exemple 4 ave les donn�ees de

l'exemple 5. Alors on peut montrer que

�

f(z) � F (z) �

�

f(z) + r

k

=2; pour tout z 2 


k

: (1.24)

C'est-�a-dire que la fontion F r�egularise

�

f . Le proessus de r�egularisation n'a d'e�et

que dans une bande 


k

�a la fois, o�u il lisse les points de non-di��erentiabilit�e, sans

a�eter les non-di��erentiabilit�es des autres bandes.

La fontion F onstruite dans l'exemple 5 est en fait onvexe et r�eguli�ere.

Analysons son hemin entral. Pour "

k

= 0, la forme d'antenne du hemin entral est

pr�eserv�ee, omme dans l'exemple 4. Chaque segment [z

�

k

; z

+

k

℄ appartient au hemin

entral ar F (z) = f

k

(z) lorsque z = (x; y

k

) 2 
. Pour y 2 (y

k

; y

k�1

), on sait que

les deux fontions f

k

(�; y) et f

k�1

(�; y) ont pour seul minimum x = 0. Alors, ei

est aussi le as pour F (�; y) = M

r

k

(f

k

(�; y); f

k�1

(�; y)), du fait de la propri�et�e de

monotoniit�e de M

r

k

.

On onsid�ere maintenant le as o�u "

k

6= 0 est alul�e omme en (1:12).

Pour y 2 (y

k

; y

k�1

), F (�; y) a un seul minimum. Pour y = y

k

, F (�; y

k

) = f

k

(�; y

k

), en

utilisant la d�e�nition des di��erentes fontions, un alul ais�e nous donne

argmin

x2R

F (x; y

k

) = f(�1)

k+1

(1 + �

k

)g;

o�u 0 < �

k

= 2j"

k

j=

k

� 0:5. Dans l'exemple 5, le hemin entral est une ourbe

ontinue (pour y > 0), formant un zigzag ave des tours enore plus grands. Il

est possible de modi�er les fontions utilis�ees dans l'exemple 5 pour onstruire une
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fontion F enore plus r�eguli�ere. Les hemins entraux en forme d'antenne et de

zigzag ave une r�egularit�e C

1

sont pr�esent�es �a la �gure 1.5 (le zigzag est la ourbe

en tirets). La ourbe ontinue est le hemin entral orrespondant �a une fontion F

de lasse C

2

.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

Fig. 1.5 { Chemin entral en zigzag pour fontions objetifs C

1

et C

2

.

Le prohain lemme donne des onditions qui assurent la r�egularit�e du hemin

entral en zigzag.

Lemme 1.3.1 Consid�erons l'exemple 5, dans lequel g

k

=  Æ g

0

k

, o�u  : R ! R

est deux fois di��erentiable et satisfait 

0

(0) = 0, ainsi que 

0

(t) > 0 et 

00

(t) > 0

lorsque t > 0. Supposons �egalement que la fontion de r�egularisation ' soit deux fois

di��erentiable et que la fontion objetif F soit onvexe et de lasse C

q

, ave q � 2.

Alors, le hemin entral en zigzag est une fontion de lasse C

q�1

de y > 0.

�

1.4 Un exemple de lasse C

1

La onstrution d�evelopp�ee dans la derni�ere setion est maintenant �etendue

au as d'une r�egularisation C

1

, en sp�ei�ant de nouvelles fontions  , g

k

, et ', sans

modi�er la forme des hemins entraux.

On utilise pour ela un exemple lassique de fontion non analytique de
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lasse C

1

(voir [27, page 51℄), d�e�nie par

w 2 R 7! �(w) =

(

e

�1=w

2

se w > 0,

0 se w � 0:

(1.25)

Exemple 6 La fontion F : 
 ! R est onstruite de fa�on analogue �a elle de

l'exemple 5, ave toutefois les modi�ations suivantes :

{ la fontion support  : [�0:5; 1℄ ! R est maintenant d�e�nie, pour y 2

[�0:5; 1℄, par

 (y) = �

�

y

2

�

; (1.26)

o�u � est la fontion C

1

donn�ee en (1:25) ;

{ les fontions de perturbation g

k

: 
 ! R, pour k 2 N , sont maintenant

obtenues en r�egularisant, grâe �a �, les fontions g

0

k

d�e�nies en (1:4) : pour

z = (x; y) 2 
,

g

k

(z) = g

1

k

(z) := �

�

1

3

g

0

k

(z)

�

; (1.27)

{ la fontion de r�egularisation ' est maintenant une fontion C

1

, obte-

nue par double int�egration d'une fontion densit�e de probabilit�e d�e�nie �a

partir de la fontion � i-dessus.

�

La onvexit�e et la r�egularit�e des hemins entraux orrespondants �a la fon-

tion objetif F de l'exemple 6 sont obtenus �a l'aide d'arguments analogues �a eux

de la setion 1.3. La prinipale diÆult�e onsiste �a montrer que F est de lasse C

1

.

Remarques.

Les minima des exemples 4-6 ne satisfont pas la ondition de ompl�ementarit�e

strite, ar F (x; y) = 0 lorsque y � 0. Cependant, les hemins entraux ne seront pas

modi��es si on ajoute �a F un terme ay, ave a > 0. Dans e as, on a ompl�ementarit�e

strite. On remarque que la forme des hemins entraux est ompatible ave le

r�esultat de MLinden [56℄ selon lequel, lorsque la ompl�ementarit�e strite a lieu, les

points limites d'une s�eletion onvergente quelonque de points entraux sont dans

le entre analytique de l'ensemble optimal. Ii, le entre analytique o��nide ave

l'ensemble optimal ar l'unique ontrainte est toujours ative en les solutions.

Il n'est pas possible de onstruire des hemins entraux ayant l'allure de

l'antenne ou du zigzag ave une fontion objetif analytique. Monteiro et Zhou [60℄
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ont en e�et montr�e que si les fontions d�e�nissant le probl�eme sont analytiques

(ave d'autres hypoth�eses raisonnables), le hemin entral primal est une ourbe

qui onverge vers un seul point dans l'ensemble optimal (des r�esultats analogues

sont donn�es par Cominetti [19℄ et Champion [14℄). Partant de l�a, il est remarquable

qu'ave la r�egularit�e C

1

, nous ayons pu onstruire des hemins entraux d'allure

aussi irr�eguli�ere.



Chapitre 2

Algorithme de �ltre pour

l'optimisation non-lin�eaire

Dans la deuxi�eme partie de ette th�ese, nous allons �etudier le probl�eme

d'optimisation non lin�eaire

(P )

minimiser f

0

(x)

f

E

(x) = 0

f

I

(x) � 0:

Les indies des ensembles E et I, relatifs aux ontraintes d'�egalit�e et d'in�egalit�e

respetivement, sont suppos�es former une partition de f1; :::; mg. Nous supposons

�egalement que les fontions f

i

: R

n

! R (i = 0; 1; : : : ; m) sont ontinûment

di��erentiables. Les matries jaobiennes de f

E

et f

I

sont not�ees A

E

(�) et A

I

(�) res-

petivement. D�e�nissons la fontion f

+

: R

n

! R

m

par

f

+

i

(x) =

(

f

i

(x) si i 2 E

maxf0; f

i

(x)g si i 2 I:

(2.1)

Consid�erons une fontion x 2 R

n

7! h(x), qui mesure la satisfation des ontraintes

en x et p�enalise leur violation. Le plus souvent, ette mesure est donn�ee par

h(x) = kf

+

(x)k; (2.2)

o�u k � k d�esigne une norme arbitraire. Un algorithme d'optimisation non lin�eaire

doit travailler ave deux rit�eres parfois antagonistes, f

0

et h, qui doivent être si-
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multan�ement minimis�es, sahant que de pr�ef�erene la mesure h doit tendre vers

z�ero.

L'optimalit�e et l'admissibilit�e peuvent être ombin�ees en utilisant des fon-

tions de p�enalisation ou des lagrangiens augment�es, ou peuvent être onsid�er�ees

plus ou moins ind�ependantes l'une de l'autre. Les m�ethodes �etudi�ees dans e tra-

vail traitent f

0

et h omme deux objetifs ind�ependants. Chaque it�eration de es

m�ethodes est ompos�ee de deux phases : une phase de admissibilit�e, qui fait d�erô�tre

h, suivie d'une phase d'optimisation, qui fait d�erô�tre f

0

.

De telles m�ethodes s'apparentent aux m�ethodes de gradient projet�e de Ro-

sen [74℄ et GRG de Abadie et Carpentier [1℄. Elles ont �et�e �etudi�ees, plus r�eemment,

par Mart��nez et Pilotta [53℄. En ombinant des id�ees de l'optimisation quadratique

suessive et des algorithmes de r�egions de on�ane pour probl�emes ave ontraintes

d'�egalit�e seulement, Celis, Dennis et Tapia [13℄ ont ouvert une diretion de reherhe

qui a abouti �a la m�ethode de Byrd et Omojokum [8, 66℄ : �a haque it�eration de ette

m�ethode, on onsid�ere une r�egion de on�ane entr�ee sur l'it�er�e ourant x

k

, et on

alule un pas normal (de admissibilit�e) suivi d'un pas tangent (vers l'optimalit�e),

qui maintiennent x

k+1

dans la r�egion de on�ane. Le pas tangentiel est dans le

noyau de la jaobienne des ontraintes en x

k

.

Les phases de admissibilit�e et d'optimisation sont devenues plus ind�ependan-

tes dans les algorithmes de restauration inexate propos�es par Mart��nez [51℄ et par

Mart��nez et Pilotta [52, 53℄. Leur r�egion de on�ane est entr�ee sur le point obtenu

apr�es la phase de admissibilit�e. Diverses m�ethodes peuvent être utilis�ees pour r�eduire

h. Ils d�erivent un algorithme pour probl�emes ave ontraintes d'�egalit�e non lin�eaires

et ontraintes de bornes. La phase de admissibilit�e peut aussi utiliser des id�ees de

Byrd, Gilbert et Noedal [9℄ et de Byrd, Hribar et Noedal [10℄, qui r�erivent le

probl�eme en n'utilisant que des ontraintes d'�egalit�e et des variables d'�eart strite-

ment positives. Dans es algorithmes, le progr�es vers la solution est habituellement

mesur�e par une fontion de m�erite  = f

0

+ �h, o�u � est un poids positif. A

l'it�eration k, les points de fx 2 R

n

j  (x) �  (x

k

)g sont interdits, et le pas doit

permettre de diminuer la valeur de  . Le hoix de � est d�eliat : de petites valeurs

de � peuvent interdire des solutions optimales ; de grandes valeurs de � peuvent

rendent l'algorithme trop lent. En r�egle g�en�erale, � doit rô�tre lorsque l'algorithme

progresse en augmentant l'importane de h dans  . Il fait habituellement interagir

le pas de admissibilit�e et le pas tangentiel (et r�eduit leur ind�ependane). Chaque
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it�eration ne d�epend que de l'it�er�e ourant.

Algorithmes de �ltre.

Les algorithmes de �ltre d�e�nissent une r�egion interdite d'une fa�on di��erente

et astuieuse, en m�emorisant ertains ouples (f

0

(x

k

); h(x

k

)) au ours des it�erations

pr�e�edentes, et en rejetant un point s'il est domin�e par les x

k

orrespondants, au

sens de la r�egle usuelle de domination de Pareto :

\ x domine y si et seulement si f

0

(y) � f

0

(x) et h(y) � h(x)".

Nous ne pouvons pas onstruire l'ensemble des points interdits, mais il est faile de

v�eri�er qu'un point en fait partie, en faisant un petit nombre de omparaisons dans

R

2

. Ces m�ethodes ont �et�e introduites par Flether et Ley�er dans un artile fonda-

mental [29℄, et une preuve de onvergene globale a �et�e obtenue par Flether, Gould,

Ley�er, Toint et W�ahter [28℄. Dans es papiers, haque phase de admissibilit�e doit

r�eduire h jusqu'�a e qu'une propri�et�e dite de ompatibilit�e soit v�eri��ee. Elle d�epend

du rayon de la r�egion de on�ane et du mod�ele lin�eaire des ontraintes.

Notre m�ethode est un algorithme de restauration dans le sens de Mart��nez

et Pilotta [52℄, qui utilisent �egalement un �ltre. La m�ethode a les arat�eristiques

suivantes :

{ haque it�eration ommene ave un �ltre et sa r�egion interdite assoi�ee ;

{ les phases de admissibilit�e et d'optimisation sont totalement ind�ependantes,

et peuvent faire intervenir n'importe quels algorithmes (qui doivent tou-

tefois satisfaire quelques hypoth�eses raisonnables). Le seul lien entre les

deux phases est qu'elles ne doivent pas permettre de g�en�erer des points

interdits ;

{ auune ompatibilit�e n'est exig�ee apr�es la restauration, il est seulement

demand�e que h d�eroisse d'un ratio �xe ;

{ dans notre premier algorithme, le nombre de ouples (h(x

k

); f

0

(x

k

)) in-

troduits dans le �ltre peut-être soit le minimum possible pour assurer

l'existene d'un point d'aumulation stationnaire.

Hypoth�eses.

On d�eveloppe des algorithmes qui g�en�erent des suites (x

k

) et (z

k

) dans R

n

.

Les hypoth�eses g�en�erales utilis�ees dans e travail sont les suivantes :
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(H1) les it�er�es (x

k

) et (z

k

) restent dans une r�egion ompate et onvexe

X � R

n

;

(H2) les fontions f

i

(�), pour i = 0; 1; : : : ; m, sont Lipshitz ontinûment

di��erentiables dans un ensemble ouvert ontentant X ;

(H3) tout point d'aumulation admissible �x 2 X de la suite (x

k

) satis-

fait la ondition de quali�ation de Mangasarian-Fromovitz (M-F) : les

gradients rf

i

(�x), i 2 E , sont lin�eairement ind�ependants, et il existe une

diretion d 2 R

n

telle que A

E

(�x)d = 0 et A

�

I

(�x)d < 0, ave

�

I = fi 2

I j f

i

(�x) = 0g.

Les ensembles lin�earis�es.

Nous assoions �a haque z 2 R

n

et �a l'ensemble

fx 2 R

n

j f

E

(x) = f

E

(z); f

I

(x) � f

+

I

(z)g

l'ensemble lin�earis�e

L(z) = fx 2 R

n

j A

E

(z) (x� z) = 0; f

I

(z) + A

I

(z) (x� z) � f

+

I

(z)g: (2.3)

On v�eri�e failement que :

{ la ondition de Mangasarian-Fromowitz en un point admissible z est

�equivalente �a la ondition suivante : les lignes de A

E

(z) sont lin�eairement

ind�ependantes et l'ensemble L(z) a un point int�erieur, au sens o�u y 2 L(z)

et f

I

(z) + A

I

(z)(y � z) < f

+

I

(z) (ondition de Slater) ;

{ les onditions de Karush-Kuhn-Tuker (KKT) pour (P) en z o��nident

ave les onditions de KKT en z pour le probl�eme de minimisation de

f

0

(�) sur L(z). Ces onditions sont aussi �equivalentes au fait qu'il n'existe

pas de diretion de desente admissible �a partir de z dans L(z).

Conditions d'optimalit�e.

Voii quelques ommentaires sur les onditions d'optimalit�e et le sens que

nous donnerons �a l'expression point stationnaire. La diretion de Cauhy projet�ee

ou diretion du gradient projet�e assoi�ee �a haque z 2 R

n

est

d



(z) = P

L(z)

(z �rf

0

(z))� z; (2.4)

o�u P

�

(w) d�esigne la projetion orthogonale de w 2 R

n

sur l'ensemble ferm�e � � R

n

.
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La diretion du gradient projet�e est bien onnue. Voir par exemple Bertsekas [6℄. Elle

satisfait d



(z) = 0 si et seulement s'il n'existe pas de diretion de desente admissible

�a partir de z dans L(z). Nous en d�eduisons qu'en un point admissible z, les onditions

de KKT sont �equivalentes �a d



(z) = 0. Si d



(z) 6= 0, alors rf

0

(z)

T

d



(z) < 0. Cette

diretion est le prinipal outil utilis�e par Mart��nez et Svaiter [55℄ pour d�e�nir une

ondition d'optimalit�e �a mi-hemin entre les onditions de KKT et de Fritz-John.

Un point admissible �x satisfait la ondition d'optimalit�e de Mart��nez-Svaiter si et

seulement si

lim inf

x!�x

kd



(x)k = 0: (2.5)

Cette ondition d'optimalit�e est onstrutive : nos algorithmes produisent des points

admissibles qui satisfont (2:5). Ces points seront appel�es stationnaires.

Nous avions deux possibilit�es : ou on onsid�ere ei dans notre travail et

nous n'utilisons pas la ondition Fromowitz, ou on l'utilise et on rappelle que dans

e as l�a KKT et Mart��nez-Svaiter sont des onditions �equivalentes. On hoisit la

deuxi�eme.

2.1 L'algorithme

Nous allons pr�esenter le sh�ema de base de la m�ethode, sans sp�ei�er les

algorithmes internes utilis�es pour aluler les pas de admissibilit�e et d'optimisation.

Ensuite, nous ferons quelques hypoth�eses sur es pas et montrerons que toute la suite

g�en�er�ee par l'algorithme a un point d'aumulation stationnaire. Nous montrons

dans la setion suivante que des m�ethodes lassiques satisfont es hypoth�eses.

Algorithme 2.1.1 Algorithme de �ltre.

donn

�

ees

x

0

2 R

n

, F

0

= ;, F

0

= ;, � 2 (0; 1).

k = 0.

r

�

ep

�

eter

(

~

f

0

;

~

h) = (f

0

(x

k

)� �h(x

k

); (1� �)h(x

k

)):

Construire l'ensemble

�

F

k

= F

k

S

f(

~

f

0

;

~

h)g:

D�e�nir l'ensemble

�

F

k

= F

k

S

fx 2 R

n

j f

0

(x) �

~

f

0

; h(x) �

~

hg:
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Phase de admissibilit�e :

si h(x

k

) = 0 alors prendre z

k

= x

k

,

sinon aluler z

k

=2

�

F

k

tel que h(z

k

) < (1� �) h(x

k

) ;

si impossible, arrêt de l'algorithme : �ehe.

Phase d'optimalit�e :

si z

k

est stationnaire, arrêt de l'algorithme : su�es ;

sinon aluler x

k+1

=2

�

F

k

tel que

x

k+1

2 L(z

k

) et f

0

(x

k+1

) � f

0

(z

k

).

Mise �a jour du �ltre :

si f

0

(x

k+1

) < f

0

(x

k

) alors

F

k+1

= F

k

, F

k+1

= F

k

; (it�eration-f

0

)

sinon

F

k+1

=

�

F

k

, F

k+1

=

�

F

k

: (it�eration-h)

k  k + 1.

Un point l�e de l'algorithme est la onstrution du �ltre : au d�ebut de

haque it�eration, le ouple (f

0

(x

k

) � Æ; h(x

k

) � Æ), ave Æ = �h(x

k

), � 2 (0; 1), est

temporairement introduit dans le �ltre. A la �n de l'it�eration, on ne garde e ouple

que si l'on n'a pas r�eduit f

0

. L'algorithme utilise le �ltre et l'ensemble interdit qui

lui est assoi�e. Nous devons avoir �a l'esprit que l'ensemble interdit n'est jamais

onstruit, il nous aide simplement �a omprendre le proessus.

Arrêt de l'algorithme.

Deux situations peuvent se produire :

(i) un point stationnaire est obtenu. L'algorithme a normalement onverg�e ;

(ii) l'algorithme de admissibilit�e �ehoue. En fontion de la m�ethode utilis�ee pour

aluler le pas de admissibilit�e, ei peut se produire du fait de l'existene d'un

point stationnaire �x de h(�), ave h(�x) 6= 0.

D�esormais on va supposer que l'algorithme g�en�ere des suites in�nies (x

k

)

et (z

k

), que les hypoth�eses (H1-H3) sont satisfaites, et de plus que les onditions

suivantes (sur les algorithmes internes) sont respet�ees.

L'hypoth�ese prinipale.

�

Etant don�ee une iter�e x

k

, on d�e�nit l'�eart du �ltre en x

k

par

H

k

= min

�

1;minfh

j

j (f

j

0

; h

j

) 2 F

k

; f

j

0

� f

0

(x

k

)g

	

: (2.6)
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Cette quantit�e est illustr�ee par la �gure 2.1.

Hk z z+ λd

f

h

x

kk

k

PSfrag replaements

permanent temporaire

x indique (f

0

(x); h(x))

Fig. 2.1 { Exemple d'ensemble

�

F

k

et de la quantit�e H

k

.

Notre hypoth�ese prinipale est :

(H4)

�

Etant donn�e un point admissible non stationnaire �x 2 X, il existe un voisinage

V de �x tel que pour tout x

k

2 V ,

f

0

(x

k

)� f

0

(x

k+1

) = 
(

p

H

k

): (2.7)

On note que (H4) est une ondition loale. L'�egalit�e (2:7) signi�e qu'il existe

 > 0, d�ependant de �x, tel que si x

k

est prohe de �x, alors f

0

(x

k

)�f

0

(x

k+1

) � 

p

H

k

.

Compte-tenu de nos hypoth�eses et de la onstrution de l'algorithme, nous

avons les propri�et�es suivantes :

{ x

k+p

=2 F

k+1

pour tous k 2 N et p � 1 ;

{ �etant donn�e k 2 N , au moins une des deux situations suivantes est

v�eri��ee :

(i) h(x

k+1

) � (1� �) h(x

k

),

(ii) f

0

(x

k+1

) � f

0

(x

k

)� � h(x

k

) ;

{ h

j

> 0 pour tous k 2 N et j 2 N tel que (f

j

0

; h

j

) 2 F

k

. Et enore, H

k

> 0

pour tous k 2 N .

Dans l'Algorithme 2.1.1, le ouple (

~

f

0

;

~

h) est inlut dans le �ltre �a la �n

de l'it�eration si et seulement s'il s'agit d'une it�eration-h. Si

~

h = h(x

k

) = 0, alors

z

k

= x

k

et f

0

(x

k+1

) < f

0

(z

k

), don l'it�eration k est une it�eration-f

0

.

Voii la suite des r�esultats.
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Lemme 2.1.2 Soit �x 2 X un point non stationnaire. Alors il existe un voisinage

V de �x tel que pour tout x

k

2 V , l'it�eration k est une it�eration-f

0

.

�

Lemme 2.1.3 Supposons que (x

k

)

k2N

n'ait pas de point d'aumulation station-

naire. Alors, pour k suÆsamment grand, l'it�eration k est une it�eration-f

0

.

�

Th�eor�eme 2.1.4 La suite (x

k

) a un point d'aumulation stationnaire.

�

L'hypoth�ese (H4).

On postule ette hypoth�ese pour haque it�eration ompl�ete. Quoique ela

peut être diÆille �a v�eri��er pour des algorithmes sp�ei�ques, son interprêtation

est simple : prohe d'un point non stationnaire, le pas d'optimalit�e domine, et la

r�edution de f

0

est grand. L'�eart du �ltre H

k

indique ombien h peut augmenter

dans le pas tangentiel, et �etant tangentiel, ou s'attend �a e que h hange ave le

arr�e de la variation de x. Dans un pas tangentiel eÆae f

0

peut vari�e lin�eairement

ave la variation de x, et alors (H4) sera av�er�e.

Maintenant nous montrons omment (H4) peut être rempla�e par des hy-

poth�eses plus simples faites s�epar�ement pour les pas d'admissibilit�e et d'optimalit�e.

Condition sur le pas de admissibilit�e.

(H5) A haque it�eration, la phase de admissibilit�e permet de satisfaire

h(x

k

)� h(z

k

) = 
(kz

k

� x

k

k): (2.8)

Condition sur le pas d'optimalit�e.

(H6)

�

Etant donn�e un point admissible non stationnaire �x 2 X, il existe un voisinage

V de �x tel que pour tout x

k

2 V ,

f

0

(z

k

)� f

0

(x

k+1

) = 
(

p

H

k

): (2.9)

On montre deux r�esultats par rapport es hypoth�eses.

Lemme 2.1.5 (H5) et (H6) impliquent (H4).

Lemme 2.1.6 Supposons que (H5-H7) soient veri��ees. Alors �etant donn�e un point

admissible non stationnaire �x 2 X, il existe un voisinage V de �x tel que pour tout
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iter�e x

k

2 V ,

f

0

(x

k

)� f

0

(x

k+1

) = 
(kx

k+1

� x

k

k):

2.2 Algorithmes internes

Dans ette setion, on s'int�eresse aux pas internes utilis�es �a haque it�eration

de l'algorithme prinipal. Nous supposons que l'Algorithme 2.1.1 a g�en�er�e des suites

in�nies (x

k

) et (z

k

) et que les Hypoth�eses (H1-H3) sont satisfaites.

Calul du pas de admissibilit�e.

Le but de la phase de admissibilit�e est de trouver un point z

k

62

�

F

k

tel

que h(z

k

) < (1� �)h(x

k

). Le pro�ed�e mis en �uvre peut être n'importe quel algo-

rithme it�eratif qui r�eduise h (en un nombre �ni d'�etapes) ar omme nous avons vu

i-dessus, pour toutes les entr�ees du �ltre (f

j

0

; h

j

) 2 F

k

, on a h

j

> 0. Le pas de ad-

missibilit�e �etudi�e par Mart��nez [51℄ satisfait l'hypoth�ese (H5) et il peut être appliqu�e

diretement dans notre adre. Nous n'allons don pas le d�etailler. L'algorithme de

admissibilit�e peut �ehouer si h(�) a un point stationnaire qui n'est pas admissible

pour (P ). Dans e as, la m�ethode �ehoue.

Calul du pas d'optimalit�e.

Le pas tangentiel doit permettre de trouver x

k+1

dans l'ensemble lin�earis�e

L(z

k

) tel que f

0

(x

k+1

) � f

0

(z

k

), et de sorte que x

k+1

62

�

F

k

. On va d�erire une

m�ethode �a r�egions de on�ane g�en�erale, et montrer que le pas qui en r�esulte satisfait

les hypoth�eses (H6) et (H7).

Le mod�ele quadratique.

Soit z

k

2 X g�en�er�e par l'Algorithme 2.1.1 dans la phase de admissibilit�e.

L'algorithme de r�egions de on�ane assoie �a z

k

un mod�ele quadratique de f

0

,

x 2 R

n

7! m

k

(x) = f

0

(z

k

) +rf

0

(z

k

)

T

(x� z

k

) +

1

2

(x� z

k

)

T

B

k

(x� z

k

); (2.10)

o�u B

k

est une matrie n�n sym�etrique. Cette matrie peut être une approximation

de r

2

f

0

(z

k

), ou tout autre matrie v�eri�ant l'hypoth�ese (H8) i-dessous. Normale-

ment, B

k

est une approximation du hessien d'une fontion lagrangienne, auquel as

m

k

n'est pas un mod�ele de f

0

; nous ne nous sommes pas int�eress�es �a e point.
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(H8) Il existe � > 0 tel que le mod�ele quadratique (2:10) satisfasse kB

k

k � � pour

tout k 2 N .

L'algorithme de r�egions de on�ane utilise un rayon � > 0 et il alule

un pas d(z

k

;�) 2 R

n

tel que kd(z

k

;�)k � �. Nous d�e�nissons la pr�edition de

r�edution pour le pas d(z

k

;�) omme

pred(z

k

;�) = m

k

(z

k

)�m

k

(z

k

+ d(z

k

;�)); (2.11)

et la r�edution v�eritable omme

ared(z

k

;�) = f

0

(z

k

)� f

0

(z

k

+ d(z

k

;�)): (2.12)

Dans le alul du pas tangentiel qui sera disut�e i-dessous, on fait les hoix suivants

pour simpli�er le pro�ed�e :

(1) haque it�eration ommene ave un rayon � � �

min

o�u �

min

> 0 est �x�e. La

hoix de e � n'est pas important pour la th�eorie, et on prend elui qui est

issu de l'it�eration pr�e�edente ;

(2) un pas d(z

k

;�) n'est aept�e que si la ondition de d�eroissane

ared(z

k

;�) > � pred(z

k

;�) (2.13)

est satisfaite, pour � 2 (0; 1) donn�e ;

(3) on r�esout approximativement le probl�eme

minimiser m

k

(x)

x 2 L(z

k

)

kx� z

k

k � �;

(2.14)

o�u k � k est une norme quelonque sur R

n

.

Voii e que nous entendons par \r�esoudre approximativement" le probl�eme (2.14).

�

Etant donn�es z 2 X et l'ensemble L(z), la diretion du gradient projet�e est d�e�nie

par

d



(z) = P

L(z)

(z �rf

0

(z))� z: (2.15)

D�e�nissons

'(z) = � rf

0

(z)

T

d



(z)

kd



(z)k

:
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Alors ' donne la vitesse de d�eroissane de f

0

au long de d



.

Comme d'habitude, on d�enote d

k



= d



(z

k

), '

k

= '(z

k

). Comme nous avons

dit dans la introdution, au d�ebut de ette setion, si z est un point admissible non

stationnaire alors '(z) > 0.

Maintenant on va utiliser des r�esultats onnus sur minimisation de m

k

(�)

le long d'une diretion { vois la disussion du point de Cauhy en [65℄. D�e�nissons

le point de Cauhy g�en�eralis�e omme le minimiseur de m

k

(�) le long de d



, dans la

r�egion de on�ane fx 2 R

n

j kx� z

k

k � �g,

x



= argmin

�

m

k

(x) j kx� z

k

k � �; x = z

k

+ �d

k



; � 2 [0; 1℄

	

:

On sait que

m

k

(z

k

)�m

k

(x



) �

�'

k

2

min

�

'

k

kB

k

k

; kd

k



k; �

�

o�u � d�epend de la norme utilis�ee.

Utilisant la Hypoth�ese (H8), �a peut être r�e�erit omme

m

k

(z

k

)�m

k

(x



) �

�'

k

2

min

�

'

k

�

; kd

k



k; �

�

: (2.16)

On aepte omme une solution approh�ee de (2:14), quelque solution ad-

missible pour e probl�eme qui satisfait (2:16).

Apr�es �etablir le pas de r�egion de on�ane on va �etudier ses propri�et�es.

Algorithme 2.2.1 Pas d'optimalit�e.

donn

�

ees

� 2 (0; 1), �

min

> 0, z

k

=2

�

F

k

, � = �

0

� �

min

.

r

�

ep

�

eter

Caluler d = d(z

k

;�) tel que kdk � �, z

k

+ d 2 L(z

k

) et

pred(z

k

;�) �

�'

k

2

min

�

'

k

kB

k

k

; kd

k



k;�

�

:

Caluler ared(z

k

;�) = f

0

(z

k

)� f

0

(z

k

+ d).

si z

k

+ d =2

�

F

k

et ared(z

k

;�) > � pred(z

k

;�) alors

prendre x

k+1

= z

k

+ d, �

k

= �

arrêt de l'algorithme : su�es ;

sinon � = �=2.
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Maintenant on va �etudier le pas d'optimalit�e prohe d'un point admissible

non stationnaire �x 2 X. Le premier lemme dit que si on ignore le �ltre, alors le pas

de r�egion de on�ane est grand prohe de �x.

Lemme 2.2.2 Soit �x 2 X un point admissible non stationnaire qui satisfait une

ondition M-F. Alors il existe un voisinage

~

V de �x,

~

� 2 (0;�

min

) et une onstante

~ > 0 telle que pour tout z

k

2

~

V ,

(i) pour tout � > 0, pred(z

k

;�) � ~ minf�;

~

�g,

(ii) pour tout � 2 (0;

~

�), ared(z

k

;�) > �pred(z

k

;�) � �~ �.

�

Algorithme 2.2.1 dans l'it�eration k ommene ave �

0

� �

min

et it�ere en

faisant �

j

= 2

�j

�

0

, j = 0; 1; � � � et alulant pour haque �

j

le pas d(z

k

;�

j

). Si

�

j

<

~

�, alors la ondition ared(z

k

;�

j

) > � pred(z

k

;�

j

) est satisfaite : le rayon �

j

peut seulement être rejet�e si z

k

+ d(z

k

;�

j

) 2

�

F

k

.

Par onstrution, z

k

=2

�

F

k

, ar h(z

k

) < (1 � �)h(x

k

). Comme

�

F

k

est un

ensemble ferm�e, nous avons que pour �

j

suÆsamment petit, z

k

+ d(z

k

;�

j

) =2

�

F

k

.

Cei montre que l'algorithme toujours termine.

Lemme 2.2.3 Soit �x 2 X um point admissible non stationnaire satisfaisant une

ondition M-F, et supposons que (2:8) vaut. Alors il existe un voisinage V de �x tel

que pour x

k

2 V ,

f

0

(z

k

)� f

0

(x

k+1

) = 
(

p

H

k

); (2.17)

f

0

(z

k

)� f

0

(x

k+1

) = 
(kx

k+1

� z

k

k); (2.18)

o�u x

k+1

= z

k

+ d(z

k

;�) est alul�e par l'Algorithme 2.2.1.

Am�eliorations.

On pr�esente trois am�eliorations pour nos algorithmes. D'abord, nous am�eliorons

l'analyse de onvergene, en montrant que sous les hypoth�eses (H5,H6) les valeurs

de la fontion objetif onvergent toujours, limitant ainsi beauoup la possibilit�e

d'atteindre des points d'aumulation non stationnaire, sp�eialement quand (H7)

est ajout�e. Alors nous montrons omment un petit hangement dans l'algorithme

prinipal exlue la possibilit�e de g�erer des points d'aumulation non stationnaires.

Apr�es, on disute un pas d'optimalit�e simpli��e, en utilisant les matries jaobiennes

d�ej�a alul�ees dans la phase de admissibilit�e en plae de les realuler en z

k

.



Conlusion

Dans la premi�ere partie, j'�etudie, dans le adre de l'optimisation onvexe,

quelques exemples de hemins entraux �a l'allure mouvement�ee. Certains d'entre eux

sont form�es d'un nombre in�ni de segments entraux de longueur �xe ; d'autres mani-

festent des osillations ave une variation in�nie. Ces hemins peuvent se renontrer

même si les donn�ees du probl�eme sont in�niment di��erentiables. Nous onluons

que onvexit�e, même ave di��ereniabilit�e �a quelque degr�e, enore que les fontions

qui parties au probl�eme soient C

1

, n'est pas suÆsante pour emp�eher les formes

pathologiques de la trajetoire entrale. Le r�esultat est en e�et surprenant, puisque

Monteiro et Zhou [60℄ garantissent que, si les fontions qui entre dans la d�e�nition

du probl�eme sont analytiques, onjointement ave d'autres hypoth�eses raisonnables,

alors la trajetoire entrale primale est une ourbe qui onverge vers un seul point

dans l'ensemble optimal.

Nous d�esirons �etudier, dans des travaux futures, du point de vue de la

omplexit�e, quelles sont les ons�equenes algorithmiques de nos exemples sur les

m�ethodes de points int�erieurs pour l'optimisation non lin�eaire.

Dans la deuxi�eme partie de ma th�ese, j'ai introduit un algorithme de �ltre

globalement onvergent pour l'optimisation non lin�eaire. Dans le format atuel de

et algorithme, l'e�et Maratos [49℄ peut se produire. Il serait souhaitable d'inlure

dans l'algorithme une tehnique pour �eviter l'e�et Maratos (tronature du pas). J'ai

aussi l'intention de proposer un algorithme de points int�erieurs pour l'optimisation

non lin�eaire qui utilise la tehnique de �ltre, sous la forme pr�esent�ee dans ette th�ese,

et les id�ees de l'algorithme propos�e dans [9, 10℄.



Annexe A

Examples of ill-behaved entral

paths in onvex optimization



Annexe B

A globally onvergent �lter

method for nonlinear

programming
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