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Abstract

We present some examples of ill-behaved central paths in con-
vex optimization. We work with an extremely simple region in R? and
construct increasingly complex objective functions. First, we exhibit a
continuous convex function giving rise to an “antenna-like” central path,
containing an infinite number of horizontal segments of constant length.
The second example is obtained by slightly perturbing the first one and
results in a zig-zagging central path with infinite variation. We proceed
by smoothing both functions, and produce the same behaviors as before

for a differentiable objective function, and finally for a C'*° function.

In this work we present also a filter algorithm for nonlinear pro-
gramming and prove its global convergence to stationary points. Each
iteration is composed of a restoration phase, which reduces a measure of
infeasibility, and an optimality phase, which reduces the objective func-
tion in a tangential approximation of the feasible set. These two phases
are totally independent, and the only coupling between them is provided
by the filter. The method is independent of the internal algorithms used
in each iteration, as long as these algorithms satisfy reasonable assump-
tions on their efficiency. The main algorithm uses no trust regions, and
no properties of the linear models. Under standard hypotheses, we show
two results: for a filter with minimum size, the algorithm generates a sta-
tionary accumulation point; for a slightly larger filter, all accumulation

points are stationary.
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Introduction

Ce texte correspond au résumé en francais de la these soumise a I’Université
Paris I - Panthéon - Sorbonne et a L’Université Fédérale de Santa Catarina, pour

obtenir le grade de docteur en co-tutelle de these.

Ce travail se divise en deux parties indépendantes, présentant chacune des

résultats nouveaux.

Dans la premiere partie, j’étudie, dans le cadre de 'optimisation convexe,
quelques exemples de chemins centraux a l’allure mouvementée. Certains d’entre
eux sont formés d’un nombre infini de segments centraux de longueur fixe; d’autres
manifestent des oscillations avec une variation infinie. Ces chemins peuvent se ren-

contrer méme si les données du probleme sont infiniment différentiables.

Dans la deuxieme partie de ma these, j'introduis un algorithme de filtre

globalement convergent pour 'optimisation non linéaire.

Je vais faire une description de ces résultats, en omettant les démonstrations.
Pour plus de détails, je renvoie le lecteur a deux articles en annexe. L’article “Examples
of ill-behaved central paths in convex optimization” a été écrit avec mes directeurs
de these : Clévis Caesar Gonzaga et J. Charles Gilbert. Le deuxieme article, inti-
tulé “A globally convergent filter method for nonlinear programming”, a été écrit

en collaboration avec Clovis Gonzaga et Marcia Vanti.



Chapitre 1

Exemples de chemins centraux
non réguliers en optimisation

convexe

Les approches par pénalisation ont été centrales dans I’évolution des tech-
niques d’optimisation. Des problemes avec contraintes sont fréquemment résolus par
une suite de problemes pénalisés qui dépendent d'un seul parametre de pénalisation
1. Les solutions des problemes pénalisés associées a chaque valeur de p définissent
un chemin qui, dans les cas favorables, est régulier et conduit a une solution du

probléme original.

Ceci est bien développé dans I'ouvrage classique de Fiacco et McCormick [26],
dans lequel sont décrites les principales méthodes de pénalisation extérieure, intérieure
et mixte pour 'optimisation non linéaire. Les méthodes de pénalisation intérieure
sont aussi connues sous le nom de méthodes barrieres. Elles se sont considérablement
développées ces dernieres années, apres le succes des méthodes de points intérieurs
pour les problemes linéaires et de complémentarité linéaire (voir [22, 42, 46, 64, 73,
76, 86]; voir aussi les extensions pour l'optimisation non linéaire [9, 20, 24, 32, 34,
80]).

Les premieres études approfondies de ces chemins de “solutions”, qui sont
aujourd’hui appelés chemins centraux, sont dues & Bayer et Lagarias [5] et & Megiddo
[57]. Leur caractérisation du chemin primal-dual a fait date. Une introduction aux

méthodes de suivi de chemin central est donnée par Gonzaga [39]. On sait que, pour
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I'optimisation linéaire, ce chemin est bien défini, qu’il est infiniment différentiable,

et qu’il est de longueur bornée et associée a la complexité des méthodes.

L’allure du chemin central au voisinage d’une solution (du probléme origi-
nal) est décrite par Monteiro et Adler [59]. Ils montrent que le chemin se rapproche
de ’ensemble optimal avec un angle bien défini. Des résultats similaires sont obtenus
pour certains problemes convexes par McLinden [56] : sous des hypotheses raison-
nables (dont la complémentarité stricte), il prouve que le chemin central converge
vers le centre analytique de l’ensemble optimal du probleme. Vavasis et Ye [81]
montrent que pour 'optimisation linéaire dans R™, le chemin central est composé

d’une suite d’au plus n? courbes alternées de secteurs quasiment rectilignes.

Apres ces résultats, on pourrait s’attendre a des propriétés de régularité
semblables pour le chemin central en optimisation convexe. Nous allons montrer
que ceci n’est pas nécessairement vrai. Nous donnerons des exemples de problemes
convexes pour lesquels le chemin central associé a une allure mouvementée, quelle

que soit la pénalité utilisée.

Nous travaillons dans une région treés simple de R? et construisons des fonc-
tions objectifs de complexité croissante. La premiere de ces fonctions est convexe
continue; elle conduit a un chemin central en forme d’antenne, avec un nombre
infini de segments horizontaux de longueur constante. Dans le deuxieme exemple,
on perturbe la premiere fonction. Le résultat est un chemin en forme de zigzag,
avec variation infinie. Nous régularisons ensuite ces deux fonctions en gardant leur
convexité et sans modifier la disposition des chemins centraux : nous obtenons les
mémes allures pour des fonctions objectifs différentiables, et finalement pour des

fonctions de classe C°.

On conclut de cette étude que la convexité, méme avec de la différentiabilité
a un ordre arbitraire, ne permet d’assurer que le chemin central soit régulier (et qu’il

soit donc intéressant dans le cadre de méthodes de suivi de chemin central).

Probléeme.
Soit F': z = (z,y) € R? — R une fonction convexe. On étudie des problemes

de la forme
minimiser F(z,y)

y >0,

(1.1)
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et on suppose que leurs solutions se trouvent sur 'axe Ox={(z,0) : © € R}. Pour cet
ensemble admissible trés simple, et pour la majorité des fonctions de pénalisation (en
particulier, celles étudiées dans [4]), les solutions des problemes pénalisés forment

des ensembles s’écrivant
argmin{ F(z,y) | y = constante}. (1.2)

En fonction de la pénalisation utilisée, intérieure ou extérieure, y pourra étre a va-
leurs positives ou négatives. On considere ici le cas de méthodes de points intérieurs,

dont le chemin central est paramétré par y > 0 :

y € R = x(y) = arg r}gin F(z,y). (1.3)
Te

1.1 Exemples avec fonctions objectifs continues
Nous commencons par deux exemples de problemes avec chemins centraux
triviaux.

Exemple 1 La fonction F est définie par (z,y) € R* — F(z,y) =ay+b,otta >0
et b € R. Dans ce cas, x(y) = R pour tout y > 0. O

Exemple 2 La fonction F est définie par (z,y) € R? — F(z,y) =ay+b+cx, ol
a>0,beteeR avec e # 0. Maintenant, y(y) = () pour tout y > 0. O

Perturbons maintenant les fonctions des exemples 1 et 2. Soit y, > 0 ('in-

dice k € N sera utile dans la suite). On définit la fonction gf par

=y R =gy =5 (e =z 1+ 2 = %1 - 2), (1.4)

NN

ou || - || désigne la norme euclidienne,
ze = (=Ly) et 25 = (1, ).

La fonction g) a les propriétés suivantes :

(1) elle est convexe;
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(77) son minimum est 0, il est atteint en tout point du segment
[, 2] = {(1=t)z, +tz 1t €[0,1]}

(ii7) elle est différentiable en tout point, & Pexception de z, et 2.

— si <1
|z| + |y — yx| — 1 dans le cas contraire.

Nous construirons des fonctions convexes g qui régularisent g9 (& un ordre

plus ou moins élevé) et qui satisfont
0 < gi(2) < gp(2), (1.5)

pour z dans un certain domaine.

On peut présenter notre premier exemple non trivial, la fonction f;. On
additionne & la fonction de ’exemple 2 (avec a, b, et & indexés par k), la perturbation
convexe g, décrite ci-dessus, multipliée par une constante positive ¢ ; et la constante
—OkYk-

Exemple 3 On se donne des parametres ag, by, ¢k, € € R. La fonction f; est

définie par
z=(2,y) €ER® = fi(2) = ar(y — i) + bi + crgr(2) + ex, (1.6)

ol la fonction convexe g : R? — R satisfait (1.5), avec g donnée par (1.4). O

Pour se familiariser avec la fonction fi, que 'on va beaucoup utiliser, voici
deux cas particuliers avec gy = gb.

~ Si g, = 0, nous avons P'exemple 1 avec en plus une perturbation cigh(-).
Supposons que ¢, soit positif, mais suffisamment petit pour que le probleme
(1.1) ait ses solutions sur 1’axe Oz. On peut facilement voir, en utilisant
(1.3), que pour tout y > 0, x(y) = {0} si y # vk, et x(yx) = [—1,+1]. Le
chemin central est la croix a gauche dans la figure 1.1.

— Supposons maintenant que £, # 0, mais petit en valeur absolue, disons
lek| < ex. Pour y # yk, © — fr(z,y) est strictement convexe, avec des
ensembles de niveau compacts, donc x(y) est un singleton. Si y = yy, on

observe que :
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.

H(zp;—el) = e, — e,
i

k(2
fi(z

Par conséquent, I'inégalité |ex| < ¢ implique que x(yx) = {—1} sier >0

.

kT
zpyel) = e,
]j: 1):_6]6)
+

et) = ¢ + &

~

et x(yx) = {+1} si e < 0. Le chemin central est dévié sur le cote, comme
le montre la partie droite de la figure 1.1 : le chemin est dévié vers la

gauche ou vers la droite, selon que £, > 0 ou g, < 0.

y=0 =0
0 0 y

FiG. 1.1 — Chemin central de exemple 3 avec gy = gp et £ = 0 (& gauche) ou
€ >0

Les principaux exemples de ce travail sont construits a partir de la fonc-
tion f; définie dans ’exemple 3, avec plusieurs coordonnées de type y; et plusieurs
coefficients ay, bg, cp et 5. Ces fonctions sont tangentes a une fonction support
(z,y) € R x [-0.5,1] = ¢(y), ot 9 : [-0.5,1] — R a les propriétés suivantes :

1 est continument différentiable,
¥ (y) = 0, pour tout y € [—0.5,0], (1.7)
y € [0,1] — 1 (y) est strictement convexe.

Clairement, ces propriétés impliquent que 1(y) > 0 et ¢'(y) > 0 pour tout y € (0, 1].
Les fonctions f; sont tangentes a la fonction support ¢ dans le sens ou les coefficients

aj et by sont choisis en utilisant la pente et la valeur de ¢ en ., comme ci-dessous :

Y — 27]6, Qp = w'(yk), et bk = w(yk) (18)

Des hypotheses (1.7) pour ¢, nous déduisons que les suites {yx}, {ar} et {b;} sont

positives, décroissantes, et convergent vers zéro lorsque k — 00.
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Nous avons encore des degrés de liberté pour déterminer chaque fi, grace
aux parametres non spécifiés ¢, > 0 et g, et grace a la fonction g;. Les parametres
¢k et e seront fixés pour controler les positions respectives des graphes de f et fr_1,
et donner des propriétés particulieres au chemin central. D’autre part, la fonction gy

sera une modification appropriée de g2 pour fournir des propriétés de différentiabilité.

Le controle fin de la fonction objectif dans les prochains exemples sera fait

seulement sur le rectangle fermé de R? défini par
Q= {(z,y) eR® | |z[ < 1.5, 0.5 <y <1}, (1.9)

Par exemple, les résultats de régularité ne seront montrés que pour des points de 2.
Ces propriétés peuvent facilement étre étendues a tout I’espace R?. Des propriétés
particulieres seront satisfaites dans les bandes horizontales de €2, définies pour k =
1,2,... par

Qe ={(z,y) € Ay € [yr, ye1]}- (1.10)

Notre principal objectif est maintenant de définir les parametres de pertur-
bation ¢; et ;. On va examiner deux fonctions consécutives fr 1 et f, pour un
indice £ > 1 (voir la figure 1.2).

On souhaite que les fonctions fr_; et fi se “croisent” dans {2, avec une
différence positive d’au moins 7, entre les modeles linéarisés en y; 1 et y; (voir la

figure 1.2). L’écart r doit satisfaire

IN

b — (be—1 + ar—1(Yr, — Yk—1)),
e < bp—1 — (bp + ap(Yr—1 — k) -

Tk

Ces inégalités sont compatibles avec la stricte positivité de r, : grace a la stricte
convexité de v sur [0, 1], les termes dans le membre de droite sont positifs. Notre
choix pour ry (k> 1) est

1 .
Ty = 5 min {bx — (be—1+ap—1(Ys—vr—1)), br—1 — (be+ar(Yr—1—yx))} - (1.11)

Par conséquent, la suite {ry} est positive et tend vers zéro lorsque k& — oo. On

considere, pour k£ > 0 (pour démarrer le processus, on prend ry = 400 et £ 1 =
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k-1

FiG. 1.2 — Choix des coefficients de la fonction fy.

Cp = imin{rk, Tki1}

ou bien £, = 0 pour tout & > 0,

ou bien gy = (—1)¥|ex| avec 0 < |ex| < min{cx/4, |ex_1|}, pour tout k& > 0.
(1.12)

La suite {|x|} est ou bien identiquement nulle, ou bien positive et décroissante.

On peut a présent décrire notre quatrieme exemple de fonction objectif.

Exemple 4 Soient ¢ : [-0.5, 1] — R une fonction qui satisfait (1.7) et des fonctions
fr définies pour tout £ € N comme dans I'exemple 3, avec y;, et des coefficients ay,
bk, ck, £k satisfaisant (1.8), (1.11) et (1.12). Les fonctions convexes gy ne sont pas
spécifiées, mais elles doivent satisfaire (1.5) sur €. La fonction objectif F' est alors

définie pour z € €2 par
F(z) =sup fi(2). (1.13)

keN

O
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Pour ce choix, on montre que deux fonctions consécutives fr_; et fi se

croisent dans la bande €.

Lemme 1.1.1 Soient les fonctions fi, et les paramétres ry, de ’exemple 4. Alors,
pour k> 1 et (z,y) € Q :

fea(zy) < felz,y) — e sty < Y (1.14)
felzy) < frmai(@,y) — 1 Si Y > Yp—1. (1.15)
[l

Nous allons donner quelques propriétés intéressantes de la fonction objectif

F introduite dans I'exemple 4. Elles découlent du dernier lemme.

Lemme 1.1.2 Considérons les fonctions fi et F' définies dans Uexemple 4 et z = (x,y) € Q.
Alors limy_, o fr(2) = 0. De plus :

(i) F(z,y) =0, siy<0;
(17) F(z) = max{fx_1(2), fr(2)}, si z € Q. ;
(i7d) F(x,yx) = fe(z,yx), si (z,yx) € Q.

Le lemme suivant précise certaines propriétés du chemin central.

Lemme 1.1.3 La fonction objectif F' définie dans ’exemple 4 est convexe et conti-

nue sur Q. Soit k> 1 et supposons que g, = gy. Alors

argmin F(z,y) =
2] <1.5

{ [—1,1] ster =0, (1.16)

{(=1)k*1}  dans le cas contraire.

De plus, pour y € (Yr, Yk—1), argming, ;5 F(v,y) est réduit a un seul point. Ce
point est x = 0 lorsque e, = €1 = 0.
[

Supposons que gy = gv dans exemple 4. On déduit du lemme 1.1.3 I’allure
du chemin central qui est représenté a la figure 1.3. Si ¢, = 0, le chemin ressemble
a une antenne avec une infinité de branches (a gauche dans la figure). Dans le cas
contraire, le chemin passe alternativement par les points z; lorsque k est pair et z;"
lorsque k est impair (a droite). On a un zigzag avec variation infinie. On montre

aussi que, dans ce dernier cas, le chemin est une courbe continue pour p > 0.
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FIG. 1.3 — Antenne et zigzag pour une fonction objectif C°.

1.2 Opérations de régularisation

Notre objectif est maintenant de régulariser la fonction objectif F' intro-
duite dans ’exemple 4, sans modifier ’allure du chemin central obtenu pour £, = 0
(antenne) et e, # 0 (zigzag). Un examen de la construction de F' montre que pour y
parvenir, il faut régulariser les fonctions élémentaires f;, introduites en (1.6), ce qui

demande de régulariser g et Popérateur “sup” qui apparait dans (1.13).

Tout d’abord, occupons-nous des fonctions élémentaires fi. On construit g
dans la formule (1.6) comme une approximation “lisse” de la fonction continue g
donnée par (1.4), en maintenant la condition (1.5) et sa positivité. Ainsi, les lemmes

de la derniere section portant sur g sont encore vrais.

La deuxieme opération de régularisation concerne le “sup” qui apparait
dans (1.13). Le lemme 1.1.3 nous montre que cet opérateur, qui porte a priori sur
toutes les fonctions f, ne prend en compte, sur la bande €2, que les deux fonc-
tions élémentaires successives fr et fr_i. Par conséquent, il suffit de régulariser le
maximum de deuz fonctions convexes, en des points ou ces deux fonctions ont des
valeurs proches; on applique ensuite cette technique bande par bande, pour assurer

la régularité de F' en chaque point y > 0.

Régularisation du maximum de deux fonctions.
Soient deux fonctions convexes f; et fo a valeurs réelles définies sur R” et de

classe C'? (ici comme dans la suite, ¢ est ou bien un entier positif, ou bien ¢ = c0).
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Le maximum de f; et fo est noté fue :

2 €ER" = finae(2) = max{fi(2), fo(2)}.
Soit ¢ : R — R une fonction convexe de classe C'7, telle que
e(w) = |w|, pour |w|> 1. (1.17)

Pour obtenir des fonctions ayant cette propriété, on peut par exemple intégrer 2
fois une fonction densité de probabilité, comme proposé par Chen et Mangasarian
[15, 16]. La fonction ¢ est une approximation C'? de la fonction valeur absolue. Elle
ne la modifie pas pour |w| > 1. Comme cette approximation devra étre de plus en
plus précise, nous considérons un scalaire r» > 0 et la fonction convexe ¢, : R -+ R
définie par

or(w)=rp (%) pour tout w € R. (1.18)

Nous avons ¢,(w) = |w| pour |w| > r. Les fonctions ¢, sont des approximations

d’autant plus précises de la fonction valeur absolue que r — 0.

0 0

Fic. 1.4 — Régularisation de la fonction valeur absolue et du maximum de deux
fonctions convexes.

Etant donné r > 0, on introduit la fonction M, : R> — R définie par

1
M, (t1,t2) = 5(751 +ty + @ (t1 — t2)), (1.19)

qui est une version régularisée de la fonction max. Il est donc naturel d’approcher

la fonction f,4. par (voir 'image de droite dans la figure 1.4)

z €R" = f(z) = M (f1(2), f2(2))- (1.20)
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La fonction M, est convexe et croissante. Le lemme suivant montre en quel sens la

fonction f définie par (1.20) est une régularisation convexe de la fonction maximum.

Lemme 1.2.1 Soient f| et fy deux fonctions convexes de classe C9, avec 0 < q <
00, €t fmae = max{fi, fo}. Soit f la fonction définie par (1.20), ot M, est construite

comme ci-dessus, avec la fonction ¢ de classe C'1. Alors
(i) f est conveze,
(i1) f est de classe C,
(i7i) pour tout z € R™ tel que |f1(2) — fo(2)| > 1, on a f(2) = fima(2),
(1v) pour tout z € R™, on a fimar(2) < f(2) < finaz(2) +17/2.

1.3 Des exemples continiiment différentiables

Notre cinquieme exemple est construit en spécifiant quelques parametres
qui étaient libres dans ’exemple 4, et en ayant pour objectif de rendre la fonction

F qui en résulte de classe C*.

Exemple 5 La fonction F': 2 — R est construite avec les ingrédients suivants :

— la fonction support ¢ : [—0.5, 1] — R définie pour y € [—0.5, 1] par

v(y) = 5 (max {0,y )*. (1.21)

Elle satisfait les conditions (1.7);

— les fonctions gi(z) = 1 (g2(2))°, avec k € N, ot g) est donnée par (1.4).
Ces fonctions sont convexes, de classe C! et satisfont (1.5);

— les fonctions élémentaires fi, k& € N, définies par (1.6) (comme dans
I'exemple 3), yy et les coefficients ay, by, cx et £y satisfaisant (1.8), (1.11)
et (1.12);

— la fonction de régularisation ¢ est obtenue par double intégration de la
fonction indicatrice.

La fonction objectif F' est construite grace a la récurrence suivante :
— on prend Fy(z) = fo(2), pour tout z €

— pour k=1,2,..., on considere

Fi(2) = M,, (fe(2), Fx—1(2)), pour tout z € €, (1.22)
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ou ry est défini par (1.11) et M,, est définie par (1.18) et (1.19);

— F est la limite point par point des fonctions Fj, :

F(z) = ]}LriloFk(z), Vz € Q. (1.23)
UJ

La construction par récurrence n’est pas tout a fait nécessaire. En effet, la

fonction F' peut étre définie simplement par
F(Z) = Fk(Z) = Mrk(fk(z), fk_l(z)) siz € Qk, ke N

Notons f = supyey fr la fonction objectif de 'exemple 4 avec les données de

I’exemple 5. Alors on peut montrer que

f(2) < F(2) < f(2) + /2, pour tout z € . (1.24)

C’est-a-dire que la fonction F régularise f. Le processus de régularisation n’a d’effet
que dans une bande €2, a la fois, ou il lisse les points de non-différentiabilité, sans

affecter les non-différentiabilités des autres bandes.

La fonction F' construite dans l'exemple 5 est en fait convexe et réguliere.
Analysons son chemin central. Pour ¢, = 0, la forme d’antenne du chemin central est
préservée, comme dans I'exemple 4. Chaque segment [z, , z;] appartient au chemin
central car F(z) = fr(2) lorsque z = (x,yx) € Q. Pour y € (yx, yx_1), On sait que
les deux fonctions fi(-,y) et fr_1(-,y) ont pour seul minimum z = 0. Alors, ceci
est aussi le cas pour F(-,y) = M, (fe(-,y), fe—1(-,y)), du fait de la propriété de

monotonicité de M, .

On considere maintenant le cas ou g, # 0 est calculé comme en (1.12).
Pour y € (yk, yx-1), F(-,y) a un seul minimum. Pour y = yx, F (-, yx) = fe(-, yx), en

utilisant la définition des différentes fonctions, un calcul aisé nous donne

argmin F(z, y;) = {(=1)*"'(1 4+ 73,)},
z€R
ou 0 < 7, = 2|eg|/cr < 0.5. Dans 'exemple 5, le chemin central est une courbe
continue (pour y > 0), formant un zigzag avec des tours encore plus grands. Il

est possible de modifier les fonctions utilisées dans I’exemple 5 pour construire une
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fonction F' encore plus réguliere. Les chemins centraux en forme d’antenne et de
zigzag avec une régularité C! sont présentés a la figure 1.5 (le zigzag est la courbe

en tirets). La courbe continue est le chemin central correspondant a une fonction F

de classe C?.

151
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FIG. 1.5 — Chemin central en zigzag pour fonctions objectifs C! et C2.

Le prochain lemme donne des conditions qui assurent la régularité du chemin

central en zigzag.

Lemme 1.3.1 Considérons l'ezemple 5, dans lequel g = yogl, ot v : R — R
est deux fois différentiable et satisfait v'(0) = 0, ainsi que ¥'(t) > 0 et v"(t) > 0
lorsque t > 0. Supposons également que la fonction de régularisation ¢ soit deux fois
différentiable et que la fonction objectif F' soit convexe et de classe CY, avec q > 2.
Alors, le chemin central en zigzag est une fonction de classe C91 de y > 0.

OJ

1.4 Un exemple de classe O

La construction développée dans la derniére section est maintenant étendue
au cas d’une régularisation C'*°, en spécifiant de nouvelles fonctions v, g, et ¢, sans

modifier la forme des chemins centraux.

On utilise pour cela un exemple classique de fonction non analytique de
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classe C™ (voir [27, page 51]), définie par

e 1V gew >0,

(1.25)
0 se w < 0.

weER— H(w) = {
Exemple 6 La fonction F' : 0 — R est construite de facon analogue a celle de
I’exemple 5, avec toutefois les modifications suivantes :
— la fonction support ¢ : [=0.5,1] — R est maintenant définie, pour y €
[—0.5,1], par
vw)=0(3), (1.26)

ol # est la fonction C*° donnée en (1.25);

— les fonctions de perturbation g : 2 — R, pour k£ € N, sont maintenant
obtenues en régularisant, grace & 6, les fonctions g définies en (1.4) : pour
z=(z,y) € Q,

o 1
() =i =0 (3000 (1.27)

— la fonction de régularisation ¢ est maintenant une fonction C'*°; obte-
nue par double intégration d’une fonction densité de probabilité définie a
partir de la fonction 6 ci-dessus.

O

La convexité et la régularité des chemins centraux correspondants & la fonc-
tion objectif F' de ’exemple 6 sont obtenus a l'aide d’arguments analogues a ceux

de la section 1.3. La principale difficulté consiste a montrer que F' est de classe C*.

Remarques.

Les minima des exemples 4-6 ne satisfont pas la condition de complémentarité
stricte, car F'(z,y) = 0 lorsque y < 0. Cependant, les chemins centraux ne seront pas
modifiés si on ajoute a F' un terme ay, avec a > 0. Dans ce cas, on a complémentarité
stricte. On remarque que la forme des chemins centraux est compatible avec le
résultat de McLinden [56] selon lequel, lorsque la complémentarité stricte a lieu, les
points limites d’une sélection convergente quelconque de points centraux sont dans
le centre analytique de 1’ensemble optimal. Ici, le centre analytique coincide avec
I’ensemble optimal car I'unique contrainte est toujours active en les solutions.

Il n’est pas possible de construire des chemins centraux ayant 1’allure de

'antenne ou du zigzag avec une fonction objectif analytique. Monteiro et Zhou [60]
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ont en effet montré que si les fonctions définissant le probleme sont analytiques
(avec d’autres hypotheses raisonnables), le chemin central primal est une courbe
qui converge vers un seul point dans I’ensemble optimal (des résultats analogues
sont donnés par Cominetti [19] et Champion [14]). Partant de la, il est remarquable
qu’avec la régularité C'°°, nous ayons pu construire des chemins centraux d’allure

aussi irréguliere.



Chapitre 2

Algorithme de filtre pour

’optimisation non-linéaire

Dans la deuxieme partie de cette these, nous allons étudier le probleme

d’optimisation non linéaire

minimiser fo(z)
(P) fe(z) =0
fr(z) <0

Les indices des ensembles £ et Z, relatifs aux contraintes d’égalité et d’inégalité
respectivement, sont supposés former une partition de {1,...,m}. Nous supposons
également que les fonctions f; : R* — R (i = 0,1,...,m) sont continiment
différentiables. Les matrices jacobiennes de fe et fr sont notées Ag(-) et Az(-) res-

pectivement. Définissons la fonction f* : R* — R™ par

+ _ fl(l') si 1 €&
fila) = { max{0, f;(z)} s ieT. 21)

Considérons une fonction z € R” — h(x), qui mesure la satisfaction des contraintes

en x et pénalise leur violation. Le plus souvent, cette mesure est donnée par

h(z) =1 (@)l (2:2)

ou || - || désigne une norme arbitraire. Un algorithme d’optimisation non linéaire

doit travailler avec deux criteres parfois antagonistes, fy et h, qui doivent étre si-
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multanément minimisés, sachant que de préférence la mesure h doit tendre vers
zér0.

L’optimalité et ’admissibilité peuvent étre combinées en utilisant des fonc-
tions de pénalisation ou des lagrangiens augmentés, ou peuvent étre considérées
plus ou moins indépendantes I'une de l'autre. Les méthodes étudiées dans ce tra-
vail traitent fy et h comme deux objectifs indépendants. Chaque itération de ces
méthodes est composée de deux phases : une phase de admissibilité, qui fait décroitre
h, suivie d’'une phase d’optimisation, qui fait décroitre fj.

De telles méthodes s’apparentent aux méthodes de gradient projeté de Ro-
sen [74] et GRG de Abadie et Carpentier [1]. Elles ont été étudiées, plus récemment,
par Martinez et Pilotta [53]. En combinant des idées de l'optimisation quadratique
successive et des algorithmes de régions de confiance pour problemes avec contraintes
d’égalité seulement, Celis, Dennis et Tapia [13] ont ouvert une direction de recherche
qui a abouti a la méthode de Byrd et Omojokum [8, 66] : a chaque itération de cette
méthode, on considére une région de confiance centrée sur I’itéré courant z*, et on
calcule un pas normal (de admissibilité) suivi d’'un pas tangent (vers I'optimalité),

k+1 dans la région de confiance. Le pas tangentiel est dans le

noyau de la jacobienne des contraintes en z*.

qui maintiennent x

Les phases de admissibilité et d’optimisation sont devenues plus indépendan-
tes dans les algorithmes de restauration inexacte proposés par Martinez [51] et par
Martinez et Pilotta [52, 53]. Leur région de confiance est centrée sur le point obtenu
apresla phase de admissibilité. Diverses méthodes peuvent étre utilisées pour réduire
h. Ils décrivent un algorithme pour problemes avec contraintes d’égalité non linéaires
et contraintes de bornes. La phase de admissibilité peut aussi utiliser des idées de
Byrd, Gilbert et Nocedal [9] et de Byrd, Hribar et Nocedal [10], qui récrivent le
probléeme en n’utilisant que des contraintes d’égalité et des variables d’écart stricte-
ment positives. Dans ces algorithmes, le progres vers la solution est habituellement
mesuré par une fonction de mérite 1 = fo + vh, ou v est un poids positif. A
I'itération k, les points de {x € R" | ¢)(x) > 1(2*)} sont interdits, et le pas doit
permettre de diminuer la valeur de . Le choix de v est délicat : de petites valeurs
de v peuvent interdire des solutions optimales; de grandes valeurs de v peuvent
rendent ’algorithme trop lent. En regle générale, v doit croitre lorsque 1’algorithme
progresse en augmentant 'importance de A dans . Il fait habituellement interagir

le pas de admissibilité et le pas tangentiel (et réduit leur indépendance). Chaque
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itération ne dépend que de l'itéré courant.

Algorithmes de filtre.

Les algorithmes de filtre définissent une région interdite d’une facon différente
et astucieuse, en mémorisant certains couples (fo(z¥), h(z¥)) au cours des itérations
précédentes, et en rejetant un point s’il est dominé par les z* correspondants, au

sens de la regle usuelle de domination de Pareto :
“x domine y si et seulement si  fo(y) > fo(z) et h(y) > h(zx)”.

Nous ne pouvons pas construire ’ensemble des points interdits, mais il est facile de
vérifier qu'un point en fait partie, en faisant un petit nombre de comparaisons dans
R?. Ces méthodes ont été introduites par Fletcher et Leyffer dans un article fonda-
mental [29], et une preuve de convergence globale a été obtenue par Fletcher, Gould,
Leyffer, Toint et Wachter [28]. Dans ces papiers, chaque phase de admissibilité doit
réduire h jusqu’a ce qu'une propriété dite de compatibilité soit vérifiée. Elle dépend
du rayon de la région de confiance et du modele linéaire des contraintes.

Notre méthode est un algorithme de restauration dans le sens de Martinez
et Pilotta [52], qui utilisent également un filtre. La méthode a les caractéristiques
suivantes :

— chaque itération commence avec un filtre et sa région interdite associée;

— les phases de admissibilité et d’optimisation sont totalement indépendantes,

et peuvent faire intervenir n’importe quels algorithmes (qui doivent tou-
tefois satisfaire quelques hypotheses raisonnables). Le seul lien entre les
deux phases est qu’elles ne doivent pas permettre de générer des points
interdits ;

— aucune compatibilité n’est exigée apres la restauration, il est seulement

demandé que h décroisse d’un ratio fixe;

— dans notre premier algorithme, le nombre de couples (h(z*), fo(z*)) in-

troduits dans le filtre peut-étre soit le minimum possible pour assurer

I’existence d’un point d’accumulation stationnaire.

Hypotheses.
On développe des algorithmes qui génerent des suites (z¥) et (2¥) dans R,

Les hypotheses générales utilisées dans ce travail sont les suivantes :
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(H1) les itérés (z*) et (2*) restent dans une région compacte et convexe
X CR?;

(H2) les fonctions f;(-), pour i = 0,1,...,m, sont Lipschitz continument
différentiables dans un ensemble ouvert contentant X ;

(H3) tout point d’accumulation admissible z € X de la suite (z*) satis-
fait la condition de qualification de Mangasarian-Fromovitz (M-F) : les
gradients V f;(Z), i € £, sont linéairement indépendants, et il existe une
direction d € R" telle que Ag(7)d = 0 et Az(x)d < 0, avec I = {i €
7| fi(z) =0}

Les ensembles linéarisés.

Nous associons a chaque z € R" et a ’ensemble

{z eR" | fe(x) = fe(2), fz(z) < f(2)}

I’ensemble linéarisé
L(z) ={z € R" | Ac(2) (v — 2) =0, fz(2) + Az(2) (v —2) < f7 ()} (23)

On vérifie facilement que :

— la condition de Mangasarian-Fromowitz en un point admissible z est
équivalente a la condition suivante : les lignes de A¢(z) sont linéairement
indépendantes et ’ensemble L(z) a un point intérieur, au sens ou y € L(z)
et fr(z) + Az(2)(y — 2) < f{(2) (condition de Slater);

— les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pour (P) en z coincident
avec les conditions de KKT en z pour le probleme de minimisation de
fo(+) sur L(z). Ces conditions sont aussi équivalentes au fait qu'il n’existe

pas de direction de descente admissible a partir de z dans L(z).

Conditions d’optimalité.
Voici quelques commentaires sur les conditions d’optimalité et le sens que
nous donnerons a l'expression point stationnaire. La direction de Cauchy projetée

ou direction du gradient projeté associée a chaque z € R" est
de(2) = Pry (2 — Vo(2) — 2, (2.4)

ot Pr(w) désigne la projection orthogonale de w € R™ sur ’ensemble fermé I' C R".
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La direction du gradient projeté est bien connue. Voir par exemple Bertsekas [6]. Elle
satisfait d.(z) = 0 si et seulement s’il n’existe pas de direction de descente admissible
a partir de z dans L(z). Nous en déduisons qu’en un point admissible z, les conditions
de KKT sont équivalentes a d.(z) = 0. Si d.(z) # 0, alors V f5(2)Td.(2) < 0. Cette
direction est le principal outil utilisé par Martinez et Svaiter [55] pour définir une
condition d’optimalité a mi-chemin entre les conditions de KKT et de Fritz-John.
Un point admissible T satisfait la condition d’optimalité de Martinez-Svaiter si et

seulement si

lim inf ||d,(z)|| = 0. (2.5)

*—T
Cette condition d’optimalité est constructive : nos algorithmes produisent des points

admissibles qui satisfont (2.5). Ces points seront appelés stationnaires.

Nous avions deux possibilités : ou on considere ceci dans notre travail et
nous n’utilisons pas la condition Fromowitz, ou on 1'utilise et on rappelle que dans
ce cas la KKT et Martinez-Svaiter sont des conditions équivalentes. On choisit la

deuxiéme.

2.1 L’algorithme

Nous allons présenter le schéma de base de la méthode, sans spécifier les
algorithmes internes utilisés pour calculer les pas de admissibilité et d’optimisation.
Ensuite, nous ferons quelques hypothéses sur ces pas et montrerons que toute la suite
générée par l’algorithme a un point d’accumulation stationnaire. Nous montrons

dans la section suivante que des méthodes classiques satisfont ces hypotheses.

Algorithme 2.1.1 Algorithme de filtre.

DONNEES
P eR, Fo=0,F =0, ac(0,1).
k= 0.
REPETER
(fo,h) = (fo(a®) — ah(a*), (1 - a)h(a")).
Construire l'ensemble Fy, = Fy, |J {(fo,h)}.
Définir I'ensemble F, = F, |J {z € R | fo(z) > fo, h(z) > h}.
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Phase de admissibilité :
si h(z%) = 0 alors prendre 2% = ¥,
sinon calculer 2% ¢ F; tel que h(zF) < (1 — a) h(z*);
si impossible, arrét de 1’algorithme : échec.
Phase d’optimalité :
si z* est stationnaire, arrét de 1’algorithme : succes;
sinon calculer 25! ¢ Fy tel que
a* e L(zM) et fo(a* 1) < fo(2").
Mise a jour du filtre :
si. fo(xF ) < fo(a*) alors

Fyiv = Fy, Frp1 = Fy, (itération- fo)
sinon
Fyy1 = Fy Frpa = Fi. (itération-h)
k<« Fk+1.

Un point clé de l'algorithme est la construction du filtre : au début de
chaque itération, le couple (fy(z*) — 0, h(z*) — ), avec § = ah(z¥), a € (0,1), est
temporairement introduit dans le filtre. A la fin de l'itération, on ne garde ce couple
que si 'on n’a pas réduit fy. L’algorithme utilise le filtre et ’ensemble interdit qui
lui est associé. Nous devons avoir a l’esprit que 1’ensemble interdit n’est jamais

construit, il nous aide simplement a comprendre le processus.

Arrét de ’algorithme.
Deux situations peuvent se produire :
(7) un point stationnaire est obtenu. L’algorithme a normalement convergé;
(77) l'algorithme de admissibilité échoue. En fonction de la méthode utilisée pour
calculer le pas de admissibilité, ceci peut se produire du fait de l'existence d’un

point stationnaire Z de h(-), avec h(z) # 0.

Désormais on va supposer que l'algorithme génére des suites infinies (2¥)
et (2*), que les hypotheses (H1-H3) sont satisfaites, et de plus que les conditions
suivantes (sur les algorithmes internes) sont respectées.

L’hypothése principale.

k

Etant donée une iteré z , on définit [’écart du filtre en ¥ par

H;, = min{l,min{hj | (fg,hj) € Fk,fg < fo(xk)}} (2.6)
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Cette quantité est illustrée par la figure 2.1.

» indique (fo(x), h(z))
h
permanent temporaire
® x k
zk
Hy Z +Ad
f

Fi1G. 2.1 — Exemple d’ensemble F}, et de la quantité H.

Notre hypothese principale est :
(H4) Etant donné un point admissible non stationnaire z € X, il existe un voisinage

V de 7z tel que pour tout z¥ € V,

fo(#*) = fo(z"*1) = Q(VHy). (2.7)

On note que (H4) est une condition locale. L’égalité (2.7) signifie qu'il existe
v > 0, dépendant de 7, tel que si 2% est proche de z, alors fo(2*)— fo(251) > v /Hj,.

Compte-tenu de nos hypotheses et de la construction de ’algorithme, nous
avons les propriétés suivantes :
— g*P ¢ F.. pour tous k € Net p > 1;
— étant donné k£ € N, au moins une des deux situations suivantes est
vérifiée :
(i) h(z*) < (1-a)h(zh),
(it) fo(z"t1) fo(a*) —a h(a*);
— b7 > 0 pour tous k € N et j € N tel que (f, h') € F,. Et encore, Hj, > 0
pour tous k € N.

<
<

Dans I’Algorithme 2.1.1, le couple (fo, ﬁ) est inclut dans le filtre & la fin
de 'itération si et seulement s’il s’agit d'une itération-h. Si h = h(z*) = 0, alors

2k =ak et fo(xF L) < fo(2*), donc l'itération k est une itération- fo.

Voici la suite des résultats.
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Lemme 2.1.2 Soit © € X un point non stationnaire. Alors il existe un voisinage

V de z tel que pour tout ¥ € V', litération k est une itération-f.

OJ

Lemme 2.1.3 Supposons que (x¥)pen n'ait pas de point d’accumulation station-

naire. Alors, pour k suffisamment grand, l’itération k est une itération-fj.

Il
Théoréme 2.1.4 La suite (z*) a un point d’accumulation stationnaire.

O
L’hypothese (H4).

On postule cette hypothese pour chaque itération complete. Quoique cela
peut etre difficille a vérifiér pour des algorithmes spécifiques, son interprétation
est simple : proche d’'un point non stationnaire, le pas d’optimalité domine, et la
réduction de f, est grand. L’écart du filtre Hy indique combien A peut augmenter
dans le pas tangentiel, et étant tangentiel, ou s’attend a ce que h change avec le
carré de la variation de x. Dans un pas tangentiel efficace fy peut varié linéairement
avec la variation de z, et alors (H4) sera avéré.

Maintenant nous montrons comment (H4) peut étre remplacé par des hy-

potheses plus simples faites séparément pour les pas d’admissibilité et d’optimalité.

Condition sur le pas de admissibilité.

(H5) A chaque itération, la phase de admissibilité permet de satisfaire
h(z®) = h(2") = Q(||=* - 2*)). (2.8)

Condition sur le pas d’optimalité.

(H6) Etant donné un point admissible non stationnaire z € X, il existe un voisinage

V de 7z tel que pour tout z* € V,

fo(¥) = fola*+') = Q(V/Hy). (2.9)

On montre deux résultats par rapport ces hypotheses.
Lemme 2.1.5 (H5) et (H6) impliquent (Hj).

Lemme 2.1.6 Supposons que (H5-H7) soient verifiées. Alors étant donné un point

admissible non stationnaire T € X, il existe un voisinage V de T tel que pour tout
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iteré ¥ € 'V,
fo(a®) = fo(z"*1) = Q21 — 2*|)).

2.2 Algorithmes internes

Dans cette section, on s’intéresse aux pas internes utilisés a chaque itération
de algorithme principal. Nous supposons que I’Algorithme 2.1.1 a généré des suites

infinies (z¥) et (%) et que les Hypotheses (H1-H3) sont satisfaites.

Calcul du pas de admissibilité.

Le but de la phase de admissibilité est de trouver un point z¢ ¢ F, tel
que h(zF) < (1 — a)h(z*). Le procédé mis en ceuvre peut étre n’importe quel algo-
rithme itératif qui réduise A (en un nombre fini d’étapes) car comme nous avons vu
ci-dessus, pour toutes les entrées du filtre (fg, h’) € Fy, on a h? > 0. Le pas de ad-
missibilité étudié par Martinez [51] satisfait I'hypothese (H5) et il peut étre appliqué
directement dans notre cadre. Nous n’allons donc pas le détailler. L’algorithme de
admissibilité peut échouer si h(-) a un point stationnaire qui n’est pas admissible

pour (P). Dans ce cas, la méthode échoue.

Calcul du pas d’optimalité.

k+1 dans ’ensemble linéarisé

Le pas tangentiel doit permettre de trouver x
L(2*) tel que fo(z**') < fo(2%), et de sorte que 2**1 ¢ F.. On va décrire une
méthode a régions de confiance générale, et montrer que le pas qui en résulte satisfait

les hypotheses (H6) et (HT7).

Le modele quadratique.
Soit ¥ € X généré par I’Algorithme 2.1.1 dans la phase de admissibilité.

k

L’algorithme de régions de confiance associe a z* un modele quadratique de fy,

€ R" s my(x) = fo(2F) + V(M) (z — 2F) + %(w — M Bp(x — 2%),  (2.10)

ol By, est une matrice n x n symétrique. Cette matrice peut étre une approximation
de V?fy(2*), ou tout autre matrice vérifiant ’hypothese (H8) ci-dessous. Normale-
ment, By est une approximation du hessien d’'une fonction lagrangienne, auquel cas

my, n’est pas un modele de fy; nous ne nous sommes pas intéressés a ce point.
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(H8) Il existe 3 > 0 tel que le modele quadratique (2.10) satisfasse ||Bg|| < § pour
tout £ € N.

L’algorithme de régions de confiance utilise un rayon A > 0 et il calcule
un pas d(z¥,A) € R" tel que ||d(z*,A)|| < A. Nous définissons la prédiction de

réduction pour le pas d(z*, A) comme
pred(2F, A) = my(2F) — mp(2F + d(2*, A)), (2.11)
et la réduction véritable comme
ared(2¥, A) = fo(2%) — fo(2F 4+ d(2*, A)). (2.12)

Dans le calcul du pas tangentiel qui sera discuté ci-dessous, on fait les choix suivants
pour simplifier le procédé :
(1) chaque itération commence avec un rayon A > A, ot Ay > 0 est fixé. La
choix de ce A n’est pas important pour la théorie, et on prend celui qui est
issu de l'itération précédente ;

(2) un pas d(z*, A) n’est accepté que si la condition de décroissance
ared(2*, A) > n pred(z*, A) (2.13)

est satisfaite, pour n € (0,1) donné;

(3) on résout approximativement le probleme

minimiser my(z)
r e L(2%) (2.14)
lz = 2% <A,

ot || - || est une norme quelconque sur R™.

Voici ce que nous entendons par “résoudre approximativement” le probleme (2.14).
Etant donnés 2 € X et 'ensemble L(z), la direction du gradient projeté est définie
par
de(2) = Pr(2 — Vfo(z)) — 2. (2.15)

Définissons

p(2) = = Vfo(2)"
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Alors ¢ donne la vitesse de décroissance de fy au long de d..

Comme d’habitude, on dénote d* = d.(2*), p* = p(2*). Comme nous avons
dit dans la introduction, au début de cette section, si z est un point admissible non
stationnaire alors ¢(z) > 0.

Maintenant on va utiliser des résultats connus sur minimisation de my/(+)
le long d’une direction — vois la discussion du point de Cauchy en [65]. Définissons
le point de Cauchy généralisé comme le minimiseur de my(-) le long de d., dans la
région de confiance {z € R | ||z — 2*|| < A},

z. = argmin {my(z) | |z — 2*|| < A,z =25 + MdE, X € [0,1]}.

On sait que

Eof o k
mk(zk) - mk(xc) > min ) ||dc||7 A
2 | By

ou £ dépend de la norme utilisée.

Utilisant la Hypothese (HS8), ca peut étre réécrit comme
k k
my, (2%) — my(ze) > % min{%, x|l A} : (2.16)

On accepte comme une solution approchée de (2.14), quelque solution ad-
missible pour ce probleme qui satisfait (2.16).

Apres établir le pas de région de confiance on va étudier ses propriétés.

Algorithme 2.2.1 Pas d’optimalité.

DONNEES
n € (071)7 Amzn > 07 Zk ¢ ﬁk, A = AO 2 Amzn
REPETER
Calculer d = d(2*, A) tel que ||d|| < A, 2* +d € L(2*) et
AT B A
pred(2*, A) > > min{ —— ||d¥]|,A ¢ .
2 | B ||

Calculer ared(z*, A) = fo(2%) — fo(2* + d).

si 2 +d ¢ F, et ared(2F, A) > npred(z¥,A)  alors
prendre zF ! = 2F +d, A, = A
arréet de ’algorithme : succes;

sinon A = A/2.
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Maintenant on va étudier le pas d’optimalité proche d’un point admissible
non stationnaire x € X. Le premier lemme dit que si on ignore le filtre, alors le pas

de région de confiance est grand proche de Z.

Lemme 2.2.2 Soit © € X un point admissible non stationnaire qui satisfait une
condition M-F. Alors il existe un voisinage V de z, A€ (0, Apin) et une constante
¢ > 0 telle que pour tout 2* € V,
(i) pour tout A >0, pred(z*,A) > & min{A, A},
(i1) pour tout A € (0,A), ared(z*, A) > npred(z*, A) > né A.
[
Algorithme 2.2.1 dans l'itération & commence avec A > A, et itére en
faisant A7 = 279A° j = 0,1,--- et calculant pour chaque A7 le pas d(z*, A7). Si
AJ < A, alors la condition ared(z*, A7) > 1y pred(z*, A7) est satisfaite : le rayon AJ
peut seulement étre rejeté si 2F + d(2%, A7) € F.
Par construction, zF ¢ Fy, car h(zF) < (1 — a)h(a*). Comme F, est un
ensemble fermé, nous avons que pour AJ suffisamment petit, z¥ + d(z*, AY) ¢ F.

Ceci montre que I’algorithme toujours termine.

Lemme 2.2.3 Soit x € X um point admissible non stationnaire satisfaisant une
condition M-F, et supposons que (2.8) vaut. Alors il existe un voisinage V de T tel

que pour x* € V,

fo(z") = fo(e™) = QV/Hy), (2.17)
o) = fo(a™) = Q(lla*" = 2*|)), (2.18)

ot ! = 2k 4+ d(2*, A) est calculé par ’Algorithme 2.2.1.

Améliorations.

On présente trois améliorations pour nos algorithmes. D’abord, nous améliorons
I'analyse de convergence, en montrant que sous les hypotheses (H5,H6) les valeurs
de la fonction objectif convergent toujours, limitant ainsi beaucoup la possibilité
d’atteindre des points d’accumulation non stationnaire, spécialement quand (H7)
est ajouté. Alors nous montrons comment un petit changement dans 1’algorithme
principal exclue la possibilité de gérer des points d’accumulation non stationnaires.
Apres, on discute un pas d’optimalité simplifié, en utilisant les matrices jacobiennes

déja calculées dans la phase de admissibilité en place de les recalculer en z*.



Conclusion

Dans la premiere partie, j’étudie, dans le cadre de 'optimisation convexe,
quelques exemples de chemins centraux a I’allure mouvementée. Certains d’entre eux
sont formés d’un nombre infini de segments centraux de longueur fixe ; d’autres mani-
festent des oscillations avec une variation infinie. Ces chemins peuvent se rencontrer
meéme si les données du probleme sont infiniment différentiables. Nous concluons
que convexité, méme avec différenciabilité a quelque degré, encore que les fonctions
qui parties au probleme soient C'°°, n’est pas suffisante pour empecher les formes
pathologiques de la trajectoire centrale. Le résultat est en effet surprenant, puisque
Monteiro et Zhou [60] garantissent que, si les fonctions qui entre dans la définition
du probleme sont analytiques, conjointement avec d’autres hypotheses raisonnables,
alors la trajectoire centrale primale est une courbe qui converge vers un seul point
dans I’ensemble optimal.

Nous désirons étudier, dans des travaux futures, du point de vue de la
complexité, quelles sont les conséquences algorithmiques de nos exemples sur les
méthodes de points intérieurs pour ’optimisation non linéaire.

Dans la deuxieme partie de ma these, j’ai introduit un algorithme de filtre
globalement convergent pour 1’optimisation non linéaire. Dans le format actuel de
cet algorithme, leffet Maratos [49] peut se produire. Il serait souhaitable d’inclure
dans 'algorithme une technique pour éviter 'effet Maratos (troncature du pas). J'ai
aussi 'intention de proposer un algorithme de points intérieurs pour I'optimisation
non linéaire qui utilise la technique de filtre, sous la forme présentée dans cette these,

et les idées de I'algorithme proposé dans [9, 10].
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