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O conceito de limite

AULA 1 -09/02

AULA DE HOJE: O CONCEITO DE LIMITE
@ Motivagdo: Taxas de variagdo média e instantanea.
@ Defini¢ado de limite.
@ Primeiras propriedades.

@ Exemplos.
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TAXA DE VARIACAO

@ Considere por Q uma grandeza que varia com o tempo ¢ e digamos que a variagdo desta
grandeza é dada por uma funcéo f. Por exemplo, Q poderia ser:

* O tamanho de uma populacio;
* O volume de 4gua em um reservatorio;
* A quantidade de uma substancia quimica em uma reacgao;

* A distancia percorrida por um objeto apds ¢ segundos.
@ A variagdo em Q do instante de tempo fy ao instante fo + At é o valor
AQ =f(to + Ar) — f(to).
@ A taxa média da variacdo de Q (por unidade de tempo) neste intervalo de tempo é

AQ _ f(to + Af) —f(t0)
At At

Pergunta: Qual € a taxa de variag@o no instante fy? Ou ainda, como determina-la?
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VELOCIDADE INSTANTANEA

@ Suponha que uma particula se movimenta ao longo de uma reta horizontal e que sua
posicdo (em metros) num instante ¢ (em segundos) seja descrita por uma funcdo, digamos

1+ s(t) = 5 + 100.

* Como obter a velocidade média durante um certo intervalo de tempo?

+ Como obter a velocidade instantinea num instante fy?
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Um problema inicial

ACHO QUE VOCES JA OUVIRAM FALAR SOBRE O MOVIMENTO

UNIFORMEMENTE VARIADO...

O movimento uniformemente variado pode ser caracterizado pela funcéo

s(t) = %m2 + bt +c.

*

() é a posi¢do no instante 7.

* aindica a acelerag@o.

*

¢ indica a posi¢do inicial no instante r = 0.

b indica a velocidade inicial no instante t = 0.

*
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BATENDO O MARTELO...

Taxa de variagdo de varia¢@o no instante #y:

Ly LU0+ A1) — f(to)

A1—0 At
* Como formalizar o conceito lima,—07
* Todas as fungdes possuem uma taxa de varia¢do de variagcdo instantdnea em qualquer

ponto de seu dominio?
* Como calcular limites?

* Terei que fazer muitos exercicios? ( Spoiler: sem limites.....)
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Limite

AS FUNCOES DE INTERESSE

IMPORTANTE

Iremos considerar neste curso (a menos de mengdo contraria) fungdes do tipo
f:Dom(f) CR—R

para as quais o dominio Dom(f) é um intervalo, ou uma reunido de intervalos.

Exemplos:
@ f:R— R, comf(x) =x*+1.
@ f:[0,00) = R, com f(x) = cos(x).
@ f:(0,5] —» R, com f(x) = In(x).

° f: (_0070) ) (07 7} — R, comf(x) = %

MATE7052 2022 - Curitiba 7115




Limite

RELEMBRANDO PROPRIEDADES DO MODULO DE UM NUMERO REAL

DEFINICAO
Dado um nimero real ¢, defini-se

I = t, se t >0,
Tl —t, se t<0.

EXERCICIO: MOSTRE AS SEGUINTES PROPRIEDADES

(a) |t] < ase,esomentese, —a <t<a.
(b) |t| = V2, paratodo r € R.

(©) |xy| = [x[ly|, para todo x,y € R.

(d) |x+y| < |x| + ||, para todo x,y € R.
@ |x—=yl = x| = yl, paratodo x,y € R.
(f) |x—y| > |y| — ||, para todo x,y € R.

(@ |lx] = || £ |x—y|, paratodox,y € R.
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Limite

UM POUCO MAIS SOBRE A PROPRIEDADE (A)....

@ Considere xo € Re § > 0. Note que vale a igualdade

{x € R;|x —xo| < 6} = (x0 — I, x0 + 9)

UM EXEMPLO BEM INTERESSANTE

@ Considere uma func¢do f : R — R e x9, L € R dois niimeros reais. Suponha que tal
fungdo satisfaca a seguinte propriedade:

(I) dado e > 0, existe § > 0 tal que

x —x| <d = |[f(x) —L| <e

@ E importante observar que a propriedade (I) equivale a seguinte afirmacio:
(I1) dado € > 0, existe § > 0 tal que

xX€(xo—06,x0+0) = f(x) € (L—¢,L+e).
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Limite

DEFINICAO (LIMITE)

Sejam f : Dom(f) C R — R uma fungéo e xo um nimero real pertencente ao dominio de f, ou
um dos extremos dos intervalos que compdem Dom(f). Dizemos que f tende a um nimero real
L, quando x se aproxima de xo, se vale a seguinte propriedade

(x) dado (qualquer) € > 0, existe § > 0 tal que

x€Dom(f)e|x—x| <d = |f(x) —L| <e.

@ Neste caso, poderemos utilizar as seguintes notagoes:

lim f(x) =L, f(x) =L

X=X

@ Note que () equivale a:
(**) dado (qualquer) € > 0, existe § > 0 tal que

x € Dom(f) N (xo — 6,x0 +39) = f(x) € (L—¢€,L+e¢).
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Limite

EXEMPLOS (POR DEFINICAO E ANALISANDO OS GRAFICOS)

@ Considere a fun¢do f : R — R dada por f(x) = 3x + 2. Neste caso, lim,—; f(x) = 5.
@ Considere a fungdo f : R — R dada por

) x+2, se x> 1,
f(x)i{ —x, se x < 1.

Neste caso, ndo existe lim,—, f(x).

@ Sejam A = (0,1) U (1,00) e afungdof : A — R dada por f(x) = 1/(x — 1). Neste
caso, ndo existe limy—_,1 f(x).
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Limite

UM RESULTADO MUITO IMPORTANTE

TEOREMA (OPERACOES)

Sejam f e g duas fungdes reais com mesmo dominio e suponha qu

lim f(x) =L e lim g(x) =M.

X=X X—+X0

Sdo validas as seguintes afirmagdes:
(@) Hmy [(f + g)(x)] = lmysy f(x) + limyy, g(x) = L+ M;
(b) Tty [ — £)(X)] = Ly £ (3) — sy 8(6) = L — M;
(c) dado A € R, lim—y, Af(x) = Alimysy, f(x) = AL;
(d) lmyy [(f - &) (x)] = limyoy, f(x) - limy sy, g(x) = L - M;

(e) supondo que g ndo se anule em seu dominio e que M # 0, entdo

lim *(x = 71,1mxHX0f(x) = £
x—x) & hm){*)x() g(X) M
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Limite

UM RESULTADO MUITO UTIL

TEOREMA (LIMITE POR SUBSTITUICAO)
Sejaf : Dom(f) C R — R uma fungéo tal que f é de um dos seguintes tipos:
@ polinomial;
@ trigonométrica;
@ exponencial;
@ logaritmica.

Nestas condi¢des, dado xo € Dom(f), vale a igualdade

lim £(x) = £(x0).

X—XQ
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Limite

EXEMPLOS

@ Considere a fungdo constante f : R — R dada por f(x) = c. Neste caso,

lim f(x) = ¢, sejaqual for xo € R.

X—+XQ
@ Considere a fungdo f : R — R dada por f(x) = 3x + 2. Neste caso,
lim f(x) = (1) = 5
x—1
@ Considere a fungdo f : [0,3] — R dada por f(x) = ¢". Neste caso,
limf(x) =f(1) =¢' =e.
x—0
@ Considere a fun¢do f : [—7/2,7/2] — R dada por f(x) = sen(x). Neste caso,

lim f(x) =f(7/2) = sen(w/2) = 1.

x—m/2
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Limite

EXEMPLOS

@ Considere a fungdo f : (0,00) — R dada por f(x) = x* + ¢* — 3 In x. Neste caso
limf(x) = lim[x* 4 ¢ — 3Inx]
x—=2 x—2

R BT .
=limx” + lime* —3limIlnx
x—2 x—2 x—2

:4+€2—31H2.

@ Considere a fun¢do i : R — R dada por

sen(x)
hix) =
() x2+1
neste caso,
l' X ™
lim h(x) = Tm% /zsin(x) = 21 .
x—w/2 llmxﬁﬂ-/zx +1 WT +1
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Limite

ALGUNS CASOS DE QUOCIENTES...

@ Note que ndo podemos aplicar a regra do quociente em

R o
x——1 x2 +4x+3

TEOREMA
Sejam f e g duas fungdes que satisfazem a seguinte propriedade:

* existe r > 0 tal que
J(x) =g(x), Vxe (p—r,p+r), x#p.

Nestas condigdes, se existe lim g(x), entdo também existird lim f(x). Além disso,
x—p x—p

limf(x) = lim g(x).

X—p xX—=p
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