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cdo de fungoes

AULA 2 -11/02

AULA DE HOJE: LIMITES LATERAIS E LIMITE DE FUN(;AO COMPOSTA
@ Limites laterais
@ Composi¢do de fungdes.

@ Limites de fun¢des compostas
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Relembrando

AS FUNCOES DE INTERESSE

IMPORTANTE

Iremos considerar neste curso fungdes do tipo f : Dom(f) C R — R para as quais o dominio
Dom(f) é um intervalo, ou uma reunidio de intervalos.

DEFINICAO (LIMITE)

Sejam f : Dom(f) C R — R uma fungéo e xo um nimero real pertencente ao dominio de f, ou
um dos extremos dos intervalos que compdem Dom(f). Dizemos que lim,_,, f(x) = L se vale
a seguinte propriedade:

(%) dado (qualquer) € > 0, existe § > O tal que

x€Dom(f)e|x —x| <d = |f(x) —L| <e.

Ou, de modo equivalente,

(%*) dado (qualquer) € > 0, existe § > 0 tal que

x € Dom(f) N (xo — 6,x0 + ) = f(x) € (L—¢€,L+e¢).
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Limites laterais

LIMITE A DIREITA

DEFINICAO
Sejam f : Dom(f) C R — R uma fun¢io e p um niimero real que satisfaz a seguinte condigéo:
@ existe b € R tal que (p,b) C Dom(f).

O limite lateral de f a direita em p, quando existe, € o nimero real M que satisfaz a seguinte
propriedade:

(%) dado (qualquer) € > 0, existe § > 0 tal que
x€(pp+d) = [flx) —M| <e
Ou, de modo equivalente,
(*%) dado (qualquer) € > 0, existe § > 0 tal que
xe(p,p+d) = f(x) € (M —e,M+e).

@ Utilizaremos a notacao
lim f(x) = M.

x—pt
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Limites laterais

LIMITE A ESQUERDA

DEFINICAO
Sejam f : Dom(f) C R — R uma fun¢io e p um niimero real que satisfaz a seguinte condigéo:
@ existe a € R tal que (a,p) C Dom(f).

O limite lateral de f a esquerda em p, quando existe, ¢ o nimero real N que satisfaz a seguinte
propriedade:

(%) dado (qualquer) € > 0, existe § > 0 tal que
x€((p—-40,p) = |f(x) —N|<e
Ou, de modo equivalente,
(*%) dado (qualquer) € > 0, existe § > 0 tal que
x€(P—40,p) = f(x) € (N—¢,N+e).

@ Utilizaremos a notacao
lim f(x) = N.

X—=p~
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Limites laterais

EXEMPLO

@ Considere g : R — R uma fung¢@o cujo grifico € exibido abaixo.

y
y=8(®
1= ——e
- x

1 2 3
(a) lir}lﬁf(x) =? (d) 1irzr£f(x) =?
(5) lim () =7 (¢) lim f(x) =7
(©) lmf(o) =? ()t f(o) =?
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Limites laterais

UM RESULTADO IMPORTANTE

TEOREMA

Sejam f : Dom(f) C R — R uma fungéo e p um ndmero real que satisfaz a seguinte condigéo:

@ cxiste a € R tal que (a,p) C Dom(f).
@ cxiste b € R tal que (p,b) C Dom(f).

Nestas condi¢des, temos
limf(x) =L

xX—p
se, e somente se, as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
(D) existe lim f(x);
x—pt
(I) existe lim f(x);
X—)p_

(II) vale a igualdade
lim f(x) =L = lim f(x).

X—p x—pt
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Limites laterais

EXEMPLO

@ Considere g : R — R uma fung¢@o cujo grafico € exibido abaixo.

y
y=g§k)
10— ——-
L x
1 2 3
(a) limf(x) =? (b) limf(x) =2 () lim () =?
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Limites laterais

CONSEQUENCIAS IMPORTANTES DO TEOREMA ANTERIOR

@ Sejam f : Dom(f) C R — R uma func¢o e p um nimero real que satisfaz a seguinte
condicao:

* existe a € R tal que (a,p) C Dom(f).
* existe b € R tal que (p,b) C Dom(f).
TEMOS ENTAO QUE:

(a) se ndo existe um dos limites laterais, entdo ndo existe lim f(x).
X—p

(b) se os limites laterais existem, mas

lim f(x) # lim £(x),

X—p— X—>p—

entdo ndo existe lim f(x).
x—p
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Limites laterais

EXEMPLO

@ Considere a funcdo f : R \ {0} — R dada por

Afirmacdo: Nao existe lim f(x).
x—=0
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Fungoes compostas

RELEMBRANDO...

FUNCAO COMPOSTA

Sejam f : Dom(f) C R — Re g : Dom(g) C R — R duas funcdes que satisfazem a seguinte
propriedade:
Im(f) C Dom(g).

Nestas condi¢des, defini-se a fun¢ao
gof :Dom(f) - R

pondo
(g0f)(x) = &(f(x)), x € Dom(f).

EXEMPLO

Dadas f, g : R — R definidas por f(x) = x* + 1 e g(x) = ¢, temos
(fog)®) =f(e) = [gW] +1 =[] +1=e"+1.
(g00)(x) = g (x) =) = """,
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Fungoes compostas Limites de compostas

LIMITES

TEOREMA (LIMITE POR SUBSTITUICAO)
Sejaf : Dom(f) C R — R uma fungéo tal que f é de um dos seguintes tipos:
@ polinomial;
@ trigonométrica;
@ exponencial;
@ logaritmica.

Suponha g : Dom(g) C R — R uma fungio tal que exista a composta f o g. Se

lim g(x) = L € Dom(f),

x—=p

entao

im0 6)0) =7 (I e)) =1(0)

xX—p
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Limites de compostas

EXEMPLOS

. 2
° )1[1_1)1(1)56}1 (x +7r/2)
@ limln(x+1)

x—0

(#+2)

@ lime
x—0
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