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25 DE ABRIL

Aula de hoje: Teorema do fluxo tubular

@ Trajetdrias e fluxo

@ Fluxo tubular
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Campos de vetores

RELEMBRANDO

TEOREMA (1)

Sejaf : A — R" um campo de vetores de classe C' sobre o aberto A C R". Nestas condicdes,
dados 7o € R e xo € A, existe uma tinica solu¢do do P.V.L

{5 ®

definida num intervalo maximal (aberto) Ip = (v, 8) que contém #.
v
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Campos de vetores

OBSERVACAO
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ampos de vetores

OBSERVACAO

(a) Sex;:I; —» R", i = 1,2, sdo duas solu¢des do problema (1) definidas em intervalos
I; C R, entdo x; (l‘) = XZ(Z), Viel,ND.
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Campos de vetores

OBSERVACAO

(a) Sex;:I; —» R", i = 1,2, sdo duas solu¢des do problema (1) definidas em intervalos
I; C R, entdo x; (l‘) = XZ(Z), Viel,ND.

(b) Dado qualquer compacto IC C U, sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:
@ Se 8 < oo, entdo existe 1o < 1* < S tal que (¢, x(¢*)) € U\ K.
@ Se —00 < a, entdo existe « < 1 < 1y tal que (¢, x(*)) € U\ K.

@ Se A=R"ex:I— R"éuma solugdo tal que {||x(r)||, V¢ € I} é limitado, entdo I = R.
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(b) Dado qualquer compacto IC C U, sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:
@ Se 8 < oo, entdo existe 1o < 1* < S tal que (¢, x(¢*)) € U\ K.
@ Se —00 < a, entdo existe « < 1 < 1y tal que (¢, x(*)) € U\ K.

@ Se A=R"ex:I— R"éuma solugdo tal que {||x(r)||, V¢ € I} é limitado, entdo I = R.

(c) Note que se ¢ é uma solugio de x' = f(x) definida em I C R, entdo dado * € R temos
que ¢* (1) = p(r + ") também € uma solucdo, agora definida no intervalo J* =1 — ¢*.
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Campos de vetores

OBSERVACAO

(a) Sex;:I; —» R", i = 1,2, sdo duas solu¢des do problema (1) definidas em intervalos
I; C R, entdo x; (l‘) = Xz(l), Viel,ND.

(b) Dado qualquer compacto IC C U, sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:
@ Se 8 < oo, entdo existe 1o < 1* < S tal que (¢, x(¢*)) € U\ K.
@ Se —00 < a, entdo existe « < 1 < 1y tal que (¢, x(*)) € U\ K.
@ Se A=R"ex:I— R"éuma solugdo tal que {||x(r)||, V¢ € I} é limitado, entdo I = R.

(c) Note que se ¢ é uma solugio de x' = f(x) definida em I C R, entdo dado * € R temos
que ¢* (1) = p(r + ") também € uma solucdo, agora definida no intervalo J* =1 — ¢*.

(d) Em particular, podemos sempre considerar (1) com a condi¢@o inicial x(0) = xo.
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Campos de vetores

DEFINICAO (FLUXO)
Para cada x € A considere /(x) o intervalo maximal da solu¢do médxima do problema

x' = f(x), x(0) = x. Ponha
0= {(l,x) eR™ rel(x), x e A} CRx A

O fluxo de f é, por defini¢ao, a aplicagdo ¢ : {2 — R" dada por

o(t,x) = x(n)=x + A[,f'(é(s7x))ds.
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Campos de vetores

DEFINICAO (FLUXO)

Para cada x € A considere /(x) o intervalo maximal da solu¢do médxima do problema
x' = f(x), x(0) = x. Ponha

0= {(l,x) eR™ 1 e (), xeA} CRx A

O fluxo de f é, por defini¢ao, a aplicagdo ¢ : {2 — R" dada por

o(t,x) = x(n)=x + /Olf'(d)(s?x))ds.

TEOREMA (2)
Sef: A— R"édeclasse C*, 1 < k < oo, entdo  é um aberto e ¢ é de classe C*.
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Campos de vetores

DEFINICAO (FLUXO)

Para cada x € A considere /(x) o intervalo maximal da solu¢do médxima do problema
x' = f(x), x(0) = x. Ponha

0= {(l,x) eR™ 1 e (), xeA} CRx A

O fluxo de f é, por defini¢ao, a aplicagdo ¢ : {2 — R" dada por

o(1,x) = x(1)= x + / P65, ))ds.

TEOREMA (2)

Sef: A— R"édeclasse C*, 1 < k < oo, entdo  é um aberto e ¢ é de classe C*.

PROPOSICAO (1)

Se ¢ : Q — R" é o fluxo de um campo f : A — R" de classe C', entdo
o1, d(s,%)) = p(t + 5,%),

para quaisquer ¢, s € Rex € Ataisque s, 7+ s € I(x).
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Trajetérias

TRAJETORIA (ORBITA)

DEFINICAO
Chamamos de trajetoria (ou 6rbita) de um ponto x € A a solu¢do maximal ¢, : R — A da
equacdo x' = f(x) com condigdo inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

O, = {x(t), Vt € R}

como sendo a trajetdria de x.
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Trajetérias

TRAJETORIA (ORBITA)

DEFINICAO

Chamamos de trajetoria (ou 6rbita) de um ponto x € A a solu¢do maximal ¢, : R — A da
equacdo x' = f(x) com condigdo inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

O, = {x(t), Vt € R}

como sendo a trajetdria de x.

PROPOSICAO (2)

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R”. Entfo, duas 6rbitas nunca se
interceptam, a menos que sejam a mesma trajetéria (médulo uma translagdo no tempo).
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Trajetérias

TEOREMA (3)
O fluxo ¢ : R x A — R" de um campo f : A — R" de classe C' é uma aplicagio que satisfaz
a equagao

99

E(lax) :f(¢(t7x))7 (tvx) ERXxA

Além disso:

(a) paracadat € R, aaplicacio ¢ = ¢(z,-) : A — A é um difeomorfismo de classe C' de
A sobre A;

(b) vale a a propriedade de grupo
Qrys = ¢ 0 @5, Vt, 5 €ER;

(c) paracadat € R, ¢_; é aaplicacdo inversa de ¢;;
(d) ¢o =id|a.
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CLASSIFICACAO DE TRAJETORIAS

DEFINICAO

As trajetérias de uma equagio autdnoma x’ = f(x) sdo classificadas em trés tipos:
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CLASSIFICACAO DE TRAJETORIAS

DEFINICAO
As trajetérias de uma equagio autdnoma x’ = f(x) sdo classificadas em trés tipos:

@ trajetéria periédica: se existe T > 0 tal que ¢(r + T, x) = ¢(¢,x), paratodo r € R.
Neste caso, dizemos que x é um ponto periddico;
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dizemos que x € um ponto regular nio periédico;

@ trajetéria estacionaria: ¢(,x) = x, para todo t € R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estaciondrio.

OBSERVACAO

@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.
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OBSERVACAO

@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.

@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.
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Neste caso, dizemos que x é um ponto periddico;

@ trajetéria regular nio periddica: ¢(z,x) # ¢(s, x), para todo ¢ # s. Neste caso,
dizemos que x € um ponto regular nio periédico;

@ trajetéria estacionaria: ¢(,x) = x, para todo t € R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estaciondrio.

OBSERVACAO
@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.
@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.

@ Um ponto estaciondrio também é chamado de ponto singular.
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@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.

@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.
@ Um ponto estaciondrio também é chamado de ponto singular.

@ Singularidades também sdo chamadas de ponto de equilibrio.
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PROPOSICAO (3)

Sejay : (a,b) — R" a trajetéria de algum ponto g € A. Se existe
lim¢(z,q) = p € A,
t—b

entdo b = oo e p € estaciondrio.
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Teorema do fluxo tubular

CAMPO LAMINAR

@ Considere o campo constante F : R" — R" definido por

F(yi,...,y) = (1,0,...,0)
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Teorema do fluxo tubular

CAMPO LAMINAR

@ Considere o campo constante F : R" — R" definido por

F(yi,...,y) = (1,0,...,0)

@ Note que o fluxo ¢ de F é dado por

&(t,y) = (T+y1,y2,- -, Yn).
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Teorema do fluxo tubular

CAMPO LAMINAR

@ Considere o campo constante F : R" — R" definido por

F(yi,...,y) = (1,0,...,0)

@ Note que o fluxo ¢ de F é dado por

&(t,y) = (T+y1,y2,- -, Yn).

@ Como fica a representacdo geométrica de ¢?
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Teorema do fluxo tubular

DEFINICAO

Dizemos que xo € A é um ponto com a propriedade do fluxo tubular do campo f : A — R”
se existem:

(i) uma vizinhanga aberta % de xo em A,
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Teorema do fluxo tubular

DEFINICAO

Dizemos que xo € A é um ponto com a propriedade do fluxo tubular do campo f : A — R”
se existem:

(i) uma vizinhanga aberta % de xo em A,
(ii) um aberto # C R,
(iii) um r > 0 e um difeormorfismo
§:U — (—r,r) x W

que conjuga o fluxo ¢ de f em % com o fluxo 1) do campo laminar F em %, ou seja,

g(gb(l,x)) = w(tvg(x))7 vt € (_r7 r)avx cE%.
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Teorema do fluxo tubular

DEFINICAO

Dizemos que xo € A é um ponto com a propriedade do fluxo tubular do campo f : A — R”
se existem:

(i) uma vizinhanga aberta % de xo em A,
(ii) um aberto # C R,
(iii) um r > 0 e um difeormorfismo
8§ U — (—r,r)x W

que conjuga o fluxo ¢ de f em % com o fluxo 1) do campo laminar F em %, ou seja,

8(p(1,x)) = (1, 8(x)), Vi € (=r,r),Vx € U .

EXEMPLO
Dados (x7,x3) € R*\ {(0,0)} e f(x1,x2) = (Mix1, \axa), A, A2 € R\ {0}, temos

L)
1 X x1\ M
g(x1,x2) = N In (é) ) X2 (é) —xy |, A #o0.
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o fluxo tubular

TEOREMA DO FLUXO TUBULAR

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R". Se xy € A é um ponto regular,
entdo xp tem a propriedade do fluxo tubular.
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