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Trajetérias

TRAJETORIA (ORBITA)

DEFINICAO

Chamamos de trajetoria (ou 6rbita) de um ponto x € A a solu¢do maximal ¢, : R — A da
equacdo x' = f(x) com condigdo inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

O, = {x(t), Vt € R}

como sendo a trajetdria de x.

PROPOSICAO (2)

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R”. Entfo, duas 6rbitas nunca se
interceptam, a menos que sejam a mesma trajetéria (médulo uma translagdo no tempo).
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CLASSIFICACAO DE TRAJETORIAS

DEFINICAO
As trajetérias de uma equagio autdnoma x’ = f(x) sdo classificadas em trés tipos:

@ trajetéria periédica: se existe T > 0 tal que ¢(r + T, x) = ¢(t,x), paratodo r € R.
Neste caso, dizemos que x é um ponto periddico;

@ trajetéria regular nio periddica: ¢(z,x) # ¢(s, x), para todo t # s. Neste caso,
dizemos que x € um ponto regular nio periédico;

@ trajetéria estacionaria: ¢(,x) = x, para todo t € R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estaciondrio.

OBSERVACAO

@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.

@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.
@ Um ponto estaciondrio também é chamado de ponto singular.

@ Singularidades também sdo chamadas de ponto de equilibrio.
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Trajetérias

ESTABILIDADE (LIAPUNOYV)

@ No que segue, f : A — R" denota um campo de classe C' no aberto A C R". Também
assumiremos que o fluxo ¢(#, x) estd definido em R x A.

DEFINICAO
Seja xo um ponto de equilibrio do campo f.

@ Dizemos que xo € estavel se, para qualquer € > 0, existe § > 0 tal que

x € ANBs(xo) = ||p(t,x) — x0| <€, t>0.

Topologicamente: dada qualquer vizinhanca U C R" de xo, existe uma vizinhanca W C R" de

xo,talque W C ANUe
o(t,x) e U, Vx e W e Vt > 0.

@ Diz-se que xo ¢ assintoticamente estavel se é estdvel e § pode ser escolhido de modo
que para todo x € A N B,(xo) tem-se

Jlim ¢(7, %) = xo.

@ Dizemos que x ¢ instavel se ndo € estavel.
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Trajetérias

TEOREMA DE LIAPUNOV

Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R".
@ Denotamos por Df (xo) a derivada de f em xo.
@ Dizemos que xo é um poco de f se todos os autovalores de Df (xo) tem parte real

negativa. Ou seja, se xo € um pogo do campo linear

y' = Ay, sendo A = Df(xp).

TEOREMA
Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R".
(a) Sexp € um pogo de f, entdo xo é uma singularidade assintoticamente estdvel para f.

(b) Se Df (xo) possui algum autovalor com parte real positiva, entdo xo é uma singularidade
instdvel para f.
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Trajetérias Fungoes de Liapunov

FUNCAO DE LIAPUNOV

DEFINICAO
Sejam xo € A um equilibrio do campo f : A — R”, de classe C', e V : U — R uma fungio de
classe C' no aberto U C R", com xo € U.

@ Para cada x € U, defina
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Trajetérias Fungoes de Liapunov

FUNCAO DE LIAPUNOV

DEFINICAO

Sejam xo € A um equilibrio do campo f : A — R”, de classe C', e V : U — R uma fungio de

classe C! no aberto U C R", com xo € U.

@ Para cada x € U, defina
. . d
V(x) =DV(x) - f(x) = —V(o(1,x))
Dizemos que V € uma fung¢@o de Liapunov para xo se:

(i) V(xo) =0eV(x)>0,paratodox € U\ {xo};
(i) V(x) <0, paratodox € U.
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Trajetérias Fungoes de Liapunov

FUNCAO DE LIAPUNOV

DEFINICAO

Sejam xo € A um equilibrio do campo f : A — R”, de classe C', e V : U — R uma fungio de

classe C! no aberto U C R", com xo € U.
@ Para cada x € U, defina

V(x) =DV(x) - f(x) = —V(6(1,x))

Dizemos que V € uma fung¢@o de Liapunov para xo se:
(i) V(xo) =0eV(x)>0,paratodox € U\ {xo};
(i) V(x) <0, paratodox € U.

Se, além disso, valer

(iii) V(x) < 0, paratodox € U\ {x0},

entdo diremos que V € uma funcdo de Liapunov estrita.
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Fungoes de Liapunov

TEOREMAS DE LIAPUNOV

TEOREMA 1

Seja xo € A um equilibrio do campo f : A — R", de classe C'. Se existe uma fungdo de
Lipaunov para f em xo, entdo xo € estdvel.

TEOREMA 2

Seja xo € A um equilibrio do campo f : A — R", de classe C'. Se existe uma fungio de
Lipaunov estrita para f em xo, entdo xo € assintoticamente estavel.
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO ABSTRATO

Considere o sistema

=
|

"= (ex+2y)(z+ 1)
= (—;C—!—ey)(z—l— 1)
7=z

~

~

sendo € uma constante qualquer.
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO ABSTRATO

Considere o sistema
X = (ex+2y)(z+ 1)
y=(x+e)(z+1)
7=-7

sendo € uma constante qualquer.

@ Note que a origem € o Unico equilibrio desse sistema;
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO ABSTRATO

Considere o sistema

=
|

"= (ex+2y)(z+1)
y (—f+6y)(z+ 1)
7 =-z

sendo € uma constante qualquer.
@ Note que a origem € o Unico equilibrio desse sistema;

@ Para e > 0 temos equilibrio instavel;
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO ABSTRATO

Considere o sistema

=
|

"= (ex+2y)(z+1)
y (—f+6y)(z+ 1)
7 =-z

sendo € uma constante qualquer.
@ Note que a origem € o Unico equilibrio desse sistema;
@ Para e > 0 temos equilibrio instavel;

@ Para e < 0 nfo podemos aplicar os resultados anteriores.
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO ABSTRATO

Considere o sistema

=
I

"= (ex+2y)(z+ 1)
Y =(x+e)z+1)
7=-7
sendo € uma constante qualquer.
@ Note que a origem € o Unico equilibrio desse sistema;
@ Para e > 0 temos equilibrio instavel;

@ Para e < 0 nfo podemos aplicar os resultados anteriores.

@ Vamos buscar uma fung¢io de Liapunov do tipo

V(x,y,2) = ax* + by’ + ¢z
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO: PENDULO

@ Considere um péndulo construido com uma haste de comprimento £ na qual esta presa
uma bola de massa m.
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO: PENDULO

@ Considere um péndulo construido com uma haste de comprimento £ na qual esta presa
uma bola de massa m.

@ Denotando por 0(z) a posi¢do dessa bola num dado instante # obtemos a equagdo

d*0 db
ZW + bé— + mgsin(d) =0

para um certo b > 0. (Quando b = 0 entdo ndo existe amortecimento).
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO: PENDULO

@ Considere um péndulo construido com uma haste de comprimento £ na qual esta presa

uma bola de massa m.

@ Denotando por 0(z) a posi¢do dessa bola num dado instante # obtemos a equagdo

d*0 db
ZW + bé— + mgsin(d) =0

para um certo b > 0. (Quando b = 0 entdo ndo existe amortecimento).

. S . . do
@ Assumindo, por simplicidade m = g = £ = 1 e introduzindo v = T chegamos no

sistema

0 =v
v = —bv — sin(0)
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Fungoes de Liapunov

EXEMPLO: PENDULO

@ Considere um péndulo construido com uma haste de comprimento £ na qual esta presa

uma bola de massa m.

@ Denotando por 0(z) a posi¢do dessa bola num dado instante # obtemos a equagdo

d*0 db
ZW + bé— + mgsin(d) =0

para um certo b > 0. (Quando b = 0 entdo ndo existe amortecimento).

. S . . do
@ Assumindo, por simplicidade m = g = £ = 1 e introduzindo v = T chegamos no
sistema

0 =v
v = —bv — sin(0)

@ A fung¢do
E6,v) = %vz + 1 — cos()

é uma funcdo de Liapunov (ndo estrita) para a origem.
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Trajetérias Fungoes de Liapunov

RETRATO DE FASE

—27 &y 2n

Figura: Péndulo sem atrito
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Fungoes de Liapunov

RETRATO DE FASE

Figura: Péndulo com atrito
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