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Trajetérias

TRAJETORIA (ORBITA)

DEFINICAO

Chamamos de trajetoria (ou 6rbita) de um ponto x € A a solu¢do maximal ¢, : R — A da
equacdo x' = f(x) com condigdo inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

O, = {x(t), Vt € R}

como sendo a trajetdria de x.

PROPOSICAO (2)

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R”. Entfo, duas 6rbitas nunca se
interceptam, a menos que sejam a mesma trajetéria (médulo uma translagdo no tempo).
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CLASSIFICACAO DE TRAJETORIAS

DEFINICAO
As trajetérias de uma equagio autdnoma x’ = f(x) sdo classificadas em trés tipos:

@ trajetéria periédica: se existe T > 0 tal que ¢(r + T, x) = ¢(t,x), paratodo r € R.
Neste caso, dizemos que x é um ponto periddico;

@ trajetéria regular nio periddica: ¢(z,x) # ¢(s, x), para todo t # s. Neste caso,
dizemos que x € um ponto regular nio periédico;

@ trajetéria estacionaria: ¢(,x) = x, para todo t € R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estaciondrio.

OBSERVACAO

@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.

@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.
@ Um ponto estaciondrio também é chamado de ponto singular.

@ Singularidades também sdo chamadas de ponto de equilibrio.

v
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Conjuntos limites

CONJUNTOS w-LIMITE E a-LIMITE

DEFINICAO

Sejaf : A — R um campo vetorial de classe C' no aberto .A C RY. Dado um ponto x € A
definimos os conjuntos

w(x) ={p € A; existe {t,}ren, talque #, = 400 € @(tn,x) = p}

a(x) = {p € A; existe {t,}nen, talque 1, = —00 e ¢(fz,x) = p}

chamados de conjunto w-limite e conjunto a-limite, respectivamente.
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onjuntos limites

EXEMPLO 1

Se v é um 6rbita periddica, entéo para qualquer x € -y, temos w(x) = a(x) = 7.

EXEMPLO 2

Para o campo linear f(x,y) = (x, —y) temos:
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Conjuntos limites

EXEMPLO 1

Se ~ é um 6rbita periddica, entdo para qualquer x € v, temos w(x) =

a(x) = 7.

EXEMPLO 2

Para o campo linear f(x,y) = (x, —y) temos:

@ w(0) = (0) ={0};

@ sex€ Er \ {0}, entdow(x) =Pea(x) = {0}
@ sex € E \ {0}, entdo w(x) = {0} e a(x) =

@ sex € (E1 UE»), entio w(x) = a(x) = 0.

EXEMPLO 3

Considere o campo f(x,y) =
periddica. Temos entdo:

(=y +x(* +y* = 1),x + y(x* +y* — 1)) e seja y a sua rbita
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Conjuntos limites

EXEMPLO 1

Se ~ é um 6rbita periddica, entdo para qualquer x € v, temos w(x) =

a(x) = 7.

EXEMPLO 2

Para o campo linear f(x,y) = (x, —y) temos:

@ w(0) =«a(0) ={0};

@ sex€ Er \ {0}, entdow(x) =Pea(x) = {0}
@ sex € E; \ {0}, entdo w(x) = {0} e a(x) =

@ sex € (E1 UE»), entio w(x) = a(x) = 0.

EXEMPLO 3

Considere o campo f(x,y) =
periddica. Temos entdo:

@ se x é um ponto no interior de v, entdo a(x) = {0};
@ se x é um ponto no exterior de v, entdo a(x) = 0;
@ se x é um ponto em 7y, entdo a(x) = 7;

@ sex # 0, entdo w(x) = 7.

(=y +x(* +y* = 1),x + y(x* +y* — 1)) e seja y a sua rbita
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Conjuntos limites

EXEMPLO 4

Para o campo

f(x,y) = (sin(x)(—0, 1 cos(x) — cos(y)), sin(y)(cos(x) — 0, 1 cos(y)))

temos o seguinte:
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Conjuntos limites

EXEMPLO 4

Para o campo

f(x,y) = (sin(x)(—0, 1 cos(x) — cos(y)), sin(y)(cos(x) — 0, 1 cos(y)))

temos o seguinte:

(7, )

ool &,
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ntos limites

PROPRIEDADES

@ Note que o conjunto a-limite de x para o campo f € o conjunto w-limite de x para o
campo —f.
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Conjuntos limites

PROPRIEDADES

@ Note que o conjunto a-limite de x para o campo f € o conjunto w-limite de x para o
campo —f.

DEFINICAO
Dizemos que um conjunto C C .4 é invariante pelo fluxo ¢ se ¢(t,p) € C, paratodop € Ce
todo ¢t € R. De modo mais preciso, diremos positivamente invariante se for paratodos > Oe
negativamente invariante se for para todo t < 0.
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Conjuntos limites

PROPRIEDADES

@ Note que o conjunto a-limite de x para o campo f € o conjunto w-limite de x para o
campo —f.

DEFINICAO

Dizemos que um conjunto C C .4 é invariante pelo fluxo ¢ se ¢(t,p) € C, paratodop € Ce
todo ¢t € R. De modo mais preciso, diremos positivamente invariante se for paratodos > Oe
negativamente invariante se for para todo t < 0.

PROPOSICAO

(a) Sey pertence a 6rbita de x, entdo w(x) = w(y).
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Conjuntos limites

PROPRIEDADES

@ Note que o conjunto a-limite de x para o campo f € o conjunto w-limite de x para o
campo —f.

DEFINICAO

Dizemos que um conjunto C C .4 é invariante pelo fluxo ¢ se ¢(t,p) € C, paratodop € Ce
todo ¢t € R. De modo mais preciso, diremos positivamente invariante se for paratodos > Oe
negativamente invariante se for para todo t < 0.

PROPOSICAO
(a) Sey pertence a 6rbita de x, entdo w(x) = w(y).

(b) O conjunto w(x) é fechado e invariante.

Fernando Avila (UFPR) MATE 7010 S1 -2022 - PPGM-UFPR 8/8




Conjuntos limites

PROPRIEDADES

@ Note que o conjunto a-limite de x para o campo f € o conjunto w-limite de x para o
campo —f.

DEFINICAO

Dizemos que um conjunto C C .4 é invariante pelo fluxo ¢ se ¢(t,p) € C, paratodop € Ce
todo ¢t € R. De modo mais preciso, diremos positivamente invariante se for paratodos > Oe
negativamente invariante se for para todo t < 0.

PROPOSICAO
(a) Sey pertence a 6rbita de x, entdo w(x) = w(y).
(b) O conjunto w(x) é fechado e invariante.

(c) Se F C A ¢éum conjunto fechado e positivamente invariante, entéo w(x) € F, para todo
xeF.
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Conjuntos limites

PROPRIEDADES

@ Note que o conjunto a-limite de x para o campo f € o conjunto w-limite de x para o
campo —f.

DEFINICAO

Dizemos que um conjunto C C .4 é invariante pelo fluxo ¢ se ¢(t,p) € C, paratodop € Ce
todo ¢t € R. De modo mais preciso, diremos positivamente invariante se for paratodos > Oe
negativamente invariante se for para todo t < 0.

PROPOSICAO

(a) Sey pertence a 6rbita de x, entdo w(x) = w(y).
(b) O conjunto w(x) é fechado e invariante.

(c) Se F C A ¢éum conjunto fechado e positivamente invariante, entéo w(x) € F, para todo
xeF.

(d) Sez € w(x),entdo w(z) C w(x).
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Conjuntos limites

PROPRIEDADES

@ Note que o conjunto a-limite de x para o campo f € o conjunto w-limite de x para o
campo —f.

DEFINICAO

Dizemos que um conjunto C C .4 é invariante pelo fluxo ¢ se ¢(t,p) € C, paratodop € Ce
todo ¢t € R. De modo mais preciso, diremos positivamente invariante se for paratodos > Oe
negativamente invariante se for para todo t < 0.

PROPOSICAO

(a) Sey pertence a 6rbita de x, entdo w(x) = w(y).
(b) O conjunto w(x) é fechado e invariante.

(c) Se F C A ¢éum conjunto fechado e positivamente invariante, entéo w(x) € F, para todo
xeF.

(d) Sez € w(x),entdo w(z) C w(x).

(e) Se w(x) é compacto, entéio é conexo.
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Conjuntos limites

O TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

TEOREMA

Sejaf : A C R* — R? um campo planar de classe C' cujas solugdes de x' = f(x) estdo
definidas em R. Nestas condigdes, os tinicos conjuntos w-limite compactos, ndo vazios e sem
singularidades sdo as 6rbitas periddicas do campo.
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