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Aula de hoje: Teorema de Poincaré-Bendixson
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Trajetérias

TRAJETORIA (ORBITA)

DEFINICAO

Chamamos de trajetoria (ou 6rbita) de um ponto x € A a solu¢do maximal ¢, : R — A da
equacdo x' = f(x) com condigdo inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

O, = {x(t), Vt € R}

como sendo a trajetdria de x.

PROPOSICAO

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R”. Entfo, duas 6rbitas nunca se
interceptam, a menos que sejam a mesma trajetéria (médulo uma translagdo no tempo).
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CLASSIFICACAO DE TRAJETORIAS

DEFINICAO
As trajetérias de uma equagio autdnoma x’ = f(x) sdo classificadas em trés tipos:

@ trajetéria periédica: se existe T > 0 tal que ¢(r + T, x) = ¢(t,x), paratodo r € R.
Neste caso, dizemos que x é um ponto periddico;

@ trajetéria regular nio periddica: ¢(z,x) # ¢(s, x), para todo t # s. Neste caso,
dizemos que x € um ponto regular nio periédico;

@ trajetéria estacionaria: ¢(,x) = x, para todo t € R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estaciondrio.

OBSERVACAO

@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.

@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.
@ Um ponto estaciondrio também é chamado de ponto singular.

@ Singularidades também sdo chamadas de ponto de equilibrio.

v

a (UFPR) MATE 7010 S1 - 2022 - PPGM-UFPR

4/14



Conjuntos limites

CONJUNTOS w-LIMITE E a-LIMITE

DEFINICAO

Sejaf : A — R um campo vetorial de classe C' no aberto .A C RY. Dado um ponto x € A
definimos os conjuntos

w(x) ={p € A; existe {t,}ren, talque #, = 400 € @(tn,x) = p}

a(x) = {p € A; existe {t,}nen, talque 1, = —00 e ¢(fz,x) = p}

chamados de conjunto w-limite e conjunto a-limite, respectivamente.
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Conjuntos limites

DEFINICAO

Um conjunto C C A é invariante pelo fluxo ¢ se ¢(t,p) € C, paratodop € Cetodot € R.
De modo mais preciso, diremos positivamente invariante se for paratodos > 0O e
negativamente invariante se for para todo t < 0.

PROPOSICAO (1)
(a) Sey pertence a 6rbita de x, entdo w(x) = w(y).
(b) O conjunto w(x) é fechado e invariante.

(c) Se F C A éum conjunto fechado e positivamente invariante, entéio w(x) € F, para todo
xefF.

(d) Sez € w(x),entio w(z) C w(x).

(e) Se w(x) é compacto, entdio é conexo.

COROLARIO (1)

(a) Se a 6rbita de f por x é periddica, entdo w(x) € a prépria 6rbita periddica.

(b) Se {¢(t,x), t > 0} é limitado, entdo w(x) é ndo vazio.
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Conjuntos limites

O TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

TEOREMA (POINCARE-BENDIXSON)

Sejaf : A C R? — R? um campo planar de classe C' cujas solugdes de x’ = f (x) estdo
definidas em R. Nestas condi¢des, os tnicos conjuntos w-limite compactos, ndo vazios e sem
singularidades sdo as 6rbitas periddicas do campo.
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Conjuntos limites

O TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

TEOREMA (POINCARE-BENDIXSON)

Sejaf : A C R?* — R? um campo planar de classe C' cujas solucdes de x' = f (x) estdo
definidas em R. Nestas condi¢des, os tnicos conjuntos w-limite compactos, ndo vazios e sem
singularidades sdo as 6rbitas periddicas do campo.

COROLARIO
Nas condi¢des do teorema, um conjunto compacto, ndo vazio e invariante contém, pelo menos,
uma singularidade ou uma 6rbita periddica.
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Secdes Locais

DEFINICAO

Sejam f : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R", xo € .A um ponto regular,
(f(x0) # 0) e V um subespaco de dimenséo n — 1. Diremos que o hiperplano

H=x0+V

é transversal a f em xo se f(xo) ¢ V.

@ Grosso modo, colocamos em xo um hiperplano H e pedimos que f(xo) ¢ H.

@ Por continuidade, existe uma vizinhanga W de xo tal que se x € H N W, entdo f(x) ¢ H.

DEFINICAO

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R". Uma secéio transversal local (ou
simplesmente sec¢do local) de f em xo € A é um conjunto S = WN H C A tal que W é um
vizinhanca de xo ¢ H é um hiperplano transversal em x tal que:

xeS=f(x) ¢ H.
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PROPOSICAO (2)

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R". Temos:
(a) Existe uma se¢do transversal local conexa em cada ponto regular de f;
(b) Se S é uma se¢do de f em xo, entdo f(x) # 0, para cadax € S;

(c) Se S é uma secdo conexa, entdo os vetores f(x), com x € S, apontam todos para o
mesmo lado de S em R".

Xo Xo
X
Xy
Figura: Ndo ocorre numa se¢ao Figura: Como deve ser em uma se¢ao
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Secdes Locais

CAMPOS PLANARES

OBSERVACAO

@ Para um campo planar f : A — R? no aberto A C R? podemos pensar na segdo
transversal, num ponto regular, como sendo a intercessdo de uma vizinhanga com uma
reta perpendicular ao vetor f(xo).

@ Podemos parametrizar tal reta: tomamos um vetor unitdrio vo em xo e a fungio

h(u) = xo + uvo, u € R.

¢ Xo)

Xo
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LEMA

Sequéncias mondtonas
SEQUENCIAS MONOTONAS

S para tempos crescentes

Sejax € S um ponto de uma segédo local de f. Se a trajetéria x(1) = ¢(t,x) de f por x bater em
0<hn<n...<ty
entdo a sequéncia de pontos x,

somente se, a trajetdria € periddica.

¢(ty,x) ¢ mondtona em S, no seguinte sentido: no segmento
S, x, estd sempre entre x,_; € X,+1. Além disso, existem #, < f,+| tais que x, = X,+1 Se, e
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PRELIMINARES
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o do teorema de

PRELIMINARES

PROJECAO PELO FLUXO

Considere uma vizinhanca tubular que € cortada em duas por uma se¢do transversal local.
Cada segmento de trajetdria nessa vizinhanga tem um tinico ponto bem determinado na se¢io

que ¢ a projecao pelo fluxo de cada um dos pontos do segmento.
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0 do teorema de Poincaré-Bendixson

PRELIMINARES

PROJECAO PELO FLUXO

Considere uma vizinhanca tubular que € cortada em duas por uma se¢do transversal local.
Cada segmento de trajetdria nessa vizinhanga tem um tinico ponto bem determinado na se¢io
que ¢ a projecao pelo fluxo de cada um dos pontos do segmento.

PROPOSICAO (3)
Um conjunto w-limite de um campo planar ndo pode intersectar uma se¢do local do campo em
mais do que um ponto.
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PRELIMINARES

PROJECAO PELO FLUXO

Considere uma vizinhanca tubular que € cortada em duas por uma se¢do transversal local.
Cada segmento de trajetdria nessa vizinhanga tem um tinico ponto bem determinado na se¢io
que ¢ a projecao pelo fluxo de cada um dos pontos do segmento.

PROPOSICAO (3)

Um conjunto w-limite de um campo planar ndo pode intersectar uma se¢do local do campo em
mais do que um ponto.

PROPOSICAO (4)

Se o conjunto w-limite de um ponto de um campo planar é compacto e contém uma 6rbita
periddica, entdo esse conjunto w-limite coincide com a drbita periddica
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Um caso particular

CAMPOS EM ABERTOS SIMPLESMENTE CONEXOS
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Um caso particular

CAMPOS EM ABERTOS SIMPLESMENTE CONEXOS

DEFINICAO
Um conjunto A C R? ¢ dito simplesmente conexo se o interior de cada curva de Jordan
contida em A ¢ contido em A.
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Um caso particular

CAMPOS EM ABERTOS SIMPLESMENTE CONEXOS

DEFINICAO
Um conjunto A C R? ¢ dito simplesmente conexo se o interior de cada curva de Jordan
contida em A ¢ contido em A. )
TEOREMA (DE BENDIXSON)
Seja f : A — R? um campo de classe C' no aberto simplesmente conexo A C R2. Se existe
uma Orbita periddica, entdo ou
o of
divf = — 4+ =—
f Bx 1 (9)62
é identicamente nulo ou troca de sinal em A. )
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EXEMPLO

@ O campo f(x,y) = (y — x°, —x") ndlo possui 6rbitas periédicas.
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EXEMPLO

Um caso p

@ O campo f(x,y) = (y — x°, —x") ndlo possui 6rbitas periddicas.
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