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21 DE MARCO

Aula de hoje: Existéncia e unicidade das solugdes (Parte II)

@ Teorema de Picard-Lindelof
@ Teorema de Cauchy-Peano
@ TE.U.

@ T.E.U. para equacdes autonomas.
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O GRANDE OBJETIVO

TEOREMA (T.E.U.)
of

Suponha f : U C R x R" — R" uma fung¢do continua tal que EP exista e seja continua no
X

aberto U. Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (9, x0) € U, existe uma dnica solugéo do

PVL ,
{ ¥ =f(t,%), 0

x(l‘()) = Xo,

definida num intervalo aberto (fo — «, fo + ), para um certo o = «(fo, x0) > O.
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SOBRE A NOTACAO

@ Comof:U C R xR"— R", entdo o denota a fung¢ao
X

0.
of .
i U— M(n),
dada por
of _ | of
Ox (£,%) = | Ox; (t,%) sn
[, O O () ]
%}C‘l ( ) ) %}CZ (t7'x) %}n (t7x)
2 2 2
_ 87)(1(1‘7)() aixz(l,)C) %(LX)
o, : o, : %
o (t,x) o5, (t,x) ... ox, (t,x) |
@ Assim, ? é continua em U se, e somente se, cada % é continua em U.
x Xj
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Relembrando

ESPACOS DE FUNCOES

Uma norma em % (1; R")

Sejam I C R intervalo compacto e € (I; R") o espago das fun¢des continuas f : I — R”". Entdo
temos a norma (da convergéncia uniforme)

Il = sup [[f ()l = max [f ().

Proposicio

O espago € (I;R") é completo quando munido da norma da convergéncia uniforme.
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Relembrando

PONTO DE FIXO DE BANACH PARA CONTRACOES

TEOREMA

Seja (M, d) um espago métrico completo. Se L : M — M é uma contracdo, isto &, existe
0 < a < 1talque
d(L(x),L(y)) < od(x,y), Vx,y €M,

entdo L tem um tnico ponto fixo, isto é, existe um dnico ¥ € M tal que L(x) = x.

COROLARIO
Sejam (M, d) um espago métrico completo e L : M — M uma fungéo. Se existe k € Ny tal que
L* é uma contracio, entfio L possui um tnico ponto fixo a € M tal que

lim L"(u) = a, Yu € M.

n—oo

(Dem: Coroldrio 8.6 no livro do Lopes) (Dem: Corolario da pagina 13 no livro do Soto)
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Relembrando

A HIPOTESE LIPSCHITZ

DEFINICAO
Dizemos que uma funcdo f : U C R x R" — R" € lipschitziana na varidvel espacial em U se
existe K > 0 tal que

(5, %) = f (&, )| < Kllx = yll, ¥(t,%), (1,y) € U.

HIPOTESE

Suponha que tenhamos um intervalo / tal que (t,x0) € I x R" C U.

@ Paracaday € €(I;R"), defina
t
D) =0+ [ Sls.5(6)ds. 1€ 1 @
fo

@ Note que x é solugdo de (17) se, e somente se, Tx = x.
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Relembrando

@ Note que 7y € €(I;R"), ouseja, T : €(I;R") — €' (I;R").

@ Mais ainda, se supormos que / é um intervalo compacto, entdo % (I; R") é um espaco
métrico completo (ou um espago de Banach).

LEMA
Seja K > 0 uma constante de Lipschitz de f em I x R". Entdo, dado m € N,

"n " Km m
T"8(1) = T"h(1)| < v lr = 10" llg — All,

para quaisquer g,h € € (I;R") etodot € T.
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Relembrando

UM PRIMEIRO RESULTADO

TEOREMA 1

Suponhaf : U C R x R" — R" uma fung¢io continua. Assuma que [a,b] x R" C Uequef é
lipschitziana na varidvel espacial em [a, b] x R". Nestas condi¢des, dados qualquer ponto
(to,x0) € [a,b] x R", existe uma tdnica solugéo do P.V.I

{ ¥ :f(tvx)a (3)

x(l()) = X0,

definida no intervalo [a, b].
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Relembrando

APLICACAO

TEOREMA 2

Sejam A : I — M(n) e b : I — R" dois caminhos continuos num intervalo I C R. Ento,
dados quaisquer f € I e xo € R", existe uma tnica solugdo do P.V.I.

{ X =A(t)x+b(1),

x(to) = Xo,

definida no intervalo /.

COROLARIO

Se A = [ai]nxn € uma matriz real, entdo dado xo € R" existe dnica solugdo do P.V.I

definida em R.
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O teorema de Picard-Lindelof

O CASO GERAL PARA U C R*t!

@ Voltemos a supor f : U C R x R" — R" uma fung¢do continua em que U ndo
necessariamente contém uma faixa vertical.

RETANGULO

Dados (to,x0) € U, podemos escolher a, b > 0 tais que
Ru,b = Ia X Bb

esteja contido em U, sendo

I, = [l‘o —a,ty —I—a] e B, = B[xo,b].

ESPACO DE FUNCOES

Para a e b escolhidos acima, denotaremos por .% = % (I,; By) 0 espago da fungdes continuas
de I, em B;. Note que .# é completo quando munido da norma da convergéncia uniforme.
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O teorema de Picard-Lindelof

PICARD-LINDELOF

PROPOSICAO

Sejam f : U C R x R" — R" uma fungéo continua e M uma constante positiva satisfazendo
lf (2, x)|| <M, V(t,x) € Ra.
Definindo

b
= mi = 4
= min {a, } “)
tem-se T : € (Ia;By) = € (1a; By).

TEOREMA (PICARD-LINDELOF)

Sejam f : U C R x R" — R" uma fung¢io continua, (fo,xo) € U um ponto a,b > 0 tais que
R, C U. Sef é lipschitziana em R, 5, entdo existe uma Unica soluc¢do do problema

{ X =f(t,x),

x(l()) = Xo,

definida no intervalo I, = [fo — a, fo + @], sendo a como em (4).

o
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FINALMENTE, O T.E.U.

PROPOSICAO
of

Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que Ey exista e seja continua em U.
X

Dados (f9,x0) € U e o retdngulo R, 5, existe uma constante K > 0 tal que:

(a)

of

— <K Rup.
Hax(t,x) = By V(t7x) S ,b

(b)
Hf(tvx) _f(tvy)” S KHX—y”, V(Z,X), (tvy) € Rﬂab'

TEOREMA (T.E.U.)

Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que ? exista e seja continua em U.
X

Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (f, xo) € U, existe uma tnica solugio do P.V.L. (1)
definida num intervalo aberto (fo — «, fo + ), para um certo & = «(fo, xo) > 0.
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T.E.U. PARA EQUACOES AUTONOMAS

TEOREMA

Suponha f : W C R" — R" uma funcio de classe C' no aberto W. Entio, dado qualquer ponto
(to,x0) € R x W existe uma tnica solu¢do do problema

{ x :f(X)z,

x(to) = xo,

definida num intervalo aberto (fo — «, fo + «), para um certo & = «(fo, xo) > 0.
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O teorema de Cauchy-Peano

CAUCHY-PEANO

TEOREMA (ASCOLI)

Seja {x, } uma sequéncia de caminhos continuos x, : [a,b] — R" e suponha que existam
constantes M, K > 0 tais que, para todo n e todos s, € [a, b],

([ (s) = xa ()| < Kls —1] e [l (0)]| < M.

Existe uma subsequéncia de {x, } que é de Cauchy em % ([a, b]; R") e portanto converge
uniformemente para x € € ([a, b]; R").
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O teorema de Cauchy-Peano

CAUCHY-PEANO

@ Sejamf : U C R x R" — R" uma fung¢do continua, (fo,xp) € U um ponto a,b > 0 tais
que R, C U.

@ Considere também o como em (4).

@ Fixado § > 0, denote
1(5) = [to — §,t0 =4 (5]

LEMA

Dado qualquer 0 < € < ¢ existe um caminho continuo x. : /(6) — R" tal que, para quaisquer
t,u € 1(9), valem
l[xe (1) = xe ()| < Mt —ul e [lxe(t) —xol| < b (5)

e, para qualquer fp <t < fy + «, vale

xe(t) = x0 + /tf(s,xe(s —€))ds (6)
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O teorema de Cauchy-Peano

CAUCHY-PEANO

TEOREMA (CAUCHY-PEANO)
Sejam f : U C R x R" — R" uma fung¢io continua, (fo,xo) € U um ponto a,b > 0 tais que
R4 C U. Entdo existe uma solucio do problema

{ X =f(t,x),

x(l()) = X0,

definida no intervalo I, = [fo — a, fo + @], sendo a como em (4).

Fernando Avila (UFPR) MATE 7010 S1 - 2022 - PPGM-UFPR

17/17



	Aula 3-21/03
	Objetivo
	Relembrando
	O teorema de Picard-Lindelöf
	O teorema de Cauchy-Peano
	T.E.U.

