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Aula 5-28/03

EXISTENCIA E UNICIDADE

TEOREMA (T.E.U.)
of

Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que E
X
aberto U.

@ Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (fy,xp) € U, existe uma tnica solugdo do P.V.L

exista e seja continua no

/
X :f (Zv x)7 (1)
x(l‘o) = X0,
definida num intervalo aberto (fo — v, fo + ), para um certo o = «(fo, x0) > O.
@ Além disso, Para cada (7, x0) € U existe uma tinica solu¢do maxima de (1),
necessariamente definida num intervalo aberto. )
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FLuxo0

@ Dados (u,x) € U, denote por I = I(u, x) o intervalo (aberto) de defini¢do da solugdo
maxima do problema
X =f(t,x),

x(u) = x,

e por ¢(t, u, x) sua solucdo maxima.
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FLUXO

@ Dados (u,x) € U, denote por I = I(u, x) o intervalo (aberto) de defini¢do da solugdo
maxima do problema
X =f(t,x),

x(u) = x,

e por ¢(t, u, x) sua solucdo maxima.

DEFINICAO (FLUXO)
O fluxo da equagdo x' = f(¢,x) é por defini¢do a fungdo ¢ : Q — R" dada por

ol u,%) = x + / F(s. (s, 1, ))ds, 3)

sendo

Q= {(t,u,x) eR"™ reI(u,x), (u,x) € U} CRxU.

@ Note que o fluxo equivale a

plusx) =x ¢ 92 (tux) =, plt, 1)), @

para (t,u,x) € Q.
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FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS

@ Considere o caso particular em que f : E — R" é uma funcio de classe C' sobre o aberto
E C R". Denote por I(x) o intervalo maximal da solu¢do maxima do problema

x' = f(x), x(0) = x.
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FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS

@ Considere o caso particular em que f : E — R" é uma funcio de classe C' sobre o aberto
E C R". Denote por I(x) o intervalo maximal da solu¢do maxima do problema

¥ = f(x), x(0) = x.
@ Neste caso,

o(t,x) = x + / F((s.x))ds,

sendo Q = {(r,x) e R""'; t € I(x), x EE} CR x E.
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FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS

@ Considere o caso particular em que f : E — R" é uma funcio de classe C' sobre o aberto
E C R". Denote por I(x) o intervalo maximal da solu¢do maxima do problema

¥ = f(x), x(0) = x.
@ Neste caso,

o1,) = x + / F((s.x))ds,

sendo Q = {(r,x) e R""'; t € I(x), x EE} CR x E.

@ O fluxo equivale a

80,0 =x & S2(1,3) = F(6(6,0)) =1 0 9(1,)

para (t,x) € Q.
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FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS

@ Considere o caso particular em que f : E — R" é uma funcio de classe C' sobre o aberto
E C R". Denote por I(x) o intervalo maximal da solu¢do maxima do problema

¥ = f(x), x(0) = x.
@ Neste caso,

o(t,x) = x + / F((s.x))ds,

sendo Q = {(r,x) e R""'; t € I(x), x EE} CR x E.

@ O fluxo equivale a

80,0 =x & S2(1,3) = F(6(6,0)) =1 0 9(1,)

para (1,x) € Q.

EXEMPLO

O fluxo da equagio X’ = Ax é

9(1,x) = exp(id)x, Q@ = R,
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OBJETIVO

TEOREMA (CONTINUIDADE DO FLUXO)

a . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que a—f exista e seja continua no
X

aberto U. Entio, o fluxo (¢, x, u) de x' = f(t,x) é continuo no aberto 2.
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OBJETIVO

TEOREMA (CONTINUIDADE DO FLUXO)

a . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que a—f exista e seja continua no
X

aberto U. Entio, o fluxo (¢, x, u) de x' = f(t,x) é continuo no aberto 2.

PROPOSICAO

(a) SeA:I— M(n)eb: I — R"sdo caminhos continuos no intervalo / C R, entdo o fluxo
(t,x,u) de x' = A(t)x + b(t) é continuo em Q = I x I X M(n).
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OBJETIVO

TEOREMA (CONTINUIDADE DO FLUXO)

a . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que a—f exista e seja continua no
X

aberto U. Entio, o fluxo (¢, x, u) de x' = f(t,x) é continuo no aberto 2.

PROPOSICAO

(a) SeA:I— M(n)eb: I — R"sdo caminhos continuos no intervalo / C R, entdo o fluxo
(t,x,u) de x' = A(t)x + b(t) é continuo em Q = I x I X M(n).

(b) Sef : E — R" éuma funcio de classe C' sobre o aberto E C R”, entiio o fluxo ¢(z, x) de
x' = f(x) € continuo no aberto 2 C R x E.
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OBJETIVO

TEOREMA (CONTINUIDADE DO FLUXO)

a . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que a—f exista e seja continua no
X

aberto U. Entio, o fluxo (¢, x, u) de x' = f(t,x) é continuo no aberto 2.

PROPOSICAO

(a) SeA:I— M(n)eb: I — R"sdo caminhos continuos no intervalo / C R, entdo o fluxo
(t,x,u) de x' = A(t)x + b(t) é continuo em Q = I x I X M(n).

(b) Sef : E — R" éuma funcio de classe C' sobre o aberto E C R”, entiio o fluxo ¢(z, x) de
x' = f(x) € continuo no aberto 2 C R x E.

(c) O fluxo é(t,x) = exp(tA)x da equagiio x’ = Ax é continuo em Q = R" ™",
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEFINICAO

Dizemos que
¥ =f(t,x,\) = fo(t,x)
¢ uma familia a um parametro A\ € A C R* de equacdes diferenciais se f : U x A — R™ é
uma fun¢do continua, sendo U C R™ e A C R* abertos. Uma caminho diferencidvel
x: I C R — R™é dito solucdo dessa equagdo diferencial se:

(i) (t,x(r)) € U, paratodot € I,
(ii) existe Ao € A tal que

X (1) = f(t,x(1), No) = fo (1, x(1)), t € 1.

Fernando Avila (UFPR) MATE 7010 S1 - 2022 - PPGM-UFPR

7117



Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEFINICAO

Dizemos que
¥ =f(t,x,\) = fo(t,x)
¢ uma familia a um parametro A\ € A C R* de equacdes diferenciais se f : U x A — R™ é
uma fun¢do continua, sendo U C R™ e A C R* abertos. Uma caminho diferencidvel
x: I C R — R™é dito solucdo dessa equagdo diferencial se:

(i) (t,x(r)) € U, paratodot € I,
(ii) existe Ao € A tal que

X (1) = f(t,x(1), No) = fo (1, x(1)), t € 1.

@ Um P.V.I dessa equacdo corresponde a fixar (f,x0) € U e exigir x(fo) = xo.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEFINICAO
Dizemos que
X =f(t,x,A) = fa(t,%)
¢ uma familia a um parametro A\ € A C R* de equacdes diferenciais se f : U x A — R™ é
uma fun¢do continua, sendo U C R™ e A C R* abertos. Uma caminho diferencidvel
x: I C R — R™é dito solucdo dessa equagdo diferencial se:
(i) (t,x(r)) € U, paratodot € I,
(ii) existe Ao € A tal que
X (8) = f(t,x(£), o) = fo, (6, x(1)), t € 1.
v
@ Um P.V.I dessa equacdo corresponde a fixar (f,x0) € U e exigir x(fo) = xo.
@ E possivel reduzir uma familia x' = £(, x, \) a uma equacio
Y =g(t,y),
através da aplicagdo g : U x A — R" dada por
8(t,y) = g(t, (x, ) = (f(t,x, A),0), com n=m+k.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEFINICAO

Dizemos que
¥ =f(t,x,\) = fo(t,x)

¢ uma familia a um parametro A\ € A C R de equacdes diferenciais se f : U x A — R™
uma fun¢do continua, sendo U C R™ e A C R* abertos. Uma caminho diferencidvel
x: I C R — R™é dito solucdo dessa equagdo diferencial se:

(i) (t,x(r)) € U, paratodot € I,
(ii) existe Ao € A tal que

X (1) = f(t,x(1), No) = fo (1, x(1)), t € 1.

z

€

@ Um P.V.I dessa equacdo corresponde a fixar (f,x0) € U e exigir x(fo) = xo.
@ E possivel reduzir uma familia x' = £(, x, \) a uma equacio
Y =s(y),
através da aplicagdo g : U x A — R" dada por
g(tvy) = g(l, (x7 >‘)) = (f(l,x, )‘)70)’ com n=m+k.

@ Assim, existéncia e unicidade de equagdes com pardmetros equivale a existéncia e
unicidade de equagdes sem pardmetros.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

FLuxo0

@ Suponhaf : U x A — R" uma aplicacio continua, sendo U C R"*! aberto e A C R*
um conjunto de pardmetros aberto. Se 9f /Ox continua em U x A, entdo fixado A € A
temos que g(#,x) = f(t,x, \) é continua em U com derivada espacial dg/0x = 9f /Ox
continua em U.
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Fluxo de equacoes a um pz

FLuxo0

@ Suponhaf : U x A — R" uma aplicacio continua, sendo U C R"*! aberto e A C R*
um conjunto de pardmetros aberto. Se 9f /Ox continua em U x A, entdo fixado A € A
temos que g(#,x) = f(t,x, \) é continua em U com derivada espacial dg/0x = 9f /Ox
continua em U.

@ Portanto, o PV.I X" = g(t,x), x(u) = x, tem tinica solugdo maximal ¢(#, u, x, \) definida
em [(u,x,\) = I(u,x).
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

FLuxo0

@ Suponhaf : U x A — R" uma aplicacio continua, sendo U C R"*! aberto e A C R*
um conjunto de pardmetros aberto. Se 9f /Ox continua em U x A, entdo fixado A € A
temos que g(#,x) = f(t,x, \) é continua em U com derivada espacial dg/0x = 9f /Ox
continua em U.

@ Portanto, o PV.I X" = g(t,x), x(u) = x, tem tinica solugdo maximal ¢(#, u, x, \) definida
em [(u,x,\) = I(u,x).

DEFINICAO (FLUXO)

O fluxo da equacdo com pardmetro é a fungédo ¢ : @ — R" dada por

1
pltux ) =t [ 605,300, ), )
sendo
Q={(t,u,x,\); t € I(u,x,\), (u,x,\) € Ux A} CR x Ux A C R,

0 que equivale a

Pl ) =x e 920k X) = [ ol ux )N, (ux ) €Q ©

4
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

CONTINUIDADE DO FLUXO (COM PARAMETROS)

TEOREMA
Sejam

f:UxA%R”e?:UXA%M(n)
X

fungdes continuas no aberto U x A C R"**! Nestas condicdes, o fluxo o(z, u, x, \) de
x' = f(t,x, \) é continuo no aberto

Q= {(t,u,x,\); t € I(u,x,\), (,x,\) € Ux A} C R,
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

IREMOS PRECISAR DOS SEGUINTES LEMAS (EXERCICIOS)

LEMA (1)

Sejam N C R x R" um compacto, E C R"™ e I C R um intervalo aberto. Defina por
€ (I x E,R™;N) o conjunto das aplicacdes f : I x E — R™ continuas tais que

{(S,f(say)); s € 17)7 S E} C N.

Nestas condi¢des, € (I x E,R"; N) é um subespaco fechado de % (I x E; R™) e, portanto,
completo.

LEMA (2)

Sejam {x,} C M uma sequéncia num espago métrico (M, d) e {a,} C R uma sequéncia de
ndmeros reais ndo negativos. Suponha que

d(Xnt1, %) < @y, Vn € N.

Se 3 a, converge, entdo {x,} é uma sequéncia de Cauchy.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEMONSTRACAO DO TEOREMA

@ Fixemos (fo,x0, Ao) € 2. Considere x : [a, b] — R" a solugdo de x' = f(z,x, \o),
x(l‘o) =Xxp,coma <fty<be [a, b] C I(l‘o,xo, Ao)
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEMONSTRACAO DO TEOREMA

@ Fixemos (fo,x0, Ao) € 2. Considere x : [a, b] — R" a solugdo de x' = f(z,x, \o),
x(l‘o) =Xxp,coma <fty<be [a, b] C I(l‘o,xo, Ao)

@ Note entdo que

x(t) = x(u) + /tf(s,x(s), Xo)ds, a <t, u <b. (7)
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEMONSTRACAO DO TEOREMA

@ Fixemos (fo,x0, Ao) € 2. Considere x : [a, b] — R" a solugdo de x' = f(z,x, \o),
x(l‘o) =Xxp,coma <fty<be [a, b] C I(I(),xo, Ao)

@ Note entdo que
t
x(t) = x(u) + / f(s,x(s), Xo)ds, a <t, u<bh. (7)

@ Uma vez que o conjunto {(z,x(r), Xo) ¢ € [a,b]} C U x A é compacto, entdo podemos
escolher §; > 0 tal que

N ={(6,x,0) € R 1€ [a,b], [lx() = | + A = Xoll < 81} € U x A
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Fluxo de equacoes

@ Como 9f/Ox é continua em U X A, entdo existe uma constante Lipschitz K > 0 tal que

(s, A) = f (s, M| < Kllx = yll, V(s,x,4), (5,5, A) € Ni. ®)
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Como 9f/Ox é continua em U X A, entdo existe uma constante Lipschitz K > 0 tal que
Hf(s,x, A) _f(S,y, >‘)|| < KHX - y”: V(S,x, )‘)7 (Sy)h >\) € Ni. ®

@ Temos também que f € uniformemente continua em Ny, donde podemos escolher
0<d< %51 tal que

Hf(s7x, )‘) _f(S7Y7 M)H <e= KGXp (_K(b - a)) %61, (9)

para todo (s, x, A), (s, y, ) € Ni tais que [|x — y[| + [[A — pf| < 6.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Como 9f/Ox é continua em U X A, entdo existe uma constante Lipschitz K > 0 tal que
Hf(s,x, A) _f(S,y, >‘)|| < KHX - y”: V(S,x, )‘)7 (Sy)h >\) € Ni. ®

@ Temos também que f € uniformemente continua em Ny, donde podemos escolher
0<d< %51 tal que

Hf(s7x, )‘) _f(S7Y7 M)H <e= KGXp (_K(b - a)) %61, (9)

para todo (s, x, A), (s, y, ) € Ni tais que [|x — y[| + [[A — pf| < 6.

@ Defina entido

Uo = {(t,x,\) € R"™ . t € (a,b), ||x(t) — x|| + [|A — Xo|| < 6} C N1

MATE 7010 S1 - 2022 - PPGM-UFPR 12/17



Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Como 9f/Ox é continua em U X A, entdo existe uma constante Lipschitz K > 0 tal que
Hf(s,x, A) _f(S,y, >‘)|| < KHX - y”: V(S,x, )‘)7 (Sy)h >\) € Ni. ®

@ Temos também que f € uniformemente continua em Ny, donde podemos escolher
0<d< %51 tal que

Hf(s7x, )‘) _f(S7Y7 M)H <e= KGXp (_K(b - a)) %61, (9)

para todo (s, x, A), (s, y, ) € Ni tais que [|x — y[| + [[A — pf| < 6.

@ Defina entido
Uo = {(t,x,\) € R e (a,b), |x(®) —x|| + |IA = Xo|| < 6} C Ni.

@ Note que (o, X0, M) € Up e que Uy C R+ & aberto.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

Como Of /9x é continua em U X A, entdo existe uma constante Lipschitz K > 0 tal que
Hf(s,x, A) _f(S,y, >‘)|| < KHX - y”: V(S,x, )‘)7 (Sy)h >\) € Ni. ®

@ Temos também que f € uniformemente continua em Ny, donde podemos escolher
0<d< %51 tal que

Hf(s7x, )‘) _f(57Y7 M)” <e= Kexp (_K(b - a)) %61, (9)

para todo (s, x, A), (s, y, ) € Ni tais que [|x — y[| + [[A — pf| < 6.

@ Defina entido

Uo = {(t,x,\) € R"™ . t € (a,b), ||x(t) — x|| + [|A — Xo|| < 6} C N1

Note que (9, X0, o) € Uo € que Up C R"™*+! & aberto.

Mostraremos que (a, b) x Uy C Q e que o fluxo ¢ de f é continuo em (a, b) x Uy.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Denote por
¢s = €5((a,b) x Uo,Rn;N|)

o conjunto das aplicagdes 9 : (a,b) x Uy — R" continuas tais que
(l7 ¢(f» u,x, )‘)7 >‘) €N

para todo (¢, u, x, \) € (a,b) x Up.
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Fluxo de equacoes a um pz

@ Denote por
¢s = €5((a,b) x Uo,Rn;N|)

o conjunto das aplicagdes 9 : (a,b) x Uy — R" continuas tais que
(t,(t,u, x, A), \) € Ny

para todo (¢, u, x, \) € (a,b) x Up.
@ Note que, pelo Lema (1), s é completo.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Denote por
¢s = €5((a,b) x Uo,Rn;N|)

o conjunto das aplicagdes 9 : (a,b) x Uy — R" continuas tais que
(l7 ¢(f» u,x, )‘)7 >‘) €N
para todo (¢, u, x, \) € (a,b) x Up.
@ Note que, pelo Lema (1), s é completo.
@ Iremos construir aproximagdes sucessivas em %5 do fluxo de f.

@ Para isso, seja o : (a,b) x Uy — R" definida por

wo(t, u,x, \) :x+/f(s,x(s)7)\o)ds. (10
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Denote por
¢s = €5((a,b) x Uo,Rn;N|)

o conjunto das aplicagdes 9 : (a,b) x Uy — R" continuas tais que
(l7 ¢(f» u,x, )‘)7 >‘) €N

para todo (¢, u, x, \) € (a,b) x Up.

Note que, pelo Lema (1), €5 € completo.

Iremos construir aproximagdes sucessivas em %5 do fluxo de f.

Para isso, seja ¢ : (a,b) x Uy — R" definida por
t
Yo(t,u,x,\) = x+ / S(s,x(s), Xo)ds. (10
@ Indutivamente, considere v : (a,b) x Uy — R" definida por

it u,x, A) = x + /tf(sv Yi—1(t,u,x, X), )ds. (11
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PROXIMOS PASSOS

@ Mostraremos que {¢;} C €s;

@ Mostraremos que {1);} C %5 é uma sequéncia de Cauchy.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Segue de (9) e que (11)
Hf(& 1/}0(‘97 U, x, )‘)7)‘) —f(s,x(s),)\)H <e€

para todo (s, u, x, \) € (a,b) x Up.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Segue de (9) e que (11)
Hf(& 1/}0(‘97 U, x, )‘)7)‘) —f(s,x(s),)\)H <e€

para todo (s, u, x, \) € (a,b) x Up.

@ Em particular, se (f,u,x, \) € (a,b) x Uy entdo

||1/)1(t7”ax7 )‘) - ¢0(f7 u,x, )‘)” < €|t - u‘

([7 1/11(t7"»x7 A)7>‘) € N17

donde ¢, € 65.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

@ Segue de (9) e que (11)
Ilf (s, 2o (s, uyx, A), N) — f(s,x(s), A)|| < €
para todo (s, u, x, \) € (a,b) x Up.
@ Em particular, se (f,u,x, \) € (a,b) x Uy entdo

||1/)1(t7”ax7 )‘) - ¢0(f7 u,x, )‘)” < €|t - u‘

([7 1/11(t7"»xy A)7>‘) € N17
donde ¢, € 65.

@ Por inducdo, é possivel verificar que {t;} C €5 e que

([41 (8, 10, 3, N) — (8, u, 3, A) || < €K’ |t —uf™,

1
G+ 1!

para todo (¢, u,x, X) € (a,b) x Up.
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Fluxo de equagoes a ro Mais alguns resultados

LEMA DE GRONWALL

Se v : I — R é uma fun¢do continua e ndo negativa no intervalo / C R tal que

/ut bv(s)ds

paratodot € I ea,b > 0e u € I constantes, entdo

v(t) <a+

)

v(t) < aexp(blt —u|), Vt € 1.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro Mais alguns resultados

PROPOSICAO

Sejam f, g : U — R" fungdes continuas no aberto u C R e x,y : I — R" solugdes das
equagoes

X =f(1,x) ey =g(ty).
Suponha que existam € > 0 e K > 0 tais que

If(2,%) — g(t, )| < e ellg(t,x) — g, V) < Klx—yll,

para todo (¢, x), (t,y) € U. Nestas condigdes,
€
1x(8) = YOI < Jle(ue) — y(u)ll exp(K]r —ul) + o [exp(K]t — u]) — 1],

paratodo t,u € I.
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Fluxo de equagdes a um pardmetro Mais alguns resultados

PROPOSICAO

Sejam f, g : U — R" fungdes continuas no aberto u C R e x,y : I — R" solugdes das
equagoes

X =f(1,x) ey =g(ty).
Suponha que existam € > 0 e K > 0 tais que

1 (5,x) — (1, 0)[| < € ellg(t;x) —g(t,y)|| < Kllx —yl|,
para todo (¢, x), (t,y) € U. Nestas condigdes,
€
1x(8) = YOI < Jle(ue) — y(u)ll exp(K]r —ul) + o [exp(K]t — u]) — 1],

paratodo t,u € I.

COROLARIO
Se K ¢ uma constante de Lipschitz de f em U, entdo para ¢ € I(to,x0) N I(fo,y0) vale

||§0(l, [0,.X()) - QO(L t07y0)H < HX() - yOH eXp(K|t - tOD'
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