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Exponencial de matrizes

RELEMBRANDO

DEFINICAO

Dada uma matriz A € M(n), considere o sistema homogéneo
X =A@) x )]

e seja <7 o conjunto de todas as suas solucdes.

PROPOSICAO
O conjunto 7 é um espago vetorial e valem as afirmacdes:
(a) Dado s € I, a aplicagdo A, : R" — &/ que a cada xo € R" associa a solugio (7, s, xo),
que passa por (s,xp), € um isomorfismo;
(b) dim() =mn;
(c) Se{vi,...,vs} éumabase de R", entdo {¢i, ..., p,} é uma base de &, sendo

(Pj(t):i,O_j(I,S,Vj),j:l,...,n. )
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Matriz fundamental

@ Considere a equagdo matricial

X' =A(DX, )
definidaem I x M(n), com I C R.
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Matriz fundamental

@ Considere a equagdo matricial

X' =A(DX, )
definidaem I x M(n), com I C R.

@ Uma solugdo de (2) é entdo um caminho X : I — M (n) e utilizaremos a notagéo
X(1) = [iglnxn-
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

@ Considere a equagdo matricial

X' =A(DX, )
definidaem I x M(n), com I C R.

@ Uma solugdo de (2) é entdo um caminho X : I — M (n) e utilizaremos a notagéo
X(1) = [iglnxn-

@ Note que o T.E.U. se aplica a tal equagdo com condi¢do inicial (7, Xo) € I x M(n), pois
(2) equivale a

n
Xy =Y ap(xe, 1<ij<n.
k=1

(UFPR) MATE 7010 S1 -2022 - PPGM-UFPR 4/9



Exponencial de matrizes Matriz fundamental

Considere a equacgio matricial

X' =A(DX, )
definidaem I x M(n), com I C R.

Uma solugdo de (2) é entdo um caminho X : I — M(n) e utilizaremos a notagdo

X(1) = [iglaxn:

Note que o T.E.U. se aplica a tal equagéo com condigéo inicial (79, Xo) € I x M(n), pois
(2) equivale a

n
Xy =Y ap(xe, 1<ij<n.
k=1

Temos também que ¢(¢) € solugdo de (2) se, e somente se, cada j-ésima coluna ¢;(¢) de
@(1) é solucdo da equag@o (1).
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

Considere a equacgio matricial

X' =A(DX, )
definidaem I x M(n), com I C R.

Uma solugdo de (2) é entdo um caminho X : I — M(n) e utilizaremos a notagdo

X(1) = [iglaxn:

Note que o T.E.U. se aplica a tal equagéo com condigéo inicial (79, Xo) € I x M(n), pois
(2) equivale a

n
Xy =Y ap(xe, 1<ij<n.
k=1

Temos também que ¢(¢) € solugdo de (2) se, e somente se, cada j-ésima coluna ¢;(¢) de
@(1) é solucdo da equag@o (1).

DEFINICAO

Uma matriz ¢(¢) de ordem n X n cujas colunas formam uma base para 2/ chama-se matriz
fundamental de (1).
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Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes

X =Ax, Ac M(n). (3)
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X = Ax, A € M(n). 3)

@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = Lxn.
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X = Ax, A € M(n). 3)

@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = Lxn.

@ Sen=1,A = a, entdo ¢(t) = . Mostremos que, em geral, a fungio t — @(f) tem
propriedades andlogas a exponencial.

PROPOSICAO (1)

Seja ¢(r) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = I,x,. Temos entéo:

v
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X = Ax, A € M(n). 3)

@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = Lxn.
@ Sen=1,A = a, entdo ¢(t) = . Mostremos que, em geral, a fungio t — @(f) tem
propriedades andlogas a exponencial.
PROPOSICAO (1)
Seja ¢(r) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = I,x,. Temos entéo:
(@) ¢'(t) = Ap(1), com $(0) = 1;

v

Avila (UFPR) MATE 7010 S1 -2022 - PPGM-UFPR 5/9



Exponencial de matrizes Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X = Ax, A € M(n). 3)

@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = Lxn.
@ Sen=1,A = a, entdo ¢(t) = . Mostremos que, em geral, a fungio t — @(f) tem
propriedades andlogas a exponencial.
PROPOSICAO (1)
Seja ¢(r) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = I,x,. Temos entéo:
(@) ¢'(t) = Ap(1), com $(0) = 1;
(b) &(t+s5) = ¢(r)d(s), paratodo t,s € R;

v
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X =Ax, Ac M(n). €)]
@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = Lxn.
@ Sen=1,A = a, entdo ¢(t) = . Mostremos que, em geral, a fungio t — @(f) tem
propriedades andlogas a exponencial.
PROPOSICAO (1)
Seja ¢(r) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = I,x,. Temos entéo:
(@) ¢'(t) = Ap(1), com $(0) = 1;
(b) &(t+s5) = ¢(r)d(s), paratodo t,s € R;
(©) [p(t)]™" = ¢(—t), paratodo t € R;
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X = Ax, A € M(n). 3)

@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = Lxn.

@ Sen=1,A = a, entdo ¢(t) = . Mostremos que, em geral, a fungio t — @(f) tem
propriedades andlogas a exponencial.

PROPOSICAO (1)

Seja ¢(r) a matriz fundamental de (3) tal que ¢(0) = I,x,. Temos entéo:
(@) ¢'(r) = Ap(r), com ¢(0) = I;
(b) &(t+s5) = ¢(r)d(s), paratodo t,s € R;
(©) [p(t)]™" = ¢(—t), paratodo t € R;

(d) asérie
2. AR

Tk
k=0

converge para ¢(¢) em R, uniformemente em cada intervalo compacto.
v
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

DEFINICAO

Ak

A exponencial de uma matriz A € M(n) é por defini¢ao ¢(1), ou seja, ¢* = 352 ik
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

DEFINICAO

. , . . o A*
A exponencial de uma matriz A € M(n) é por definicio (1), ou seja, e* = Do ik

OBSERVACAO
Note que podemos reescrever a Proposi¢@o 1 da seguinte forma:

d At
(a) % =Ae", come’ = I,

(b) ) = MM paratodot,s € R;

(©) [¢"]7" = e, paratodot € R;
k pk

r'A A T .
d) ' = > oreo R sendo a convergéncia da série uniforme em cada intervalo compacto.

v
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

DEFINICAO

. , . . o A*
A exponencial de uma matriz A € M(n) é por definicio (1), ou seja, e* = Do ik

OBSERVACAO
Note que podemos reescrever a Proposi¢@o 1 da seguinte forma:
d At
(a) % =Ae", come’ = I,
(b) ) = MM paratodot,s € R;
(©) [¢"]7" = e, paratodot € R;
k gk

r'A A T .
d) ' = > oreo R sendo a convergéncia da série uniforme em cada intervalo compacto.

v

PROPOSICAO (2)
Sejam A, B, C € M(n).
(a) Se BC = CA, entio ¢’®C = Ce™, paratodo t € R.

(b) Se AB = BC, entdo
&A= e’Ae'B, vt e R.

v
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO (3)

@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entdo:

(a) " =007
(b) se B = diag(k1, ..., kn), entdo e* = Qdiag(e™, ...

(c) seB= [ —ab Z } , entdo & :e“[ cos(b)

—sin(b)

;"0
sin(b)
cos(b)
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO (3)
@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entdo:

(a) " =007
(b) se B = diag(k1,...,kn), entdo e* = Qdiag(e™, ... e™)Q™";

[ a b - 4| cos(b) sin(b)
(c) se B= [ b oa } ,entdo ¢ = ¢ [ —sin(b) cos(b)

@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A, . ..,An), entdo
et = diag(eV, ..., eM).

v
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO (3)

@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entdo:

(a) ¢ = 007"
(b) se B = diag(k1,...,kn), entdo e* = Qdiag(e™, ... e™)Q™";
| a b - 4| cos(b) sin(b)
(c) seB= [ b a } 7entaoeA =e¢ [ —sin(b) cos(b)
@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A, . ..,An), entdo
et = diag(eV, ..., eM).
. - s ¢ s E ¢ E
@ Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe £ € Ntal que A" = 0, entdoe” =3, o

4
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO (3)

@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entdo:

(a) &' = QP07
(b) se B = diag(k1,...,kn), entdo e* = Qdiag(e™, ... e™)Q™";
| a b - 4| cos(b) sin(b)
(c) seB= [ b a } 7entaoeA =e¢ [ —sin(b) cos(b)
@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A, . ..,An), entdo
et = diag(eV, ..., eM).
E*
@ Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe £ € N tal que A® = 0, entio ef = Zf:o o
@ Sejam A € Re J(A\) = M + E, sendo E a matriz nilpotente
-1
010 ... 0 1r% (tnw
n—
0 0 1 0 0 1 1 0
E=|: 1 1 = |, entio /M =¢V _
0 0 O 1 )
00 0 0 0 0 1 t

(e}
(e}
(e}
o
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O cilculo da exponencial

FORMA CANONICA DE JORDAN 2 x 2

@ Note entdo que podemos calcular as exponenciais de matrizes 2 X 2 através forma
candnica de Jordan, poise se A1, A2 sdo as duas raizes do polindmio caracteristico de
AeMQ2):

Q se M, 2 €Re )\ # X\, entdio A ~ A0 .
0 X
Q sed=X =X €ERe

. - X O
(a) dim(Vy,) =2,entdo A = < 00 o ) = Nol.
X O
1

“)

@ se\i=a+t+ibedr=a—ib,b#0,entio A ~ ( _ab la? )

(b) dim(Vy,) = 1,entdo A ~ (
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O cilculo da exponencial Fluxo de equacoes lineares

RELEMBRANDO (FLUXO)

O fluxo da equagdo x' = f(¢,x) é por defini¢do a fungdo ¢ : Q — R" dada por

ot 1) = x + / F(s. (s, 1, ))ds, 4

sendo Q = {(t,u,x) € R"?; t € I(u,x), (u,x) € U} CR x U.

Fernando Avila (UFPR) MATE 7010 S1 -2022 - PPGM-UFPR 9/9



O cilculo da exponencial Fluxo de equacoes lineares

RELEMBRANDO (FLUXO)

O fluxo da equagdo x' = f(¢,x) é por defini¢do a fungdo ¢ : Q — R" dada por

ot 1) = x + / F(s. (s, 1, ))ds, 4

sendo Q = {(t,u,x) € R"?; t € I(u,x), (u,x) € U} CR x U.

@ Note entdio que o fluxo da equacio linear x' = Ax é dado por

o(t,x) = e”x, (t,x) € R x R".
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O cilculo da exponencial Fluxo de equacoes lineares

RELEMBRANDO (FLUXO)

O fluxo da equagdo x' = f(¢,x) é por defini¢do a fungdo ¢ : Q — R" dada por
1
pltux) =x-+ [ Flsvpls.u0)ds

sendo Q = {(t,u,x) € R"?; t € I(u,x), (u,x) € U} CR x U.

“

@ Note entdio que o fluxo da equacio linear x' = Ax é dado por

o(t,x) = e”x, (t,x) € R x R".

LEMA (1)
O fluxo ¢ de x’ = Ax satisfaz as seguintes propriedades:
(a) ¢(0,x) = x, para todo x € R";
(b) @(t+s,x) = p(t,0(s,x)), paratodo s, € R, e todo x € R”;

(c) paracadat € R, a aplicagdo (1, -) é linear em R".
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