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Exponencial de matrizes

RELEMBRANDO

DEFINIÇÃO

Dada uma matriz A ∈ M(n), considere o sistema homogêneo

x′ = A(t) · x (1)

e seja A o conjunto de todas as suas soluções.

PROPOSIÇÃO

O conjunto A é um espaço vetorial e valem as afirmações:

(a) Dado s ∈ I, a aplicação Λs : Rn → A que a cada x0 ∈ Rn associa a solução ϕ(t, s, x0),
que passa por (s, x0), é um isomorfismo;

(b) dim(A ) = n;

(c) Se {v1, . . . , vn} é uma base de Rn, então {ϕ1, . . . , ϕn} é uma base de A , sendo

ϕj(t) = ϕj(t, s, vj), j = 1, . . . , n.
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

Considere a equação matricial
X′ = A(t)X, (2)

definida em I ×M(n), com I ⊆ R.

Uma solução de (2) é então um caminho X : I → M(n) e utilizaremos a notação
X(t) = [xi,j]n×n.

Note que o T.E.U. se aplica a tal equação com condição inicial (t0,X0) ∈ I ×M(n), pois
(2) equivale a

x′i,j =

n∑
k=1

ai;k(t)xk,j, 1 ≤ i, j ≤ n.

Temos também que φ(t) é solução de (2) se, e somente se, cada j-ésima coluna φj(t) de
φ(t) é solução da equação (1).

DEFINIÇÃO

Uma matriz φ(t) de ordem n× n cujas colunas formam uma base para A chama-se matriz
fundamental de (1).
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

Considere a gora a equação linear homogênea de coeficientes constantes

x′ = Ax, A ∈ M(n). (3)

Denotemos por φ(t) a matriz fundamental de (3) tal que φ(0) = In×n.

Se n = 1, A = a, então φ(t) = eat. Mostremos que, em geral, a função t 7→ φ(t) tem
propriedades análogas a exponencial.

PROPOSIÇÃO (1)
Seja φ(t) a matriz fundamental de (3) tal que φ(0) = In×n. Temos então:

(a) φ′(t) = Aϕ(t), com φ(0) = I;

(b) φ(t + s) = φ(t)φ(s), para todo t, s ∈ R;

(c) [φ(t)]−1 = φ(−t), para todo t ∈ R;

(d) a série
∞∑

k=0

tkAk

k!

converge para φ(t) em R, uniformemente em cada intervalo compacto.
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Exponencial de matrizes Matriz fundamental

DEFINIÇÃO

A exponencial de uma matriz A ∈ M(n) é por definição φ(1), ou seja, eA =
∑∞

k=0
Ak

k!
.

OBSERVAÇÃO

Note que podemos reescrever a Proposição 1 da seguinte forma:

(a)
deAt

dt
= AeAt, com e0 = I;

(b) eA(t+s) = eAteAs, para todo t, s ∈ R;

(c) [eAt]−1 = e−At, para todo t ∈ R;

(d) eAt =
∑∞

k=0
tkAk

k!
, sendo a convergência da série uniforme em cada intervalo compacto.

PROPOSIÇÃO (2)
Sejam A,B,C ∈ M(n).

(a) Se BC = CA, então etBC = CetA, para todo t ∈ R.

(b) Se AB = BC, então
et(A+B) = etAetB, ∀t ∈ R.
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O cálculo da exponencial

PROPOSIÇÃO (3)

Sejam A,B ∈ M(n) tais que A ∼Q B. Então:

(a) eA = QeBQ−1;

(b) se B = diag(κ1, . . . , κn), então eA = Qdiag(eκ1 , . . . , eκn )Q−1;

(c) se B =

[
a b
−b a

]
, então eA = ea

[
cos(b) sin(b)
− sin(b) cos(b)

]

Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A1, . . . ,Am), então
eA = diag(eA1 , . . . , eA2 ).

Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe ` ∈ N tal que A` = 0, então eE =
∑`

k=0
Ek

k!
.

Sejam λ ∈ R e J(λ) = λI + E, sendo E a matriz nilpotente

E =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 , então etJ(λ) = eλt



1 t
t
2

. . .
tn−1

(n− 1)!
0 1 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 1 . . . t
0 0 0 . . . 1


.
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O cálculo da exponencial

FORMA CANÔNICA DE JORDAN 2 × 2

Note então que podemos calcular as exponenciais de matrizes 2× 2 através forma
canônica de Jordan, poise se λ1, λ2 são as duas raízes do polinômio característico de
A ∈ M(2):

1 se λ1, λ2 ∈ R e λ1 6= λ2, então A ∼
(
λ1 0
0 λ2

)
.

2 se λ0 = λ1 = λ2 ∈ R e

(a) dim(Vλ0) = 2, então A =

(
λ0 0
0 λ0

)
= λ0I.

(b) dim(Vλ0) = 1, então A ∼
(

λ0 0
1 λ0

)
.

3 se λ1 = a + ib e λ2 = a− ib, b 6= 0, então A ∼
(

a b
−b a

)
.
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O cálculo da exponencial Fluxo de equações lineares

RELEMBRANDO (FLUXO)
O fluxo da equação x′ = f (t, x) é por definição a função ϕ : Ω→ Rn dada por

ϕ(t, u, x) = x +

∫ t

u
f (s, ϕ(s, u, x))ds, (4)

sendo Ω =
{

(t, u, x) ∈ Rn+2; t ∈ I(u, x), (u, x) ∈ U
}
⊂ R× U.

Note então que o fluxo da equação linear x′ = Ax é dado por

ϕ(t, x) = etAx, (t, x) ∈ R× Rn.

LEMA (1)
O fluxo ϕ de x′ = Ax satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ϕ(0, x) = x, para todo x ∈ Rn;

(b) ϕ(t + s, x) = ϕ(t, ϕ(s, x)), para todo s, t ∈ R, e todo x ∈ Rn;

(c) para cada t ∈ R, a aplicação ϕ(t, ·) é linear em Rn.
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}
⊂ R× U.

Note então que o fluxo da equação linear x′ = Ax é dado por

ϕ(t, x) = etAx, (t, x) ∈ R× Rn.

LEMA (1)
O fluxo ϕ de x′ = Ax satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ϕ(0, x) = x, para todo x ∈ Rn;

(b) ϕ(t + s, x) = ϕ(t, ϕ(s, x)), para todo s, t ∈ R, e todo x ∈ Rn;

(c) para cada t ∈ R, a aplicação ϕ(t, ·) é linear em Rn.
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