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LISTA 1: Entregar dia 27 de abril

Exercicio 1 Mostre que a esfera nao contém segmentos de retas.

Exercicio 2 Seja X C R"™ tal que, para todo compacto K C R", a intersecio X N K é compacta.
Prove que X ¢é fechado.

Exercicio 3 Se A é aberto e ANX # 0, entdo AN X # 0.
Exercicio 4 Se E C R"™ é um subespaco vetorial, entdo E é fechado.

Exercicio 5 Seja (N, | - ||) um espago normado. Mostre que se dim(N) < oo, entdo toda sequéncia
de Cauchy converge.

Exercicio 6 Mostre que se f: R™ — R"™ ¢ continua e E C R™ é conexo por caminhos, entio f(E) é
conexo por caminhos.

Exercicio 7 Considere A C R™ ndo vazio. Para cada x € R"™ defina a distdncia entre x e X pondo
dist(z, X) = inf{Jlz — yll, y € X}
1. Mostre que X = {x € R"; d(x,X) = 0};

2. Porve que a fun¢io R™ — R dada por x — d(x,X) € uniformemente continua. Em particular,
um conjunto X € fechado se, e somente se, coincide com o conjunto de zeros de uma fung¢do
continua;

3. Sejam A, B C R" fechados e disjuntos. Mostre que a fungdo f : R™ — R dada por

B dist(z, A)
 dist(z, A) + dist(x, B)

f(x)

é continua, com f(R™) = [0,1]. Além disso, A= f~10) e C = f~1(1).
Exercicio 8 O grdfico de uma funcio f: A CR™ — R™ ¢é o conjunto
Gr={(z,y) eR"™™ zcAey=f(r)}
Suponha que f é continua.

1. Mostre que Gy € fechado;

2. Mostre que A e Gy siao homeomorfos;



3. Considere S™ C R™ a esfera unitdria e p = (0,...,1) € S*. Mostre que S™ — {p} é homeormorfo
a Rn’.

Exercicio 9 Sejam a € X C R" e Cy a uniao de todos os conexos em X que contém o ponto a. Tal
conjunto € dito componente conexa de a em X. Mostre que:

1. Se X = Q CR, entio C, = {a}.
Se X C R"™ ¢ conexo, entdo C, = X.
C, ¢ o maior conjunto conexo de X que contém a.

Se x,y € X, entao ou Cu NCy =0, ou Cy = C,.

S

Verifigue que relacao x,y estao na mesma componente em X determina uma relagao de
equivaléncia. Em particular, [x] = Cy.



