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LISTA 2: Fungdes continuas

Exercicio 1 Estude a continuidade das fungdes abaizo.

22%(y — 1)
h(z) =4 522+ (y—1)

sen(x), se x € Q, (z) = { lz||?, se z€ Q" cCR"®,
0, caso contrdrio.

T) = . .
f(z) { 0, caso contrdrio. 0, caso contrdrio.

Exercicio 2 Mostre que se f : R — R™ € continua e E C R™ conexo por caminhos, entio f(FE) é
conezo por caminhos.

Exercicio 3 Mostre que S = {A € M,(R), det(A) # 0} é denso em M, (R).

Exercicio 4 Mostre que se E1 CR™ e Es C R™ sdo conexos por caminhos, entdo E1 X Eo C R" x R™
€ conexo por caminhos.

Exercicio 5 Considere End(R™) o espaco vetorial dos operadores lineares T : R™ — R™.
1. Mostre que a fungdo N : End(R™) — R dada por

N(T) = sup |[T(z)]

llzfl<1
define uma norma em End(R™);

2. Considere Aut(R™) C End(R™) o conjunto das tranformagées iwnersiveis. Prove que se T €
Aut(R™) e S € End(R"™) sdao tais que

NS -T)N(T Y <1,
entao S € Aut(R™). Determine se Aut(R™) C End(R"™) é aberto, fechado ou nehum desses.
3. Mostre que a fun¢io Aut(R™) — Aut(R™) dada por A — A~ é continua;
Exercicio 6 Considere A C R™ ndo vazio. Para cada x € R" defina o distdncia entre x E X pondo
dist(z, X) = inf{||z — y||, y € X}
1. Mostre que X = {z € R"; d(z,X) = 0};

2. Porve que a fung¢io R" — R dada por x — d(z,X) € uniformemente continua. Em particular,
um conjunto X € fechado se, e somente se, coincide com o conjunto de zeros de uma funcdo
continua;

5» S€ (x,y);é(0,0),



3. Sejam A, B C R™ fechados e disjuntos. Mostre que a fung¢do f: R™ — R dada por

B dist(z, A)
Jz) = dist(x, A) + dist(z, B)

é continua, com f(R™) = [0,1]. Além disso, A= f~10) e C = f~1(1).

Exercicio 7 Mostre que nio existe f : R? — R continua e injetora.
Exercicio 8 Sejam f: A C R" — R uma funcdo limitada, um ponto a € A e d > 0. Defina os valores

M(a, f,0) = sup{f(z); v€ Ae |z —al <4}
m(a, f,0) =inf{f(x); x € Ae |z —al <d}.

1. Mostre que eriste o nimero

O(f’ CL) = (%I_I}(l)[M(aa fﬂ 6) - m(av fv 5)]

2. Mostre que f é continua em a se, e somente se, o(f,a) = 0.
3. Se A € fechado e f limitada, entdo para cada € > 0, o conjunto
S={re 4 off,a) > ¢}
¢ fechado.
Exercicio 9 O grdfico de uma funcao f : A C R™ — R™ € o conjunto
Gr={(z,y) eR"™ zcAdey=f(z)}
Suponha que f é continua.
1. Mostre que Gy € fechado;
2. Mostre que A e Gy sio homeomorfos;

3. Considere S™ C R™ a esfera unitdiria e p = (0,...,1) € S". Mostre que S™ — {p} é homeormorfo
aR";

Exercicio 10 Sejam f,g : X C R™ — R™ continuas em a. Se f(a) # g(a), entao existe uma bola
centrada em a na qual f(z) # f(y).

Exercicio 11 O conjunto das matrizes ortogonais com determinate igual a 1 € conexo por caminhos.
O conjunto da matrizes ortogonais possui exatamente duas componentes conexas.

Exercicio 12 Toda fung¢do continua num compacto é uniformemente continua.
Exercicio 13 Uma fungio ¢ : R™ x R" — RP ¢ dita bilinear quando:

o plz+ay) =plr,y) +el@y),

e oy +v) = elz,y) +o(x,y),

o plaz,y) = ap(z,y),

e o(x,ay) = ap(r,y),

para todo x, 7' € R", y,yy € R"™ e a € R.
Mostre que toda aplicacao bilinear ¢ de Lipschitz.



