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19 DE OUTUBRO

Aula de hoje: Topologia em R".

@ Conjuntos fechados e sequéncias.
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ESPACO EUCLIDIANO

@ Ao longo do curso utilizaremos a notagdo R" para indicar o espago euclidiano
n-dimensional definido pelo produto cartesiano de R com ele mesmo n vezes.

@ Oselementos x € R” séo, por defini¢do, da forma x = (x1, ..., X4).

@ Consideramos em R" a estrutura natural de espago vetorial:

x4y =(x, X))+ 0 yn) = (X )
A= (Axr, ..., ).

@ O elementos de R" serdo chamados de pontos, ou de vetores.

@ Dados x,y € R" defini-se 0 nimero

n
(y) = xy
=1
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Relembrando

NORMA

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma em R” é uma fungdo NV : R" — R que satisfaz as seguintes propriedades:

(N1) N(x) >0, Vx € R", valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.
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Relembrando

NORMA

DEFINICAO (NORMA)

Uma norma em R” é uma fungdo NV : R" — R que satisfaz as seguintes propriedades:
(N1) N(x) >0, Vx € R", valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.
(N2) N(X-x) =|AIN(x), paratodo A € R e para todo x € R";
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Relembrando

NORMA

DEFINICAO (NORMA)

Uma norma em R” é uma fungdo NV : R" — R que satisfaz as seguintes propriedades:
(N1) N(x) >0, Vx € R", valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.
(N2) N(X-x) =|AIN(x), paratodo A € R e para todo x € R";
(N3) N(x+y) <N(x)+N(), Vx,y € R".

OBSERVACAO (EXERCICIO)

A fungdo d : R" x R" — R dada por d(x,y) = N(x — y) satisfaz
(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.

(D2) d(x,

(D3) d(x,y) = d(y,x) paratodo x,y € M. (Simetria)

(D4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) para todo x,y,z € M. (Desigualdade Triangular)

Y)=0<=x=y.
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EXEMPLOS

@ Em R” temos as seguintes normas (usuais):

1/2
n
(euclidiana) ||x|| = X ,

j=

n
(soma) [lx]ls = > |,
j=1
textrm(mximo) ||x||m = max |x;].

1<j<n
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Relembrando

EXEMPLOS

@ Em R” temos as seguintes normas (usuais):

(euclidiana) ||x|| = X ,

(soma) ||x||s =

I

.

HM: f
&

max |x;|.
1<j<n

textrm(mximo) || x||m

TEOREMA (C-S)

Vale a desigualdade
[Ge ] < [Ixlllyll, Vx,y € R
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Relembrando

EXEMPLOS

@ Em R” temos as seguintes normas (usuais):

1/2

(euclidiana) ||| = | > 7 |

j=1
n

(soma) lx]ls = " |x],
j=1

textrm(mximo) || x||m = nax %]

TEOREMA (C-S)

Vale a desigualdade
[Ge ] < [Ixlllyll, Vx,y € R

TEOREMA (EQUIVALENCIA)
Vale a desigualdade

[l < [lxl] < flxlls < nllx]lm, Vx € R".
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Relembrando

DEFINICAO
Sejam a € R", r > 0, A uma norma em R" e d(x,y) = N'(x — y). Temos entdo os conjuntos
B(a;r) = {x e R";d(x,a) < r}
Bla;r] = {x e R";d(x,a) < r}
S[a;r] = {x e R";d(x,a) = r}
s"! = 8[0; 1]

OBSERVACAO

Em R?, com respeito a norma euclidiana, do maximo e da soma.

RS e e



Topologia de R"

CONJUNTOS ABERTOS

DEFINICAO

SejaX C R".
@ Um ponto p € R" é um ponto interior de X se existe r > 0 tal que B(p,r) C X.
@ O conjunto dos pontos interiores de X serd denotado por int(X).

@ Um conjunto X C R" é dito aberto se int(X) = X.

OBSERVACOES
@ Veremos que ser aberto € uma propriedade que nao depende de uma escolha particular da
norma.

@ Se um conjunto X C R" ndo € aberto, entdo existe p € X tal que p ¢ int(X), ou seja, para
todo € > 0 temos B(p, €) N X # (.

v

TEOREMA
(a) Se A e A, sdo conjuntos abertos, entdo A; N A, também o é.

(b) Se {Ax}xer é uma colegdo de conjuntos abertos, entdo
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os fechados

CONJUNTOS FECHADOS
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Conjuntos fechados

CONJUNTOS FECHADOS

DEFINICAO
Um conjunto F C R” é dito fechado se F€ é aberto. J
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Conjuntos fechados

CONJUNTOS FECHADOS

DEFINICAO
Um conjunto F C R” é dito fechado se F€ é aberto.

EXEMPLOS:
@ R" e () sdo conjuntos fechados;
@ A bola fechada € um conjunto fechado.

@ Q" ndo é fechado e nem aberto (Exercicio).
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Conjuntos fechados

CONJUNTOS FECHADOS

DEFINICAO

Um conjunto F C R” é dito fechado se F€ é aberto.

EXEMPLOS:
@ R" e () sdo conjuntos fechados;
@ A bola fechada € um conjunto fechado.

@ Q" ndo é fechado e nem aberto (Exercicio).

TEOREMA
(a) Se F, e F, sdo conjuntos fechado, entdo F; U F, também o €.

(b) Se {Fx}xer é uma colegdo de conjuntos fechados, entdo F' = [, ., Ax fechado.
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Conjuntos fechados

CONJUNTOS FECHADOS

DEFINICAO
Um conjunto F C R" é dito fechado se F€ é aberto.

EXEMPLOS:
@ R" e () sdo conjuntos fechados;
@ A bola fechada € um conjunto fechado.

@ Q" ndo é fechado e nem aberto (Exercicio).

TEOREMA
(a) Se F, e F, sdo conjuntos fechado, entdo F; U F, também o €.

(b) Se {Fx}xer é uma colegdo de conjuntos fechados, entdo F' = [, ., Ax fechado.

EXERCICIO
Determine todos os conjuntos X C R" simultaneamente abertos e fechados.
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PONTOS ADERENTES E DE ACUMULACAO

DEFINICAO

Sejam X C R" um conjunto e p € R" um ponto.
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PONTOS ADERENTES E DE ACUMULACAO
DEFINICAO

Sejam X C R" um conjunto e p € R" um ponto.

(a) Dizemos que p é um ponto aderente de X se
B(p,e) N X # 0, Ve > 0.

O conjunto dos pontos de aderéncia serd denotado por X.
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PONTOS ADERENTES E DE ACUMULACAO

DEFINICAO
Sejam X C R" um conjunto e p € R" um ponto.
(a) Dizemos que p é um ponto aderente de X se

B(p,e) N X # 0, Ve > 0.

O conjunto dos pontos de aderéncia serd denotado por X.

(b) Dizemos que p é um ponto de acumulagio de X se

[B(p,e) \ {p}INX # 0, Ve > 0.

O conjunto dos pontos de aderéncia serd denotado por X'.
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PONTOS ADERENTES E DE ACUMULACAO

DEFINICAO
Sejam X C R" um conjunto e p € R" um ponto.
(a) Dizemos que p é um ponto aderente de X se

B(p,e) N X # 0, Ve > 0.

O conjunto dos pontos de aderéncia serd denotado por X.

(b) Dizemos que p é um ponto de acumulagio de X se

[B(p,e) \ {p}INX # 0, Ve > 0.

O conjunto dos pontos de aderéncia serd denotado por X'.

PROPOSICAO

(a) XCcXeX CX.
(b) X é fechado.

(c) X éfechado se, e somente se, X = X.
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Sequéncias

SEQUENCIAS CONVERGENTES
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Sequéncias

SEQUENCIAS CONVERGENTES

DEFINICAO
Uma sequéncia em R" é uma fun¢io x : N — R" que a cada k € N associa um ponto x; € R".

Utilizaremos as notagdes {x; }ren ou, simplesmente, x.
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SEQUENCIAS CONVERGENTES

DEFINICAO

Uma sequéncia em R" é uma fun¢io x : N — R" que a cada k € N associa um ponto x; € R".

Utilizaremos as notagdes {x; }ren ou, simplesmente, x.

OBSERVACAO
Se {xx }xen € uma sequéncia em R", entdo para cada k € N temos
Xk = ()616,17)61(727 .o ,xk,,,),
ou seja, n sequéncias numéricas {x¢ j}ren,j=1,...,n.
v
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Sequéncias

SEQUENCIAS CONVERGENTES

DEFINICAO

Uma sequéncia em R" é uma fun¢io x : N — R" que a cada k € N associa um ponto x; € R".
Utilizaremos as notagdes {x; }ren ou, simplesmente, x.

OBSERVACAO

Se {xx }xen € uma sequéncia em R", entdo para cada k € N temos
Xk = ()616,17)«71(727 .o ,xk,,,),

ou seja, n sequéncias numéricas {x¢ j}ren,j=1,...,n.

DEFINICAO
Seja {xx }ren uma sequéncia em R”".
(a) Dizemos que {x; }ren € limitada se existe M > 0 tal que ||x|| < M, Vk € N.

(b) Dizemos que {x }xen converge parap € R” se, para todo € > 0, existe N € N tal que

llxe —pll <€, Vk>N.

v
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LEMA
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LEMA

(a) O limite de uma sequéncia, quando existe, € Unico.

(b) Temos que {xx }xen converge parap = (p1,...,pa) S€, € somente se, {x, ; }ren converge

parapj,j=1,...,n.
(c) Sexyx =+ peyx — g,entdoxy +yr — p+ 1.

(d) Sexx — p,entdo Se ||x|| — ||p]|-
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Sequéncias

LEMA
(a) O limite de uma sequéncia, quando existe, € Unico.

(b) Temos que {xx }xen converge parap = (p1,...,pa) S€, € somente se, {x, ; }ren converge
parapj,j=1,...,n.
(c) Sexyx =+ peyx — g,entdoxy +yr — p+ 1.

(d) Sexx — p,entdo Se ||x|| — ||p]|-

PROPOSICAO

p € X’ se, e somente se, existe uma sequéncia de pontos de X que converge para p.
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