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Aula 4 - 04/04

4 DE ABRIL

Aula de hoje: Conjuntos compactos.

@ Teorema de Borel-Lebesgue

CMM202 - CMI 062 S1 - 2023 - DMAT-UFPR 2/9



Relembrando

DEFINICAO (NORMA)

Uma norma em R" é uma fungdo N : R" — R que satisfaz as seguintes propriedades:
(NI) NM(x) >0, Vx € R", valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.
(N2) N(X-x) =|AN(x), paratodo A € R e para todo x € R";
(N3) N(x+) <N @) +N(), ¥,y € R".

@ Exemplos:
1/2
n
(euclidiana) ||x|| = ZXJZ ’

=1

n
(soma) lxlls = |,
j=1

(maximo) ||x|l» = max |x;].

1<j<n

@ Valem a desigualdades

[l < (I} < llxlls < nllxllm, Vx € R".
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NORMAS EQUIVALENTES

DEFINICAO
Duas normas | - | e || - || s3o ditas equivalentes se existem constantes positivas a, b tais que
il <allx|l e [lxl| < blx|, vx € R".
v
OBSERVACAO

A equivaléncia de normas é uma relagdo reflexiva, simétrica e transitiva. Em particular, duas
normas | - | e || - || sdo equivalentes, se, e somente se, existem Ci, C, > 0 tais que

Cillxll < |x[ < Colxl], Vx € R".

TEOREMA

Todas as normas em R” sdo equivalentes.
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Relembrando

TOPOLOGIA DE R"

DEFINICAO

@ Um ponto p € R" é um ponto interior de X se existe r > 0 tal que B(p,r) C X.
O conjunto dos pontos interiores de X serd denotado por int(X).

Um conjunto X C R" é dito aberto se int(X) = X.

Um conjunto F é dito fechado se F© é aberto.

Dizemos que p é um ponto aderente a um conjunto X se B(p,e) N X # @, Ve > 0.

Dizemos que p é um ponto de acumulacio de X se [B(p,¢€) \ {p}] N X # 0, Ve > 0.

TEOREMA (BOLZANO-WEIERSTRASS)

Toda sequéncia limitada possui subsequéncia convergente.

TEOREMA (BANACH)

Uma sequéncia em R" é de Cauchy se, e somente se, é convergente.
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CONJUNTOS COMPACTOS
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Compacidade

CONJUNTOS COMPACTOS

z

DEFINICAO
Dizemos que um conjunto K C R" é compacto se é limitado e fechado. J
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Compacidade

CONJUNTOS COMPACTOS

DEFINICAO

Dizemos que um conjunto K C R" é compacto se é limitado e fechado.

PROPOSICAO (EXERCICIO)
@ aunido de um ndmero finito de compactos é compacto.
@ aintersecdo de uma familia de compactos é compacto.

@ se K C R"e M C R” sdo compactos, entdo K x M C R™" é compacto.
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TEOREMA

Um conjunto K é compacto se, e somente se, toda sequéncia {xx} C K possui subsequéncia
que converge para um ponto de K.
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TEOREMA

Um conjunto K é compacto se, e somente se, toda sequéncia {xx} C K possui subsequéncia
que converge para um ponto de K.

TEOREMA (CANTOR)

Dada uma sequéncia decrescente
KiDKb DKz D...Ky D ...

de compactos ndo vazios, a interse¢do

é compacta e ndo vazia.
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Coberturas

COBERTURA ABERTA

DEFINICAO
@ Uma cobertura de um conjunto X C R" é uma familia de conjuntos Cy C R", A € L, tal
que
X C U C.
AEL

@ Uma subcobertura é uma subfamilia {Cp. } ez, L' C L.

@ Uma cobertura ¢ dita aberta se cada elemento da familia € um conjunto aberto.
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Coberturas

COBERTURA ABERTA

DEFINICAO
@ Uma cobertura de um conjunto X C R" é uma familia de conjuntos Cy C R", A € L, tal
que
X C U C.
AEL

@ Uma subcobertura é uma subfamilia {Cp. } ez, L' C L.

@ Uma cobertura ¢ dita aberta se cada elemento da familia € um conjunto aberto.

TEOREMA (LINDELOF)

Toda cobertura aberta admite subcobertura enumeravel.
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Coberturas

TEOREMA DE BOREL-LEBESGUE

TEOREMA (BOREL-LEBESGUE)
Um conjunto K é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de K possui subcobertura

finita.
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Coberturas

TEOREMA DE BOREL-LEBESGUE

TEOREMA (BOREL-LEBESGUE)
Um conjunto K é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de K possui subcobertura
finita.

v

APLICACAO (EXERCICIO)

Seja K = (1,2, K, uma interse¢io de uma sequéncia decrescente K; D K> D ... Ky D ... de
conjuntos compactos. Se um aberto U contém K, entdo existe j € N tal que K; C U.
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