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LISTA 1:
Espagos vetoriais, subespagos e dependéncia linear

Exercicio 1 Abaizo temos espagos vetoriais V e subconjuntos S C V. Verifique quais destes subcon-
Jjuntos sao subespacos. Quando S nao for subespago, indique indique a propriedade que nao € satisfeita.
Relembrando: Dizemos que S € um subespacgo vetorial de V se:

(S1) 0 € S.

(S2) Seu,v €S, entdou+v e S.

(S8) Sew e S, entdo \-u €S, para todo A € R.
1. V=R?*eS={(r,y) € R%x+y =0}

(
V = R2 eS:{(m,y)€R2;$+y:1}-
(

2.

3. V=ReS={(z,y,2) €ER}2x +y+2z=0}

4. V=R3eS={(n,y,2) € R%2x +y+ 2 =2}.

5. V=R}eS=Q={(r,y,2) €ER3z,y,2 € Q}.

6. V=Muyxn(R) eS={AE Myxn(R):trAd=0}.

7.V = Mpxn (R) e S ={A € Myxn (R) : det A = 0}.

8V =Mpyxn(R) eS={AE Myx, (R); A+ AT = 0}.

9.V =Mpyxn(R) e S=1{AE Mux, (R); A— AT = 0}.

10. V):]-“(R,R) eS={fecFRR);f(z)=f(~2)} (F(R,R) ¢ o espaco das funcies f : R —
R.

Exercicio 2 Verifique quais afirmagées sao falsas e quais sdo verdadeiras. No caso verdadeiro apre-
sente uma justificativa e no falso, um contra-exemplo.

1. Sejam V um espago vetorial e UW C V subespagos vetoriais de V. Entdo, U NV também é
subespago vetorial.

2. Sejam V um espago vetorial e U/ W C V' subespacos vetoriais de V. Entdo, U UV também €
subespaco vetorial.



3. Sejam V um espacgo vetorial, UUW CV e o conjunto
S=U+W={w=z+y; €U e yec W}
Entao, S também é subespaco velorial.

Exercicio 3 A seguir sao listados vetores vy,...vy € R™. Determine se eles sio l.41. ou l.d. usando o
seguinte procedimento: interprete a relacdo ajvy + - -+ + apvr = 0 como um sistema linear homogéneo
com k incoégnitas ai,...,ar e n equacoes. Se o sistema for determinado entdo o conjunto € l.4. caso
contrdrio o conjunto € [l.d.

1. {(1,1,0),(1,0,1)} em R3.

2. {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(3,1,0,2)} em R*.

3. {(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1),(1,0,0)} em R3.
4. {(1,-2,1,0),(2,1,-1,3), (7, —4,1,3)} em R

Exercicio 4 Considere V. = F (R,R) o espago das funcées f : R — R. Mostre que sao L.I. os
conjuntos:

(a) {f,g}, sendo f(x) = cos(z) e g(x) = sen(x);
(b) {f,g}, sendo f(z) = cosh(z) e g(x) = senh(x);

(c) {f, g,h}, sendo f(x) =e® e g(x) = e** e h(z) = €37,

Exercicio 5 Sejam V um espacgo vetorial e {u,v,w} C V um conjunto l.i. Mostre que os sequintes
conjuntos {u,u +v,u+ v+ w} também sao l.i.

(a) {u,u+v,u+v+w};
(b) {u—v,u+0v};
(¢c) {u,u+v};
(d) {u+2v,u+v,u+v+w}.
Exercicio 6 Seja P35 o espaco dos polindmios de grau < 3 e considere
p(t) =1+4t =22 + 13, q(t) = —1+9t — 3t> + 263 w(t) = =5 + 6t + 3, h(t) =5+ 7t — 5t* + 217

(a) Verifique que {p,q,w,h} é l.d.

(b) Encontre uma combinagao linear ap 4+ bq+ cw + dh = 0 em que algum dos coeficientes a,b,c,d é
diferente de 0

(c) Encontre um elemento de {p,q,w,h} que é combinagao linear dos outros e escreva essa combi-
na¢ao linear.

Exercicio 7 Para cada wma das afirmagoes a sequir diga se é verdadeira ou falsa. No caso verdadeiro
apresente uma justificativa e no falso, um contra-exemplo. Em todas elas V' denota um espago vetorial
com dimV = n.



1. Se X C V tem menos que n elementos entdo X ndo é um conjunto gerador.
2. Se X C 'V tem mais que n elementos entdo X nao € l.i.
3. Eziste uma base = {v1,...,v,} de V tal que v; = 0.

4. Existe uma base B = {v1,...,v,} de V tal que vy = 4v;.

Exercicio 8 Use os conceitos de dependéncia e independéncia linear para mostrar que um sistema
linear homogéneo Ax = 0 com m equacoes e n incégnitas nao é determinado se n > m. (Sugestio:
verifiqgue que os vetores cugas coordenadas sao as colunas de A formam um conjunto l.d.)

Exercicio 9 Sejam V' um espago vetorial e v,w € V dois vetores nao nulos tais que {v,w} é l.d.
Mostre que os conjuntos {av:a € K} e {aw : a € K} sao iguais.

Exercicio 10 Seja A uma matriz 4 X 3 com entradas reais

ai a13
A= ;
a41 a43
Mostre que existem by, ..., by tal que o sistema linear AX = B € impossivel, onde
xr1 b1
X = X9 B = :
T3 by

(Sugestdo: olhe o subespago de R* gerado pelos vetores cujas coordenadas sio as colunas de A.) Ge-
neralize para sistemas com m equagoes e n incognitas com n < m.



