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LISTA 2: Base

1 Base

Exercicio 1 Seja W o subespaco de R* gerado pelos vetores (1,—2,5,-3), (2,3,1,—4) e (3,8, -3, —5).
Encontre uma base e a dimensao de W.

Exercicio 2 Considere os sequintes subespagos de R?.

W= ((17 17 07 _1)7 (1a 27 37 0)7 (Qa 3a 37 _1)>
V= <(17 27 2> _2)7 (27 37 27 _3)7 (1> 3747 _3)>

Encontre uma base e a dimensao de W + V. Encontre também a dimensao de W NV.

Exercicio 3 Encontre uma base e a dimensao do subespago de F(R,R) gerado pelas fungdes f,g e h
onde f(x) =1, g(x) = senz e h(x) = coszx.

Exercicio 4 Sejam V e W sdo subespacos de R? com dimV = 1, dimW = 2 e tal que V néo estd
contido em W. Mostre que:

(a) R3=V +W;
(b) V.nw ={0}.
Exercicio 5 Encontre uma base e a dimensao do subespago S das matrizes antisimétricas 2 X 2.

Exercicio 6 Mostre que o subespaco vetorial W = {(x,y,z) € R® : 2z + 3y + z = 0} tem dimensdo
2. Faca o mesmo para Wi = {(x,y,2) € R? : ax + by + cz = 0} supondo que algum dos coeficientes
a, b ou c € diferente de zero. Generalize, mostrando que o subespago U = {(z1,...,x,) € R" :
a1xry + -+ + apxy, = 0} tem dimensao n — 1 se algum dos coeficientes ay, ..., ay € diferente de zero.

Exercicio 7 Num espaco vetorial V com dimV = n, sejam U,W C V subespacos vetoriais em que
dimU =k e dim W = m. Mostre que dim (UNW) > k+m — n.

Exercicio 8 Use os dois exercicios anteriores para verificar que o espaco das solucoes do sistema

linear
a1x1+ -+ apxy, =0
bizy1 + -+ bpxy, =0

tem dimensdo pelo menos n — 2.
Exercicio 9 No espago vetorial V = R* seja W C V definido por W = {(x1,72,23,24) € R* :

x1+xo+ w3+ 24 =0 € xy + 20 =0}. Verifique que W é um subespago vetorial. Encontre uma base
de W (sugestao: resolva o sistema linear que define W ). O wvetor (1,—1,2,3) € W?



Exercicio 10 No espaco das funcgées F (R, R) considere o subespagco W = (f, g) gerado pelas fungoes
fegcom f(x)=senx e g(x) =cosz. Sejah € F(R,R) a fun¢io dada por h(x) = x. Diga se h € W
ou nao. (Sugestao: se o conjunto {f,g,h} é l.i entao h ¢ W e h € W caso contrdrio.)

Exercicio 11 Sejam f, g, h fungées : R — R (isto é, vetores do espago vetorial F (R,R)). Suponha
que [, g e h tenham derivadas até sequnda ordem e que existe xg € R tal que

f(zo)  g(x0) h(xo)
det [ f'(z0) ¢ (z0) N (z0) | #0.
f"(@o) g" (20) A" (o)

Mostre que o conjunto {f,g,h} € F (R,R) é l.i. (Sugestao: escreva a combinag¢io linear af+bg+ch = 0
e mostre que a = b = c =0, derivando essa combinagao linear duas vezes.)

2 Mudanca de base

Exercicio 12 Dadas as bases ordenadas o e (B indicadas abaizo, dos respectivos espagos vetoriais,

encontre [I|5 e [I}g

1. a=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e 8 ={(1,1,0),(0,1,1),(2,2,1)} em R3.
2. a={1,t,t?} e B={14+t,1+12 2+ 2t + 12} no espago dos polinémios P3 (R).

8. a=1{(1,2,0),(1,1,2),(1,3,2)} e B = {(1,1,0),(0,1,1),(2,2,1)} em R3. (Sugestio: seja v a

base candnica. Entao, [I|§ = [I]g[[]o‘. Calcular matriz de mudanga quando uma das bases é a

S
canodnica € mais fdcil.)

Exercicio 13 A seguir estio listados um vetor v e uma base 5 de algum espago vetorial. Em cada um
dos casos escreva a matriz de coordenadas [v]a.

1. v=(2,3) e B={(1,1),(-1,1)} Cc R%
2. v=(2,3,1) e 3=1{(1,1,1),(-1,1,0),(0,0,1)} C R3.
3.

Exercicio 14 Seja v = {(1,0),(0,1)} a base candnica de R?. Considere a seguinte matriz 2 x 2:

1 2
a=(y )
Mostre que existe uma base B de R? tal que [I]Z? = A. Encontre essa base.

Exercicio 15 Faca o mesmo que o exercicio anterior tomando uma matriz 2 X 2 genérica A com
det A # 0.

Exercicio 16 No espago dos polinémios de grau < 2, P2 (R), sejam p(z) = 2+ 22 e as bases § =
{2,1 — 2,1 — 2%} ey = {1,2,2?}, a base candnica. Encontre [plg, [pl, e as matrizes de mudanga de
B
base [I]y e [1]}.
Exercicio 17 Para cada uma das afirmacées a sequir diga se € verdadeira ou falsa. No caso verdadeiro

apresente uma justificativa e no falso, um contra-exemplo.
Em cada um dos itens V # {0} denota um espago vetorial de dimensao finita.



™ e e

Se os tinicos subespagos vetoriais de V' sao {0} e o proprio V entao dimV = 1.

Ezistem base o e B de V' tal que det[I]g = 0.

Se W C V é um subespago vetorial entao W tem dimensao finita e dimW < dim V.

Se W C V' é um subespago vetorial e {vy,...,vgimv} € um subconjunto l.i. contido em W entao
W=V.

Se X C V' é um conjunto gerador entao o nimero de elementos de X é o mesmo que a dimensdo

de V.

Se X CV € um conjunto Li. entdo o nimero de elementos de X é o mesmo que a dimensdo de

V.



