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24 DE OUTUBRO

Aula de hoje: Espacos vetoriais
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Espaco vetorial

ESPACO VETORIAL

DEFINICAO
Um espaco vetorial real ¢ um conjunto E no qual estdo definidas duas fun¢des (operagdes)

+:EXE—+Ee e:RxE—E

chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem as seguintes

propriedades:
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Espaco vetorial

ESPACO VETORIAL

DEFINICAO

Um espaco vetorial real ¢ um conjunto E no qual estdo definidas duas fun¢des (operagdes)
+:EXE—FEece:RXE—E
chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem as seguintes
propriedades:
(Al) u+v=v+u,paratodou,v € E.
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), paratodou,v,w € E.
(A3) existe um elemento 0 € Etalque 0 +v = v, paratodov € E.

(A4) paracadav € E existe um elemento w € E tal que v+ w = 0.
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Espaco vetorial

ESPACO VETORIAL

DEFINICAO
Um espaco vetorial real ¢ um conjunto E no qual estdo definidas duas fun¢des (operagdes)
+:EXE—FEece:RXE—E
chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem as seguintes
propriedades:
(Al) u+v=v+u,paratodou,v € E.
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), paratodou,v,w € E.
(A3) existe um elemento 0 € Etalque 0 +v = v, paratodov € E.
(A4) paracadav € E existe um elemento w € E tal que v+ w = 0.
(P1) (af)eu=cae(Beu) paratodou € Eetodo o, 8 € R.
(P2) 1ev=vy,paratodov € E.
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Espaco vetorial

ESPACO VETORIAL

DEFINICAO
Um espaco vetorial real ¢ um conjunto E no qual estdo definidas duas fun¢des (operagdes)
+:EXE—FEece:RXE—E
chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem as seguintes
propriedades:
(Al) u+v=v+u,paratodou,v € E.
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), paratodou,v,w € E.
(A3) existe um elemento 0 € Etalque 0 +v = v, paratodov € E.
(A4) paracadav € E existe um elemento w € E tal que v+ w = 0.
(P1) (af)eu=cae(Beu) paratodou € Eetodo o, 8 € R.
(P2) 1ev=vy,paratodov € E.
(D1) (a¢+pB)ev=caev+ ey, paratodov € E e quaisquer o, 8 € R.
(D2) ave(u+v)=caeu+ aev,paratodov € Eetodo « € R.
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Espaco vetorial

ALGUMAS NOTACOES E OBSERVACOES

@ Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de vetores.
@ Um espago vetorial é entdo um trio (E, +, e).
@ O elemento 0 em (A3) é dito vetor nulo.

@ O vetor w em (A4) € usualmente denotado por —v.

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 4/10



Espaco vetorial

ALGUMAS NOTACOES E OBSERVACOES

@ Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de vetores.
@ Um espago vetorial é entdo um trio (E, +, e).
@ O elemento 0 em (A3) é dito vetor nulo.

@ O vetor w em (A4) € usualmente denotado por —v.

ESPACO VETORIAL COMPLEXO
Um espago vetorial complexo é um conjunto E no qual estdo definidas duas fungées
(operacdes)

+:EXE—-Ece:CXE—E

chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem todas as
propriedades acima trocando os escalares de R para C.

@ A menos de mengio contréria, todos 0s espagos vetoriais serdo reais.
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Espaco vetorial

EXEMPLOS

O ESPACO EUCLIDIANO
Considere o conjunto

R" = {(x1,...,%); 5 €Rj=1,...,n}

€ as operagoes

(-xlv"~7xﬂ)+(y17-~7yn) = ('xl +y17"~7xn +y")
A (e xm) = (A, ooy )

@ Nestas condig¢des, (R”, +, -) é um espaco vetorial.

ESPACO DE MATRIZES
Seja M(R,m X n) o conjunto de todas as matrizes reais de dimenso m X n e as operagdes

[@ijlmxn + [Dijlmxn = [@ij + bijlmxn

X - [aijlmxn = [Aaigjlmxn

@ Nestas condi¢des, (M(R,m X n), 4+, -) é um espago vetorial.
Avila (UFPR)
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Espaco vetorial

EXEMPLOS

ESPACO DE FUNCOES
Seja X um conjunto qualquer, néo vazio, e considere . (X, R) o conjunto de todas as fun¢oes
f : X — R. Defina as operagdes f + g e A - f pondo:

(F+8)x) =f(x) +8(x) e (A-f)(x) = M (x)

@ Nestas condigdes, (% (X, R), +, -) é um espago vetorial.
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Espaco vetorial

EXEMPLOS

ESPACO DE FUNCOES
Seja X um conjunto qualquer, néo vazio, e considere . (X, R) o conjunto de todas as fun¢oes
f : X — R. Defina as operagdes f + g e A - f pondo:

(F+8)x) =f(x) +8(x) e (A-f)(x) = M (x)

@ Nestas condigdes, (% (X, R), +, -) é um espago vetorial.

@ Note que se X = N, entdo temos o espago das sequéncias de nimeros reais.
v
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EXEMPLOS

ESPACO DE FUNCOES
Seja X um conjunto qualquer, néo vazio, e considere . (X, R) o conjunto de todas as fun¢oes
f : X — R. Defina as operagdes f + g e A - f pondo:

(F+8)x) =f(x) +8(x) e (A-f)(x) = M (x)

@ Nestas condigdes, (% (X, R), +, -) é um espago vetorial.

@ Note que se X = N, entdo temos o espago das sequéncias de nimeros reais.

POLINOMIOS
O conjunto de todos os polindmios

P = {p: R — R; é um polindmio de ordem n}

é um espaco vetorial quando munido das operacdes usuais de soma e produto de fungdes.
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Primeiras propriedades

PROPRIEDADES

TEOREMA
Seja (E, +, -) um espago vetorial.
Q Sew+u=w+v,entdou = v.
@ Sew+u=w,entiou = 0.
@ Sew+u=0,entiow = —u.
Q SevcE,entio0-v=0.
@ Se0€E,entdio A -0 =0, paratodo A € R.
Q SeX#0ev#0,entdo A -v # 0.
@ (—1)-v=—v,paratodov € E.
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Primeiras propriedades

PROPRIEDADES

TEOREMA
Seja (E, +, -) um espago vetorial.
Q Sew+u=w+v,entdou = v.
@ Sew+u=w,entiou = 0.
@ Sew+u=0,entiow = —u.
Q SevcE,entio0-v=0.
@ Se0€E,entdio A -0 =0, paratodo A € R.
Q SeX#0ev#0,entdo A -v # 0.
@ (—1)-v=—v,paratodov € E.

OBSERVACAO

Escreveremos u — v para indicar u + (—v). Em particular, temos

U—V=W < Uu=v-+w.
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Subespacos

SUBESPACO VETORIAL

DEFINICAO
Sejam (E, +, @) um espaco vetorial e F C E um subconjunto. Dizemos que F é um subespago

vetorial se:
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Subespacos

SUBESPACO VETORIAL

DEFINICAO

Sejam (E, +, @) um espaco vetorial e F C E um subconjunto. Dizemos que F é um subespago
vetorial se:

(SI) OeF.
(S2) Seu,ve F,entdiou+v € F.
(S3) Seu € F,entdo A e u € F, paratodo A € R.
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Subespacos

SUBESPACO VETORIAL

DEFINICAO

Sejam (E, +, @) um espaco vetorial e F C E um subconjunto. Dizemos que F é um subespago
vetorial se:

(SI) OeF.
(S2) Seu,ve F,entdiou+v € F.
(S3) Seu € F,entdo A e u € F, paratodo A € R.

@ Note que (F,+, ) é um espaco vetorial!
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Subespacos

EXEMPLOS

AS SOLUCOES DE UM SISTEMA HOMOGENEO

Considere o espago vetorial (R", +, -) e Ax, uma matriz.
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Subespacos

EXEMPLOS

AS SOLUCOES DE UM SISTEMA HOMOGENEO
Considere o espago vetorial (R", +, -) e Ax, uma matriz.

@ O conjunto
F={xeR" A -x=0}

¢é um subespaco vetorial de (R", +, -).

FUNCOES CONTINUAS
Considere (.Z (R, R), +, -) o espago das fungdes f : R — R.
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Subespacos

EXEMPLOS

AS SOLUCOES DE UM SISTEMA HOMOGENEO
Considere o espago vetorial (R", +, -) e Ax, uma matriz.

@ O conjunto
F={xeR" A -x=0}

¢é um subespaco vetorial de (R", +, -).

FUNCOES CONTINUAS
Considere (.Z (R, R), +, -) o espago das fungdes f : R — R.

@ O conjunto
C(R,R) ={f: X — R; f écontinuaem R}

¢ um subespago vetorial de (.7 (R, R), +, ).
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Subespacos

EXEMPLOS

POLINOMIOS DE ORDEM 7

@ O conjunto
P"={p:X — R; p é um polindmio de ordem < n}

é um subespaco vetorial de P.
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Subespacos

EXEMPLOS

POLINOMIOS DE ORDEM 7

@ O conjunto
P"={p:X — R; p é um polindmio de ordem < n}

é um subespaco vetorial de P.

SEQUENCIAS QUE CONVERGEM PARA ZERO

Considere o espaco das sequéncias de nimero reais (% (N, R), +, -).
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Subespacos

EXEMPLOS

POLINOMIOS DE ORDEM 7

@ O conjunto
P"={p:X — R; p é um polindmio de ordem < n}

é um subespaco vetorial de P.

SEQUENCIAS QUE CONVERGEM PARA ZERO
Considere o espago das sequéncias de nimero reais (% (N, R), +, -).

@ O conjunto
co = {{xn}; x» — 0}

é um subespaco vetorial de (% (N, R), +, -).
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