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Espaço vetorial

ESPAÇO VETORIAL

DEFINIÇÃO

Um espaço vetorial real é um conjunto E no qual estão definidas duas funções (operações)

+ : E × E → E e • : R× E → E

chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem as seguintes
propriedades:

(A1) u + v = v + u, para todo u, v ∈ E.

(A2) (u + v) + w = u + (v + w), para todo u, v,w ∈ E.

(A3) existe um elemento 0 ∈ E tal que 0 + v = v, para todo v ∈ E.

(A4) para cada v ∈ E existe um elemento ω ∈ E tal que v + ω = 0.

(P1) (αβ) • u = α • (β • u), para todo u ∈ E e todo α, β ∈ R.

(P2) 1 • v = v, para todo v ∈ E.

(D1) (α+ β) • v = α • v + β • v, para todo v ∈ E e quaisquer α, β ∈ R.

(D2) α • (u + v) = α • u + α • v, para todo v ∈ E e todo α ∈ R.
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Espaço vetorial

ALGUMAS NOTAÇÕES E OBSERVAÇÕES

Os elementos de um espaço vetorial são chamados de vetores.

Um espaço vetorial é então um trio (E,+, •).
O elemento 0 em (A3) é dito vetor nulo.

O vetor ω em (A4) é usualmente denotado por −v.

ESPAÇO VETORIAL COMPLEXO

Um espaço vetorial complexo é um conjunto E no qual estão definidas duas funções
(operações)

+ : E × E → E e • : C× E → E

chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem todas as
propriedades acima trocando os escalares de R para C.

A menos de menção contrária, todos os espaços vetoriais serão reais.
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Espaço vetorial

EXEMPLOS

O ESPAÇO EUCLIDIANO

Considere o conjunto

Rn = {(x1, . . . , xn); xj ∈ R, j = 1, . . . , n}

e as operações

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn)

Nestas condições, (Rn,+, ·) é um espaço vetorial.

ESPAÇO DE MATRIZES

Seja M(R,m× n) o conjunto de todas as matrizes reais de dimensão m× n e as operações

[ai,j]m×n + [bi,j]m×n = [ai,j + bi,j]m×n

λ · [ai,j]m×n = [λai,j]m×n

Nestas condições, (M(R,m× n),+, ·) é um espaço vetorial.
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Espaço vetorial

EXEMPLOS

ESPAÇO DE FUNÇÕES

Seja X um conjunto qualquer, não vazio, e considere F (X,R) o conjunto de todas as funções
f : X → R. Defina as operações f + g e λ · f pondo:

(f + g)(x) = f (x) + g(x) e (λ · f )(x) = λf (x)

Nestas condições, (F (X,R),+, ·) é um espaço vetorial.

Note que se X = N, então temos o espaço das sequências de números reais.

POLINÔMIOS

O conjunto de todos os polinômios

P = {p : R→ R; é um polinômio de ordem n}

é um espaço vetorial quando munido das operações usuais de soma e produto de funções.
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Primeiras propriedades

PROPRIEDADES

TEOREMA

Seja (E,+, ·) um espaço vetorial.

1 Se w + u = w + v, então u = v.

2 Se w + u = w, então u = 0.

3 Se w + u = 0, então w = −u.

4 Se v ∈ E, então 0 · v = 0.

5 Se 0 ∈ E, então λ · 0 = 0, para todo λ ∈ R.

6 Se λ 6= 0 e v 6= 0, então λ · v 6= 0.

7 (−1) · v = −v, para todo v ∈ E.

OBSERVAÇÃO

Escreveremos u− v para indicar u + (−v). Em particular, temos

u− v = w ⇐⇒ u = v + w.
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Subespaços

SUBESPAÇO VETORIAL

DEFINIÇÃO

Sejam (E,+, •) um espaço vetorial e F ⊂ E um subconjunto. Dizemos que F é um subespaço
vetorial se:

(S1) 0 ∈ F.

(S2) Se u, v ∈ F, então u + v ∈ F.

(S3) Se u ∈ F, então λ • u ∈ F, para todo λ ∈ R.

Note que (F,+, •) é um espaço vetorial!
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Subespaços

EXEMPLOS

AS SOLUÇÕES DE UM SISTEMA HOMOGÊNEO

Considere o espaço vetorial (Rn,+, ·) e Am×n uma matriz.

O conjunto
F = {x ∈ Rn; A · x = 0}

é um subespaço vetorial de (Rn,+, ·).

FUNÇÕES CONTÍNUAS

Considere (F (R,R),+, ·) o espaço das funções f : R→ R.

O conjunto
C(R,R) = {f : X → R; f é contínua em R}

é um subespaço vetorial de (F (R,R),+, ·).
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Subespaços

EXEMPLOS

POLINÔMIOS DE ORDEM n

O conjunto
Pn = {p : X → R; p é um polinômio de ordem ≤ n}

é um subespaço vetorial de P.

SEQUÊNCIAS QUE CONVERGEM PARA ZERO

Considere o espaço das sequências de número reais (F (N,R),+, ·).
O conjunto

c0 = {{xn}; xn → 0}
é um subespaço vetorial de (F (N,R),+, ·).
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