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AUTOVALORES E AUTOVETORES DE MATRIZES

DEFINICAO
Seja A, x, uma matriz real. Dizemos que v € R" \ {0} é um autovetor de A se existe A € R

satisfazendo
Av=Xdv <= (A= X))y =0,

sendo I = I,x, a matriz identidade.
@ Neste caso, dizemos que A é um autovalor de A associado a v.
@ O espago E, gerado pelos autovetores associados a A é chamado de autoespaco.

@ O polindmio caracteristico de A &, por defini¢do pa(x) = det(A — xI).

OBSERVACAO
@ Um ndmero A € R é um autovalor de A se, e somente se, ps(A) = 0.
@ A multiplicidade algébrica de )\ é sua multiplicidade como raiz de pa(x).

@ A multiplicidade geométrica de A é a dimensdo de E.

@ Sempre vale que n,(A) < ma(N).
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EXEMPLO 1

Considere a matriz

@ Temos pa(x) = x(1 —x)(x —3),donde A\; =0, \» =1 e A3 =3.
@ Note que n,(A1) = ma(A2) = ma(A3) = 1,1ogo mg(A1) = mg(A2) = me(A3) = 1.

@ Para obter os autovetores associados, devemos resolver cada um dos sistemas
A=XDv=0, A—=XDu=0¢e (A—=X)w=0.
@ Obtém-se:

Ex, = Ger{(1,1,-1)}, Ex, = Ger{(1,—1,0)} e E», = Ger{(1,1,2)}
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EXEMPLO 2

Considere a matriz

2 =3 1
A= 1 -2 1
1 -3 2

@ Temos pa(x) = —x(x — 1)2, donde A\ =0, e x =\ =1.
@ Note que m,(A1) = 1 emg(X2) = 2. Assim, mg(A\1) = 1emg(X2) = 1, 0umg(Xy) = 2.

@ Para obter os autovetores associados, devemos resolver cada um dos sistemas

A=Xlv=0e (A—Xl)w=0.

@ Obtém-se:

Ex, = Ger{(1,1,1)} e Ex, = Ex, = Ger{(3,1,0),(—1,0,1)}.
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EXEMPLO 3

Considere a matriz

2 0 0
A= 0 4 0

1 0 2
@ Temos pa(x) = (4 —x)(2 —x)>, donde \; =4, e Ay = X3 =2.
@ Note que my(A1) = 1 e ma(X2) = 2. Assim, my(A1) = 1emg(X2) = 1, oumy(Xa) = 2.
@ Para obter os autovetores associados, devemos resolver cada um dos sistemas

A=XDHv=0e (A= Xd)w=0.

@ Obtém-se:

Ex, = Ger{(0,1,0)} e Ex, = Ex, = Ger{(0,0,1)}.
@ Note que my(A2) = 1.
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DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

DEFINICAO

Dizemos que uma matriz A, x, é diagonalizdvel se existe uma base em R" formada por
autovetores de A.

EXEMPLOS
@ As matrizes dos exemplos (1) e (2) sdo diagonalizdveis.

@ A matriz do exemplo (3) ndo € diagonalizavel.

TEOREMA

Uma matriz A, x, é diagonalizavel se, e somente se, existe uma matriz invertivel S, tal que

A=S8-D-S7",

sendo D = diag(Ai, X2, . .., An).
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Transformacdes lineares

AUTOVALORES E AUTOVETORES DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO

Sejam V um espaco de dimensdo finitae 7 : V — V uma transformagao linear. Dizemos que
v € V\ {0} é um autovetor de T se existe um niimero real X tal que

T(vy =X <= (T —X)(v) =0,
sendo / a transformacgéo linear identidade.

@ Neste caso, dizemos que A é um autovalor de T associado a v.

@ O espaco E» gerado pelos autovetores associados a A é chamado de autoespaco. A
multiplicidade geométrica de A € a dimensdo de E.
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Transformacdes lineares

EXEMPLO 1

Considere T : R* — R? dada por T(x,y,2) = (x + 2,y +2,x +y + 2). J

@ Queremos entdo obter v = (a, b, ¢) # 0 e A tais que

T(a,b,c) = Xa,b,c),

ou seja,
a+c= A 1—A 0 1 a 0
b+c=MXb <= 0 1—A 1 b = 0
a+b+2c= X 1 1 2—A c 0

@ Comov # 0,entdo A(1 — A\)(A—=3) =0,donde \; =0, \, =1 e A3 =3.

@ Assim,

Ex, = Ger{(1,1,-1)}, Ex, = Ger{(1,—1,0)} e Ex, = Ger{(1,1,2)}
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Transformacdes lineares

REPRESENTACAO MATRICIAL

TEOREMA

Sejam V um espago de dimensdo n, T : V — V uma transformagdo linear e 5 uma base de V.
Neste caso, v € V € autovetor de T (com autovalor ) se , e somente se,

Aw = \w,

sem que w € R" denota as coordenadas de v com respeito a Be A = [T]5.

OBSERVACAO

Dadas duas bases A e B de V existe uma matriz inversivel S tal que
Tla=S-[T)5-5".

Assim,
p[T]A(x) = p[T]B(x)'

DEFINICAO

Sejam V um espaco de dimensdo finitae 7 : V — V uma transformagao linear. O polindmio
caracteristico de T é, por definigdo,
Avila (UFPR) CMI 022 $2-2022-DMAT-UFPR  10/13




Transformacdes lineares

EXEMPLO 2

Considere T : R* — R® dada por T'(x,y,z) = (x + 2,y + 2, x +y + 2). J

@ Com respeito a base candnica C de R* chaga-se em

[Tle =

—_0
—_—— O
N = =

@ Assim, basta utilizar o exemplo anterior.

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 11/13



Transformacdes lineares

EXEMPLO 3

Considere T : P; — [P3 dada por

T(y)=y"—2y+y

@ Com respeito a base candnica C = {1, x,x*} temos

1 -2 2
Tle=| 0 1 —4
0 0 1

@ Assim,pr(s) = (1—s)Pel=X=X=1

@ Segue que o autoespago da matriz [T]¢ é gerado por (1,0, 0).
@ Logo, E, = Ger{1}.
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Transformacdes lineares

DIAGONALIZACAO DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO

Sejam V um espaco de dimensdo finitae 7' : V — V uma transformac@o linear. Dizemos que T

¢ diagonalizdvel se existe uma base em V formada por autovetores de 7.
v

EXEMPLOS
@ Nos exemplos (1) e (2) temos transformacdes diagonalizaveis.

@ A transformagao do exemplo (3) ndo é diagonalizdvel.

TEOREMA

Sejam V um espaco de dimensdo finitan e 7 : V — V uma transformacao linear. Entdo, T é

diagonalizdvel se, e somente se, existe uma base A de R" na qual [T]¢ é uma matriz diagonal.
o

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 13/13



	Aula 12 - 25/01
	Matrizes
	Transformações lineares

