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Matrizes

AUTOVALORES E AUTOVETORES DE MATRIZES

DEFINIÇÃO

Seja An×n uma matriz real. Dizemos que v ∈ Rn \ {0} é um autovetor de A se existe λ ∈ R
satisfazendo

Av = λv ⇐⇒ (A− λI)v = 0,

sendo I = In×n a matriz identidade.

Neste caso, dizemos que λ é um autovalor de A associado a v.

O espaço Eλ gerado pelos autovetores associados a λ é chamado de autoespaço.

O polinômio característico de A é, por definição pA(x) = det(A− xI).

OBSERVAÇÃO

Um número λ ∈ R é um autovalor de A se, e somente se, pA(λ) = 0.

A multiplicidade algébrica de λ é sua multiplicidade como raiz de pA(x).

A multiplicidade geométrica de λ é a dimensão de Eλ.

Sempre vale que mg(λ) ≤ ma(λ).
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Matrizes

EXEMPLO 1

Considere a matriz

A =

 1 0 1
0 1 1
1 1 2


Temos pA(x) = x(1− x)(x− 3), donde λ1 = 0, λ2 = 1 e λ3 = 3.

Note que ma(λ1) = ma(λ2) = ma(λ3) = 1, logo mg(λ1) = mg(λ2) = mg(λ3) = 1.

Para obter os autovetores associados, devemos resolver cada um dos sistemas

(A− λ1I)v = 0, (A− λ2I)u = 0 e (A− λ3I)w = 0.

Obtêm-se:

Eλ1 = Ger{(1, 1,−1)}, Eλ2 = Ger{(1,−1, 0)} e Eλ3 = Ger{(1, 1, 2)}
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Matrizes

EXEMPLO 2

Considere a matriz

A =

 2 −3 1
1 −2 1
1 −3 2


Temos pA(x) = −x(x− 1)2, donde λ1 = 0, e λ2 = λ3 = 1.

Note que ma(λ1) = 1 e ma(λ2) = 2. Assim, mg(λ1) = 1 e mg(λ2) = 1, ou mg(λ2) = 2.

Para obter os autovetores associados, devemos resolver cada um dos sistemas

(A− λ1I)v = 0 e (A− λ2I)w = 0.

Obtêm-se:

Eλ1 = Ger{(1, 1, 1)} e Eλ2 = Eλ3 = Ger{(3, 1, 0), (−1, 0, 1)}.
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Matrizes

EXEMPLO 3

Considere a matriz

A =

 2 0 0
0 4 0
1 0 2


Temos pA(x) = (4− x)(2− x)2, donde λ1 = 4, e λ2 = λ3 = 2.

Note que ma(λ1) = 1 e ma(λ2) = 2. Assim, mg(λ1) = 1 e mg(λ2) = 1, ou mg(λ2) = 2.

Para obter os autovetores associados, devemos resolver cada um dos sistemas

(A− λ1I)v = 0 e (A− λ2I)w = 0.

Obtêm-se:
Eλ1 = Ger{(0, 1, 0)} e Eλ2 = Eλ3 = Ger{(0, 0, 1)}.

Note que mg(λ2) = 1.
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Matrizes

DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES

DEFINIÇÃO

Dizemos que uma matriz An×n é diagonalizável se existe uma base em Rn formada por
autovetores de A.

EXEMPLOS

As matrizes dos exemplos (1) e (2) são diagonalizáveis.

A matriz do exemplo (3) não é diagonalizável.

TEOREMA

Uma matriz An×n é diagonalizável se, e somente se, existe uma matriz invertível Sn×n tal que

A = S · D · S−1,

sendo D = diag(λ1, λ2, . . . , λn).
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Transformações lineares

AUTOVALORES E AUTOVETORES DE TRANSFORMAÇÕES LINEARES

DEFINIÇÃO

Sejam V um espaço de dimensão finita e T : V → V uma transformação linear. Dizemos que
v ∈ V \ {0} é um autovetor de T se existe um número real λ tal que

T(v) = λv ⇐⇒ (T − λI)(v) = 0,

sendo I a transformação linear identidade.

Neste caso, dizemos que λ é um autovalor de T associado a v.

O espaço Eλ gerado pelos autovetores associados a λ é chamado de autoespaço. A
multiplicidade geométrica de λ é a dimensão de Eλ.
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Transformações lineares

EXEMPLO 1

Considere T : R3 → R3 dada por T(x, y, z) = (x + z, y + z, x + y + z).

Queremos então obter v = (a, b, c) 6= 0 e λ tais que

T(a, b, c) = λ(a, b, c),

ou seja,
a + c = λa
b + c = λb
a + b + 2c = λc

⇐⇒

 1− λ 0 1
0 1− λ 1
1 1 2− λ

 a
b
c

 =

 0
0
0


Como v 6= 0, então λ(1− λ)(λ− 3) = 0, donde λ1 = 0, λ2 = 1 e λ3 = 3.

Assim,

Eλ1 = Ger{(1, 1,−1)}, Eλ2 = Ger{(1,−1, 0)} e Eλ3 = Ger{(1, 1, 2)}
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Transformações lineares

REPRESENTAÇÃO MATRICIAL

TEOREMA

Sejam V um espaço de dimensão n, T : V → V uma transformação linear e B uma base de V .
Neste caso, v ∈ V é autovetor de T (com autovalor λ) se , e somente se,

Aω = λω,

sem que ω ∈ Rn denota as coordenadas de v com respeito a B e A = [T]B.

OBSERVAÇÃO

Dadas duas bases A e B de V existe uma matriz inversível S tal que

[T]A = S · [T]B · S−1.

Assim,
p[T]A(x) = p[T]B (x).

DEFINIÇÃO

Sejam V um espaço de dimensão finita e T : V → V uma transformação linear. O polinômio
característico de T é, por definição,

p[T](x) = det([T]A − xI),

sendo A uma base de V .
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Transformações lineares

EXEMPLO 2

Considere T : R3 → R3 dada por T(x, y, z) = (x + z, y + z, x + y + z).

Com respeito a base canônica C de R3 chaga-se em

[T]C =

 1 0 1
0 1 1
1 1 2


Assim, basta utilizar o exemplo anterior.
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Transformações lineares

EXEMPLO 3

Considere T : P3 → P3 dada por

T(y) = y′′ − 2y + y

Com respeito a base canônica C = {1, x, x2} temos

[T]C =

 1 −2 2
0 1 −4
0 0 1


Assim, pT(s) = (1− s)3 e λ1 = λ2 = λ3 = 1.

Segue que o autoespaço da matriz [T]C é gerado por (1, 0, 0).

Logo, Eλ1 = Ger{1}.
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Transformações lineares

DIAGONALIZAÇÃO DE TRANSFORMAÇÕES LINEARES

DEFINIÇÃO

Sejam V um espaço de dimensão finita e T : V → V uma transformação linear. Dizemos que T
é diagonalizável se existe uma base em V formada por autovetores de T .

EXEMPLOS

Nos exemplos (1) e (2) temos transformações diagonalizáveis.

A transformação do exemplo (3) não é diagonalizável.

TEOREMA

Sejam V um espaço de dimensão finita n e T : V → V uma transformação linear. Então, T é
diagonalizável se, e somente se, existe uma base A de Rn na qual [T]C é uma matriz diagonal.
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