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Aula 13 - 08/02

8 DE FEVEREIRO

Aula de hoje: Proje¢do ortogonal
Referéncias:
@ COELHO,F. U., e LOURENCO, M. L., UM CURSO DE ALGEBRA LINEAR

@ LIMA, E. L., ALGEBRA LINEAR.

@ LEON, S.J.., ALGEBRA LINEAR COM APLICACOES.
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PRODUTO INTERNO

DEFINICAO
Um produto interno num espago vetorial V é uma fun¢io P : V x V — R que satisfaz as
seguintes propriedades:

(@) plax+y,z) = ap(x,2) +p(y,2).

(b) p(x,x) > 0, valendo a igualdade apenas quando x = 0.

© px,y) =p(y,x).

OBSERVACOES

@ Utilizamos a notagdo P(x,y) =< x,y >.
@ Noteque < x,ay+z>=a <x,y>+ <x,z>.
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Ortogonalidade

NORMA

DEFINICAO

Num espago com produto interno (V, < -, - >) defini-se o nimero [|x|| = (< x,x >)"/?. Em
particular, valem as seguintes propriedades:

@ ||x|| = 0 se, e somente se, x = 0.
(Al = [A]llx]]-

| <x,y> [ < Ixlllyll-

I+ ¥l < Hlxll + Iyl
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Ortogonalidade

NORMA

DEFINICAO

Num espago com produto interno (V, < -, - >) defini-se o nimero ||x|| = (< x,x >)'/2. Em
particular, valem as seguintes propriedades:

||x|]| = O se, e somente se, x = 0.
(Al = [A]llx]]-

| <x,y> [ < Ixlllyll-

I+ ¥l < Hlxll + Iyl |

OBSERVACOES
<x,y>
(Il
@ Dois vetores nao nulos x, y sdo ditos ortogonais se < x,y >= 0. Neste caso, escrevemos
x Loy,
v

@ Se 6 denota o angulo entre dois vetores néo nulos x, y, entdo cos(6) =
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Ortogonalidade

PROJECAO ORTOGONAL

DEFINICAO
Dados dois vetores ndo nulos x, y num espago com produto interno, definem-se
< > < >
_SxHy> o Sxy>,
(N[ <yy>
@ O ndmero « € dito proje¢io escalar de x sobre y e 0 vetor p € dito projecao ortogonal
de x sobre y.

@ Em particular, x — p € ortogonal a y.
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Ortogonalidade

PROJECAO ORTOGONAL

DEFINICAO
Dados dois vetores ndo nulos x, y num espago com produto interno, definem-se
< > < >
_SxHy> o Sxy>,
(N[ <yy>
@ O ndmero « € dito proje¢io escalar de x sobre y e 0 vetor p € dito projecao ortogonal
de x sobre y.

@ Em particular, x — p € ortogonal a y.

OBSERVACAO

Note que se |[y|| = 1, entdo p =< x,y > y.
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Ortogonalidade

PROJECAO ORTOGONAL

DEFINICAO
Dados dois vetores ndo nulos x, y num espago com produto interno, definem-se
< > < >
_SxHy> o Sxy>,
(N[ <yy>
@ O ndmero « € dito proje¢io escalar de x sobre y e 0 vetor p € dito projecao ortogonal
de x sobre y.

@ Em particular, x — p € ortogonal a y.

OBSERVACAO
Note que se |[y|| = 1, entdo p =< x,y > y.

APLICACAO

Obter o ponto Q pertencente a reta y = x/3 mais préximo do ponto (1,4).
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DEFINICAO

Sejam V um espago com produto interno
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DEFINICAO

Sejam V um espago com produto interno

(a) Se U é um subconjunto de V, entdo denotamos por U~ o conjunto dos vetores v € V que
sdo ortogonais a U. Isto ¢,

Ut={veV;vLlu VueU}.
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DEFINICAO

Sejam V um espago com produto interno

(a) Se U é um subconjunto de V, entdo denotamos por U~ o conjunto dos vetores v € V que
sdo ortogonais a U. Isto ¢,

Ut={veV;vLlu VueU}.

(b) Dizemos que dois subespacos U, W sdo ortogonais se u L w, para todo u € U e todo
w € W.Neste caso, escrevemos U | W.
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Espacos ortogonais

DEFINICAO
Sejam V um espago com produto interno
(a) Se U é um subconjunto de V, entdo denotamos por U~ o conjunto dos vetores v € V que

sdo ortogonais a U. Isto ¢,

Ut={veV;vLlu VueU}.

(b) Dizemos que dois subespacos U, W sdo ortogonais se u L w, para todo u € U e todo
w € W.Neste caso, escrevemos U | W.

OBSERVACAO
@ SeU L W,entdo UNW = {0}.
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Espacos ortogonais

DEFINICAO
Sejam V um espago com produto interno
(a) Se U é um subconjunto de V, entdo denotamos por U~ o conjunto dos vetores v € V que

sdo ortogonais a U. Isto ¢,

Ut={veV;vLlu VueU}.

(b) Dizemos que dois subespacos U, W sdo ortogonais se u L w, para todo u € U e todo
w € W.Neste caso, escrevemos U | W.

OBSERVACAO
@ SeU L W,entdo UNW = {0}.

@ Se U é um subespaco de V, entdio U™ também é um subespaco.
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Espacos ortogonais

ORTOGONALIDADE E LINEARIDADE

DEFINICAO
Sejam V um espago com produto interno. Um conjunto {vi,...,v,} C V é dito:
(a) ortogonal se v; L vy, para todoj # k.

(b) ortonormal se é ortogonal e ||v;|| = 1, para todo j.
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Espacos ortogonais

ORTOGONALIDADE E LINEARIDADE

DEFINICAO

Sejam V um espago com produto interno. Um conjunto {v, . ..

(a) ortogonal se v; L vy, para todoj # k.

,vn} C V édito:

(b) ortonormal se é ortogonal e ||v;|| = 1, para todo j.
v
PROPOSICAO
Se S = {vi,...,va} C V éortonormal, entdo S é Li.
v

Avila (UFPR) CMI 022

S2 - 2022 - DMAT-UFPR

7/11



Espacos ortogonais

ORTOGONALIDADE E LINEARIDADE

DEFINICAO

Sejam V um espago com produto interno. Um conjunto {vi,...,v,} C V é dito:

(a) ortogonal se v; L vy, para todoj # k.

(b) ortonormal se é ortogonal e ||v;|| = 1, para todo j.
v
PROPOSICAO
Se S = {vi,...,va} C V éortonormal, entdo S é Li.
v
DEFINICAO

Se dim(V) = n, entdo um conjunto ortonormal com 7 elementos € dito base ortonormal.
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Espacos ortogonais

ORTOGONALIDADE E LINEARIDADE

DEFINICAO
Sejam V um espago com produto interno. Um conjunto {vi,...,v,} C V é dito:

(a) ortogonal se v; L vy, para todoj # k.

(b) ortonormal se é ortogonal e ||v;|| = 1, para todo j.
v
PROPOSICAO
Se S = {vi,...,va} C V éortonormal, entdo S é Li.
v
DEFINICAO

Se dim(V) = n, entdo um conjunto ortonormal com 7 elementos € dito base ortonormal.

TEOREMA

Seja S = {vi,...,v,} uma base ortonormal de V. Entdo, dado u € V vale

n
u= E < u,vj >vj.
=1
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Espacos ortogonais

EXEMPLO

@ O conjunto

{(25).(5-5)}

é uma base ortonormal de R>.
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Processo de Gram-Schmidt

PROJECAO ORTOGONAL SOBRE SUBESPACOS

TEOREMA

Sejam V um espago com produto interno e U o subespaco gerado por um conjunto ortonormal
S ={ui,...,u,}. Fixadow € V, defina

n
V=w— E < w,u; > uj
j=1

Nestas condi¢Ges, v € U*. Em particular, o vetor Z;‘Zl < w,u; > u; é dito projecio
ortogonal de wem U.
v
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Processo de Gram-Schmidt

PROJECAO ORTOGONAL SOBRE SUBESPACOS

TEOREMA

Sejam V um espago com produto interno e U o subespaco gerado por um conjunto ortonormal
S ={ui,...,u,}. Fixadow € V, defina

n
V=w— E < w,u; > uj
Jj=1

Nestas condi¢des, v € U~. Em particular, o vetor Z;‘Zl < w,u; > u; é dito projecio
ortogonal de wem U.

EXEMPLO

Os vetores (1/+v/3,—1/+/3,1/+/3) e (1/v/2, —1/+/2,0) formam um conjunto ortonormal em
R®. Vamos obter a projecio de w = (2,3, 1) sobre o espaco gerado por eles.
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Processo de Gram-Schmidt

PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA ( GRAM-SCHMIDT) J

Todo espago com produto interno de dimensio finita possui uma base ortonormal
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Processo de Gram-Schmidt

PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA ( GRAM-SCHMIDT)

Todo espago com produto interno de dimensio finita possui uma base ortonormal

Ideia da prova: Inducao

@ Sedim(V) = 1, entdo tomamos v € V \ {0} e entdo temos {u, }, sendo u; = v/||v||.
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Processo de Gram-Schmidt

PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA ( GRAM-SCHMIDT) J

Todo espago com produto interno de dimensio finita possui uma base ortonormal

Ideia da prova: Inducao
@ Sedim(V) = 1, entdo tomamos v € V \ {0} e entdo temos {u, }, sendo u; = v/||v||.

@ Se dim(V) = 2, entdo considere V = Ger{vi, v, }. Defina entdo u; = vi/||v1||. Por sua

vez, defina
Uy =vo— < vp,uy > uUj

e finalmente

u ’ﬁz
2 = 7= -
[
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Processo de Gram-Schmidt

PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA ( GRAM-SCHMIDT) J

Todo espago com produto interno de dimensio finita possui uma base ortonormal

Ideia da prova: Inducao
@ Sedim(V) = 1, entdo tomamos v € V \ {0} e entdo temos {u, }, sendo u; = v/||v||.

@ Se dim(V) = 2, entdo considere V = Ger{vi, v, }. Defina entdo u; = vi/||v1||. Por sua
vez, defina
Uy =vo— < vp,uy > uUj
e finalmente ~
u
) =

[
@ Assim, obtemos {u1, u> } um conjunto ortonormal. A prova segue entdo por indugdo:

Assumindo que o resultado € vélido para um espaco de dimensdo n devemos provar que
vale para um espaco de dimensdo n + 1.
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esso de Gram-S

PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

@ De modo geral:
u i
1= 7
[[vil

V2= < W,uUr > up
[va— < va,uy > ulH

uz

Vi— < vi,up > ur— < Vi, U > U

uz =
||V3— <wvi,ur > ur— < vi,up > uz”
" — Vp— < Vg, U1 > Ut — ... — < VyyUp—1 > Up—1
" [Va— < Vayutn > w1 — oo — <V, lp—1 > tn—1||
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Processo de Gram-Schmidt

PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

@ De modo geral:
Vi

|
V2= < W,uUr > up
[va— < va,uy > ulH

ui

uz

Vi— < vi,up > ur— < Vi, U > U

uz =
||V3— <wvi,ur > ur— < vi,up > uz”
" — Vp— < Vg, U1 > Ut — ... — < VyyUp—1 > Up—1
" [Va— < Vayutn > w1 — oo — <V, lp—1 > tn—1||

EXEMPLO

Vamos obter uma base ortonormal para o espago W = {(x,y,z) € R x — 2y = 0}.
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