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PRODUTO INTERNO

DEFINICAO
Um produto interno num espago vetorial V é uma fun¢io P : V x V — R que satisfaz as
seguintes propriedades:

(@) plax+y,z) = ap(x,2) +p(y,2).

(b) p(x,x) > 0, valendo a igualdade apenas quando x = 0.

© px,y) =p(y,x).

OBSERVACOES

@ Utilizamos a notagdo P(x,y) =< x,y >.
@ Noteque < x,ay+z>=a <x,y>+ <x,z>.
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Ortogonalidade

NORMA

DEFINICAO

Num espago com produto interno (V, < -, - >) defini-se o nimero ||x|| = (< x,x >)'/2. Em
particular, valem as seguintes propriedades:

||x|]| = O se, e somente se, x = 0.
(Al = [A]llx]]-

| <x,y> [ < Ixlllyll-

I+ ¥l < Hlxll + Iyl |

OBSERVACOES
<x,y>
(Il
@ Dois vetores nao nulos x, y sdo ditos ortogonais se < x,y >= 0. Neste caso, escrevemos
x Loy,
v

@ Se 6 denota o angulo entre dois vetores néo nulos x, y, entdo cos(6) =
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Ortogonalidade

PROJECAO ORTOGONAL

DEFINICAO
Dados dois vetores ndo nulos x, y num espago com produto interno, definem-se

<xy> <xy>
a=—"——¢ep=—""——
[Iy]] <yy>

@ O ndmero « € dito proje¢ao escalar de x sobre y e 0 vetor p € dito projecao ortogonal
de x sobre y.

@ Em particular, x — p € ortogonal a y.

OBSERVACAO
Note que se ||y|| = 1, entdo p =< x,y > y.
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Espacos ortogonais

DEFINICAO
Sejam V um espaco com produto interno

(a) Se U é um subconjunto de V, entdio denotamos por U o conjunto dos vetores v € V que
sdo ortogonais a U. Isto é,

Ut={veV;v.lu VYueU}.

(b) Dizemos que dois subespacos U, W sdo ortogonais se u L w, para todo u € U e todo
w € W.Neste caso, escrevemos U L W.

OBSERVACAO
@ SeU L W,entdio UNW = {0}.

@ Ut é um subespaco.
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Processo de Gram-Schmidt

PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA (GRAM-SCHMIDT)
Todo espaco com produto interno de dimensao finita possui uma base ortonormal

@ De modo geral:

Vi
U = ——
vl
— < V2,Ul > U
u; = .
[[va— < va,ur > ui|
- vi— < v3,up > up— < Vi, Uy > Up
T e < vayur > u— < v, > |
" — Vp— < Vpyup > Uy — oo — < Vyy,Up—1 > Up—1
" ||Vn*<vnyul >up— ... — < Vp,Up—1 >un—1H
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Melhor aproximacao

MELHOR APROXIMACAO

TEOREMA
Sejam V um espaco com produto interno e W C V um subespaco de dimensdo finita. Entdo,
dado v € V, existe um tinico w € W tal que v — w € W,

Dem:
@ Dada uma base ortogonal {wy, ..., w,} de W basta tomar
w= VWL > V’W12>w1 + ...+ SV W > v’W"2>w,l
[[wil [[wall
NOTACAO

O vetor w definido acima € dito projecdo ortogonal de v sobre W. Em geral, escreve-se

w = projw(v).
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Melhor aproxi

TEOREMA

Sejam V um espaco com produto interno, W C V um subespacgo e v € V. Sdo equivalentes:
(a) Existewy € Wtalque v —wy € wt.
(b) Existe wo € W tal que

v —woll <[lv—wll, Yw e W\ {wo}.

a (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 9/14



Melhor aproximacao

TEOREMA

Sejam V um espaco com produto interno, W C V um subespacgo e v € V. Sdo equivalentes:
(a) Existewy € Wtalque v —wy € wt.
(b) Existe wo € W tal que

v —woll <[lv—wll, Yw e W\ {wo}.

OBSERVACAO

Este resultado em particular garante que a projecdo projw(v), quando existe, é a melhor
aproximagdo de v por um vetor de W. Assim, em caso de dimens?o finita, determinar a
projecdo ortogonal equivale a determinar um vetor de W que melhor se aproxima de v.
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Melhor aproximacao

EXEMPLOS

EXEMPLO

Vamos obter em R a projegio do vetor v = (3, 0,2) sobre o espago
W = Ger{(1,0,-2),(1,1,1)}.
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Melhor aproximacao

EXEMPLOS

EXEMPLO

Vamos obter em R a projegio do vetor v = (3, 0,2) sobre o espago
W = Ger{(1,0,-2),(1,1,1)}.

EXEMPLO

Considere P3; munido do produto interno

<pq>= / p(0)q(e)dr

Vamos obter o polinémio de grau 1 que melhor se aproxima de p(t) = £°.
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Melhor aproximacao

APLICACAO: SISTEMAS INCOMPATIVEIS

@ Considere
anxy +apxy + ...+ ax, = by
axx1 + anxy + ...+ awx, = by

ap1x1 + apx2 + ...+ appxn = by.

um sistema incompativel de p equaces e n incégnitas.
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Melhor aproximagio

APLICACAO: SISTEMAS INCOMPATIVEIS

@ Considere
anxy +apxy + ...+ ax, = by
axx1 + anxy + ...+ awx, = by

&)

ap1x1 + apx2 + ...+ appxn = by.

um sistema incompativel de p equaces e n incégnitas.

@ Vamos obter (através da projecdo ortogonal) uma n-upla que melhor se aproxime de uma
solugdo.

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 11/14



Melhor aproximagio

APLICACAO: SISTEMAS INCOMPATIVEIS

@ Considere
anxy +apxy + ...+ ax, = by
axx1 + anxy + ...+ awx, = by

)]
ap1x1 + apx2 + ...+ appxn = by.
um sistema incompativel de p equaces e n incégnitas.

@ Vamos obter (através da projecdo ortogonal) uma n-upla que melhor se aproxime de uma
solugdo.

@ Para tanto, considere

ar “ee ain
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@ Nosso objetivo é determinar y € R” tal que

14y = bl < [|Ax = b|, Vx € R\ {y}.
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@ Nosso objetivo é determinar y € R” tal que
14y = bl < [|Ax = b|, Vx € R\ {y}.
@ Denotando

A1 = (a”, . ,alp),Az = (alz, . ,apz), . .An = (Llln7 . ,ap,,)

chega-se em

Ay = v
j=1
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Melhor aproxi

@ Nosso objetivo é determinar y € R” tal que
14y = bl < [|Ax = b|, Vx € R\ {y}.
@ Denotando
A = (ait, ..., a1p),Ar = (a2, ..., ap2), .. . Ay = (Qiny -« -, apn)

chega-se em

Ay = v
j=1

@ Assim, Ay € W = Ger{Ai,...,A,}. Logo, iremos determinar y € R" de nodo a termos
Ay 0 mais préximo de b.

a (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 12/14



Melhor aproximagio

@ Nosso objetivo é determinar y € R" tal que
14y = bl < [|Ax = b|, Vx € R\ {y}.
@ Denotando
A = (ait, ..., a1p),Ar = (a2, ..., ap2), .. . Ay = (Qiny -« -, apn)

chega-se em
Ay = v
=1

@ Assim, Ay € W = Ger{Ai,...,A,}. Logo, iremos determinar y € R" de nodo a termos
Ay 0 mais préximo de b.

@ Portanto, a melhor solucdo serd y € R” tal que projw(b) = Ay.
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@ Queremos entao resolver

<b—-Ay,A;>=0,j=1,...,n
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Melhor aproximagio

@ Queremos entao resolver
<b—-Ay,A;>=0,j=1,...,n
@ O que equivale a resolver o sistema
<ALA >+ <ALAI >+ .+ <ALAL >y, =< DA >
<ALA >+ <AA>wmH+ ..+ <ALA >y =< bA > °

<A1,An >yl+ <A2,An >y2++ <An7An >yn =< b7An >
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Melhor aproximagio

@ Queremos entao resolver
<b—-Ay,A;>=0,j=1,...,n
@ O que equivale a resolver o sistema
<ALA >+ <ALAI >+ .+ <ALAL >y, =< DA >
<ALA >+ <AA>wmH+ ..+ <ALA >y =< bA > °
.<A1,An >yt <ApAy >+ <Ay An >y =< bA, >
@ Mais ainda, tem-se que (2) equivale a resolver

A'Ay = A'b
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EXEMPLO

@ Considere o sistema

3x—y=3
x—y=0
2x+y=2
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Melhor aproximagio

EXEMPLO

@ Considere o sistema

3x—y=3
x—y=0
2x+y=2
@ Temos
3 -1
A=|1 -1 |, A= 3 1 2 CAA= 14 =2 e Ab— 13
o -1 -1 1 -2 3 -1
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