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Formas bilineares

FORMA BILINEAR

DEFINICAO
Sejam U e V dois espaco vetoriais. Uma funcdo B : U x V — R ¢ dita uma forma bilinear se
for linear em cada uma das duas varidveis, isto é:

@ B(Aui + uz,v) = AB(u1,v) + B(uz,v), VA € R, Vuj,u e Ue Vv € V.

@ B(u,pvi +v2) = BB(u,vi) + B(u,v2), VB € R, Yvi,v» € VVu € U.
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Formas bilineares

FORMA BILINEAR

DEFINICAO

Sejam U e V dois espaco vetoriais. Uma funcdo B : U x V — R ¢ dita uma forma bilinear se
for linear em cada uma das duas varidveis, isto é:

@ B(Aui + uz,v) = AB(u1,v) + B(uz,v), VA € R, Vuj,u e Ue Vv € V.
@ B(u,pvi +v2) = BB(u,vi) + B(u,v2), VB € R, Yvi,v» € VVu € U.

O espago de todas as formas bilineares B : U X V — R serd denotado por B(U, V). Quando
U = V escrevemos apenas B(U).
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Formas bilineares

EXEMPLOS

PRODUTO INTERNO
Todo produto interno em V é uma forma bilinear em B(V). J
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Formas bilineares

EXEMPLOS

PRODUTO INTERNO

Todo produto interno em V é uma forma bilinear em B(V).

TRACO
Considere V = M,,x» € A € M. Temos entdo a forma bilinear f4 : V x V — R dada por

fi(X,Y) = tr(X'AY).
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Formas bilineares

EXEMPLOS

PRODUTO INTERNO

Todo produto interno em V é uma forma bilinear em B(V).

TRACO
Considere V = M,,x» € A € M. Temos entdo a forma bilinear f4 : V x V — R dada por

fi(X,Y) = tr(X'AY).

Em particular, se n = 1, entdo

n n
LX,Y) = XAY =D xiayy;

i=1 j=1
=< Ay,x >
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Formas bilineares

EM CASO DE DIMENSAO FINITA

@ Suponha que U e V sdo espagos de dimensdo finita e sejam B = {ui,...,un} €
C ={vi,...,v.} bases de B e C, respectivamente. Considere u € U, v € V e sejam

u=(ar,...,am)s, v=(Bi,...,B)c

suas coordenadas.
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Formas bilineares

EM CASO DE DIMENSAO FINITA

@ Suponha que U e V sdo espagos de dimensdo finita e sejam B = {ui,...,un} €
C ={vi,...,v.} bases de B e C, respectivamente. Considere u € U, v € V e sejam
u=(ai,...,oms, v=_(81,...,8u)c

suas coordenadas. Assim, se f € B(U, V), entdo

m n

Fuv) =% " cwayf;, sendo ag = f(ui, vy)-

i=1 j=1I

@ Portanto, f(u,v) = [u]g A [v]c, sendo A = (a;).
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Formas bilineares

EM CASO DE DIMENSAO FINITA

@ Suponha que U e V sdo espagos de dimensdo finita e sejam B = {ui,...,un} €
C ={vi,...,v.} bases de B e C, respectivamente. Considere u € U, v € V e sejam

u=(ar,...,am)s, v=(Bi,...,B)c

suas coordenadas. Assim, se f € B(U, V), entdo

m n

Fuv) =% " cwayf;, sendo ag = f(ui, vy)-

i=1 j=1I

@ Portanto, f(u,v) = [u]g A [v]c, sendo A = (a;).

DEFINICAO

Denotamos por [f]s,c = A = (a;) matriz de f com respeito as bases B e C.
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Formas bilineares

EM CASO DE DIMENSAO FINITA

@ Suponha que U e V sdo espagos de dimensdo finita e sejam B = {uy, ..
C ={vi,...,v.} bases de B e C, respectivamente. Considere u € U, v € V e sejam

u=(ar,...,am)s, v=(Bi,...,B)c

suas coordenadas. Assim, se f € B(U, V), entdo

m n

Fuv) =% " cwayf;, sendo ag = f(ui, vy)-

i=1 j=1I

@ Portanto, f(u,v) = [u]g A [v]c, sendo A = (a;).

DEFINICAO

Denotamos por [f]s,c = A = (a;) matriz de f com respeito as bases B e C.

EXEMPLO

Vamos obter a matriz da forma f : R? x R?* x R dada por

F((x1,x2), (v1,32)) = 2xy1 — 3x1y2 + X2)2,

com respeito a base candnica.

v
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Formas bilineares Formas simétricas

FORMAS SIMETRICAS

DEFINICAO
Uma forma bilinear f € B(V) é dita simétrica se

flu,v)y=fv,u), Vu,v € V.

Denotamos por B,(V) o espago das forma simétricas.
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Formas bilineares Formas simétricas

FORMAS SIMETRICAS

DEFINICAO

Uma forma bilinear f € B(V) é dita simétrica se
flu,v)y=fv,u), Vu,v € V.

Denotamos por B,(V) o espago das forma simétricas.

TEOREMA

Sejam V um espago de dimensdo finitan e f € B(V). As seguintes afirmacdes sdo

equivalentes:
(a) f é simétrica.
(b) [f]3 é uma matriz simétrica para toda base 5 de V.

(b) [f]c é uma matriz simétrica para alguma base C de V.
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Formas bilineares Formas simétricas

FORMAS SIMETRICAS

DEFINICAO

Uma forma bilinear f € B(V) é dita simétrica se
flu,v)y=fv,u), Vu,v € V.

Denotamos por B,(V) o espago das forma simétricas.

TEOREMA

Sejam V um espago de dimensdo finitan e f € B(V). As seguintes afirmacdes sdo
equivalentes:

(a) f é simétrica.
(b) [f]3 é uma matriz simétrica para toda base 5 de V.

(b) [f]c é uma matriz simétrica para alguma base C de V.

TEOREMA

Sejam V um espago de dimensdo finitan e f € B;(V). Nestas condi¢des, existe uma base 3 na
qual [f] é diagonal.

v
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Formas bilineares Formas simétricas

EXEMPLOS

@ Todo produto interno (em espagos reais) ¢ uma forma bilinear simétrica.
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Formas bilineares Formas simétricas

EXEMPLOS

@ Todo produto interno (em espagos reais) ¢ uma forma bilinear simétrica.

@ A funciof : R*> x R* — R dada por

F((x,22), (01, 32)) = x1y2 — yixa

é uma forma bilinear ndo simétrica.
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Formas bilineares Formas quadriticas

FORMAS QUADRATICAS

DEFINICAO
Sejam V um espago vetorial e f € B(V). A fungéo g : V — R definida por

q(v) =f(v,v)

¢é dita forma quadratica associada a f.
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Formas bilineares Formas quadriticas

EXEMPLOS

@ Considere V = R" e f(u,v) =< u,v >. A forma quadrética associada a f é dada por

al) = fluw =35
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Formas bilineares Formas quadriticas

EXEMPLOS

@ Considere V = R" e f(u,v) =< u,v >. A forma quadrética associada a f é dada por

al) = fluw =35

a b
=15 ]
e a forma bilinear f € B(R?) dada por

f((x,y), (Z7 W)) =<A- (x,y), (Z’ W) >

@ Considere a matriz
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Formas bilineares Formas quadriticas

EXEMPLOS

@ Considere V = R" e f(u,v) =< u,v >. A forma quadrética associada a f é dada por

al) = fluw =35

a b
=15 ]
e a forma bilinear f € B(R?) dada por

f((x,y), (Z7 W)) =<A- (x,y), (Z’ W) >

@ Considere a matriz

Temos neste caso a forma quadrdtica

a(x,y) = (%), (x,y)) = ax’ + 2bxy + ¢y’
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Reconhecimento de quéddricas

RECONHECIMENTO DE QUADRICAS

DEFINICAO

Uma equacio quadrdtica nas varidveis x e y € uma equacao da forma

ax2+2bxy+cy2+dx+ey+f:0 (1)
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Reconhecimento de quéddricas

RECONHECIMENTO DE QUADRICAS

DEFINICAO

Uma equacio quadrdtica nas varidveis x e y € uma equacao da forma

ax2+2bxy+cy2+dx+@1+f:0 (1)

@ Note que (1) pode ser reescrita como

<Auyu>+ < (d,e)yu>+f=0 2)

it

emque u = (x,y) e
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Reconhecimento de quéddricas

RECONHECIMENTO DE QUADRICAS

DEFINICAO

Uma equacio quadrdtica nas varidveis x e y € uma equacao da forma

ax2+2bxy+cy2+dx+@+f:0 (1)
@ Note que (1) pode ser reescrita como
<Auyu>+ < (d,e)yu>+f=0 2)
emque u = (x,y) e
a b
=[5 2]
@ Assim, < Au,u > é uma forma quadritica associada a (1).
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Reconhecimento de quéddricas

RECONHECIMENTO DE QUADRICAS

ALGUMAS CONICAS

2,2 2 anci
x~+y" =", (circunferéncia)

2 2
x — + % 1, (elipse)

2 2 2 2

% — % =1, ou E — Z— =1 (hipérbole)

X = ay, ouy2 = aw, (pardbola)
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onhecimento de qué

EXEMPLO

@ Vamos determinar a cOnica

O’ — 18x + 4y* + 16y — 11 = 0
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onhecimento de qué

EXEMPLO

@ Vamos determinar a cOnica
O’ — 18x + 4y* + 16y — 11 = 0

@ Esse é um caso simples, pois a conica foi apenas deslocada horizontalmente e
verticalmente. O problema de identificagd@o fica mais complicado quando ocorre uma
rotacdo dos eixos. Por exemplo,

3x° 4+ 2xy 4+ 3y° +8V2y —4 =0
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Reconhecimento de quéddricas

CONICAS ROTACIONADAS

@ Retornemos a equagdo

<Auyu >+ < (d,e),u>+f=0 ?3)
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Reconhecimento de quéddricas

CONICAS ROTACIONADAS

@ Retornemos a equagdo
<Auyu >+ < (d,e),u>+f=0 ?3)

@ Supondo que houve uma rotagdo, entdo a ideia é fazer uma mudanca de varidveis que
corrija esse problema. Facamos entdo

~ . ~ !
u = Qu, ou equivalentemente u = Q'u,

sendo

cos(f)  sin(0)

0= —sin(0) cos(0)

, 0<0 <.
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Reconhecimento de quéddricas

CONICAS ROTACIONADAS

@ Retornemos a equagdo
<Auyu >+ < (d,e),u>+f=0 ?3)

@ Supondo que houve uma rotagdo, entdo a ideia é fazer uma mudanca de varidveis que
corrija esse problema. Facamos entdo

~ . ~ !
u = Qu, ou equivalentemente u = Q'u,
sendo

cos(f)  sin(0)

Q= —sin(0) cos(6) |’ 0<f<m

@ Assim, a equagdo (3) se escreve como

< AQW, Qii > + < (d,2),1i > +f =0,

sendo (d,2) = Q'(d, e).

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 13/16




onhecimento de qué

@ Note que
< AQu, Qu >=u'(Q'AQ)u.
Portanto, nfio teremos termos mistos se, e somente se, Q'AQ € diagonal.
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onhecimento de qué

@ Note que
< AQu, Qu >=u'(Q'AQ)u.
Portanto, nfio teremos termos mistos se, e somente se, Q'AQ € diagonal.

@ Finalmente, pondo

gao=| 7y o | ei=@y

iremos obter

AT AT A AT+, =0
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Reconhecimento de quéddricas

EXEMPLO

@ Vamos estudar a conica

3% 4 2xy+ 3 —8=0
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onhecimento de qué

EXEMPLO

@ Vamos estudar a conica
3% 4 2xy+ 3 —8=0

@ A equagdo acima se escreve como

<A(x,y), (x,y) >=8,

sendo
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Reconhecimento de quéddricas

EXEMPLO

@ Vamos estudar a conica
3% 4 2xy+ 3 —8=0

@ A equagdo acima se escreve como

<A(x,y), (x,y) >=8,

=[34]

@ Os autovalores de A sdo A\; = 2 e A\, = 4, com respectivos autovetores unitarios

sendo

() (5-5)

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR

15/16



Reconhecimento de quéddricas

EXEMPLO

@ Logo, tomando

1
_| v2
o= 1
V2
obtemos
Q'AQ = [
Avila (UFPR) CMI 022
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Reconhecimento de quéddricas

EXEMPLO

@ Logo, tomando

obtemos

@ Finalmente, temos
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