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Relembrando

ESPAÇO VETORIAL

DEFINIÇÃO

Um espaço vetorial real é um conjunto E no qual estão definidas duas funções (operações)

+ : E × E → E e • : R× E → E

chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, que satisfazem as seguintes
propriedades:

(A1) u + v = v + u, para todo u, v ∈ E.

(A2) (u + v) + w = u + (v + w), para todo u, v,w ∈ E.

(A3) existe um elemento 0 ∈ E tal que 0 + v = v, para todo v ∈ E.

(A4) para cada v ∈ E existe um elemento ω ∈ E tal que v + ω = 0.

(P1) (αβ) • u = α • (β • u), para todo u ∈ E e todo α, β ∈ R.

(P2) 1 • v = v, para todo v ∈ E.

(D1) (α+ β) • v = α • v + β • v, para todo v ∈ E e quaisquer α, β ∈ R.

(D2) α • (u + v) = α • u + α • v, para todo v ∈ E e todo α ∈ R.
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Relembrando

SUBESPAÇO VETORIAL

DEFINIÇÃO

Sejam (E,+, •) um espaço vetorial e F ⊂ E um subconjunto. Dizemos que F é um subespaço
vetorial se:

(S1) 0 ∈ F.

(S2) Se u, v ∈ F, então u + v ∈ F.

(S3) Se u ∈ F, então λ • u ∈ F, para todo λ ∈ R.

Note que (F,+, •) é um espaço vetorial!
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Combinação linear

COMBINAÇÃO LINEAR

DEFINIÇÃO

Sejam (E,+, •) um espaço vetorial e v1, . . . , vk uma coleção de k vetores de E. Uma
combinação linear destes vetores é um vetor da forma

v =
k∑

j=1

αjvj, αj ∈ R, j = 1, . . . , k.

TEOREMA

Sejam (E,+, •) um espaço vetorial e X = {v1, . . . , vk} uma coleção de k vetores de E. O
conjunto

Ger(X) = {todas as combinações lienareares geradas por X},
é um subespaço vetorial de E, chamado de conjunto gerado por X.

Note que

Ger(X) =

v =

k∑
j=1

αjvj; αj ∈ R, j = 1, . . . , k.

 .
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Combinação linear

EXEMPLOS

Se v ∈ E é um vetor não nulo, então o espaço gerado por v é a reta que passa pela origem
e contém v.

Considere E = R2 e o conjunto

X = {e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1)}.

Neste caso, temos Ger(X) = R2.

Considere em E = R2 o conjunto

X = {u = (a, b) e v = (c, d)}.

Neste caso, temos Ger(X) = R2 se, e somente se ad − bc 6= 0.

No espaço
P = {p : R→ R; é um polinômio}

temos o conjunto gerador
X = {p0, p1, . . . , pn, . . . , }

sendo
p0(x) = 1, p1(x) = x, . . . , pn(x) = xn, . . .
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Conjuntos linearmente dependentes e independentes

L.I. E L.D.

DEFINIÇÃO

Sejam E um espaço vetorial e B um subconjunto.

(a) Dizemos que B é linearmente independente (l.i.) se

α1v1 + . . .+ αnvn = 0,

para vj ∈ E e αj ∈ R implicar em α1 = α2 = . . . = αn.

(b) Dizemos que B é linearmente dependente (l.d.) se não for linearmente independente.

OBSERVAÇÃO

Diremos que o conjunto vazio é l.i.

Todo conjunto que contém o vetor nulo é l.d.

Se v ∈ E é não nulo, então {v} é l.i.

Se B é l.i. e A ⊂ B, então B é l.i.
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Conjuntos linearmente dependentes e independentes

EXEMPLOS

Em Rn temos o conjunto l.i.
B = {e1, e2, . . . , en},

sendo ej o vetor cuja coordenada j vale 1 e todas as demais são nulas.

Em R3 temos o conjunto l.i.

B = {v = (1, 1, 1), u = (1, 1, 0) e v = (1, 0, 0), }.

Se E denota o conjunto das funções contínuas f : [0, 2π]→ R, então

B = {sen(x), cos(x)}

é l.i.

No espaço das funções f : [a, b]→ R temos o conjunto l.i.

B = {fn(x) = tn, n = 0, 1, . . .}.
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Conjuntos linearmente dependentes e independentes

OBSERVAÇÃO

Um conjunto B é l.i. se, e somente se, nenhum elemento de v ∈ B pode ser escrito como
combinação linear de outros elementos de B.

Se os vetores v1, v2, . . . , vm são l.i. e

λ1v1 + . . .+ λmvm = γ1v1 + . . .+ γmvm,

então λj = γj, para cada j.
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Conjuntos geradores

ESPAÇOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS

DEFINIÇÃO

Dizemos que um espaço vetorial E é finitamente gerado se existe um conjunto finito X tal que
Ger(X) = E.

TEOREMA

Seja E um espaço finitamente gerado (não nulo) e assuma que {v1, . . . , vm} é um conjunto
gerador de V . Nestas condições, todo conjunto l.i. em E possui no máximo m elementos.
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