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Aula 5 - 16/11

16 DE NOVEMBRO

Aula de hoje: Mudanga de base
Referéncias:
@ COELHO,F. U., e LOURENCO, M. L., UM CURSO DE ALGEBRA LINEAR

@ LIMA, E. L., ALGEBRA LINEAR.

@ LEON, S.J.., ALGEBRA LINEAR COM APLICACOES.
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Relembrando Base

BASE

DEFINICAO
Sejam E um espago vetorial e 3 um subconjunto.

(a) Dizemos que B é linearmente independente (l.i.) se
avi+ ...+ a,v, =0,

parav; € Eea; € Rimplicarem oy = oy = ... = .

(b) Dizemos que B é linearmente dependente (1.d.) se ndo for linearmente independente.

DEFINICAO
Sejam E um espago vetorial. Dizemos que B C E é uma base de E se:
(a) B éum conjunto gerador de E;

(b) B éum conjunto L.i.
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EXEMPLO

Considere os vetores u = (1,0,1), v=(1,2,0) e w= (0,2, —1) e seja E o espago gerado
por eles. Vamos determinar uma base para E.
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Relembrando Base

EXEMPLO

Considere os vetores u = (1,0,1), v=(1,2,0) e w= (0,2, —1) e seja E o espago gerado
por eles. Vamos determinar uma base para E.

@ Dado (x,y,z) € E, vamos determinar «, 8,y € R tais que
(x,5,2) = au+ Bv +yw.
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Relembrando Base

EXEMPLO

Considere os vetores u = (1,0,1), v=(1,2,0) e w= (0,2, —1) e seja E o espago gerado
por eles. Vamos determinar uma base para E.

@ Dado (x,y,z) € E, vamos determinar «, 8,y € R tais que

(x,5,2) = au+ Bv +yw.

@ Neste caso, chega-se no sistema (escalonado)

1 0 O e x—y/2
01 2 || 8 |= v/2
0 0 -1 vy z—x+y/2

implicando em z = x — y/2,

a=y+x—y/2, eB=y/2—7.
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Relembrando Base

EXEMPLO

Considere os vetores u = (1,0,1), v=(1,2,0) e w= (0,2, —1) e seja E o espago gerado
por eles. Vamos determinar uma base para E.

@ Dado (x,y,z) € E, vamos determinar «, 8,y € R tais que

(x,5,2) = au+ Bv +yw.

@ Neste caso, chega-se no sistema (escalonado)

1 0 O e x—y/2
01 2 || 8 |= v/2
0 0 -1 vy z—x+y/2

implicando em z = x — y/2,

a=y+x—y/2, eB=y/2—7.

@ Assim,

(x,y,2) = x(1,0,1) + y(0,1,—1/2).
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Relembrando Base

EXEMPLO

Considere os vetores u = (1,0,1), v=(1,2,0) e w= (0,2, —1) e seja E o espago gerado

por eles. Vamos determinar uma base para E.

@ Dado (x,y,z) € E, vamos determinar «, 8,y € R tais que

(x,5,2) = au+ Bv +yw.

@ Neste caso, chega-se no sistema (escalonado)

1 0 O e x—y/2
01 2 || 8 |= v/2
0 0 -1 vy z—x+y/2

implicando em z = x — y/2,
a=y+x—y/2, eB=y/2—7.
@ Assim,
(x7y,z) :X(I,O, 1) +y(03 17 _1/2)
@ Portanto, os vetores (1,0, 1) e (0,1, —1/2) geram E e sdo Li.. Isso implica que

B = {(1707 1)7 (07 L, _1/2)}

é uma base de E.
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EXEMPLO

Considere M, o espago das matrizes de ordem 2 e seja W o subespago

W ={A €My A" =A}.
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Relembrando Base

EXEMPLO

Considere M, o espago das matrizes de ordem 2 e seja W o subespago

W ={A €My A" =A}.

@ Uma base de W € o conjunto
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COORDENADAS

COORDENADAS
DEFINICAO

Sejam E um espago vetorial e B = {vi, ..., v,} uma base de E. Dado qualquer vetor u € E,
existem unicos escalares i, . . ., 7, tais que

u=yvi+ynva+...+ Yan.

@ Dizemos que tais escalares sdo as coordenadas do vetor u com respeito a base 5.

@ Utilizaremos a notacao
u=(,...,Mm)s-
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MUDANCA DE BASE

@ Sejam E um espago vetorial e duas bases

A={vi,...,v} e B={wi,...

@ Para wi, existem a1, a1, @31, - - ., Q1 tais que

Wi = aq1v] + a21v2 + a31v3 + ...

@ Para w», existem auiz, a2, 32, . . . , Q2 tais que

Wy = vy + anvs + anvs + ...
@ Continuando, obtemos para w, escalares ain, Q2n, @3, . . -

w2 = Vi + aopv2 + a3z + .

CMI 022
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+ Qn1Vn.

+ QmVn.

, Oy tais que

+ QpnVn.
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@ Assim, as coordenadas de wy, . . ., w, na base A sdo

(a3} an2 qin

[e %3} an e
WA = . s W2, A = . yer s Wn A=

Qlnl Q2 Qpn
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@ Assim, as coordenadas de wy, . . ., w, na base A sdo

11 aq2
(6%)] (0%5)

wiA = . W2, A = . yoe
Qinl Q2

DEFINICAO
Sejam E um espaco vetorial e duas bases

A={vi,...,m} e B={w,...

A matriz mudanga de base, de A para 5 é a matriz

i g2

Q2] Q22
Map =

Qi Qp2

Qln
Qop
s Wi, A =
Qipn
s Wik
Qg2
aq2
aﬂn
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MUDANCA DE BASE

EXEMPLO

@ Considere em R? as bases

A={(1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
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MUDANCA DE BASE

EXEMPLO

@ Considere em R’ as bases
A={(1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
@ Para obter M 4, 3 devemos resolver
(1,0,0) = aivi + a21va + azivs
(0,1,0) = arovi + amva + aznvs

(0,0,1) = c3vi + aa3va + az3vs
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MUDANCA DE BASE

EXEMPLO

@ Considere em R’ as bases
A={(1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
@ Para obter M 4, 3 devemos resolver
(1,0,0) = aivi + a21va + azivs
(0,1,0) = arovi + amva + aznvs

(0,0,1) = aizvi + asva + asszvs

@ Cada linha € um sistema 3 x 3, no qual os ’s sdo as incégnitas, os vetores da base 13 sdo
os dados iniciais e a matriz do sistema é

1 1
0 1
1 2
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MUDANCA DE BASE

EXEMPLO

@ Considere em R’ as bases
A={(1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
@ Para obter M 4, 3 devemos resolver
(1,0,0) = aivi + a21va + azivs
(0,1,0) = arovi + amva + aznvs

(0,0,1) = aizvi + asva + asszvs

@ Cada linha € um sistema 3 x 3, no qual os ’s sdo as incégnitas, os vetores da base 13 sdo
os dados iniciais e a matriz do sistema é

1 1 1
0 1 1
1 1 2

@ Podemos entdo (para poupar trabalho) pensar no sistema genérico

1 1 1 x a
0 1 1 y = b
1 1 2 z c
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MUDANCA DE BASE

EXEMPLO

@ Assim, a solugdo de

1 1 1 X a
0 1 1 y =
1 1 2 z c

x=a—b,y=a+b—cez=c—a
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MUDANCA DE BASE

EXEMPLO

@ Assim, a solugdo de

1 1 1 X a
0 1 1 y =
1 1 2 z c

x=a—b,y=a+b—-cez=c—a
@ Para (a,b,c) = (1,0,0), temos (x,y,z) = (1,1,—1).
@ Para (a,b,c) = (0,1,0), temos (x,y,z) = (—1,1,0).
@ Para (a,b,c) = (0,0, 1), temos (x,y,z) = (0,—1,1).
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MUDANCA DE BASE

EXEMPLO

@ Assim, a solugdo de

1 1 1 X a
0 1 1 y =
1 1 2 z c

x=a—b,y=a+b—cez=c—a

@ Para (a,b,c) = (1,0,0), temos (x,y,z) = (1,1, —1).
@ Para (a,b,c) = (0,1,0), temos (x,y,z) = (—1,1,0).
@ Para (a,b,c) = (0,0, 1), temos (x,y,z) = (0,—1,1).
@ Portanto
1 -1 0
Maog = 1 1 -1
-1 0 1
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MUDANCA DE BASE

COORDENADAS X MATRIZ MUDANCA DE BASE

DEFINICAO

Sejam E um espaco vetorial, duas bases
A={vi,...;wm} e B={wi,...,w,}.
e M 43 a matriz mudanca de base de A para 3. Dado um vetor v € E e suas coordenadas
vaA € vB
em relacdo a estas bases, vale a igualdade

vA=Map-vB.
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