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Aula 7 - 07/12

7 DE DEZEMBRO

Aula de hoje:Matrizes de transformacdes lineares
Referéncias:
@ COELHO,F. U., e LOURENCO, M. L., UM CURSO DE ALGEBRA LINEAR

@ LIMA, E. L., ALGEBRA LINEAR.

@ LEON, S.J.., ALGEBRA LINEAR COM APLICACOES.
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Relembrando

TRANSFORMACAO LINEAR

DEFINICAO
Sejam U e V dois espacos vetoriais. Dizemos que uma fun¢do 7 : U — V é uma
transformacao linear se valem as seguintes propriedades:

(a) T(x+y) =T(x)+ T(y), paratodox,y € U.

(b) T(Ax) = AT(x), paratodox € U etodo A € R. )

OBSERVACAO

@ Sejam T : U — V uma transformagao linear, A, . .

k k
T Z )\juj = Z )\jT(uj)
j=1 j=1

LM EReu,...,ur € U. Entdo

@ Seja A, x», uma matriz real. Temos entdo a transformacdo linear T4 : R" — R™ dada por

Ta(v) =A-v.
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Relembrando

MATRIZES DE TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensao finita, A = {u, ..

B ={vi,...,vn} umabasede V.

.,up} umabase de U e J
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MATRIZES DE TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimenséo finita, A4 = {uy,

., un} umabase de U e
B ={vi,...,vn} umabasede V.

@ Para uy, existem a1, az1, asi, . . . , a1 tais que

T(ui) = auvi + aziva + azivs + ... + ami V-

@ Para uy, existem a2, an, as, . . ., a tais que

T(u2) = anvi + anva + anvs + ... + dm2Vm-

@ Continuando, obtemos para u; escalares aij, aaj, 03n, - . . , dm; tais que

T(w;) = aijvi + azjva + azivs + . . . + awjvm.
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DEFINICAO
Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensdo finita, 7 : U — V uma transformacao linear.
Dadas A = {ui,...,u,} umabasede Ue B = {vi,...,v,} umabase de V, a matriz da

transformacio 7', com respeito a estas bases, ¢ a matriz

ar apn ce. aml

asy [75%) cee aAm
(T]as =

aml am2 cee Amn
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DEFINICAO
Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensdo finita, 7 : U — V uma transformacao linear.
Dadas A = {ui,...,u,} umabasede Ue B = {vi,...,v,} umabase de V, a matriz da

transformacio 7', com respeito a estas bases, ¢ a matriz

ar apn ce. aml

azy [75%) cee aAm
(T]as =

aml am2 cee Amn

DEFINICAO

Quando U = V e A = B escreveremos apenas [T] 4.
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EXEMPLOS
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Relembrando

EXEMPLOS

@ Considere a transformaco linear T : R?> — R* dada por
T(x,y) = (2x+y,y — x,3x)

easbases A = {(1,2),(2,-1)}e B={(1,1,1),(0,1,1), (0,0, 1)}. Neste caso,

4 3
Mas=| -3 —6 |,
2 9
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EXEMPLOS
@ Considere a transformaco linear T : R?> — R* dada por

T(x,y) = (2x+y,y — x,3x)

easbases A = {(1,2),(2,-1)}e B={(1,1,1),(0,1,1), (0,0, 1)}. Neste caso,

4 3
[Ma=| -3 -6 |,
2 9

@ Considere a transformacao linear D : P; — P3 dada por

D(p) =p'

e as bases A = {1,x,x% x*}. Neste caso,

T4 =

[=NeNele}
[l ool S
S OO
SO W oo
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@ Retornando as notagdes A = {ui, ... ,u,} basede U, B={vi,...,v,} basede Ve
T : U — V uma transformacio linear, temos:
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@ Retornando as notagdes A = {ui, ... ,u,} basede U, B={vi,...,v,} basede Ve
T : U — V uma transformacio linear, temos:

m
T(uw) =anvi +auva+asvi+ ...+ amvm = E a1vi

i=1

m
T(wj) = aijvi + agyva + azvs + . .. + awjvm = E avi

i=1

m
T(un) = amvi + azav2 + a3V + . .. + GV = E AinVi

i=1
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@ Assim,seu € U, entdou = } ' | oyu;, donde

sendo B; = 37, ajjoy.
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@ Assim,seu € U, entdou = } ' | oyu;, donde

— n . .
sendo B; = 37, ajjoy.
@ Assim,
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@ Assim,seu € U, entdou = } ' | oyu;, donde

sendo B; = 37, ajjoy.
@ Assim,
ua = (ar,...,a0)a = [Tz = Bi,...,Bn)B

@ Note entdo, que

an  an ... am Qi B
@ an ... aw o B2
aml am? cee Amn Qp A /Bm B
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@ Assim,seu € U, entdou = } ' | oyu;, donde

sendo B; = 37, ajjoy.

@ Assim,
ua = (an,...,an)a = [Tz = Bi,-..,Bn)B
@ Note entdo, que
ann an ... am a B
an  an ... am a2 B2
aml am2 “ee Amn Oy A /Bm B

@ Ou ainda

[T()]s = [T]a,5 ua

CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR

8/12



Relembrando

EXEMPLOS

@ Vimos que a transformacdo linear T : R> — R®, dada por T(x,y) = (2x + v,y — x, 3x),
tem como matriz

[T)aB = -3 -6 |,
2 9

sendo A = {(1,2), (2, 1)} e B = {(1,1,1),(0,1,1), (0,0, 1)}.
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Relembrando

EXEMPLOS

@ Vimos que a transformacdo linear T : R> — R®, dada por T(x,y) = (2x + v,y — x, 3x)
tem como matriz

[T]Aﬁ = -3 -6 |,
2 9
sendo A = {(1,2),(2,-1)}e B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.

@ Assim, se u = (—2,3) 4, entdo

[T(u)]s = [T]a,pua

4 3

-3 -6 (_32>

2 9 A
1

= —-12
23
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Relembrando

EXEMPLOS

@ Vimos que a transformagdo linear D : P3 — P5 dada por D(p) = p’ tem como matriz

0

[T]a =

S OO
S W oo

1
0
0
0

(=N el

sendo A = {1,x,x*,x°}.
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EXEMPLOS

@ Vimos que a transformagdo linear D : P3 — P5 dada por D(p) = p’ tem como matriz

0O 1 0 O
0 0 2 0
0 0 0 O
sendo A = {1,x,x*,x°}.
@ Assim,seu = (—2,0,1,4).4, entdo
(T(u)]a = [T]aua
[0 1 0 0 -2
oo 20 0
10 0 0 3 1
L0 0 0 0 4 ),
0
_ 2
- 12
0 /5
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PROPRIEDADES
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Propriedades

PROPRIEDADES

TEOREMA
Sejam U e V espacos de dimensio finita com bases A e I3, respectivamente. Dadas duas

transformagdes lineares 7', S : U — Ve A, u € R vale que

AT + pS]as = A[T]a,a + p[S]a,a
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Propriedades

PROPRIEDADES

TEOREMA
Sejam U e V espacos de dimensio finita com bases A e I3, respectivamente. Dadas duas
transformagdes lineares 7', S : U — Ve A, u € R vale que

AT + pS]as = A[T]a,a + p[S]a,a

TEOREMA
Sejam U, V e W espacos de dimenséo finita com bases .4, BB e C, respectivamente. Dadas duas
transformacdes lineares 7 : U — Ve S : V — W vale que

[ToSlac=[Taz"[S]s.c.
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Propriedades

PROPRIEDADES

TEOREMA

Sejam U e V espacos de dimensio finita com bases A e I3, respectivamente. Dadas duas
transformagdes lineares 7', S : U — Ve A, u € R vale que

AT + pS]as = A[T]a,a + p[S]a,a

TEOREMA

Sejam U, V e W espacos de dimenséo finita com bases .4, BB e C, respectivamente. Dadas duas
transformacdes lineares 7 : U — Ve S : V — W vale que

[ToSlac=[Taz"[S]s.c.

TEOREMA

Sejam U e V espagos de dimens@o finita com bases A e B. Se T : U — V é uma transformagao
linear inversivel, entdo

(T84 =T
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O ESPACO L(U,V)
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O espago L(U, V)

O ESPACO L(U,V)

DEFINICAO
Sejam U e V espagos vetoriais. Denotamos por £(U, V) o conjunto de todas as transformagdes
lineares T : U — V. Além disso, munimos £(U, V) com as seguintes operagdes:

(T+S8):U—=V, (T+S)(u) =T(u)+ S(u)

(AT): U — V, (\T)(u) = AT(u). )
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O espago L(U, V)

O ESPACO L(U,V)

DEFINICAO

Sejam U e V espagos vetoriais. Denotamos por £(U, V) o conjunto de todas as transformagdes
lineares T : U — V. Além disso, munimos £(U, V) com as seguintes operagdes:

(T+S8):U—=V, (T+S)(u) =T(u)+ S(u)

(AT): U — V, (\T)(u) = AT(u).

TEOREMA

O conjunto £(U, V) é um espago vetorial. Além disso, se U e V possuem dimens@o finita,
entdo fixadas A e B bases de U e V, entdo a aplicagdo

U : L(U,V) = Myuxn, dadaporT — [T]a,n

¢ bijetiva.
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