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Relembrando

TRANSFORMAÇÃO LINEAR

DEFINIÇÃO

Sejam U e V dois espaços vetoriais. Dizemos que uma função T : U → V é uma
transformação linear se valem as seguintes propriedades:

(a) T(x + y) = T(x) + T(y), para todo x, y ∈ U.

(b) T(λx) = λT(x), para todo x ∈ U e todo λ ∈ R.

OBSERVAÇÃO

Sejam T : U → V uma transformação linear, λ1, . . . , λk ∈ R e u1, . . . , uk ∈ U. Então

T

 k∑
j=1

λjuj

 =

k∑
j=1

λjT(uj)

Seja Am×n uma matriz real. Temos então a transformação linear TA : Rn → Rm dada por

TA(v) = A · v.
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Relembrando

MATRIZES DE TRANSFORMAÇÕES LINEARES

Sejam U e V dois espaços vetoriais de dimensão finita, A = {u1, . . . , un} uma base de U e
B = {v1, . . . , vm} uma base de V .

Para u1, existem a11, a21, a31, . . . , am1 tais que

T(u1) = a11v1 + a21v2 + a31v3 + . . .+ am1vm.

Para u2, existem a12, a22, a32, . . . , am2 tais que

T(u2) = a12v1 + a22v2 + a32v3 + . . .+ am2vm.

Continuando, obtemos para uj escalares a1j, a2j, α3n, . . . , amj tais que

T(uj) = a1jv1 + a2jv2 + a3jv3 + . . .+ amjvm.
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Relembrando

DEFINIÇÃO

Sejam U e V dois espaços vetoriais de dimensão finita, T : U → V uma transformação linear.
Dadas A = {u1, . . . , un} uma base de U e B = {v1, . . . , vm} uma base de V , a matriz da
transformação T , com respeito a estas bases, é a matriz

[T]A,B =


a11 a12 . . . am1

a21 a22 . . . am2

...
... . . .

...
am1 am2 . . . amn



DEFINIÇÃO

Quando U = V e A = B escreveremos apenas [T]A.
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Relembrando

EXEMPLOS

Considere a transformação linear T : R2 → R3 dada por

T(x, y) = (2x + y, y− x, 3x)

e as bases A = {(1, 2), (2,−1)} e B = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)}. Neste caso,

[T]A,B =

 4 3
−3 −6
2 9

 ,
Considere a transformação linear D : P3 → P3 dada por

D(p) = p′

e as bases A = {1, x, x2, x3}. Neste caso,

[T]A =


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

 ,
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Relembrando

Retornando às notações A = {u1, . . . , un} base de U, B = {v1, . . . , vm} base de V e
T : U → V uma transformação linear, temos:

T(u1) = a11v1 + a21v2 + a31v3 + . . .+ am1vm =

m∑
i=1

ai1vi

...

T(uj) = a1jv1 + a2jv2 + a3jv3 + . . .+ amjvm =

m∑
i=1

aijvi

...

T(un) = a1nv1 + a2nv2 + a3nv3 + . . .+ amnvm =

m∑
i=1

ainvi
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Relembrando

Assim, se u ∈ U, então u =
∑n

j=1 αjuj, donde

T(u) =

m∑
i=1

 n∑
j=1

aijαj

 vi

 =

m∑
i=1

βivi,

sendo βi =
∑n

j=1 aijαj.

Assim,
uA = (α1, . . . , αn)A =⇒ [T(u)]B = (β1, . . . , βm)B

Note então, que 
a11 a12 . . . am1

a21 a22 . . . am2

...
... . . .

...
am1 am2 . . . amn




α1

α2

...
αn


A

=


β1

β2

...
βm


B

Ou ainda
[T(u)]B = [T]A,B uA
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Relembrando

EXEMPLOS

Vimos que a transformação linear T : R2 → R3, dada por T(x, y) = (2x + y, y− x, 3x),
tem como matriz

[T]A,B =

 4 3
−3 −6
2 9

 ,
sendo A = {(1, 2), (2,−1)} e B = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)}.

Assim, se u = (−2, 3)A, então

[T(u)]B = [T]A,B uA

=

 4 3
−3 −6
2 9

( −2
3

)
A

=

 1
−12
23


B
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Relembrando

EXEMPLOS

Vimos que a transformação linear D : P3 → P3 dada por D(p) = p′ tem como matriz

[T]A =


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

 ,
sendo A = {1, x, x2, x3}.

Assim, se u = (−2, 0, 1, 4)A, então

[T(u)]A = [T]A uA

=


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0



−2
0
1
4


A

=


0
2

12
0


B
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Propriedades

PROPRIEDADES

TEOREMA

Sejam U e V espaços de dimensão finita com bases A e B, respectivamente. Dadas duas
transformações lineares T, S : U → V e λ, µ ∈ R vale que

[λT + µS]A,B = λ[T]A,A + µ[S]A,A

TEOREMA

Sejam U,V e W espaços de dimensão finita com bases A,B e C, respectivamente. Dadas duas
transformações lineares T : U → V e S : V → W vale que

[T ◦ S]A,C = [T]A,B · [S]B,C .

TEOREMA

Sejam U e V espaços de dimensão finita com basesA e B. Se T : U → V é uma transformação
linear inversível, então

[T−1]B,A = [T]−1
A,B.
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O espaçoL(U, V)

O ESPAÇO L(U,V)

DEFINIÇÃO

Sejam U e V espaços vetoriais. Denotamos por L(U,V) o conjunto de todas as transformações
lineares T : U → V . Além disso, munimos L(U,V) com as seguintes operações:

(T + S) : U → V, (T + S)(u) = T(u) + S(u)

e
(λT) : U → V, (λT)(u) = λT(u).

TEOREMA

O conjunto L(U,V) é um espaço vetorial. Além disso, se U e V possuem dimensão finita,
então fixadas A e B bases de U e V , então a aplicação

Ψ : L(U,V)→ Mm×n, dada por T 7→ [T]A,B

é bijetiva.
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