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Aula 8 - 12/12

12 DE DEZEMBRO

Aula de hoje: O teorema niicleo-imagem
Referéncias:
@ COELHO,F. U., e LOURENCO, M. L., UM CURSO DE ALGEBRA LINEAR

@ LIMA, E. L., ALGEBRA LINEAR.

@ LEON, S.J.., ALGEBRA LINEAR COM APLICACOES.
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Relembrando

TRANSFORMACAO LINEAR

DEFINICAO

Sejam U e V dois espagos vetoriais. Dizemos que uma fun¢do 7' : U — V é uma
transformac@o linear se valem as seguintes propriedades:

(@) T(x+y)=T(x)+ T(y), paratodox,y € U.
(b) T(Ax) = AT(x), paratodo x € U e todo X € R.

DEFINICAO

Sejam U e V espagos vetoriais. Denotamos por £L(U, V) o conjunto de todas as transformagdes
lineares T : U — V. Além disso, munimos £(U, V) com as seguintes operagdes:

(T+8):U =V, (T+8)(u) = T(u) + S(u)

(AT) : U =V, (AT)(u) = AT (u).
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MATRIZES DE TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensdo finita, 7 : U — V uma transformagao linear.
Dadas A = {ui,...,u,} umabasede Ue B = {vi,...,v,} umabase de V, a matriz da
transformacio 7', com respeito a estas bases, é a matriz

al an . ami
any ann . am?
[T]as =
aml am2 cee Amn
@ Assim,
ug = (ay...,om)a = [Tz = (Bi,...,0m)s
@ Note entdo, que
ain  an ... am Q) B
an  an ... am Qs B2
aml  Aam2 ... Qmn Qi A /Bm B

@ Ou ainda
(T(u)]s = [T]a,Bua
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Relembrando

PROPRIEDADES

TEOREMA

Sejam U e V espacos de dimensio finita com bases A e I3, respectivamente. Dadas duas
transformagdes lineares 7', S : U — Ve A, u € R vale que

AT + pSlas = A[T]as + p[Slas

TEOREMA

Sejam U, V e W espacos de dimenséo finita com bases .4, BB e C, respectivamente. Dadas duas
transformacdes lineares 7 : U — Ve S : V — W vale que

[SoTlac = [Slzc - [T]as-

TEOREMA

Sejam U e V espagos de dimens@o finita com bases A e B. Se T : U — V é uma transformagao
linear inversivel, entdo

(T84 =T
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Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO

Seja T : U — V uma transformacao linear.
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Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO
Seja T : U — V uma transformacao linear.

@ Se X C U, definimos a imagem de X por T como sendo o conjunto

TX)={T(x),xe U} CV.
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Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO
Seja T : U — V uma transformacao linear.

@ Se X C U, definimos a imagem de X por T como sendo o conjunto

TX)={T(x),xe U} CV.

@ Aimagem de T € o conjunto 7(U) e utilizaremos a notaggo Im(T).
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Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO
Seja T : U — V uma transformacao linear.

@ Se X C U, definimos a imagem de X por T como sendo o conjunto

TX)={T(x),xe U} CV.

@ Aimagem de T € o conjunto 7(U) e utilizaremos a notaggo Im(T).

@ Se Y C V, definimos a imagem inversa de Y por T como sendo o conjunto

T7'(Y)={xe U, T(x) €Y} C V.
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Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO
Seja T : U — V uma transformacao linear.

@ Se X C U, definimos a imagem de X por T como sendo o conjunto

TX)={T(x),xe U} CV.

@ Aimagem de T € o conjunto 7(U) e utilizaremos a notaggo Im(T).

@ Se Y C V, definimos a imagem inversa de Y por T como sendo o conjunto
T7'(Y)={xe U, T(x) €Y} C V.

@ A imagem inversa de T é o conjunto 7' (V).
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Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

PROPOSICAO

Seja T : U — V uma transformagéo linear.
(a) Se W é um subespago de U, entdo T(W) é um subespago de V.
(b) O conjunto 77" ({0}) é um subespaco de U.

Avila (UFPR) CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR

719



Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

PROPOSICAO

Seja T : U — V uma transformagéo linear.
(a) Se W é um subespago de U, entdo T(W) é um subespago de V.
(b) O conjunto 77" ({0}) é um subespaco de U.

DEFINICAO

Seja T : U — V uma transformacio linear. O subespago T~ ' ({0}) é dito niicleo de T e
utilizaremos a notag¢ao

N(T) =T ({0}).
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Niicleo e imagem

NUCLEO E IMAGEM

PROPOSICAO

Seja T : U — V uma transformagéo linear.
(a) Se W é um subespago de U, entdo T(W) é um subespago de V.
(b) O conjunto 77" ({0}) é um subespaco de U.

DEFINICAO

Seja T : U — V uma transformacio linear. O subespago T~ ' ({0}) é dito niicleo de T e
utilizaremos a notag¢ao

N(T) =T ({0}).

PROPOSICAO

Uma transformacdo linear 7 : U — V € injetora se, e somente se,

N(T) = {0}.
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EXEMPLO
Considere 6 € R fixado e seja T : R* — R? dada por

T(x,y) = (xcos(f) — ysin(0),xsin(0) + y cos(6))
Neste caso, N (T) = {(0,0)}.

EXEMPLO
Sejam A, , uma matrize 7 : R" — R™ dada por

T(x)=A-x

Neste caso, M (T) coincide com o espago das solugdes do sistema linear Ax = 0.
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EXEMPLO
Considere 6 € R fixado e seja T : R* — R? dada por

T(x,y) = (xcos(f) — ysin(0),xsin(0) + y cos(6))
Neste caso, N (T) = {(0,0)}.

EXEMPLO
Sejam A, , uma matrize 7 : R" — R™ dada por

T(x)=A-x

Neste caso, M (T) coincide com o espago das solugdes do sistema linear Ax = 0.

EXEMPLO

Considere a transformacéo linear D : P; — [P3 dada por

D(p) =p'

Neste caso, (T coincide com o espago dos polindmios de grau zero (fungdes constantes.).

v

CMI 022 S2 - 2022 - DMAT-UFPR

8/9



Niicleo e imagem

O TEOREMA NUCLEO-IMAGEM
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Niicleo e imagem

O TEOREMA NUCLEO-IMAGEM

TEOREMA

Seja T : U — V uma transformacio linear. Se U tem dimensao finita, entdo

dim(U) = dim(N'(T)) + dim(Im(T))
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Niicleo e imagem

O TEOREMA NUCLEO-IMAGEM

TEOREMA
Seja T : U — V uma transformacio linear. Se U tem dimensao finita, entdo

dim(U) = dim(N'(T)) + dim(Im(T))

COROLARIO

Seja T : U — V uma transformagéo linear e suponha que U e V sdo espagos com dimenséo
finita, com dim(U) = dim(V). Nestas condi¢des, sdo equivalentes as seguintes afirmagdes

(a) T é sobrejetiva.
(b) T € injetiva.
(c) T é bijetiva.

(d) T leva bases de U em bases de V.
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