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1 Conjuntos

Nao seré foco deste curso uma discussao formal sobre o conceito de conjunto. Para
nossos fins a seguinte defini¢ao, dada por George Cantor (1845-1918), sera suficiente:

Chama-se conjunto o agrupamento num todo de objetos, bem definidos e discerniveis,
de nossa percepcao ou de nosso entendimento, chamados os elementos do conjunto.

Ao longo desta disciplina (bem como ao longo do curso de matematica) estudam-se
varios tipos de conjuntos como, por exemplo, os numéricos, de pontos, de curvas, de
funcoes, de triangulos, etc. Alguns exemplos sao:

(a) Os conjuntoq| numéricos:

N=1{1,2,3,..}
Z=1{.,-3-2-1,01,23,..}
Q={p/¢; p,geZ, q#0}

I = {ntimeros irracionais}

R=QUI

C={z=a+ib; a,beR; i* =1}
(b) Conjunto das fungdes polinomiais, das funges trigonométricas;
(c) Gréficos de fungoes;

(d) Retas, planos, esferas;

Tendo como base a definicao dada por Cantor iremos sempre assumir o seguinte: um
conjunto A é formado por seus elementos e iremos dizer qualquer um de seus elementos
pertence a ele. Neste sentido, temos as notacoes:

r € A= ¢um elemento (ou pertence) ao conjunto A.

r ¢ A=z ndo é um elemento (ou ndo pertence) ao conjunto A.

Neste ponto, defini-se o conjunto vazio, denotado por (), o qual ndo possui nenhum

elemento P
Para ilustrar o uso das notacoes acima, considere os conjuntos

A={1,2,7,9}, B={1,7} e C ={9,10}. (1)
Podemos entao afirmar que
e lc A 2c A 7TeAe9e A
e lcBeT7e€ B,

e 9c(Celle(C;

1Veja que varias das igualdades abaixo ndo tem nenhum rigor matemaético...
20bserve que estamos, neste ponto, contrariando o que estdvamos assumindo: um conjunto A é
formado por seus elementos...



Com respeito ao exemplo acima destacamos os seguintes fatos:
(i) Note que todos os elementos de B sao também elementos de A;
(ii) Existem elementos de A que ndo sao elementos de B;

(iii) Os conjuntos B e C nao possuem elementos comuns.

Com base nestas observagoes introduzimos os seguintes conceitos:
Definicao 1.1 Sejam A e B dois conjuntos.

(i) Dizemos que B € subconjunto de A (nota¢ao B C A) quando todo elemento de B
for elemento de A;

(1) Dizemos que B é subconjunto proprio de A (notacio B C A) quando B C A e
existe pelo menos um x € A tal que x ¢ B;

(11i) Dizemos que os conjuntos A e B sdo iguais quando A C B e B C A. Neste
caso, escreve-se A = B. Em particular, escrevemos A C B para indicar que A €
subconjunto de B, ou igual a B.

Enfatizamos os seguintes fatos:

a) A definicao de igualdade de conjuntos, apesar de ser muito intuitiva e, aparente-
mente, trivial fornece uma importante ferramenta para a demonstracao de alguns
resultados. Vamos explorar este assunto mais adiante.

b) Convém ressaltar que, tao importante quanto entender quando um conjunto A é
subconjunto de um conjunto B, é entender quando essa propriedade falha: A nao
estd contido em B, quando existe alguma elemento de A que nao € elemento de B.
Em simbolos:

A¢B=3dre€A; z ¢ B.

¢) Note que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer outro conjunto.

Exemplo 1.1 Se A, B e C sao os conjuntos em (I)), entdao:

« BC A « A# B;

Exemplo 1.2 Considerando o conjunto A = {0,2,{3,7}} temos:
o 0€ A e 3¢ A; o {3,7}E4; o {{3,7}} C 4
o 2} CA; o TEA; e {02} C 4 e 312 A;



Definicao 1.2 Sejam A e B dois conjuntos tais que A C B. Defini-se o complementar

de A, com respeito ao conjunto B, como sendo os elementos de B que nao estao em A.
Utilizaremos as notacoes B — A, ou AC. Assim, temos:

A =B - A={x € B, tais que ¢ A}
Exemplo 1.3

o Se A={1,2} e B=1{1,2,3,4}, entio A° = {3,4}.
e Se A={1,2} e B={1,2}, entio A® = 0.

Exercicio 1.1 Considere o conjunto A = {1,3,5,7,11}. Determine quais das afirmagoes
abaizo sao falsas e quais sao verdadeiras.

(a) 1€ A

(d) 11e A (g) {1,3}n{3,5,7} C A
(b) 2€ A (e) {1} €A (hy4Cc A
(c) T¢ A (f) {1,3,4}Cc A (i) 0cA

Exercicio 1.2 Considere os conjuntos

A= {17 2, 3} € P(A) = {Q)a {1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {17 2, 3}}
(a) Verifique se sao falsas ou verdadeiras as seguintes afirmagoes:
(a1) 2 € A
(az) 11 € A;
(as) 1€ P(A);

(ag) {1,3} C A;
(a5) {2,3} € P(A);
(as) {1,3} € 4;

Exercicio 1.3 Considere os conjuntos

o A=1{1,23,4,5}, e B={23,4}, o C={2,4,5).

Determine quais das afirmagoes abaizo sao falsas e quais sao verdadeiras.

(a) ACB (¢ BCA

(e) CCA (g) CcC

by AcC (d) BcC (f) Cc B (h)y 0 C B



1.1 Sobre demonstracoes

O objetivo desta secao é introduzir ao estudante uma primeira nocao de como fa-
zer e escrever a demonstracao de um resultado matematico. Faremos abaixo algumas
demonstragoes utilizando diferentes argumentos

Teorema 1.1 Um numero inteiro € par se, e somente se, € a soma de dois numeros
impares.

Demonstracao: Devemos provar as seguintes afirmagoes:
i) se p € Z é par, entdo existem nameros impares m,n € Z tais que p = m + n;
ii) se p,q € Z sao impares, entao p + ¢ é par.

Para demonstrar i), fixe um numero par p € Z. Assim, deve existir k € Z tal que
p = 2k. Note que
p=(2k—1)+1.

Os nimeros m = 2k — 1 e n = 1 sao impares, logo estd provada a primeira afirmacao.
Para demonstrar i), sejam p, ¢Z dois nameros impares. Existem s,¢ € Z tais que

p=2s+1 e qg=2t+1,
logo
p+qg=2s+1)+2t+1) =2t +25+2
=2(t+s+1).

Como k= (t+s+1)€Zep+q=2k, entdo p+ q ¢é par.

Teorema 1.2 A relacdo inclusao satisfaz as sequintes propriedades:
(reflexividade) A C A;

(anti-simetria) se AC B e B C A, entdo A = B;
(transitividade) se AC B e B C C, entao A C C.

Demonstracao: Comecemos com a prova da reflexividade: temos que mostrar que todo
elemento de A é um elemento de A, mas isso decorre da propria definicao de ser um
elemento do conjunto.

Por outro lado, a anti-simetria é uma aplicacao direta da definicao de igualdade de
dois conjuntos.

Finalmente, verifiquemos a transitividade. Para tanto, assuma que A C Be B C C.
Queremos provar o seguinte:

se v € A, entao x € C.

Note entdao que, dado qualquer x € A, devemos ter x € B, pois A C B. Mas, uma
vez que todo elemento de B é um elemento de C, pois B C C, entao devemos ter x € C.
[ |



Teorema 1.3 Nem todo nimero primo € impar.

Demonstracgao: De fato, o nimero 2 é par e também primo. [ ]

Teorema 1.4 O nimero /2 € irracional.
Para demonstrar este resultado utilizaremos os seguintes lemas:

Lema 1.1 Todo nimero racional r pode ser escrito como uma fra¢ao de inteiros p/q, tal
que p e q sao primos entre si (nao possuem divisores comuns).

Lema 1.2 Se o quadrado de um numero inteiro € par, entdo este nimero inteiro também
€ par.

Demonstramos o teorema acima utilizando o argumento reducao absurdo

,

Demonstracao: (do Teorema) Suponha que o resultado seja falso, isto é, V2 é um
nimero reacional. Segue do Lema que existem dois ndmeros inteiros p e ¢, primos

entre si, com ¢ # 0, tais que
V2 = g. 2)

Segue desta igualdade que 2¢® = p?, ou seja, p*> é um ntmero par. Pelo Lema P
deve ser um nimero par, ou seja, existe k € Z tal que

p = 2k. (3)
Substituindo (3) em ([2)) obtemos

¢ = 2k*. (4)
Novamente, aplicando o Lema deve existir m € Z tal que

q=2m. (5)

Observe entao que de e temos que ambos p e ¢ sao multimplos de 2, mas isso
contraria o fato de inicial destes niimeros serem primos entre si.
Portanto, assumir que /2 é racional nos leva a um absurdo, logo /2 deve ser irraci-
onal.
[ ]

Observacao 1.1 Obuviamente, a validade da demonstracao acima depende de demons-
tramos que os dois lemas auziliares sdo verdadeirod’|

Exercicio 1.4 Utilizando reducdo ao absurdo, prove a sequinte afirmacao: um numero
inteiro nao pode ser ao mesmo tempo par e impar.

3E extremamente importante notar que, sejam qual forem as demonstracoes deste lemas, elas nido
podem depender do fato de v/2 deve ser irracional!



1.2 Uniao e Intersecao

Dados dois conjuntos A e B, a reunido (ou unido) o novo conjunto, denotado por
AU B, que contém todos os elementos de A e todos os elementos B. Em simbolos:

AUB = {z, taisque z € A, ou z € B} (6)

Por sua vez, a intersecao de A e B é conjunto, denotado por A N B, que contém o0s
elementos comuns a A e B. Em simbolos:

ANB={z, taisque x € A, e x € B}. (7)

Exemplo 1.4 Sejam A, B e C os conjuntos A = {1,5,7,9}, B = {1,7,10} e C =
{8,10}.

e AUB ={1,5,7,9,10}; e ANB={1,7};
e BUC = {1,7,8,10}; e BNC = {10};

Proposicao 1.1 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras para quaisquer subconjuntos A,
B e C de um conjunto U.

(a) (ANB)C A (e) (ANB)NC =AN(BNC)
(b) AC (AUB) (f) (AUB)UC =AU (BUC)
(c) AcCBeBcCc(C = AcCC (9) (AU B)¢ = A° N B¢

(d) (AUB)=(ANB) < A=B (h) (AN B)° = A°uU B¢
Demonstragao:

(a) Pela defini¢ao de inclusao devemos provar que qualquer elemento do conjunto AN B
¢ também um elemento do conjunto A. Considere entao x € AN B. Segue de
que v € Aex € B, logo

r€EANB=zrxc A= ANB C A.

(b) Para verificar este item devemos mostrar que todo elemento de A é um elemento
de AU B. Para tanto, dado = € A segue de @ que r € AU B.

(c) Exercicio.

(d) Este é um resultado do tipo se e somente se, ou seja, devemos provar duas
afirmacoes:

(i) (AUB)=(ANB) = A=5;
i) A=B = (AUB)=(ANDB);



Para provar (i) devemos assumir que vale a igualdade (AU B) = (AN B) e provar
que A = B, ou seja, demonstar que A C Be B C A.

Considere entdao x € A. Segue do item (b) que x € AU B, mas pela hipotese
(AUB) = (AN B) temos

reACAUB=ANB,

entao x € AN B e pela definicao de intersecao obtemos x € B, portanto A C B.

Para provar que B C A podemos seguir as mesmas ideias, pois para © € B temos
reBCAUB=ANB,

concluindo entdo a prova da afirmacdo (i).

A demonstracao da afirmacao (ii) segue dos seguintes fatos:

A=B — AUB=AUA=A

A=B — ANB=ANnA=A
Assim, AUB = A = AN B, logo fica conluida a prova do item (d).
(e) Exercicio.
(f) Exercicio.
g) Para provar a igualdade destes conjuntos devemos verificar as duas inclusoes
P igualdade d j d ifi d incluso
(i) (AUB)® c AN B°
(ii)) AN B° c (AuB)“

Para verificar (i) note que se z € (AU B)¢, entdao x ¢ AU B, logo x ndo pode ser
elemento de A e nao pode ser elemento de B. Temos entdo x ¢ A e x ¢ B, ou seja,
z € A® e x € B¢. Mostramos entdo que

r€(AUB)® = ze€ AN BY

Agora,sexz € A°NBYentdoxr ¢ Aex ¢ B, logox ¢ AUB e portanto z € (AUB)Y,
o que conclui a prova de (ii).

(h) Exercicio.

Exercicio 1.5 Dados os conjuntos
A={1,2,3,4} B={2,4,6,8} C =1{3,4,5,6},

determine:



e ANBeAUB e (ANB)NC e AN(BNC)
e ANC e AUC e (AUB)UC e AU(BUC)
e BNC eBUC e (ANB)UC e AN(BUC)

Exercicio 1.6 Considere o conjunto universo U = {1,2,3,4,5,6,7,8} e os subconjuntos

X =1{1,2,3,4,5,5}, Y ={1,2,3} e Z={4,6,8}.

Determine:
o XU YC ¢ ZC e XNY, XNZeYNZ e (XNY)¢ eXNY®
e XCNX eXUX e (XUY) eXxCUYC© e (XNZ) eXNZC

1.3 Produto cartesiano

Seja {z,y} um conjunto, cujos elementos podem ou nao ser distintos. Para estes
elementos definimos dois novos elementos, chamados de pares ordenados, indicados por
(x,y) e (y,z). Dado um outro par ordenado (2’,y") definimos

(z,y) = (2',y") se, e somente se, z=2" ¢ y=1

Definicao 1.3 Dados dois conjuntos ndo vazios A e B definimos o produto cartesiano
(nota¢ao A x B) de A por B como sendo o conjunto de todos os pares ordenados (x,y)
tais que v € A ey € B. Simbolicamente:

AxB={(z,y); x€ A e ye€ B}

Exemplo 1.5 Com respeito aos conjuntos A = {a,b}, B ={1,2} e C'= {0} temos:

(a) Ax B={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)} (b) AxC ={(a,0),(b,0)}

Observacio 1.2 E interessante notar que o produto cartesiano ndo € comutativo, ou
seja, nem sempre vale a igualdade A x B = B x A. De fato, basta considerar o produto
de conjuntos distintos.

Exercicio 1.7 Determine os elementos dos sequintes produtos cartesianos:
o {1} x {1,2} e {1,2,3} x {4,5,6}
e {1,2} x {a,b,c} e {0,2} x {0,2}
o {0,1} x {3,4} o {{1,2},{3}} x {{5},{6}}

Exercicio 1.8 Considere os conjuntos A = {a,b,c}, B = {2,3} e C = {3,4}. Deter-

mine:



e AXx (BUCQC) e (AXxB)U(AXC)
e AX(BNCQC) e (AxB)N(AxC(C)

Exercicio 1.9 Prove as sequintes afirmacoes:
(a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C); (c) (A—B)xC=(AxC)—(BxC);
(b) (ANB)xC=(AxC)N(BxC); (d) ACA,BCB = AxBCA xB;

1.4 Relacao de equivaléncia

Nesta secao introduziremos a nocao de um elemento a de um conjunto A estar rela-
cionado a um elemento b de um conjunto B, o que iremos denotar por aRb. Note que a
notacdo aRb exibe os elementos a e b justamente como a notagao (a, b) para um elemento
do cartesiano A x B. Tal comparacao nos leva a seguinte definicao.

Definicao 1.4 Uma relacdo entre os conjuntos A e B é um subconjunto R de A X B.
Neste caso, lés-se (a,b) € R como a estd relacionado com b e utilizamos a notac¢io aRb.

Exemplo 1.6 Considere A um conjunto e o produto cartesiano A X A. Uma relagao de
A com A € o conjunto

R =A{(z,y) € Ax A;xz =y},

ou seja, A = {(x,x);x € A}. Em particular, note que se x # y, entdo (x,y) # R. Logo,
tal relacao nada mais é do que a relagao de igualdade entre elementos.

Observagao 1.3 Uma relacao entre um conjunto A e ele mesmo serd chamada de re-
lacao em A.

Exemplo 1.7 O conjunto
R ={(a,b) € Z x Z; pq =0}
define uma relacao de Z. Em particular, note que se p,q € 7Z, entao

pRq < pq=0.

Exemplo 1.8 O conjunto
R ={(z,y) e RxR; x —y=27m, para algum m € Z}
€ uma relacao de R. Em particular, note que se x,y € R, entao

TRy < dmeZ, x —y=2rm.



Definicao 1.5 Uma particio de um conjunto A é uma decomposi¢ao deste em subcon-
juntos tais que cada elemento de A pertence a apenas um destes subconjuntos. Tais
subconjuntos sao chamados de células.

Exemplo 1.9  a) O intervalo I = [1,2] C R pode ser escrito como

I=1[1,1/2)U1/2,2]
b) O conjunto N pode ser particionado como

N = U E;, sendo E; ={j}.

jEN

Note que uma particao sobre um conjunto A define, de forma natural, uma relacao R
sobre A, a saber: dados x,y € A ponha

TRy = x e y pertencem a mesma célula. (8)
Note que tal relacao satisfaz as seguintes propriedades:
e xRz, para qualquer x € A;
e se vRy, entao yRx;
e se TRy e yRz, entao xRz.

Relacoes que satisfazem tais propriedades sao de grande interesse, logo introduzimos
o seguinte conceito:

Defini¢ao 1.6 (Relagdo de Equivaléncia) Uma relagao R num conjunto A € dita re-
lacao de equivaléncia quando satisfaz as sequintes propriedades:

(reflexiva) =Rz, para todo x € A;
(simétrica) se 2Ry, entao yRx;

(transitiva) se 2Ry e yRz, entdo xRz.

Para uma relacao de equivaléncia iremos utilizar a notagao x ~ vy, ao invés de r'Ry.

Exemplo 1.10 Em R temos a relacao de equivaléncia
r~y= dneZ; r—y=2mm.

De fato, note que se x € R, entdo v —x =0 = 270, logo v ~ x. Se x ~ y, entdo
existe m € 7 tal que
r—y=2mm=>y—x=21(—m),

logo y ~ x, pois —m € Z.



Finalmente, suponha x ~ vy, y ~ z e sejam m, k € Z tais que
r—y=2mm e y—z=2nk.
Note que

r—z=x—z2+y—y=(x—9y) +(y—2)
= 2mm + 27k
=2m(m + k).

Como m+ k € Z, entao x ~ z.

Exemplo 1.11 Considere X um conjunto e P(X) o conjunto de suas partes, ou seja,
P(X)={A; AC X}
Em P(X) temos que a relacao
ARB = AC B.

nao € de equivaléncia.

Exemplo 1.12 (Para aqueles que ja tem nocgao de limites de sequéncias) Considere
I' o conjunto de todas as sequéncias de numeros reais. Dadas duas sequéncias

X = {xn}nGN e Y = {yn}n€N7
podemos definir a sequinte relacao de equivaléncia em I':

X ~Y = lim z, = lim y,.
n—oo n—oo

Exercicio 1.10 Seja A um conjunto no qual estd fixada uma particao. Mostre que a
relagao () ¢ de equivaléncia.

Defini¢ao 1.7 (Classe de equivaléncia) Considere uma relagao de equivaléncia ~ em
um conjunto A. Dado x € A, sua classe de equivaléncia €, por definicao, o conjunto

(7] ={y € A; =z ~y}.

Os elementos de [x] serdo chamados de representantes da classe. O conjunto de
todas as classes de equivaléncias, geradas por ~, é chamado de conjunto quociente e serd
denotado por A/ ~. Assim,

A ~={[z]; x € A}.

Lema 1.3 Considere uma relacao de equivaléncia ~ em um conjunto A. Entao, sao
validas as sequintes afirmacoes:



i) [x] # 0, para qualquer x € A;
i) se a,b e [z], entdo a ~b;
iii) Se a € [z], entao [x] = [a];
i) Dados z,y € A, entao [z] = [y], ou [z] N [y] = 0.

Demonstragao: Note que z ~ x, para todo © € A, logo x € [z], portanto [z] # (.
Assim, fica provada a parte i).
Para verificar ii), considere a,b € [z]. Entdo,

r~a e x~Db.

Como = ~ a implica em a ~ z (por simetria), logo (por transitividade) a ~ b.
Verifiquemos agora a afirmagao iii). Para tanto, sejam b € [a] e a € [z]. Por definigao,
temos
r~a e a~Db,

portanto (transitividade) x ~ b, logo b € [z], ou seja, [a] C [z]. Um raciocinio anilogo
mostra que [x] C [a], portanto [x] = [a].
Finalmente, demonstremos a parte vi), o que equivale a provar o seguinte:

se [z] N [y] # 0, entdo [z] = [y].
Considere entdo z € [x] N [y]. Por defini¢ao, temos:
(Hz~ze (II)y~=z

Dado w € [z], temos w ~ z. Utilizando (I) e a propriedade transitiva, obtemos w ~ z.
Assim, segue, de (II) e da propriedade transitiva, que y ~ w. Portanto, w ~ [y], logo
[z] C [y]. Um raciocinio analogo nos da [y] C [z], o que implica em [x] = [y].

]

Exercicio 1.11 Mostre que A/ ~ é uma parti¢ao de A.

Exercicio 1.12 Considere X um conjunto e P(X) o conjunto de suas partes. Defina
em P(X) a sequinte relagdo:

A~ B = existe uma funcao bijetiva f : A — B.
a) Mostre que ~ é uma relagcao de equivaléncia em P(X).
b) Supondo X =R, mostre que N ~ Z.
Exercicio 1.13 Dado um nimero natural n defina a sequinte relagao em Z.:
r~s=r—s ¢ diwsivel porn,
ou seja, existe q € Z tal que r — s = nq.
a) Mostre que ~ € de equivaléncia.
b) Fizado n, qual € a classe do zero?

¢) Sen =2, entao o que significa [r]N[y] =0 ? E quanto a [z] N [y] # 07



1.5 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 1.14 Construa exemplos de conjuntos A, B e C' que nao satisfazem as se-
guintes afirmacoes:

(a) Se ANB=0eBNC =0, entdio ANC = 0;
(b) Se AC BeBcCC, entao ANB #();
(¢) Se ANB C C, entao A C C;

Exercicio 1.15 Dé um ezemplo de conjuntos A, B e C tais que (AUB)NC # AU(BNC).

Exercicio 1.16 Sejam a e b dois nimeros pertencentes conjunto dos naturais N =
{1,2,3,...}. Determine a intersecio dos conjuntos

M(a) ={a,2a,3a,...} e M(b)={b,2b,3b,...}.

Exercicio 1.17 Sejam A, B C E. Prove que:

ANB=0< A C B,
AUB=F & A°C B.

Exercicio 1.18 Dados A, B C E, prove que A C B se, e somente se, AN B¢ = ().
Exercicio 1.19 Se A, X C E sao tais que ANX =0 e AUX = E, entao X = A°.

Exercicio 1.20 Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X, tais que AUB = X e
AN B =10. Mostre que se Y é um outro subconjunto de X, entaoY C A, ouY C B.

Exercicio 1.21 Sejam X1, Xs, Y1, Y5 subconjuntos de um conjunto W tais que
X1UX2:I/V, Ylﬂ}@:@, XiCY, e XyCYs.

Mostre que X1 =Y, e Xo =Y5.

Exercicio 1.22 Dada uma familia de conjuntos {A;};en defina

F, = ﬂ A;, para cada n € N.

=n

Mostre que se x € |J,—, Fy, entdo existe um ng € N tal que x € A,,, para todo n = ny.



Exercicio 1.23 Sejam L e M dois conjuntos de indices e duas familias de conjuntos

{Axhrer, {Butuenm:
{ANUBLYowerxm € {AxN Bu}opyerxm-
(a) Exiba um exemplo para o caso em que L e M sao finitos;
(b) Eziba um exemplo para o caso em que L e M sdao infinitos;
(¢) Prove as seguintes igualdades

(UAA)(](U Bu> = |J “nBy

AeL neM (Apw)ELXM

(ﬂAJU(ﬂ Bu> = () (AUB,)

AeL neM (Apw)ELXM

Exercicio 1.24 Seja {A;;}ij)enxy uma familia de conjuntos com indices em N x N.
Eziba uma demonstracao, ou um contra-exemplo, para a sequinte iqualdade:

0(3+)-A(0+)

Exercicio 1.25 Dada uma sequéncia de conjuntos Ay, As, ... A,, ..., considere 0s con-
juntos
o] (o.) [o.¢] oo
limsup A,, = ﬂ (U AZ-) e liminf A, = U (ﬂ Ai> )
n=1 \i=n n=1 \i=n

(a) Prove que limsup A, € o conjunto dos elementos que pertencem a A, para uma
infinidade de valores de n;

(b) Prove que liminf A,, € o conjunto dos elementos que pertencem a todo A,, salvo
para uma quantidade finita de de valores de n;

(¢) Prove que liminf A,, C limsup 4,,;

(d) Se A, C A,.1 para todo n, entdo

liminf A,, = limsup A,, = U A;.

(e) Se Any1 C A, para todo n, entao

liminf A,, = limsup A,, = ﬂ A;.

(f) Exiba um exemplo em que liminf A, # limsup A,;



Exercicio 1.26 Para cada elemento n € N defina A, = {(n+ 1)k, Vk € N}.
(a) Determine Ay X As;

(b) Determine

U4, e (A

neN neN

Exercicio 1.27 Considere o sequinte:

Defini¢ao 1.8 Sejam X um conjunto qualquer e A uma famdlia de subconjuntos de X.
Dizemos que A é uma o-dlgebra se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i)heAdeXeA;
i) Se E € A, entio EC € A;

iii) Se {E;}jen C A, entao a uniao J;cy Ej € também um elemento de A.
Com base nisto, verifique a validade das sequintes afirmacoes:

1. Se X € um conjunto qualquer, entdo P(X) (o conjunto das partes de X) define
uma o-algebra sobre X.

2. Se X € um conjunto qualquer, entdo
A= {Xv @}
define uma o-dlgebra sobre X .

3. Considere X =N (o conjunto dos nimeros naturais), entao
A={N0,{1,3,5,7,...},{2,4,6,8,...}}.
define uma o-dlgebra sobre N.

4. Considere X =R e
A={FE CR; E € finito}.

Neste caso, A nao € uma o-dlgebra sobre R.
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