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1 Enumerabilidade

Nesta secao estudaremo{] os conjuntos enumeraveis e algumas de suas principais pro-
priedades. As principais referéncias sao [3] 4l §].
Como motivacao ao que vai ser estudado aqui, considere a funcao f : N — Z definida
por
n 2
5 Senépar,
f(n) = n—1 (1)
5
Note que tal funcao é bijetiva, logo cada ntimero inteiro estd unicamente relacionado
a um nimero natural via tal funcao. Isso, em particular, nos diz que a “quantidade”
de numero inteiros nao excede a “quantidade” de nimeros naturais. Mais do que isso,
essa “quantidade” deve ser a mesma. Nesta secao iremos formalizar e generalizar esse
fenémeno.
Comecemos com a seguinte definicao:

Definicao 1.1 Dados dois conjuntos A e B iremos dizer escrever A ~ B para indicar
que existe uma funcdao bijetiva f : A — B.

Observacao 1.1 Note que:

o A~ A, sempre que A € nao vazio, pois a fungao I : A — A definida por I(x) = x
€ byetiva;

e se A~ B, entio B ~ A. De fato, se f : A — B € bijetiva, entdo f~' : B — A
também € biejliva.

e sec A~ B e B~ C entio A~ C. Com efeito, sejam f: A— B eg: B — C duas
bijecoes. Nestas condigoes, a composta go f : A — C € uma bijecao.

Tendo em mente a defini¢ao e a observagao acima introduzimos o seguinte:
Definicao 1.2 Com respeito a um conjunto A temos as sequintes definicoes:

a) A € finito se A ~ I, para algum n € N, sendo I, = {1,...,n}. (O Conjunto vazio
é naturalmente considerado finito);

b) A éinfinito se nao € finito;
c) A é enumerdvel se A ~N;

d) A é nao-enumerdvel se nao é enumerdvel e nem finito.

Exercicio 1.1 .
e N ¢ enumerdvel.
e Seque de que 7 é enumerdvel.

e O conjunto P dos niimero naturais pares € enumerdvel.

! Ao longo desta secdo iremos considerar as nocdes intuitivas dos conjuntos N, Z, Q e R.



e Todo conjunto infinito contém um subconjunto enumerdvel. De fato, se X € infinito
entao ja foi visto que existe uma funcao injetiva f : N — X. Assim, definindo
Y = f(N) temos que f : N — Y € bijetiva.

Observacao 1.2 Note que se A € um conjunto enumerdvel, entao podemos escrever A
como uma lista, isto €,
A= {131,1‘2,%3,...,1‘”,...}.

De fato, seja A ~ N. Tomando uma bijecao f : N — A wvale a igualdade
A=UJUm} = (£, f2),..., f(n),.. .,
neN

logo basta definir x,, = f(n).

Observacio 1.3 E muito importante tomar cuidado com as nomenclaturas nas referén-
cias. Alguns autores dizemos que um conjunto A é enumerdvel se é finito ou se A ~ N.
Este € o caso dos livros do Elon. O termo “contdvel” também pode ser encontrado na
literatura. Por exemplo, nas notas de aula do Prof. Higidio, um conjunto € dito contdvel
se € finito ou enumerdvel.

Teorema 1.1 Todo subconjunto infinito X C N € enumerdvel.

Demonstracao: De fato, considere um subconjunto infinito X C N e defina indutiva-
mente a funcao f : N — X pondo:

f(1) = min(X)
£(2) = min(X \ {f(1)})
£(3) = min(X \ {/(1). f(2)})

sendo que min(x) indica o menor elemento do conjunto *. Assim, assumindo que deter-
minamos f(n), entdo defini-se

fn+1) =min(X\{f(1), f(2),..., f(n)}).

Tal funcao assim definida é injetiva (Verifique!). Além disso, podemos verificar(Verifique!)
por indugao que
n < f(n), Yn € N.
Afiramos que dado k € X temos necessariamente k € {f(1),..., f(k)}. De fato,

suponha por absurdo que k ¢ {f(1),..., f(k)}. Issosignificaque k € X\{f(1),..., f(k)}.
Segue da defini¢do de f que f(k+1) < k. Como k+ 1 < f(k+ 1), obtemos

k+1< f(k+1) <k,

donde k£ + 1 < k, o que ¢ um absurdo.
Assim, dado k € X temos necessariamente k € {f(1),..., f(k)}, logo f é sobrejetiva
e portanto bijetiva. Isso mostra que X é enumeravel.
[ |



Teorema 1.2 Se A é enumerdvel e B C A € infinito, entao B é enumerdvel.

Demonstragao: De fato, considere uma bijecao f: A — NesejaY = f(B) C N. Note
que a fun¢do F': B — Y dada por F(z) = f(z) é uma bijecdo. Como B ¢ infinito, entao
Y é infinito e portanto enumeravel. Assim, existe uma bijecao g : Y — N. Note entao
que g o ' ¢ uma bijecao de B sobre N, logo B ~ N e portanto B é enumeravel.

[

Proposicao 1.1 Considerando uma funcao f : X — Y, sendo X eY conjuntos infinitos.
Prove quee:

(a) SeY ¢é enumerdvel e f injetiva, entao X é enumerdvel;
(b) Se X é enumerdvel e f sobrejetiva, entdo Y €é enumerdvel;

Demonstragao: Exercicio. [ ]

Teorema 1.3 O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis € ainda um conjunto
enumerdvel.

Demonstracao: Considere a fun¢ao h : N x N — N definida por h(n,m) = 2"3™. Tal
funcao é injetiva em virtude da unicidade da decomposicao em fatores primos. Uma vez
que N é enumeravel, entao obtemos da Proposicao que N x N é enumeréavel.

Considere agora X, Y dois conjuntos enumeraveis e sejam f: N — X eg: N > Y
duas bijecoes. Defina entao a funcao j : N x N — X x Y pondo

j(n,m) = (f(n),g(m)).

Uma vez que j é uma funcao sobrejetiva, entao obtemos da Proposicao[I.1lque X xY
é enumeravel.
[

Observacao 1.4 O resultado acima continua vdlido para o cartesiano de finitos con-
Jjuntos enumerdveis, mas nao vale para o cartesianos de infinitos conjuntos enumerdvess.

Exemplo 1.1 O conjunto dos numeros racionais € enumerdvel. De fato, temos que a
funcao f:Z x N — Q definida por

f(m,n) ==

n

¢ sobrejetiva.

Teorema 1.4 Seja {A;}jen uma familia de conjuntos enumerdveis. Nestas condigoes,
temos que
X=J4
jEN

¢ enumerdvel.



Demonstracao: Exercicio. Dicas:
e para cada n € N, considere uma bijecao f, : N — A,;

e Defina f: N x N — X pondo f(m,n) = fn(n).

1.1 N é menor conjunto infinito

Apresentaremos nesta secao um argumento devido a Cantor que exibe exemplos de
conjuntos que nao sao enumeraveis. Em especial, veremos que R é nao enumeravel.

Para tanto, considere a seguinte definicao: dizemos que dois conjuntos X e Y tem o
mesmo numero cardinal se X ~Y , isto €, existe uma bijecao de X sobre Y. Neste caso,

escrevemos
card(X) = card(Y).

Note que se X e Y sao finitos, entao esta definicao coincide com o que ja foi estudado.
Quando X é infinito e enumeravel, entao

card(X) = card(N).

Por outro lado, definimos o seguinte: dizemos que card(X) < card(Y") quando eziste
uma funcao injetwa f: X — Y, mas nao existe uma bijecao de X sobre Y.
Note entdo que do Teorema [1.2] temos que

card(N) < card(X), para qualquer conjunto infinito X.

Neste sentido é possivel dizer que “N é o menor conjunto infinito”.
Veremos na sequéncia que R é nao enumerdvel. Um fato interessante é o seguinte:
nao existe nenhum conjunto infinito X tal que

card(N) < card(X) < card(R.)

Essa afirmacao é conhecidaﬂ como hipotese do conlinuo.

1.2 Conjuntos nao-enumeraveis e a Diagonal de Cantor

Apresentamos nesta secdo alguns conjuntos nao-enumeraveis. O primeiro deles é o
intervalo I = (0, 1), ou seja, o conjunto

reR; 0<x <.

Para tanto, assuma que I é enumeravel, logo podemos escrever I = {x1, 29, ..., Zp, ...}
como descrito na Observacao |1.2

2Diversas referéncias podem ser encontradas na internet! A Wikipedia apresenta uma visdo geral do
assunto, bem como a histoéria deste problema.



Para cada um destes elementos x,, escrevamos sua representacao decimal:

1 =0, a1,101,201,301,401 5, - - -
To = 0,a0,1a2202 3024025, - . .
r3 = 0,03103203303 4035, - - -
x4 =0, Q4104204304 4045, .. .

5 = 0,0a51052053054055, - . .

Tp = 07 An, 100,200,300, 40n5, - - -
5

sendo que a;j € {0,1,...,9}. Feito isso iremos construir um elemento y € (0,1) que nado
pertence {xy,Zs,...,Tp, ...}, ou seja, I nao pode ser enumeravel. Para tanto defina

y= Oa 8182835485, . ..
de tal forma que s; € {0,1,...,9} é definido da seguinte forma:

S1 7’é ay1
S2 7é 2.9
53 # as;3

S4 7é Q4 4

Sn 7 Gnp

Note entao que y # z1, pois s # a1. Temos também y # x, pois sy # ags.
Entao, de modo geral, temos sempre y # x,, pois S, # an,. Isso mostra que y ¢
{x1,29,. .., 20, ...}

Teorema 1.5 O conjunto R € nao enumerdvel.

Demonstragao: Note que R é um conjunto infinito e que I C R. Segue do Teorema (1.2
que R é nao enumeréavel. [ ]

Observacao 1.5 O processo de construcao apresentado acima pe conhecido como Dia-
gonal de Cantor.

Teorema 1.6 O conjunto X = [[;Z; N ¢ ndo enumerdvel.
Demonstracgao: Exercicio. Dicas:
e Os elementos de X podem ser visto como um vetor infinito
(a1,a9,as,...,a,,...),
com a; € N.

e Suponha X enumeravel e utilize a Diagonal de Cantor.



1.3 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 1.2 Suponha que existam duas funcoes injetivas f : N — X eg: X — N.
Mostre que X € enumerdvel.

Exercicio 1.3 Suponha que {A,}men uma familia de conjuntos enumerdveis. Mostre

que o conjunto
A= ] A,
meN

¢ enumerdvel. Dicas:
e para cada m existe bijecao v, : N — A,,;
e defina 5: N x N — A pondo f(m,n) = pn(n);
e mostre que 3 € sobrejetiva;
Exercicio 1.4 Demonstre a Proposicao[1.1].
Exercicio 1.5 Demonstre o Teorema[1.4]
Exercicio 1.6 O conjunto dos nimeros irracionais é enumerdvel?

Exercicio 1.7 Considere X o conjunto de todas as listas infinitas de zeros e uns, isto €,
X € o conjunto dos vetores infinitos cujas coordenadas sao zeros ou uns. Por exemplo,

r=(1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,...) € X.
Mostre que X ndao é enumerdvel.

Exercicio 1.8 Um nimero real x € dito algébrico se existem inteiros ag, ay, . .., ay,, NGO
todos nulos, tais que
apr” + a1zt + ..+ a1+ a, = 0.

Denote por A o conjunto dos nimeros algébricos. Mostre que A € enumerdvel.
Dicas:

(1) Considere o conjunto P™(Z) dos polinémios de grau < n, com coeficientes inteiros;
(2) Construa uma bijecao Z"' — P"(Z);
(3) Conclua que o conjunto P(Z) dos polindémios com coeficientes inteiros é enumerdvel.

(4) Dado um elemento f € P(Z), associe f ao conjunto Ry formado por todas as suas
raizes.

(5) A= UfeP(Z) Ry
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