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1 Graficos de funcoes

Iniciaremos neste capitulo um estudo sobre graficos de funcgoes reais a valores reais,
isto é, fungoes do tipo
f:A—=R,

sendo A C R. Neste ponto relembramos que o grafico de f é o conjunto
Gr(f)={(z,y) eRxR z€ Aey= f(x)}.
Note entao que Gr(f) é um subconjunto de R x R e que vale a igualdade
Gr(f) ={(=z, f(z)); v € A}.

Observacio 1.1 E importante observar que nem todo subconjunto de pontos em R x R
€ o grdfico de uma funcio f: A CR — R como, por exemplo, o conjunto

S={(r,y) e R xR; 2* +¢* =1}
Relembramos aqui as seguintes definicoes:
Definicao 1.1 Dada uma funcao f: A CR — R tem-se:
a) o conjunto imagem de [ é definido por
Im(f)={y eR; y= f(x), para algum z € A};

b) f € dita injetiva se x,y € A sdo tais que f(x) = f(y), entdo z = y;

c) f € dita sobrejetiva se Im(f) = R, o seja, para cada y € R, eziste v € A tal que

f(x) =y;

d) f é dita bijetiva se € injetiva e sobrejetiva.

Observacao 1.2 Observamos que vdrias vezes poderemos considerar funcgoes f : A — B,
sendo A, B C R, ou seja, neste caso o contra-dominio de f passa a ser o conjunto B.
Neste caso [ serd sobrejetiva se para todo y € B existir v € A tal que y = f(x).

Exercicio 1.1 Classifique as funcoes sequintes com respeito a injetividade e sobrejetivi-

dade.
(a) f:R— R tal que f(z) =2z — 1; (d) m:N — N tal que m(z) = 3z + 2;
(b) g:R— R, tal que g(x) =1 — 2% (e) m: R — R tal que r(z) = |z|(x — 1);

(¢c) h:R — Ry tal que h(z) = |z — 1]; (f) ¢: R — R tal que q(z) = 23;



1.1 Intersecao de graficos

Uma parte importante no nosso estudo serd a intersecao de graficos. Para tanto,
considere duas funcoes f,g : A — R e seus respectivos graficos Gr(f) e Gr(g). Assim,
podemos estudar o conjunto

X =Gr(f)NGr(g),

Observe entao que temos duas possibilidades:
X =0, ou X #0.
Para fixar as ideias, considere o seguinte exemplo:
e /:R — R dada por f(z) = ayz + by,
e ¢g:R — R dada por g(z) = asx + b,
sendo aq, as, by, by € R fixados. Temos entao
Gr(f)={(z,aq1z +b); x € R} e Gr(g) ={(z,a2x + by); v € R},

de modo que X # () se existe x € R tal que (x,y) € Gr(f) N Gr(g) o que equivale a
termos y = f(x) e y = g(x), ou seja, a;x + by = asx + by implicando em

(ay — ag)x = by — by. (1)

Temos dois casos para analisar: a; = as e a; # as. No primeiro caso, a; = a, temos
que a equacao s6 tem solucao se by = b;. Neste caso, teremos f = g, de modo que
Gr(f) = Gr(g). Se for by # by, entdo X = ().

Por outro lado, se a; # as, entao temos

by —by

x )
ay — a2

ou seja, para a; # as, existe unico (z,y) € Gr(f) N Gr(g) dado por
b2 — bl ale — (lgbl
a;p —ay’  a; —ay

Observacao 1.3 Observe que estudar o conjunto Gr(f) N Gr(g) no ltimo exemplo é
equivalente ao estudo do sistema linear

ax + by =y,
asx + by = y.

1.2 Inequagoes do ponto de vista grafico

Para iniciarmos esta se¢do, considere a seguinte definicdo: dados dois pontos (a,b) e
(c,d) pertencentes a R x R escrevemos

(a,b) = (c,d), se a=ceb=d.

Por outro lado, para dois pontos (a,b) e (a,d) escreveremos:



e (a,b) < (a,d)seb<d;
e (a,b) > (a,d) se b>d.
Considere agora f,g: A — R duas fungoes e considere os conjuntos

X ={reA; f(z)<g()}
W ={zeA; flz)=g(z)},
¥ ={reA flx)> g}

Note entao que:
e se x € 2, entdo (z, f(z)) < (z,g(x));
e se x € ¥ entao (z, f(x)) = (x,9(x));

e se x € 2, entdo (z, f(z)) > (x,g(x)).

Exemplo 1.1 Para ilustrar estas defini¢oes considere novamente f,g: R — R definidas
por
flz)=ax+b; e g(x) = asx + by,

com ai,as, by, by € R fixados. Neste caso temos:
o v € X2 se e somente se, (a; — az)xr < by — by;
o © €U se e somente se, (a1 — ag)r = by — by;

e © € % se, e somente se, (a3 — az)x > by — by.

Exercicio 1.2 Faca um estudo dos casos acima analisando as possibilidades a1 = ao,
a; < asg e a; > as.

1.3 Decrescimento e crescimento

Nessa secao estudaremos em linhas gerais funcoes crescentes e decrescente. Para tanto
iremos restringir nosso estudo para fungoes f : I — R para as quais I C R é um intervalo.

Definicao 1.2 Considere uma funcao f: I — R. Dizemos que f é uma funcao:

a) crescente se para todo x1,x5 € I, com x1 < xo, tivermos f(x1) < f(xz);
b) decrescente se para todo x1,x5 € I, com x1 < xo, tivermos f(xq1) > f(x2);

¢) constante se f(x1) = f(x3), para todo x1,25 € I.



Observacdo 1.4 E importante observar que uma funcdo pode apresentar os comporta-
mentos crescente e decrescente como, por exemplo, f : R — R dada por f(z) = z%. Por
outro lado, uma funcdo pode ndo apresentar nenhum deste comportamento como, por
exemplo, f : R — R dada por

1, se x€Q,
f(x):{(), se x ¢ Q.

Exercicio 1.3 Considere f : R — R dada por f(z) = ax+b. Sob quais condigoes temos:

a) [ constante b) f crescente c¢) f decrescente.

1.4 Exercicios adicionais da secao

3+4
Exercicio 1.4 Seja f: A — [-9, —1[ dada por f(x) = 3+ L Pede-se:
-
(a) Determinar A; (¢) Verificar se f € sobrejetora.
(b) Mostrar que f € injetora;
. . . 4—11x
Exercicio 1.5 Seja f: A —|1,10] dada por f(x) = T or Pede-se:
— 2z
(a) Determinar A; (c) Verificar se f é sobrejetora.

(b) Mostrar que [ € injetora;

Exercicio 1.6 Classifique as funcoes sequintes com respeito a injetividade e sobrejetivi-

dade.
(a) f:R— R tal que f(x) =2z — 1;
(b) g: R — R, tal que g(z) =1 — 2%;
(¢c) h:R = Ry tal que h(z) = |z — 1];
(d) m : N — N tal que m(x) = 3z + 2;
(¢) p: R* = R* tal que p(z) = i (onde R* = R — {0});
(f) a:R =R tal que q(z) = 2%;
(g) 7: R =R tal que r(x) = |z|(z — 1);

Exercicio 1.7 Determine o menor valor de b em B = {y € R|y > b} de modo que a
fungdo [ : R — B definida por f(x) = x* — 4x + 6 seja sobrejetora.

Exercicio 1.8 Considere A C R um conjunto que satisfaz a seguinte propriedade: se
a € A, entdo —a € A. Neste caso, uma fungio f : A — R € dita par se f(—a) = f(a)
para todo a € A e € dita impar se f(—a) = —f(a), para todo a € A. Determine em cada
alternativa abaixo se f € par, impar, ou nem par nem impar.



) = 32% — 4u; (e) flx)="Ta*— 2 +7; (i) f(x)=|x|+5;
(b) f(x)=9—>5a*; (f) f(x)=22°—-3x+4; i) f(x):ﬁ:_l;

)= -2 (9) flz) =va?+1;

) (2) = V&~ 4; (k) flr) = —

211
Exercicio 1.9 Considere a € R fizado e defina f : R — R pondo f(x) = ax.

a) Mostre que f(x) + f(1 —x) = f(1) para todo x € R.

b) Dados x1,x9 € R, mostre que f (#) = w

Exercicio 1.10 Uma funcao f : R — R € dita aditiva se R se f(a+b) = f(a) + f(b),
para todo a,b € R.

(a) Dé um exemplo de funcao aditiva.;
(b) Dé um exemplo de fun¢ao nao-aditiva.;
(c) Mostre que se f é uma fun¢ao aditiva, entdao f(0) =0.;

(d) Mostre que uma funcgao aditiva deve satisfazer a f(—z) = —f(z);



2 Funcao afim
Neste capitulo estudaremos funcoes do tipo f : R — R definidas por
f(z) = ax +b, (2)
sendo a,b € R. Uma funcao do tipo serd dita funcao afim.

Observacao 2.1 Por vezes poderemos considerar funcoes do tipo definidas sobre
conjuntos A C R. Continuaremos utilizando o termo func¢ao afim nestes casos.

Teorema 2.1 Sejam (x1,y1) e (x2,y2) dois pontos em R x R tais que x1 # x5. Nestas
condigoes, existe uma unica funcao afim f R x R tal que

flw) =y e f(a2) =1

Demonstracao: De fato, basta exibirmos a,b € R tais que f(z) = ax + b, para todo
x € R. Devemos entao obter niimeros a e b que sejam solucao do sistema linear

axry + b=y,
axrs + b =1ys
o qual possui tinica solucao
Y2 — T2Y1 — T1Y2
a= e b= ———".
Ty — 1 To — 1

Nosso proximo passo é estudar o “formato” do grafico de uma funcao afim. Para tanto,
utilizaremos o seguinte resultado de geometria analitica:

Teorema 2.2 Sejam Py = (A1, By), P, = (Ay, By) e Py = (As, B3) trés pontos quaisquer
em R x R. FEstes trés pontos pertencem a uma mesma reta se, e somente se, 0 maior dos

trés numeros
d(Pl, PQ), d(PQ, Pg) e d(Pth)

seja igqual a soma dos outros dois, sendo

APy, Pe) = \J(A; — A2 + (B — B2,

Podemos entao enunciar e demonstrar o seguinte resultado:
Teorema 2.3 O grdfico de uma funcao afim é uma reta.

Demonstracao: Conssidere f : R — R, f(x) = ax + b uma funcdo afim e P, =
(xg, f(z1)), k=1,2,3, trés pontos pertencentes ao grafico de f tais que z1 < x5 < x3.
Uma vez que f(xy) = azxg + b, entdo

d(Py, Py) = (x9 — x1)V 1+ a?,
d(Pg,Pg) ($3—$2)V1+a2,
d(Pl,P3> = (l’g—l‘l)\/l‘l‘(lz.



Uma conta simples mostra que
d(Py, Ps) = d(Py, Py) + d(Pa, P3),

donde segue do Teorema que os trés pontos P;, P, e P3 pertencem a uma reta. Como
x1, Ty € x3 sao arbitrarios, entao o grafico de f é uma reta.
[ |

Exercicio 2.1 Seja A = {x1,29,...,2,} um conjunto finito de pontos em R. Qual é
formato do grifico de uma fung¢ao f: A — R dada por f(x) = ax + b? E se trocarmos
A por N? E se trocarmos A por 7.7 E se trocarmos A por Q¢ Alids, qual o formato do
grifico da funcao f: R — R dada por

x, se x€e€Q,
f(x):{O, se v ¢ Q.

Exercicio 2.2 Vale a volta do Teorema[2.37 Se falso, sob quais condi¢ées uma reta é o

grifico de uma funcao afim?

2.1 Exercicios adicionais da secao
Exercicio 2.3 Abaixo temos funcoes f: A — R. Esboce os grificos destas funcoes.
(a) f(z)=3—x, com A=R. (c) flx)=2+2, com A=Q;
(b) f(x)=—-10z+ 5, com A =[-3,1]. (d) f(x)=4x—1, com A=N.
Exercicio 2.4 Seja f: R — R uma funcao que satisfaz as sequintes propriedades:
o f(x+y) = f(z)+ f(y), para todo x,y € R;
o f(A\x) = Af(z), para todo x, A € R.

(Uma funcao satisfazendo estas propriedades é dita linear.)
Mostre que:

a) f(0)=0;

b) eriste a € R tal que f(x) = ax, para todo x € R;
c) sey,w € Im(f), entio y+w € Im(f);

d) seyeIm(f) e X €R, entao Ay € Im(f).

Exercicio 2.5 Podemos retirar a hipdtese x1 # xo no teorema[2.1)?

Exercicio 2.6 Considere uma funcdo afim f: RxR dada por f(z) = ax+b, coma > 0.
Sejam Py = (x1, f(x1)) € Py = (z9, f(x2)) dois pontos pertencentes ao grdfico de f, com
x1 # xo. Considere o triangulo retingulo formado pelos pontos Py, Py e

Py = (x4, f(x1)).

Denote por o dngulo formado entre os lados Py P, e Py Pj.



a) Mostre que tan(a) = a.
b) Repita o raciocinio considerando a < 0.

¢) Qual a relagio entre o crescimento (decrescimento) de f e os tridngulos obtidos?

Exercicio 2.7 O custo de uma plantacdo €, normalmente, uma funcdo do nimero de
hectares semeado. O custo do equipamento € um custo fixo, pois tem que ser pago inde-
pendentemente do niumero de hectares plantado. O custo de suprimentos e mao-de-obra
varia com o numero de hectares plantados e sao chamados de custos variaveis. Suponha
que 0s custos fizos sejam de R$ 10.000,00 e os custos varidveis de R$ 200,00 por hectare.
Seja C' o custo total, calculado em milhares de reais, e x o nimero de hectares plantados.

(a) Encontre uma formula para C em funcao de x;
(b) Esboce o grifico de C versus x;

(¢) Ezplique como vocé pode visualizar os custos fizos e varidveis no grifico;

GV )

Exercicio 2.8 Para que valores de x € R a funcio f(x) = € negativa?

T
2
3r—1

Exercicio 2.9 Seja f : R — R definida por f(z) =

a tmagem € menor que 47

. Para que valores do dominio

Exercicio 2.10 Nos problemas a sequir, determine o ponto de interseccao das duas retas,
se existir, e desenhe os grdficos em cada situacao. Faca este exercicio utilizando a sequinte
ideia: no item a) podemos pensar nas retas 3x +y—1=0e2x+y—1=0 como sendo
0s graficos das funcoes afim

flz)=1-3z e g(x)=1-2x,
logo estamos, de acordo com a Se¢ao[1.1] estudando o conjunto X = Gr(f) N Gr(g).
(a) 3r+y—1=0e2x+y—1=0; (d) —x+y—2=0c¢x+y—2=0
(b) 2x+3y—6=0e —20+3y+3=0; (¢)y—3r=0ey—3x+1=0;

(¢) 2x+5y+30=0ebx+2y—2=0; (f)Jy+ax+1=0e2y+22+1=0;

3 Funcao poligonal
Dizemos que uma funcao f : R — R é uma func¢ao poligonal quando existem
th<thi <...<t,

tais que em cada intervalo [tx_1,%x], para x < ty e x > t,, a fun¢do f coincide com uma
funcao afim f;. Exige-se ainda que

Je(ty) = fre—a(tr — 1).



Exemplo 3.1 (Médulo (ou valor absoluto)) Considere f : R — R dada por

F(x) :{ o se v =0 (3)

x, se x>0.
Note entdo que tomando to =0 e as funcoes g : R — R e h: R — R dadas por
g(x) ==z e h(x) =u.

temos que
f(z) =g(x), Ve <0 e f(x)=h(x), Yz >0.

Observacao 3.1 A fun¢ao f do exemplo anterior é também denotada por | - |, isto €,
f(z) =lzf, z e R.

Exercicio 3.1 Esboce o grifico das sequintes funcoes fr : R — R dadas abaizo (dica:
escreva cada uma delas como a composicao entre a funcao modulo e uma funcao afim e
também a expressao (3 ):

a) fil@) = o+ 1; ¢) folw) = o —1];
b) fola) = |v +2|; d) falz) = |z —2].

3.1 Forma candnica

3.2 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 3.2 Abaizo temos funcoes f,g : R — R. FEsboce os grifico de cada uma,
resolva as inequagoes f(x) < g(x) e as estude graficamente.

(@) f(z) =z =17 eg(x) =9 (¢) flx) =3z —1] e g(x) ==
(b) f(z) =2z + 3| e g(x) = 10. (d) f(x)=|z—1]+ ]|z —3| e g(x) = 4z.
Exercicio 3.3 Considere as funcgoes f,g,h: R — R definidas por
flx)=2lx+1|, g(z) =—|1 —z| e h(z) =2+ 2.

a) Esboce o grifico de cada uma dessas fungaoes.

b) Esboce o grifico de j(x) = f(z) + g(x).

¢) Resolva a equacdo j(x) = h(z).

d) Resolva a inequagao j(x) < h(z).

e) Resolva a inequacao j(x) > h(x).



4 Funcao quadratica

Dados a,b,c € R, com a # 0, defini-se por funcao quadrética a funcao f : R — R
dada por
f(z) = ax® + bz +c.
Na sequéncia utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 4.1 Sejam A = (x1,v1), B = (72,y2) e C = (x3,y3) trés pontos distintos em R?.
Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que este pontos sejam colineares €

ry Y1 1
T2 Y2 L= 07
r3 ys 1
ou equivalentemente,
Ys — U1 Y2 — U1
= (4)

T3 — X1 372—.7?1'

Teorema 4.1 Sejam x1,x2, x3 trés numeros reais distintos e yy, Y2, ys numeros reais tais
que os pontos A = (z1,y1), B = (x2,y2) ¢ C = (x3,y3) sejam ndo colineares. Nestas
condigoes existe uma, e somente uma, funcao quadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢ tal que

f(x1) =y1, f(z2) =ya e f(a3) =y (5)

Demonstracao: Mostremos inicialmente a existéncia de tal funcao, ou seja, iremos
mostrar que existem a, b, ¢, com a # 0, tais que f(z) = az® 4 bx + ¢ e vale (7).
Observe que isso significa resolver o sistema

ax? + bry +c =y,
a3 + brs + ¢ = yo,
ar? + brs + ¢ = y3.

(Note que neste sistema as incognitas sao a, b, c).
Em via das hipoteses, é possivel verificar que este sistema possui uma tnica solucgao.

Além disso, temos que
a4 — 1 Y=Y  Y2— W
T3 —To \ T3 —T1 To—21)

Uma vez que A, B e C sao nao-colineares, entao temos do Lema que a # 0.

4.1 Forma candnica
Sejam f: R — R uma funcao quadratica e x € R fixado. Temos entao

f(z)=az®+bx+c

(=i +3)
=a|x+—-—r+ —
a a

2490 +b2 b2+c
=alx — 4+ — — — + -
2a 4a?2 4a?  a

n b 2_1_4ac—b2 (6)
v 2a 4a? ’

=a




Suponha agora que exista z € R tal que f(z) = 0. Segue de (6)) que

+b 2+4ac—b2 _0
v 2a 4a? -

b\> b —4dac

Denotando por A = b? — 4ac, temos que existe x real satisfazendo f(z) = 0 se, e
somente se, A > 0. Note entao que se for A = 0, entao

+b 2—0<:> ——b
v 2 ) v 2a°

a

ou seja,

Por outro lado, se A > 0, entao

VA

2]

L
v 2a

Assim, temos duas possibilidades:

b VA b VA
r+—=——, OU T+ —=——-,
2a  2l|ad] 2a 2|al

donde, considerando os casos a > 0 e a < 0, segue que

—b+ VA —b— VA

—\ ou r=—-——. (8)
2a 2a

Portanto, provamos o seguinte resultado:

Teorema 4.2 A equacdo
ar? +br+c=0, a#0,

possui solucido em R se, e somente se, A > 0. Além disso, se A = 0, entdo temos uma
unica solucao. Se A > 0, entao existem duas solucoes distintas.
Note também que se A # 0, entao definindo

b+ VA . —b—VA

Lo = )

i 2a 2a

entao

b
SL’1+.T2:—%

Observacao 4.1 O resultado acima nos dd uma primeira informacdao sobre o grdfico de
uma funcio quadrdtica f(r) = ax? + bx + c:
i) quando A = 0, o grifico de f intercepta o eizo x num unico ponto, a saber, x =
—b/2a;

ii) quando A >0, o grifico de f intercepta o eixo x em dois pontos distintos, a saber,

—b+ VA —b—VA
=\ e r=—"

9
v 2a 2a 9)



i) quando A <0, o grdfico de [ nao intercepta o eizo x.
O proxzimo resultado nos dard mais algumas informacaes.

Teorema 4.3 Considere a fungdo quadrdtica f : R — R dada por f(x) = ax® + bx + ¢
tal que A = 0. Temos entao:

a) f(z) > 0,Vx € R se, e somente se, a > 0;

b) f(x) <0,Vz € R se, e somente se, a < 0.

Demonstragao: Segue de (6) que f(z) > 0,Vz € R se, e somente se,

b\ 2
~) >
a(x+2a> >0

0 que ocorre se, e somente se, a > 0. O item b) é provado de forma semelhante.
[ |

Observacao 4.2 Note que se A # 0, entdo tomando xy = —b/2a, entdo f(xg) = —aA.
Assim, temos:

a>0= f(x9) <0,

a<0= f(zg)>0.
Exercicio 4.1 Mostre que:

(a) se a >0, entdo f(—b/2a) (x), para todo x € R;

<f
(b) se a <0, entio f(—b/2a) > f(z), para todo x € R;

4.2 Grafico da funcao quadratica

Neste capitulo veremos que o grafico de uma funcao quadratica f : R — R é uma
parabola. Para tanto, relembremos a seguinte definicao:

Defini¢ao 4.1 Seja P uma pardbola com eizo de simetria vertical, vértice V.= (h, k),
com foco F' = (s,t) e distancia entre V e F igual a d. Nestas condi¢oes um ponto (x,y)
em R X R pertence a P se, e somente se,

(x —h)? —4d(y — k) = 0. (10)
Teorema 4.4 O grdfico de uma func¢io quadrdtica f : R — R, f(z) = ax® + bx + c,

a > 0, € uma pardbola de foco
o _i) 1—A
2a° 4a

b A
N EN)

Demonstracao: De fato, note que d = 1/4a. Temos entdo que

(z + b/2a)2 — 4~ (f(:c) + %) 0,

e vértice

4a

ou seja, (z, f(z)) pertence a parabola.

Exercicio 4.2 Mostre que se a < 0, entao o grdfico de f também é uma pardbola.



4.3 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 4.3 Determine o menor valor de b em B = {y € R|y > b} de modo que a
fungao f: R — B definida por f(x) = x* — 4x + 6 seja sobrejetora.

Exercicio 4.4 Fizados dois niimeros reais p e s, determine dois niumeros reais cuja soma
¢ s e o produto € p.

Exercicio 4.5 Considere f,g: R — R definidas por f(x) = az’+bx+c e g(x) = 2+ .
Defina também h : R — R pondo

W) = (fog)(x) = f(x+ ).

a) Suponha a =1, b = —1, ¢ = 0. Esboce o grifico de h nos casos o« =0, a« = 1 e
a=—1.

a) De modo geral, qual é a diferenca entre os grdficos de f e de h?

Exercicio 4.6 Considere f,g : R — R definidas por f(z) = az® + bz + ¢ e g(z) = a.
Defina também h : R — R pondo

hx) = (f o g)(x) = f(x) + g(x).

a) Suponha a =1, b = —1, ¢ = 0. Esboce o grifico de h nos casos a = 0, a« = 1 e
a=—1.

a) De modo geral, qual é a diferenca entre os grdficos de f e de h?
Exercicio 4.7 Considere f : R — R definida por f(x) = ax® + bx + c.
a) Suponha a =1 e c=1. Esboce o grifico de f nos casosb=0,b=1eb=—1.

a) De modo geral, fizrados a e ¢ qual € a diferenca entre os grdaficos quando variamos
0s valores de b?

Exercicio 4.8 Considere f,g : R — R definidas por f(z) = 2> —x e g(x) = 2z + k,
sendo k fizado. Determine k de modo que o grifico de g seja tangente ao grdfico de f no
ponto (2,2).

Exercicio 4.9 Considere f,g: R — R definidas por f(x) = ax®+bx+c e g(x) = 2ax+k,
sendo k fizado. Determine k de modo que o grdfico de g seja tangente ao grdafico de f no

ponto (o, f(20))
Exercicio 4.10 Considere f : R — R definida por f(x) = ax?.
a) Esboce o grifico de f nos casos a =1, a=2 e a=3.

a) Nos trés casos acima, esboce o grifico da reta tangente aos grificos nos pontos (1,1),

(2,2) € (3,3).

Exercicio 4.11 Prove as relacoes de Girard para equacoes do sequndo grau: se ax® +
bxr + ¢ = 0 possui raizes x1 e To, enlao

b c
X1+ Xog=—— € X1 -Ty= —.
a a



Exercicio 4.12 Considere a funcao quadrdtica f : R — R dada por f(z) = ax® +bxr +c
tal que A > 0 e sejam x1 < x9 Suas raizes.

a) Mostre que se a >0 e x1 < x < xq, entdo f(x) <O0.
b) Mostre que se a <0 e x1 < x < g, entao f(x) > 0.

Exercicio 4.13 Determinar os valores de m para que a fungdo f(z) = mx*+(m+1)z+
(m+ 1) tenha um zero real duplo.

Exercicio 4.14 Determine m na funcio f(z) = 3z*> — 4z + m de modo que se tenha
Im(f) = [2, +00].

Exercicio 4.15 Obtenha as solugoes dos sistemas abaizo:

(a>{2x2—5x+2:0 (C){x2—9>0
r—2<0 r—4<0
2 _ 2
o {0 o {Z
Exercicio 4.16 Resolva as sequintes equagoes.
(a) 22 —|z| — 2 =0; (d) |2* + 2 — 6| =2 + 2 — 6;
(b) 2?4+ 5|z| +4 = 0; (e) |2 — 1| =z +3;
(¢c) 22* — |5z — 2| = 0; (f) |#* = 1| = |z + 3|;

Exercicio 4.17 Obtenha os pontos de mdximo das funcoes abaizo nos intervalos indica-
dos

)

r) = —42* + 5z — 8 no intervalo [2,3];
) = 2% — 2z + 5 no intervalo [—1,2];
)

= —z% + 6x — 1 no intervalo [0,4];

Exercicio 4.18 Um arame de comprimento ¢ deve ser cortado em dois pedacos. Um
pedaco serd usado para formar um circulo, e outro, um quadrado. Onde se deve cortar o
arame, para que a soma das dreas das figuras seja a menor possivel?

Exercicio 4.19 Dentre todos os nimeros reais x e z tais que 2x + z = 8 determine
aqueles cujo produto é mdximo.

Exercicio 4.20 Dentre todos os nimeros de soma 6, determine aqueles cuja soma dos
quadrados € minima.

Exercicio 4.21 Determine o retingulo de drea mdxima localizado no primeiro quadrante,
com dois lados nos eizos cartesianos e o vértice que estd fora dos eiros pertencente a reta
y = —4x + 5.

Exercicio 4.22 Determine o maior valor de a em A = {x € R|x < a} de modo que a
funcao f: A — R definida por f(x) = 22 — 3z + 4 seja injetora.



5 Funcao polinomial

Dizemos que uma funcao p : R — R é uma funcdo polinomial quando de grau n
existemn numeros reais ag, ai, . . ., a, such that a, # 0 and

p(z) = ap2™ + ap 12"+ .+ a1 + ap. (11)

Considere entao p um polindmio de grau n e seja & um nimero real qualquer. Segue

de (1) que

p(z) —pla) =ap(r — )" +a,_1(x —a)" ' +... +a(z —a)
= (x —a)q(x), Yz € R,

sendo ¢ um polinémio de grau n — 1.
Em particular, se « é uma raiz de p, isto é, p(a) = 0, entao

p(z) = (z — a)q(z), Vo € R.
Mais ainda, se aq, s, ..., a sao raizes de p, entao podemos escrever
p(x) = (. —on)(z —as) - (z — ax)h(z),

sendo h um polinémio de grau n — k.
Note entao que provamos o seguinte:

Teorema 5.1 Uma fungao polinomial p de grau n > 1 tem no mdximo n raizes.

Observacao 5.1 Uma funcdo polinomial p € dita identicamente nula quando p(x) = 0
para todo x € R. Neste caso, temos necessariamente que todos os coeficientes de p sao
1gUaLs G Zero.

Observacao 5.2 Suponha p e q dois polinomios satisfazendo p(x) = q(x), para todo
x € R. Escrevendo

p(z) =apx™ +...+ay e q(x) =ba" + ...+ by
seque que
h(z) = p(x) —q(z) = (an —bp)x™ +(an_1—bp_1)x" ' +.. .4 (a1 —b1)x+(ag—by), Yz € R,
logo h € identicamente zero e portanto
ay, = by, ..., a9 = by.

Teorema 5.2 Considere n + 1 nimeros distintos xg, x1,...,T,. Fizados Yo, y1, ..., Yn
existe um e somente um polinémio degrau < n tal que

p(zo) = yo, (1) = w1, -, p(Tn) = Yn-

Uma forma bem interessante de provar a existéncia aponta por este teorema é através
da formula de interpolacao de Lagrange, isto é,

p<x>=i§n%yi[ I (“)] (12)

T, —XT
0<kti<n N0 Uk




e Por exemplo, para n = 1 temos

=S| 1T (£22)

0<k+£i<1

r — T
= %Yo [ H (w . )
o<kz0<1 N0 k

T — T T — X
=Y + U
To — I1 T1 — o

e Por exemplo, para n = 2 temos

+ 1

H (:c—xk>]
0<kii<i \T1 T Tk

o= T (£22)

i=0 0<k#£i<2
T — Iy T — Ty T — Ty
:?Jol H ( — ) + 1 H ( — ) + Yo H ( — )]
0<kzo<z \YO — Tk 0<kii<z NP1 7 Tk 0<kro<a \¥2 7 Tk
—y (x — 21)(z — x2) (x — @0)(x — x2) (x — @0)(x — x1)
= Yo 1 2
(2o — 1)(20 — T2) (21— x0) (21 — T2) (22 — x0) (22 — 71)

Exercicio 5.1 Utilize o para obter o polinomio de grau < 4 que passe pelos pontos
(—1,-7),(0,1),(1,5),(2,11) e (3,25).
Teorema 5.3 Considere p um polindomio de grau n.

a) se n é impar, entio p(x) tem o mesmo sinal de a, para valores positivos e muito
grandes de x. Por outro lado, tem o sinal oposto de a para valores negativos muito
grandes de x.

b) sen € par, entdo p(x) tem o mesmo sinal que a, dra valores muito grandes de |x|.

Demonstracao: Exercicio. ]

5.1 Raizes
Dado um polindomio p(z) = a,z" + a, 12" ' + ... + a1z + ag defina
g(x) = na,a" 7t + (n— Dap_ 12" 2+ ... 4 2000 + ay (13)

Suponha que p possua uma raiz « e seja s; um nimero real prorimo desta raiz. O
método de Newton diz que a sequéncia numérica

Sn-i-l:Sn_Mv n:07172a"'7
9(sn)

tem como limite a raiz a.



5.2 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 5.2 Considere os polinémios Se f(z) = 2%, g(x) = 2*+2* e h(z) = 2?+21+2°
e k(z) = 32° — 62 + 222, todos definidos em R. Encontre nimeros reais a, b e ¢ tais que
k=af 4+ bg+ ch.

Exercicio 5.3 Em cada caso, determine (caso exista) um polinémio do sequndo grau
f(x) de modo que:

(¢) f(0) =1, f(1) =4 e f(-1) =0;
(b) f(1) =0 e f(x) = f(x — 1), para todo x € R;
Exercicio 5.4 FEsboce o grifico dos sequintes polinémios:
(a) f(x) = (z+2)(z—1)(x = 3); (¢c) fz) = =5(x* — 4)(25 — 2%);
(b) f(x) =5(z* — 4)(2* - 25); (d) f(z) =5(z —4)*(* — 25);

Exercicio 5.5 Em cada caso, encontre um polindmio com coeficientes inteiros cujas rai-
zes sejam:

(a) V2+1ev2-1; (b)) V3+V2eV3-v2:  (¢) V3+V2eV3-V2;

Exercicio 5.6 FEncontre todas as raizes racionais dos sequintes polindomios

a) f(z)=a -2 —ox—2; _ .3 $_2_2_£ 1
() 1) () f@)=a*+ % = T4 o
(b) flz)=2°+8; (d) f(z) =32 — T2 +2;

Exercicio 5.7 Considere f,g : [0,+00) — R definidas por f(z) = z* e g(x) = 4°.
Pede-se:

(a) Faca um esbogo do grifico das duas fungoes num mesmo sistema de coordenadas.;
(b) Determine os pontos de intersecao do grdfico das duas fung¢oes;

(¢) Determine graficamente os valores de x para os quais g(x) > f(z);

Exercicio 5.8 Resolva o sequinte sistema

2x—2y

© |+~

3 =

1
Exercicio 5.9 Seja f(x) = =
e—T

(a) A funcao f € crescente ou decrescente? Por qué?

(b) Verifique se f € inversivel e, caso seja, calcule sua inversa;

(c) Qual o dominio de f~1?
Exercicio 5.10 Determine o dominio da funcao f(z) = log, ;(z* — bx).
Exercicio 5.11 Considere as funcoes

et —e™® et 4+ e %
senhx = —g e coshr = ———

Com base nelas, calcule:



(a) cosh(0) e cosh(1); senh(z)
(d) cosh(z)’

(b) senh(0) e senh(1); (¢) senh(—z) e cosh(—z);

(¢c) cosh(Inz) e senh(lnx); (f) senh?(x) + cosh®(z);

Exercicio 5.12 Uma das componentes principais de uma contaminacao nuclear, como
a de Chernobyl, é o estroncio-90, que decai exponencialmente a uma taxa continua de
aprozimadamente 2,47% ao ano. Estimativas preliminares, apds o desastre de Cher-
nobyl, sugeriram que levaria uns 100 anos até que a regiao fosse novamente sequra para
a habitagao humana. Que percentual do estroncio-90 original ainda permaneceria apos
esse tempo?

Exercicio 5.13 A meia-vida do rddio-226 é de 1620 anos.

(a) Obtenha uma formula para a quantidade Q de rdadio que resta apds t anos, dado que
a quantidade inicial € Qg;

(b) Que percentual da substincia resta apds 500 anos?
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