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1 Conjuntos finitos e infinitos
Inciamos esta secao relembrando que, dado n € N, defini-se o ConjuntoEI
Iy={peN; 1<p<n}.

Definicao 1.1 Um conjunto X € dito finito se € vazio, ou existem n € N e uma bijecao

w: 1, = X.
Proposicao 1.1 Seja f: X — Y uma bijecao. Entao, X € finito se, e somente se, Y €
finito.
Demonstracao: Exercicio. ]

Note que quando existe uma bijecao ¢ : I, — X, entao podemos fazer uma contagem
dos elementos de X no seguinte sentido: coloquemos

90<1) = 1, @(2) =T9, ..., gp(n) =z,.
Uma vez que ¢ ¢ uma bijecao, entao podemos escrever

X ={x1,29,..., 7.}

Teorema 1.1 Considere n € N e um subconjunto A C I,. Se existir uma bijecdo f :
I, — A, entio A =1,.

Demonstracao: (Inducdo em n). Note que se n = 1, entdo o resultado é verdadeiro.
Suponha entao que o resultado é valido para um certo k, isto é, se temos uma bijecao
p: Iy — S5, com S C I, entdo S = I.

Suponha que existam uma bijecao f: Ij,1 — A, com A C Ij1. Defina a = f(k+ 1)

e a funcio f: I, — A\ {a} pond
fla) = f(x).

e Se tivermos [, C A\ {a}, entdo obtemos da hipdtese de inducao que A\ {a} = Ij.
Em particular, a = k+ 1 e assim A = [;.

o Se for [, ¢ A\ {a}, entdo k+1 € A\ {a}. Neste caso, existe p € [;41 tal que
f(p) =k + 1. Podemos entdo definir a bijecao g : I+1 — A pondo

@), se x#p e wAk+l,
glx) =< a, se x=p,
k+1, se x=k+1

Assim, a restrigdo de g ao conjunto A \ {k + 1} nos da uma bijecao g : I —
A\ {k + 1}. Por construcdo, temos A\ {k+ 1} C I, entdo a hipotese de inducao
nos da A\ {k + 1} = I;. Portanto, A = I}4;.

lde modo equivalente: I,, = {1,2,...,n}
2Note que f ¢ a restricao de f ao conjunto Ij.



Corolario 1.1 Se existir uma bijecao f : I, — I,, entao n = m. Em particular, se
existem bijecoes
po:l,—-X e ¢v:I, =X,

entao m = n.
Demonstracao: De fato, suponha m < n. Assim, A = I,,, C I,,. Segue do Teorema que
uma bijecao f : I, — I, implica em [,,, = I,,, donde n = m.

Para demonstrar a segunda afirmacao, considere duas bijecoes ¢ : [, - X et : [, —
X. Note entao que a composta

wogo_lzlm—>]n

é uma bijecao. Segue da primeira parte que m = n.

Definicao 1.2 Se X ¢€ um conjunto finito, entao o numero de elementos de X € definido
como sendo o natural n tal que tem-se a bijecao f: I, — X. Caso X seja vazio, diremos
que X tem zero elementos.

Corolario 1.2 Sejam X um conjunto finito e Y C X um subconjunto préprio. Neste
caso, nao pode existir uma bijecao f: X — Y.

Demonstracao: De fato, suponha que o teorema seja falso e que possamos encontrar X
e Y como acima e uma bijecao f : X — Y. Uma vez que X é finito, podemos considerar
uma bijecao ¢ : I,, - X.

Defina A = ¢ '(Y). Note que A é uma parte propria de I, e a restricao de ¢ ao
conjunto A fornece uma bijecao v : A — Y.

Assim, temos a bijecao ¢ : I, — A dada por

g=g 'ofoyp,
como mostra o seguinte diagrama:
f
X—Y
® @

I,-2-A4

Mas A é uma parte propria de I,,, logo uma contradicao com o teorema.

Teorema 1.2 Se X é um conjunto finito, entao todo subconjunto ¥ C X também é
finito. O numero de elementos de Y nao supera o de X e so € igual quando Y = X.



Demonstragao: Exercicio. (Dica: Prove para o caso X = I,,.) u

Corolario 1.3 Seja f : X — Y uma funcao injetiva. Se 'Y for finito, entao X também
€ finito. Além disso, o nimero de elementos de X nao excede o de'Y.

Corolario 1.4 Sejag: X — Y uma funcao sobrejetiva. Se X for finito, entao Y também
¢ finito. Além disso, o nimero de elementos de'Y nao excede o de X.

Definicao 1.3 Um conjunto X € dito infinito quando nao € finito.

Observacao 1.1 Note que um conjunto X € infinito quando nao € vazio e, seja qual for
n € N, nao existe uma bijecao f : I, = X.

Exemplo 1.1 O cojunto N € infinito. De fato, consideren € N, n > 1, esejap: I, - N
uma funcao qualquer. Ponha

p=p)+p)+...+¢n).

Temos entao o(x) < p, para todo x € I,,. Assim, p & Im(yp), donde ¢ ndo pode ser
sobrejetora.

Exercicio 1.1 Verifigue que um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma
bijecao de X sobre uma de suas partes proprias.

Exemplo 1.2 O conjunto N € infinito. De fato, considere P o conjunto dos naturais
pares, o qual é um subconjunto proprio de N Note que a funcao f : N — P dada por

f(n)=2n

€ sobrejetiva.

Definicao 1.4 Um conjunto X C N € dito limitado quando existe p € N tal que p >
n,vn € X.

Teorema 1.3 Seja X C N nao vazio. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a) X é finito;
b) X € limitado;
¢) X possui um maior elemento.
Demonstracao: Provaremos as seguintes implicagoes:
(a) = (), (b) = (¢) e (¢) = (a).

((a) = (b)) Seja X = {z1,...,2z,}. Pondo p = z; +...2, temos p > z, para todo
x € X, logo X é limitado.



((b) = (¢)) Supondo X limitado, entao o conjunto
A={peN; p>uz Vre X}

é nao vazio. Pelo Principio da Boa Ordenacao, existe py € A que é o menor elemento
de A. Afirmamos que py € X, donde segue que ele é o maior elemento de X.

Se fosse py ¢ X, entdo terfamos py > z, para todo z € X. Como X # (), entdo
teriamos pg > 1 e assim py = p; + 1, para algum p; € N. Devemos telﬂ p1 > x, para
todo x € X. Isto implica em p; € A, o que é um absurdo em vista de p; < py € po
ser o menor elemento de A. Conclui-se entao que py € X.

((c) = (a)) Se existe p € X que é maior que todos, entdo X esta contido em I, logo
X é finito.

Observacao 1.2 Um conjunto X C N € dito ilimitado quando nao € limitado. Neste
caso, dado qualquer p € N, existe n € X tal que n > p. Seque do que foi visto que o0s
conjuntos ilimitados de N sao os subconjuntos infinitos de N.

Exemplo 1.3 O conjunto dos nimeros primos é infinito.

Teorema 1.4 Sejam X, Y conjuntos finitos e disjuntos com m e n elementos, respecti-
vamente. Nestas condigoes, X UY possut m + n elementos.

Demonstracao:

Exercicio 1.2 Sejam X, Y conjuntos finitos com m e n elementos, respectivamente.
Seja s o numero de elementos de X NY . Prove que X UY possut m +n — s elementos.

1.1 O Grande Hotel Georg Cantor

OE] Grande Hotel Georg Cantor tinha uma infinidade de quartos, numerados conse-
cutivamente, um para cada nimero natural. Todos eram igualmente confortaveis. Num
final de semana prolongado, o hotel estava com seus quartos todos ocupados, quando
chega um viajante. O recepcionista vai logo dizendo:

- Sinto muito, mas nao hé vagas.

Ouvindo isto, a gerente interveio:

- Podemos abrigar o cavalheiro, sim senhor.

- Transfira o hospede do quarto 1 para o quarto 2, passe o do quarto 2 para o 3 e
assim em diante. Quando estiver no quarto n, mude para o quarto n + 1. Isto mantera
todos alojados e deixara disponivel o quarto 1 para o recém chegado.

Logo depois chegou um 6nibus com 30 passageiros, todos querendo hospedagem. O
recepcionista, tendo aprendido a licao, removeu o hospede de cada quarto n para o quarto
n+30 e acolheu todos os passageiros do 6nibus. Mas ficou sem saber quando, horas depois,
chegou um trem com uma infinidade de passageiros. Desesperado, apelou para a gerente

3Por que?
4Texto adaptado da referéncia [4]



que prontamente resolveu o problema dizendo: - Passe cada hospede do quarto n para o
quarto 2n. Isto deixara vagos todos os apartamentos de nimero impar, nos quais poremos
0s novos hospedes.

- Pensando melhor: mude quem esta no quarto n para o quarto 3n. Os novos hospedes,
ponha-os no quarto de nimero 3n + 2. Deixaremos vagos os quartos de nimero 3n + 1.
Assim sobrardo ainda infinitos quartos vazios e eu poderei ter sossego por algum tempo.

1.2 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 1.3 Demonstre a Proposicao |1.1].

Exercicio 1.4 Obtenha uma decomposicio N = X7 U Xo U ... U X, U ... tais que
X1, Xo,..., X, ... saq0 infinitos e dois a dois disjuntos.

Exercicio 1.5 Dé exemplo de uma sequéncia decrescente X1 D Xo D ... D X, D ... de

conjuntos infinitos, tais que ﬂneN X, = 0.

Exercicio 1.6 FExiba uma bijecao entre N e um subconjunto proprio X C N.

Exercicio 1.7 Se X € um conjunto infinito, entao existe uma fungao injetiva f : N — X.

Exercicio 1.8 Seja X um conjunto finito. Mostre que f : X — X € injetiva se, e
somente se, € sobrejetiva.

Exercicio 1.9 Sejam X um conjunto infinito e Y um conjunto finito. Prove que existe
uma fungao sobrejetiva f : X — Y e uma funcao injetiva g : Y — X.

Exercicio 1.10 Prove que todo conjunto X de nimeros naturais que € finito e nao vazio
possut um elemento mdximo.

Exercicio 1.11 Considerando uma funcao f: X — 'Y, prove:
(a) Se X € infinito e f injetiva, entdo Y € infinito;

(b) SeY éinfinito e f sobrejetiva, entao X € infinito;

Exercicio 1.12 Sejam Xy, X, ..., Xy conjuntos finitos, dois a dois disjuntos com my, ma, . ..

elementos. Mostre que X1 U Xy U ... U X} possui my + ...+ my elementos.

Exercicio 1.13 Obtenha uma funcao sobrejetiva f : N — N tal que para cada n € N
tenhamos que o conjunto f~1(n) é infinito.

Exercicio 1.14 Sejam A um conjunto e f, g : A — N duas funcoes. Defina f+g: A — N
ef-g:A— N pondo

fHogx)=fx)+g(x) e f-g(z)=flz)- g(x)
a) Qual deve ser a definicao de f < g?

Dado um conjunto X C A, seja {x a funcdo caracteristica de X, conforme definido
no exemplo 7?7. Mostre que:

, M



b) Exry = Ex - &y

¢) Exuy = Ex + & — Xxeapy;

d) Exuy = Ex + &y se, e somente se, X NY = ();
e) X CY implica em Ex < &y;

f) Exe =1—¢x.

Exercicio 1.15 (Desafiador!!!) Seja N’ um conjunto para o qual existe uma fungdo
s' : N' — N satisfazendo os ariomas P1, P2 e P3. Denote por 1" o elemento de N' que
satisfaz P2.

a) Mostre que eziste uma unica bijecao f : N — N tal que f(1) = 1" e f(s(n)) =
s'(f(n)), para todo n € N.

b) Verifique que f satisfaz as sequintes propriedades:
b1) m <n= f(m) < f(n);
b2) f(m+n) = f(m)+ f(n);

¢3) f(m-n) = f(m)- f(n);

Obs: as operacoes +, - e < em N sao construidas de forma semelhante ao que foi
feito em N.

Exercicio 1.16 Encontre o erro na sequinte “demonstracao”"da afirmado:
Em qualquer grupo com n pessoas, todas elas tém a mesma idade.

Demonstragao: Se um grupo consiste de uma pessoa, todas tém a mesma idade.
Suponha que em qualquer grupo com k pessoas, todas tém a mesma idade. Considere um
grupo de k + 1 pessoas {ay, ..., a, a1}

Temos que {ay,...,ar} € um conjunto com k pessoas, logo todos tem a mesma idade,
pela hipdtese de indugao. Note também que {as, ..., ax, axi1} € um conjunto com k pes-
soas, logo todos tem a mesma idade. Em particular, aj e axq tem a mesma idade. Mas se
ai,...,a, tem a mesma idade de ay € agy1, entdo todos os elementos de {ay, ..., ag, axi1}
tem a mesma idade.
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