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1 Funcoes
Neste capitulo estudaremos funcoes e suas propriedades béasicas. Comecemos com a
seguinte defini¢cao (pouco intuitiva):

Defini¢do 1.1 Sejam A e B dois conjuntos, com A # (). Dizemos que uma relagdo f
entre A e B é uma fungao se, a cada elemento a € A existe um unico elemento b € B
tais que (a,b) € f. Neste caso, escreve-se b = f(a).

Enfatizamos os seguintes fatos sobre uma funcao f entre A e B:

i) se (a,b) € f, entao escrevemos b = f(a) e dizemos que b é a imagem de a pela
funcao f;

ii) utilizamos a notacao f: A — B;

iii) o conjunto A é dito dominio de f, enquanto que B é dito contra-dominio de f.

Exemplo 1.1 Considere as sequintes relagoes de R em R:
f={lz.y)y=32+2} e g={(x,y):2” =y}

e Note que [ é uma funcao f : R — R, pois se (x,y1) € f e (z,y2) € [, entdo
Y1 = Y2.

e Por outro lado, g nao é uma fun¢io g : R — R. De fato, note que (1,1) € g, bem
como (1,—1) € g.

Teorema 1.1 Se f e g sao duas funcoes entre A e B, entao
f=9 < [flz)=yg(x), Vo e A (1)
Demonstracao: De fato, suponha f = g. Por definicao, temos
fCAXB e gCAXB.

Dado = € A, considere y € B tal que y = f(x), donde (z,y) € f. Uma vez que f = g,
entao f C G, logo (z,y) € g. Portanto, devemos ter y = g(x) e assim f(z) =y = g(x).
Desta forma, fica demonstrado que

f=9 = f(z)=g(x), Yz € A.
Verifiquemos agora a outra implicacdo. Assim, assuma que
f(x) =g(x), Vo € A.
Desta igualda temos que x € A implica em
(z, f(x)) = (, 9()).

Como (z, f(z)) € f, entdo (z,g(x)) € g, logo f C g. De modo andlogo, temos g C f e
assim temos f = g.
n



Observacao 1.1 Note que a definicao dada acima € pouco intuitiva e menos ainda apli-
cavel para estudarmos funcoes e suas propriedades. De modo mais prdtico, podemos
considerar uma funcao f: A — B como um trio:

a) O dominio A;
b) O contra-dominio B;

c) Uma regra f que, a cada x € A, associa um unico b € B, o qual denota-se por

b= f(a).

Esta serd a definicao que estaremos utilizando no decorrer deste curso. Em parti-
cular, podemos dizer que duas funcgoes f,g: A — B sao iguais quado f(z) = g(z), para
todo x € A.

Definig¢ao 1.2 Sejam f: A — B uma funcio, X C A# 0 eY C B um conjunto nao
Vazi0.

a) A imagem direta de X por f € o conjunto

f(X)=A{ye€B; y= f(x), para algum z € X}. (2)

b) A imagem inversa de'Y por f é o conjunto

fHY)={zed; flx)eY}. (3)

Exemplo 1.2 Considere f : R* x R definida por f(x,y) = 2*> + y?. Neste caso, note que
f7Y{1}) coincide com a circunferéncia centrada na origem e de raio 1.

Exemplo 1.3 Uma reta que tem equacao ax + by = ¢ € o conjunto de pontos
R={(x,y) € R azx + by = c}.
Note que tomando f : R* — R definida por f(x,y) = ax + by obtemos

R = f{c}.

Observacao 1.2

e Note que f(X) € um subconjunto de B. Em particular, quando X = A, dizemos
que f(A) € a tmagem da funcao f, a qual € indicada por Im(f).

e Por outro lado, f~1(Y) é um subconjunto de A, o qual pode ser vazio.



Exercicio 1.1 Considere A = {1,3,5,7,8,9}, B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} e [ :
A — B dada por f(n) =n+ 1. Determine

(a) f(A); (d) f71({2,4,6});

(b) f({1,3}) (e) f~({5});

(c) F(1); (f) f71({2.4,6,8,9,10}).
Exercicio 1.2 Considere a funcio f: R — R definida por

a-{1 152
Determine:
(¢) f(Q);
(b) £(Q°);

(c) f7({0});
(d) f([0,1]); Aqui, [0,1] indica o intervalo de 0 a 1, conlendo estes extremos.

(e) f71([4,5)); Aqui, [4,5) indica o inlervalo de 4 a 5, contendo 4, mas nao o 5.

Defini¢ao 1.3 (Funcgao identidade) Dado um conjunto nao vazio X defini-se a fun¢ao
identidade I : X — X pondo I(x) = x.

Defini¢ao 1.4 (Restricao) Dados uma funcio f : X — Y e um conjunto nao vazio
A C X defini-se a fungao fla: A—Y pondo fla(z) = f(x).

Definicao 1.5 O grdfico de uma fungao f : A — B € o subconjunto Gy C Ax B definido
por

Gy ={(z,y) € Ax B; y= f(2)}.

Exercicio 1.3 Esboce o grdfico da fun¢ao f : R — R dada por f(x) = x. Esboce o
grdfico da funcao f quando esta € restrita ao conjunto Z.

Definicao 1.6 Uma funcio f : A — B € dita
i) injetiva se x,y € A sao tais que f(x) = f(y), entao x =y.
ii) sobrejetiva se Im(f) = B.

iii) bijetiva se € injetiva e sobrejetiva.



Exemplo 1.4 A fungio f : Z — Z dada por f(x) = x* ndo é injetiva, pois f(—1) = f(1).
Tal fung¢ao também nao € sobrejetiva, pois nao eriste x € Z tal que f(x) = —4.

Exemplo 1.5 A fun¢io g : Z — 7 dada por g(x) = 3x+1 € injetiva, mas nao sobrejetiva.
De fato, suponha x,w € 7 tais que g(x) = g(w). Segue da definicdo de g que 3x + 1 =
3w+ 1, donde v = w. Assim, g € injetiva. Para verificar que g nao é sobre, basta notar
que nao existe x € 7 tal que g(x) = 0.

Teorema 1.2 Suponha f : A — B wuma funcao bijetiva. Entao, existe uma funcgao
bijetiva g : B — A que satisfaz a sequinte propriedade:

fl)=y <= z=yg(y). (4)

Demonstracao: Exercicio. ]

1.1 Composicao de funcoes

Definigao 1.7 Sejam f: A— B eg: X — Y duas fungoes tais que
Im(f) C X.
Nestas condigoes, defini-se a funcao go f: A —Y pondo
(g0 f)x) = g(f(2)).

Dizemos que go f é a funcao composta das funcoes g e f.

Observacao 1.3 Note que nem sempre € verdade que go f = fog. De fato, mesmo que
exista g o f, nada garante a existéncia de f o g. Por outro lado, € sempre verdade que

(fog)oh=fol(goh),

supondo vdlida as composicoes.

Definicao 1.8 A inversa de uma funcao f : A — B, quando existe, € uma funcdo
g: B — A tal que
(9o f)(x) =z, Vz € A (5)

(fog)ly) =y, Yy e B. (6)

Neste caso, utiliza-se a notacio g = f~ 1.



Teorema 1.3 Uma funcao f: A — B € inversivel se, e somente se, € bijetiva.

Demonstragao: Suponha f : A — B é inversivel. Para verificar que f é injetiva,
considere x1,xo € A tais que f(z1) = f(x2). Note entdo que g(f(z1)) = g(f(x2)). Mas,
por (5)), temos

g(f(w1)) =21 e g(f(x2)) = 72,

logo x1 = 5.
Para demonstrar a sobrejetividade, tome y € B. Definindo x = ¢g(y), obtemos de @
que

f(x)=fl9(y)) = v.

A demonstracao da reciproca é consequéncia imediata do Teorema [1.2]

1.2 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 1.4 As fun¢oes f: R — R definida por f(x) = Va2 e g: R — R definida por
g(x) = x sao iguais? Explique.

Exercicio 1.5 Considere as sequintes definicoes a respeito de uma func¢ao f: R — R
o [ ¢ dita uma fungao par se f(—x) = f(x), para todo x € R.
e f ¢ dita uma funcao impar se f(—z) = —f(x), para todo x € R.
a) Mostre que f(x) = x* ¢ par.
b) Mostre que f(x) = 2 € impar.
¢) Eziba uma funcao que nao é par e nem impar.

d) Mostre que qualquer fun¢ao f : R — R pode ser escrita como a soma de uma funcao
par com uma funcao impar.

Exercicio 1.6 As funcgoes f e g, cujas regras sao dadas respectivamente por

fa) =\ e el = Y=

podem ser iguais? Explique.

Exercicio 1.7 Demonstre o Teorema [1.2.

Exercicio 1.8 Considere uma fung¢ao f: A — B. Mostre que a fungio g : A — Im(f),
dada por g(x) = f(x) € sobrejetiva.

Exercicio 1.9 Dados conjuntos A e B, suponha que existam funcoes injetivas f : A — B
eg: B — A. Prove que existe uma bijecao h : A — B.



Exercicio 1.10 Considere em R? as sequintes operacoes:
(@,y) + (w,2) = (e +w,y+2) e a(z,y) = (az,ay), « €R.

Suponha f : R? — R? wma funcao nao nula que satisfaz as sequintes propriedades:

i) fla(z,y) = af(z,y);
i) f((z,y) + (w,2)) = f(z,y) + f(w,2).
Mostre que f é injetiva se, e somente se, f(x,y) = (0,0) implica em (x,y) = (0,0).
Exercicio 1.11 Sejam X um conjunto e A C X um subconjunto. Defina a funcao

x4 : X — R pondo
1, se x €A,

Xa(r) = { 0, se z¢ A
Mostre que:
a) se A,B C X, entdo xanB = X4 XB;

b) se A,B C X, enlao
XAUB = XA T XB — XA " XB;

¢) Xac =1-xa.

Exercicio 1.12 Sejam X um conjunto nao vazio e P(X) o conjunto de suas partes.
Defina em P(X) a sequinte relagdo:

A~ B = existe uma funcao bijetiva f: A — B.
Mostre que ~ € uma relacao de equivaléncia.

Exercicio 1.13 Considere f : A — B uma funcdo sobrejetiva e defina em A a seguinte

relacao:

z~y = f(x) = fy).
a) Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia.
b) Se f € injetiva, entio quantos elementos temos numa classe [x]?

¢) Defina X = A/ ~. Mostre que a fun¢ao F : X — B dada por

estd bem definida, isto é, independe da escolha do representante x de [z].
d) Mostre que a funcao F € bijetiva.
Exercicio 1.14 Considere uma funcao f: X — Y, conjuntos AC X e BCY.

(a) Mostre que f[f~'[B]] C B e f71[f[A]] D A;;

(b) Mostre um exemplo onde ndo vale f[f~[B]] = B, ou f7[f[A]] = 4;



(c) Mostre que se [ é sobrejetiva, entao f[f'[B]] = B.

Exercicio 1.15 Considere um conjunto A e uma cole¢ao de subconjuntos {Ax}iem,
sendo M um conjunto de indices. Dada uma funcao f : A — B, mostre que:

(a) f [U)\e]\/[ AA} = U)\GM f[AA]:
(0) f[Maers A € Naenr FIANS
(¢) Obtenha um exemplo em que f[(\ycprr Ax] 7Z Naear 1AM

Supondo {B,},cr uma cole¢io de subconjunto de B, para uma familia de indices L.
Mostre que:

(d) f~! [U,\eM Bu} = Usen B
(f) £ [Maens Bl = NMaenr Bl
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