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1 Os Numeros Racionais

Nesta secao iremos apresentar uma construgéoﬂ dos ntimeros racionais via classes de
equivaléncias de ntmeros inteiros. O leitor deve se lembrar os elementos em 7Z sao classes
de equivaléncia de ntimeros naturais. Entretanto, para nao sobrecarregarmos as notacoes
iremos utilizar a notacao m € 7Z para indicar que m é um numero inteiro. Neste sentido,
para facilitar a compreensao do que serd apresentado, podemos escrever

Z={.,-3-2,-1,01,23,..}

Porém, fica um convite para o leitor: no que segue, tente substituir m € Z por
[(a,b)] € Z!!!

No que segue definimos os conjuntos

Z* ={m € Z; m # 0}

Zx7 ={(p,q); pEZeqel}.

Defini¢ao 1.1 Sejam (p,q) e (s,t) dois pares ordenados de 7 x Z*. Introduzimos a

rela¢ad’]
(p,q) ~ (s,t) == pt = gs. (1)

Proposigao 1.1 A relagao (1)) € uma relacao de equivaléncia em 7 x Z*.

Demonstracao: Exercicio. ]

Tendo em vista a Proposicao acima, podemos considerar as classes de equivaléncia

[(p, )] = {(z,y) € ZXZ"; py = qu}. (2)
Vejamos alguns exemplos de classes de equivaléncia.
e Para o par (1,2) € Z x Z* temos
[(1L,2)] ={(z,y) € ZX Z*; y =2}
={(z,22); x € Z*}
Por exemplo, para x = 1, x = 2, x = 3 temos os seguintes representantes de [(1, 2)]:

(1,2), (2,4), e (3,6).

e Para o par (2,1) € Z x Z* temos
(2, D)] ={(z,y) e ZXZ*; 2y = x}
={(2y,9); y € Z"}
Por exemplo, para y = 1, y = 2, y = 3 temos os seguintes representantes de [(1,2)]:
(2,1), (4,2), e (6,3).

!Uma referéncia para o estudo que sera apresentado aqui ¢é [7].

2Note que (p,q) ~ (s,t) traduz a igualdade E=4%




e Dado qualquer ¢ € Z* temos

[(0,¢)] ={(z,y) € ZXZ"; 0 =12q}
={(0,x); z € Z"}

Por exemplo, para x = 1, x = 2, x = 3 temos os seguintes representantes de [(0, ¢)]:

(0,1), (0,2), e (0,3).
e Dado qualquer p € Z* temos

[(p,p)] = {(2,y) € Z X Z*; py = pr}
={(z,x); v € Z"}

Por exemplo, para x = 1, x = 2, x = 3 temos os seguintes representantes de [(p, p)]:

(1,1), (2,2), e (3,3).

Definigao 1.2 (Numeros racionais) Defini-se por nimero racional cada classe de equi-
valéncia [(p, q)]. O conjunto quociente

(Z x 7)) ~
serd denotado por Q e chamado de conjunto dos nimeros racionais.

Teorema 1.1 Dados dois nimeros racionais [(p,q)] e [(s,t)] defina

[(p; )] + (s, 8)] = [(pt + g5, qt)] (3)
e
(@) - [(s,8)] = [(ps, qt)]. (4)
Nestas condicoes, as operacoes acimcﬂ nao dependem dos representantes.
Demonstracao: Exercicio. [ ]

Observacao 1.1 Nole que essas operacgoes coincidem com o dia a dia:

t
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Vamos procurar o elemento neutro da soma, isto é, queremos obter [(a,b)] € Q tal
que

[(p. )] + [(a,0)] = [(p, 9)], V[(p,q)] € Q. (5)
Note entdo que dado qualquer [(p,q)] € Q e b € Z* tem-se

[(p;@)] + [(0,0)]

[(pb + 0q, bq)]
[(pD, bq)]
[(p, q)]-

3Aqui deve ser observado que ¢, s € Z* implica em ¢s € Z*. Isto é uma variaciao do Exercicio ?7.




Portanto, o racional [(0, b)] satisfaz (j]).

Verifiquemos que [(0,b)] é o tnico racional que satisfaz isto. Para tanto, suponha
[(z,y)] € Q satisfazendo (5)), entéo temos [(py + ¢z, qy)] = [(p,q)]. Segue desta igualdade
que

(py + qz,qy) ~ (p, q).

Assim, temos

q(py + qx) = pqy = pqy + qqr = pqy
= qqr =0
— = 0.

Assim, (0,y) € [(z,y)], bem como (0,y) € [(0,b)]. Portanto, segue que a unicidade de

[(0,b)].

Assim, fica provado o seguinte resultado:
Teorema 1.2 O nimero racional [(0,b)] € o unico que satisfaz
[(p. @)] + [(z. )] = [(p, @)], VI(p,9)] € Q.
FEscreveremos 0 = [(0,b)].

Observacao 1.2 O leitor deve ficar atento: estamos utilizando a mesma notagao 0 para
indicar o elemento neutro da soma em Z, bem como para o elemento neutro de Q.

Teorema 1.3 FEziste um unico racional [(a,b)] tal que

[(p,@)] - [(a,0)] = [(p,@)], VI(p,a)] € Q. (6)

Demonstracao: Exercicio. [ ]

Teorema 1.4 As operacoes de soma e produto em Q sao comutativas, associativas e
distributivas.

Teorema 1.5 Seja [a,b] € Q\{0}. Entao, existe um unico [(x,y)] € Q\{0} satisfazendo

[(a,0)] - [(z, )] = [(1, 1)]. (7)
Demonstragao: Iniciemos demonstrando a existéncia de um [(z,y)] € Q \ {0} que
satisfaz (7). De fato, tome [a,b] € Q\ {0}. Isto implica que a é um inteiro nio nulo, logo
temos o racional
[(b,a)] € Q\ {0},

uma vez que b € Z*.
Note entao que

[(a,0)] - [(b, @)] = [(ab, ba)] = [(1, 1)].

Para verificar a unicidade, tome [(z,y)] € Q \ {0} satisfazendo (7). Segue disto que
[(az, by)] = [(1,1)], ou seja,
(az,by) ~ (1,1),



donde ax = by, ou ainda, xa = yb. Essa ultima igualdade nos diz que

(@, y) ~ (b, a),

donde (z,y) € [(b,a)] o que demonstra a unicidade.
u

Defini¢ao 1.3 Dado [a,b] € Q \ {0}, seu inverso multiplicativo é o racional [(b,a)].
Escrevendo x = [(a,b)], podemos utilizar a notagio x=* = [(b, a)].

11 ZcCQ
Considere a funcao F': Z — Q definida por

F) = (=, 1)),

Note que se x,y € Z sao tais que F(z) = F(y), entao temos [(z,1)] = [(y,1)] o que
implica em (z,1) ~ (y,1). Segue disto que x = y e portanto F' é injetiva. Assim, podemos
escrever, por abuso de notacao, que Z C Q.

Desta forma podemos identificar cada niimero inteiro x com o racional [(z,1)]. Por
exemplo,

-3 = [(_3’ 1)]7 0= [(Ov 1)]7 5= [(57 1)]7 s

Além disso, uma vez que ja esta estabelecida uma funcao injetiva f : N — Z, entao
podemos considerar a fun¢ao (também injetiva) F o f : N — Q dada por

(F'o f)(n) = F(f(n))-

Portanto, podemos identificar cada natural n € N a sua imagem F'(f(n)). Desta
forma, podemos escrever

NcCZcCQ.

Observacao 1.3 Neste ponto o leitor pode estar se perguntando como podemos visualizar
tal identificacao. Para fazer isso utilizemos as notacoes

[(7 )]Z € [(7 )]Q

para identificar as classes que definem Z e as que definem Q, respectivamente.
Denotando x € Z por [(h,k)]z, com h,k € N, temos

F(I) = [([(h’ k)}Zv [(27 1)]2)]@7

sendo que estamos utilizando a notagio 1 = [(2,1)]z.
Assim, dado n € N temos f(n) = [(n+1,1)]z e assim

F(f(n)) = F([(n+1,1)]z) = [([(n + 1, 1]z, [(2, 1)]z)]o

Por exemplo,

F(f(1) = F((1+1,D]z) = [([2, D]z, (2. Dle)le = (1L D)g =1
F(£(5)) = F((5+1,1)]z) o -
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1.2 Relacao de ordem em Q

Para introduzir uma relagdo de ordem em (Q, considere primeiramente os seguintes
conjuntos:

Q" ={[(p,9)] €Q; p,geZ*, ou p,qeZ }

Q =/{[(p,q)) €Q; pEZ" e q€Z ", ou pEZ e q€Z'}

Os elementos de QT e Q™ sdo chamados de racionais positivos e racionais negativos,
respectivamente.
Dados z,y € Q escreveremos x < y sempre que existir s € Q7 tal que

y=x+s.

Teorema 1.6 Dados x,y € Q entao uma, e somente uma, das possibilidades abaizo
ocorre:
r=y, r<y, ou y<um.

1.3 Exercicios adicionais da secao
Exercicio 1.1 Demonstre a Proposicao[1.1].

Exercicio 1.2 Como fica a defini¢ao (1)) se escrevermos os elementos de 7 como classes
de equivaléncia?

Exercicio 1.3 Demonstre o Teorema [1.1l
Exercicio 1.4 Demonstre o Teorema [1.3.
Exercicio 1.5 Demonstre o Teorema|1.4)
Exercicio 1.6 Mostre que para cada x € Q existe um unico y € Q tal que x +y = 0.
Exercicio 1.7 Considere as notacoes
1=[(1,1)] e —1=[(—1,1)].

a) Mostre que (—1)-(—1) = 1.

b) Mostre que 1-(—1) = —1.

c¢) Conclua que —z = (—1) - x, para qualquer x € Q.
Exercicio 1.8 Sejam x,y € Q. Mostre que:

a) sex,y € QF, entdo -y € QF;

b) sex,y € Q, entao x-y € QF;

c) sereQt eyeQ, entaox-yeQ;

d) sex e QT eyeQ, entao y < x;



e) sex <y, entio x + s <y + s, para todo s € Q;
f) sex<yeceQt, entiox-c<c-y;
g) sex<yeceQ, entiox-c>c-y.

Exercicio 1.9 Considere a funcio F : Z — Q dada por F(x) = [(x,1)].
Mostre que
Flz+y)=F(x)+ F(y) e Fley) = F(x) - F(y),

para todo x,y € Z. Além disso, se x,y € Q sao tais que x <y, entdo

F(x) < F(y).
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