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1 Corpos Ordenados

Nesta secao estudaremos dois conceitos: conjuntos ordenados e corpos ordenados. A
grosso modo, um corpo ordenado ¢ conjunto K no qual estao definidas duas operacoes
soma e produto que conversam com uma dada relacao de ordem K.

1.1 Conjuntos ordenados

Definicao 1.1 Seja S um conjunto. Uma ordem S € uma relag¢do, denotada por <, que
satisfaz as sequintes propriedades:

(S1) Sex,y €S, entio vale uma, e somente uma, das sequintes possibilidades:

<Yy, rT=Y, Yy <

(S2) Sex,y,z€ S sao tais que x <y ey < z, entdo x < z.

Neste caso, dizemos que S é um conjunto ordenado e utilizamos a notagao (5, <).
Por vezes, utilizamos a notacao.

r<y=x<y, ou T=14.

Os simbolos > e > também serao utilizados de modo usual.

Exemplo 1.1 Os conjuntos N, Z e Q sao ordenados.

Definicao 1.2 Considere um conjunto ordenado (S, <) e E C S.

(a) Dizemos que E € limitado superiormente se existe 5 € S tal que
r<p, VrekFE. (1)

Em particular, qualquer elemento 5 € S que satisfaz a desigualdade (1)) € dito cota
superior de E.

(b) Dizemos que E € limitado inferiormente se existe a € S tal que
a<z Vrek. (2)

Em particular, qualquer elemento o € S que satisfaz a desigualdade é dito cota
inferior de E.

(¢) Dizemos que E € limitado se € limitado superiormente e inferiormente. Neste caso,
existem «, B € S tais que
a<z<f VreE. (3)

Observacdo 1.1 E muito importante observar que em nenhuma das definicoes acima
estamos supondo o € E ou € E.



e Quando existe m € E tal que m < x, para todo x € E, entao dizemos que m € o
menor elemento de E. Neste caso, utilizamos a notagao

m = min F.

e Quando existe M € E tal que x < M, para todo x € E, entao dizemos que M € o
maior elemento de E. Neste caso, utilizamos a notacao

M = max FE.

Exemplo 1.2 Todo subconjunto de N possui um menor elemento. Em particular, temos
minN = 1.

Exemplo 1.3 Considere os sequintes subconjuntos de Q:
A={peQ; p>0 e p*<2}. e B={pecQ; p>0 e 2<p}.

Afirmacao 1: A ¢ limitado superiormente e B € limitado inferiormente.

De fato, todo elemento de B é uma cota superior do conjunto A. De modo andlogo,
todo elemento de A € uma cota inferior de B.

Afirmacao 2: B nao possui minimo.

Para verificar isto, considere p > 0 um racional e defina

pPP—2 2p+2

= p— = ) 4
1 p+2 p+2 ()
Uma manipulacao algébrica nos dd
2(p” - 2)
2 2 — , 5
! (p+2) @)

assim, se p € B, entao g€ B e (0 < q < p.
Afirmacgao 3: A nao possui mdzimo. (Ezxercicio.)

Observacao 1.2 O exemplo acima diz que o conjunto dos niimero racionais possui certos
buracos. O que é um contraste com fato de que entre dois racionais xr < Yy QuaLSquer
sempre existe um outro racional: (x +1y)/2.

O conjunto dos numeros reais ird preencher estes buracos.



1.2 Supremo e infimo

Defini¢ao 1.3 Considere um conjunto ordenado (S,<) e E C S um subconjunto limi-
tado superiormente. Um elemento § € S € dito supremo de E, se satisfaz as sequintes
condicoes:

(i) B é uma cota superior de E;
(ii) sey < B, entdo v nao € uma cota superior de E.
O supremo de E, quando existe, serd denotado por sup E.

Definicao 1.4 Considere um conjunto ordenado (S, <) e E C S um subconjunto limitado
inferiormente. Um elemento o € S € dito infimo de E, se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) o é uma cota inferior de E;

(ii) se a <=, entao v nao é uma cota inferior de E.
O infimo de E, quando existe, serd denotado por inf E.

Observacao 1.3 Note que sup E, quando existe, ¢ a menor das cotas superiores!
Por outro lado, o infimo, quando existe, ¢ a maior das cotas inferiores!

Exemplo 1.4 .

a) Se E possui um elemento mdzximo M, entao M = sup E. De fato, temos que M €
uma cota superior de E. Observe também que se v < M, entao v nao € uma cota
superior de E pois M € E.

(b) Se E possui um elemento minimo m, entao m = inf E. (Verifique!).

(¢) Considere Ey o conjunto dos racionais T > 0 e Ey 0s dos racionais s < 0. Note que
inf &1 = sup By =0,
mas 0 ¢ E.

(d) Considere E = {1/n; n€ N} C Q. Temosinf E=0¢ E esupE =1¢€ FE.

Exemplo 1.5 Considere A e B os conjuntos definidos no Exemplo [1.5

e Note que A nao possui supremo, pois o conjunto de suas cotas superiores € B e este
nao possui menor elemento.

e De modo andlogo, B nao possui infimo, pois o conjunto de suas cotas inferiores é
A e este nao possui mdrimo.



1.3 Propriedade do Supremo

Defini¢ao 1.5 Dizemos que um conjunto ordenado (S, <) satisfaz a Propriedade do Su-
premo (PS) se vale o seguinte:

Se E C S é nao vazio e limitado superiormente, entdo existe 3 =sup E e € S.

Definigio 1.6 Dizemos que um conjunto ordenado (S, <) satisfaz a Propriedade do In-
fimo (PI) se vale o sequinte:

Se £ C S ¢ nao vazio e limitado inferiormente, entao existe « =inf K e a € S.
Exemplo 1.6 Note que Q ndo satisfaz a Propriedade do Supremo e nem a do Infimo.
Teorema 1.1 Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).

Demonstracao: Vamos demonstrar que (PS) implica em (PI) deixando a reciproca
como exercicio. Suponha entao que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere
E C S um subconjunto nao vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf £
e que este pertence a S.

Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A é ndo vazio,
pois E é limitado inferiormente. Além disso, se b € F, entao

r<b VreA,

logo A é limitado superiormente e E' é o conjunto das cotas superiores de A. Uma vez
que estamos admitindo (PS), entao existe § =sup A e € S.

e Por definicao de supremo, se tomarmos v < 6, entao v nao é uma cota superior de
A e portanto v ¢ E. Isso nos diz que 6 < z, para todo z € E. Entao 6 é uma cota
inferior de E, donde 0 € A.

e Tome agora 6 < 3. Temos que S ¢ A, pois 6§ ¢ o supremo de A.
Temos entao que § € A, mas 5 ¢ A se > 6. Isso nos diz que 6 é uma cota inferior

de E, mas nenhum > 0 o é. Portanto, # = inf E.
[

1.4 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 1.1 Prove a afirmagdo 3 do Exemplo [1.5

Exercicio 1.2 Considere um conjunto ordenado (S,<) e E C S um subconjunto. Con-
sidere ainda F' C E.

a) Mostre que se E € limitado superiormente, entdo F' também o é.

b) Mostre que se E ¢ limitado inferiormente, entdo F também o é.

Exercicio 1.3 Demonstre a reciproca do Teorema |1.1].



1.5 Corpo

Definicao 1.7 Um corpo é um conjunto K no qual existem duas operagoes
+: KxK—=-K ¢ -:KxK—=K

chamadas de adicao e multiplicacao, respectivamente, que satisfazem as sequintes pro-
priedades:
(Propriedades da Adi¢do)

(A1) z+y=y+x, para todo x,y € K;
(A2) (x+y)+2z=a+ (y+ 2), para todo z,y, z € K;
(A3) existe um elemento 0 € K tal que x + 0 = z, para todo x € K;

(A4) para cada x € K existe um elemento y € K tal que x +y = 0.
(Propriedades do Produto)

(P1) x-y=vy-x, para todo z,y € K;

(P2) (x-y)-z=a-(y-z), para todo z,y,z € K;

(P3) existe um elemento 1 € K tal que x -1 = x, para todo x € K;

(P4) para cada x € K\ {0} existe um elemento y € K tal que x -y = 1.
(Propriedade Distributiva)
(D) x-(y+z)=x-y+x-z para todo x,y,z € K.

Finalmente, utiliza-se a notagao (K, +,-) para indicar que o corpo K estd munido das
operacoes + e -.

Observacao 1.4 e Num corpo (K, +,-) temos que o elemento y que satisfaz (A4) é
unico. Assim, utiliza-se a notacdo y = —x.

e Num corpo (K,+,-) temos que o elemento y que satisfaz (P4) é tinico. Assim,

utiliza-se a notacao y = x 1.

o Muitas vezes omite-se o simbolo -, isto €, escrevemos xy ao 1nvés de x - y.

Teorema 1.2 Num corpo (K, +,-) valem as seguintes afirmagoes.

(a) x+y=x+z2=y=2z; (f) x#0eaxy=x=y=1;
(b)) r+y=2x=y=0; (9) x#£0ecaxy=1=y=a"';
(c) c+y=0=y=—x; (h) ©#£0= (z71)"t =x;

(d) —(—x) = z; (i) Oz = 0;
(e) 240 exy=1z=y=z (G) x#0ey#0=axy#0;



(k) (—2)y = —(zy) = 2(~y); () (—z)(~y) = zy;

Demonstracao: Exercicio. [ ]

Defini¢ao 1.8 Sejam (K, +,-) e F C K. Dizemos que F é um subcorpo de K quando
valem as sequintes propriedades:

i) 0e FelekF;
ii) a4+ b€ F, para todo a,b € F;
ii) a-be€ F, para todo a,b € F.

Neste caso, temos que F' também € um corpo e podemos escrever (F,+, ).

1.6 Corpo Ordenado

Defini¢ao 1.9 Um corpo ordenado é um corpo (K,+,-) no qual existe um relagcao de
ordem < que satisfaz as sequintes propriedades:

i) y < z implica em x +y < x + z, para todo x,y, z € K;
ii) sex >0 ey >0 entdo x-y > 0.
Neste caso, escreve-se (K, <,+,-).
Observagao 1.5 Num corpo ordenado (K, <,+,-) temos os sequintes conjuntos
Kf={z€ekK;, 2>0} ¢ K ={rekK; x <0}
Os elementos de Kt sao chamados de positivos e os de K= sao ditos negativos.
Teorema 1.3 Num corpo ordenado (K, <,4+,-) valem as sequintes propriedades:
(a) ©>0= —x <0, e vice-versa;
(b) >0ecy<z=ay<uzxz;
(c) z<0ey<z=uay>uz
(d) v # 0= 2> >0. Em particular, 1 > 0;
(e) 0<z<y=0<yl<al;

Demonstracgao: Exercicio. [ ]



1.7 Os nimeros Reais
Enunciamos abaixo um resultado que ser4 demonstrado mais adiante.

Teorema 1.4 (O conjunto R) . FEziste um corpo ordenado R que satisfaz a Proprie-
dade do Supremo. Além disso, Q é um subcorpo de R.

Uma interessante aplicacao deste resultado é dada abaixo:

Teorema 1.5 Em R sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
a) Dados x,y € R, com x > 0, € possivel obter n € N tal que nx > y;
b) Dados x,y € R, com x <y, € possivel obter r € Q tal que x < r < y.

Demonstracao: Veja o Teorema 1.20 na referéncia [§]. n

Observacao 1.6 A propriedade a) no teorema acima é conhecida como Propriedade Ar-
quimediana de R. Por sua vez, o item b) pode ser trocado pela expressio Q é denso em
R.

1.8 Exercicios adicionais da secao
Exercicio 1.4 Demonstre o Teorema [L.2.
Exercicio 1.5 Demonstre o Teorema [L.3.

Exercicio 1.6 Considere o conjunto C dos pares de nimeros reais (x,y) munido das
sequintes operacoes:

(@,y) + (s,t) = (@+s,y+1t) e (v,y)(s,t) = (xs — ty,at +ys).
Mostre que (C,+,-) € um corpo.

Exercicio 1.7 Resolva as sequintes equagoes (em R) justificando cada operagdo que vocé

utilizar
(a) 22 +5=28; (c) x? = 2x;
(b) * —1=3; (d) (x+2)(z—1)=0;

Exercicio 1.8 Se a € R satisfaz a®> = a, prove que a = 1 ou a = 0;
Exercicio 1.9 Dados a,b € R, mostre que a®> + b* = 0 se, e somente se, a = b = 0;
Exercicio 1.10 Sejam a,b € R com 0 < a < b. Prove que a" < b", para qualquer n € N;
Exercicio 1.11 Sejam A e B subconjuntos limitados de R.

(a) Mostre que AU B ¢ limitado;

(b) Mostre que sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)};
Exercicio 1.12 Sejam A e B subconjuntos limitados e nao vazios de R e defina

A+B={a+0b, YVac A e be B}
(a) Mostre que sup(A + B) = sup(A) + sup(B);
(b) Mostre que inf(A + B) = inf(A) + inf(B);



2 Cortes de Dedekind

Nesta secao iremos exibir uma demonstragao para o Teorema Faremos uma cons-
trucao via cortes de Dedekind e seguiremos os passos exibidos no Apéndice do Capitulo
1, referéncia [8]. Nesta construc¢ao o conjunto R é feita utilizando-se certos subconjuntos

de Q:

Defini¢ao 2.1 (Corte) Um corte em Q é um subconjunto o C Q que satisfaz as se-
guintes propriedades:

(1) a#0ea#Q;
(II) Sep € a e q € Q sao tais que ¢ < p, entdo q € a;

(III) Se p € «, entio existe q € « tais que p < q.
Note que a propriedade (IIT) simplesmente diz que um corte ndo possui um maior
elemento. Diretamente de (IT) obtemos:

(Il-a) sep € v e q ¢ a, entdao p < g;

(Il-b) se r ¢ a e r < s, entdo s ¢ a.

Definicao 2.2 A colegao de todos os cortes de Q serd denotada por R, isto é,

R={aCQ; a éum corte}.

Observacao 2.1 Iremos denotar os elementos de R através das: o, f3,7,.... Por sua
vez, p,q,r,... irao sempre denotar numeros racionais.
O proximo passo na nossa construcao é definir uma relacao de ordem em R:

Definicao 2.3 Sejam o, € R. Diremos que oo < 3 se o € um subconjunto proprio de

B, isto €, a C e a #[.
Teorema 2.1 O par (R, <) é um conjunto ordenado.

Demonstragao: Devemos mostrar as seguintes propriedades:

(S1) Se a, B € R, entdo vale uma, e somente uma, das seguintes possibilidades:
a<f,a=pF<a

(S2) Se a, 8,7 € R sao tais que o < S e § < v, entdo a < 7.



Note que S5 segue imediatamente da Definicao Para verificar Sy, note primei-
ramente que as possibilidades sao excludentes, isto é, se vale uma entao nenhuma outra
pode acontecer. Resta mostra que dados «,f € R, entao uma das possibilidades deve
ocorrer.

Para tanto, suponha que nao tenhamos o < 3. Assim, alpha nao é subconjunto de f3.
Existe entao p € « tal que p ¢ . Assim, dado qualquer ¢ € 8 devemos ter ¢ < p (pois
p ¢ B.) Segue da propriedades (IT) que devemos ter ¢ € .

Portanto, f C a. Uma vez que a # 3, entao 8 é subconjunto préprio de «a, ou seja,
b < a.

[

Teorema 2.2 O conjunto ordenado (R, <) satisfaz a Propriedade do Supremo.

Demonstracao: Considere A C R um subconjunto nao vazio e limitado superiormente.
Podemos entao fixar um S € R como cota superior de A. Isso diz que & < 3, para todo
& € A, ou seja,

£ECp, Ve A (6)

Defina por v a uniao de todos os cortes a que pertencem a A. Mostraremos que:
i) v € R (ou seja, v é um corte);
ii) v =sup(A).

Note que podemos tomar ag € A, uma vez que A # (). Além disso, o # () pois é um
corte. Por sua vez, v é nao vazio uma vez que g € 7.

Segue de @ que v C #. Uma vez que [ é um corte, entao S # Q e portanto v # Q.
Isso mostra que v satisfaz (I).

Para mostrar as propriedades (IT) e (III), considere p € ~. Por constru¢do, temos
p € aq, para algum corte o € A.

e se ¢ < p, entdo ¢ € oy e portanto g € y; provando (II).

e para o p acima podemo obter r € a; tal que p < r. Como «a; C v, entdao r € vy e
portanto temos (III).

Conclui-se entao que v é um corte, logo v € R e temos i).

Verifiquemos agora que v é o supremo de A. Para tanto, considere 6 € R tal que
0 < . Por definicao, temos que ¢ é um subconjunto proprio de 7. Isso nos diz que existe
s€ycom s ¢d.

Como s € v, entdo s € «a, para algum o € A. Assim, § < « e portanto § nao pode
ser uma cota superior de A. Temos entao que v = sup(A), provando ii) e finalizando a
prova do teorema.

]

Nossa proxima tarefa é munir R com duas operacoes de soma e produto que tornem
(R, <,+,-) um corpo ordenado.



Definicao 2.4 Dados o, 3 € R defina o conjunto
a+p={r+s, Vrea,Vse g} (7)
Além disso, defini-se por 0% o conjunto de todos 0s racionais negativos.
Lema 2.1 Dados a,f € R temos a+ 3 € R. Além, disso, 0* € R.

Demonstracgao: Exercicio. [ ]

Teorema 2.3 A operacao de soma definida em satisfaz:
(A1) a+ =5+ «, para todo «, 5 € R;

(A2) (a4 B)+v=a+ (B+7), para todo a, 5,y € R;

(A3) a+ 0* = «, para todo o € R;

(A4) para cada o € R existe um elemento B € R tal que o + § = 0*. (Tal elemento 5 €
denotado por —a).

Demonstracao: Exercicio. [ ]

Observacao 2.2 Utilizando-se os resultados jd provados para corpos ordenados é possivel
concluir os sequintes fatos:

e 0s ariomas da adi¢ao na definicao de corpo sao vdlidos em R com respeito a soma
aqui definida;

e se < f3, entao o+ < [+, para todo o, B,y € R;

o o> 0" se, e somente se, —a < 0*.

A definicao de um produto em R é um pouco mais trabalhosa. Para exibi-la, considere
primeiramente o conjunto
Rt ={a €R; a>0"}.

Definicao 2.5 Dados a, 3 € Rt defina o conjunto
a-pB={p;p <rs, para alguma escolhar € a e s€ f,r>0 e s> 0}. (8)

Além disso, defini-se
1"={geQ; ¢<1}.

Lema 2.2 Dados o, 8 € RT temos a- f € RY. Além disso, 1* € R™.

Demonstracao: Exercicio. ]



Teorema 2.4 As propriedades do produto e distributiva na definicao de corpo sdo vdlidas
em RT, considerando-se 1* como a identidade do produto.

Demonstracgao: Exercicio. [ ]

Para completar a definicao de um produto em R fazemos a seguinte construgao: co-
locamos

a-0"=0"a=0"

e também
(—a) - (=0), se a< 03 <0*,
a-f=q —[(—a)-B)], se a<0",8>0",
—la-(=P)], se a>0%73<0".

Assim, considerando a construcao feita até aqui, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.5 Temos que (R, <,+,-) é um corpo ordenado que satisfaz a Propriedade do
Supremo.

Para finalizar nossa discussao resta ainda verificar como podemos ver QQ como um
subcorpo de R. Para tanto considere o seguinte: dado r € Q definimos

rr={peQ; p<r}
Temos o seguinte:

Teorema 2.6 Para cadar € Q, tem-se r* € R, isto €, r* € um corte. Além disso, dados
r,s € Q valem as afirmagoes:

a) r* 4+ s* = (r+s)*;
b) r*-s* = (r-s)*;
c) r* < s* se, e somente se, r < .
Demonstracgao: Exercicio. [ ]
Assim, se denotarmos por Q* o conjunto de todos os cortes r*, entao temos que cada
r € Q se identifica de modo tnico a um elemento de Q*. Neste sentido podemos, por

abuso de notacao, escrever Q C R.
Finalmente, a conclusao do Teorema [1.4] segue do seguinte resultado:

Teorema 2.7 Q* é um subcorpo de R.



2.1 Exercicios adicionais da secao

Exercicio 2.1 Demonstre o Lema[2.1l.

Exercicio 2.2 Demonstre o Teorema[2.3 (A propriedade (A4) é bem trabalhosa. Veja
0 final da pdgina 18 na referéncia [8]).

Exercicio 2.3 Demonstre o Lema[2.2
Exercicio 2.4 Demonstre o Teorema[2.4]

Demonstracao: Demonstre o Teorema [2.6 ]
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