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infinitos
Entregar no dia da primeira prova: 14/09.

Exercicio 1 Dé um exemplo de conjuntos A, B e C tais que (AUB)NC # AU (BNCOC).

Exercicio 2 Dada uma sequéncia de conjuntos Ay, As,... Ay, ..., considere os conjuntos
(o.9] o oo oo
X =limsup A, = m (UA1> e Y =liminf A, = U < Ai>.
n=1 \i=n n=1 \i=n

(a) Prove que Y C X;
(b) Se A, C Apy1 para todo n, entao
oo
Y =Xx=]JAn

=n
(¢c) Se Ant1 C Ay para todo n, entao
oo
Y =X=[]A4n

=n
Exercicio 3 Considere o seguinte:

Defini¢dgo 1 Sejam X um conjunto qualquer e A uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que A
€ uma o-dlgebra se as sequintes condigdes sio satisfeitas:

i) e AeX €A
ii) Se E € A, entdo EC € A;

iii) Se {Ej}jen C A, entdo a unido ;e Ej € também um elemento de A.
Com base nisto, verifique a validade das sequintes afirmacées:

1. Se X € um conjunto qualquer, entao P(X) (o conjunto das partes de X ) define uma o-dlgebra
sobre X.

2. Se X € um conjunto qualquer, entdo

A={X,0}

define uma o-dlgebra sobre X.



3. Considere X =N (o conjunto dos nimeros naturais), entdo
A={N,0,{1,3,5,7,...},{2,4,6,8,...}}.
define uma o-dlgebra sobre N.

4. Considere X =R e
A={E CR; E ¢ finito}.

Neste caso, A nao é uma o-dlgebra sobre R.
Exercicio 4 Considere f : A — B uma fungdo sobrejetiva e defina em A a sequinte relagdo:
z~y = flo) = fy)
a) Mostre que ~ é uma relagdo de equivaléncia.

b) Se f ¢é injetiva, entdo quantos elementos temos numa classe [x]?

¢) Defina X = A/ ~. Mostre que a funcio F : X — B dada por

estd bem definida, isto é, independe da escolha do representante x de [z].
d) Mostre que a funcio F ¢é bijetiva.

Exercicio 5 Considere um conjunto A e uma colegao de subconjuntos { Ax}xenr, sendo M um conjunto
de indices. Dada uma funcao f : A — B, mostre que:

(a) f [UAeM A)x] = U)\EM f[A)\L
(b) f1Mrenr Ar] € NMaear FIAN;
(c) Obtenha um exemplo em que f[(\yxcar AN 7 Naear AN

Supondo {B,,},cr, wma colegdo de subconjuntos de B, para uma familia de indices L. Mostre que:
(@) £ [Uer Ba) = Uper £71B);
(F) 7 | Nyer Bu| = Nyer £71B,;

Exercicio 6 Utilizando indugdo mostre que:

(a) 1+3+5+...4+ (2n+1) = (n+1)2, para todo n € N,

(b) n3 + 5n é divisivel por 6, para cada n € N. (Vocé pode assumir que um nimero é divisivel por 6
se, e somente se, o € por 2 e 3 ao mesmo tempo).

(¢c) n! > 2 para todo n > 4.
Exercicio 7 Se X é um conjunto infinito, entdo existe uma fungio injetiva f : N — X.

Exercicio 8 Seja X um conjunto finito. Mostre que X N'Y € um conjunio finito, seja qual for o
conjunto Y.



Exercicio 9 Considerando uma fungao f : X =Y, prove:
(a) Se X € infinito e f injetiva, entao Y € infinito;

(b) SeY ¢ infinito e f sobrejetiva, entao X € infinito;

Exercicio 10 Denote por #(A) o nimero de elementos de um congnto finito A. Sejam X; e Xy
conjuntos finitos.

(a) Mostre que se X1 N Xo =0, entao #(X1 U Xa) = #(X1) + #(X2).

(b) De modo geral, #(X1 U Xo) = #(X1) + #(X2) — #(X1 N X2).
Exercicio 11 Sejam m,n € Z tais que m-n = 0. Mostre que m =0, ou n = 0.
Exercicio 12 Sejam m,k € Z" e s,x € 7.

(a) Mostre que m -k € Z™.

(b) Mostre que s-x € Z+.

(¢) Mostre que m -s € 7.
Exercicio 13 Considere a funcio f : N — Z dada por

f(n) =[(n+11)].

Mostre que
fln+m) =f(n)+f(m) e f(nm)=f(n)- f(m),

para todo m,n € N. Além disso, se n,m € N sdo tais que n < m, entdo

f(n) < f(m).



