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Relembrando: Numeros Inteiros

Defini¢ao

equivaléncia

Sejam (a, b) e (c,d) dois pares ordenados de N x N. Introduzimos a relagéo de

(a,b) ~ (c,d)=a+d=b+c.

»  Temos assim as classes de equivaléncia

M
[(a,b)] = {(x,y) ENxN; a+y=>b+x}. ()
» Defini-se por niimero inteiro cada classe de equivaléncia [(a,D)].
» O conjunto quociente

(N X N)/ ~

serd denotado por 7 e chamado de conjunto dos niimeros inteiros.
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» Considere os seguintes conjuntos:

Z'={meZ;m#0} e ZXZL"

={(p,q);pEleqel}.
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» Considere os seguintes conjuntos:

Z"={meZ;m#0} e ZXL ={(p,q); p€ELeqeL"}.
Defini¢ao

Sejam (p, q) e (s, 1) dois pares ordenados de 7 x Z*. Introduzimos a rela¢do

@7‘1) ~ (S,l‘) < pt = gs.

3
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:

» Considere os seguintes conjuntos:

Z"={meZ;m#0} e ZXL ={(p,q); p€ELeqeL"}.
Defini¢ao

Sejam (p, q) e (s, 1) dois pares ordenados de 7 x Z*. Introduzimos a rela¢do

(P q) ~ (s,1) <= pt = gs
Proposicao

3)
A relagdo (3) é uma relacdo de equivaléncia em 7 X 7.

N
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Numeros Racionais

equivaléncia

» Tendo em vista a Proposi¢do acima, podemos considerar as classes de

(P, q)] = {(x,y) € Z x Z7; py = gx}.

@
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Numeros Racionais

» Tendo em vista a Proposi¢do acima, podemos considerar as classes de
equivaléncia

(P, q)] = {(x,y) € Z x Z7; py = gx}. “

Definicdo (Nimeros racionais)

Defini-se por niimero racional cada classe de equivaléncia [(p, q)]. O conjunto
quociente

(Zx 7)) ~

serd denotado por Q e chamado de conjunto dos niimeros racionais.
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Exemplos

DA
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Exemplos

» Paraopar (1,2) € Z x Z" temos

[(1,2)] ={(x,y) € Zx Z7; y = 2x}

={(x2%); xe Z"}
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Exemplos

» Parao par (1,2) € Z x Z* temos

[(1,2)] ={(x,y) € Zx Z7; y = 2x}

={(x2x); x€Z}
» Paraopar (2,1) € Z x Z* temos

(2, )] ={(x,y) €ZxZ"; 2y = x}
={(2y,y); yeZ}
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Exemplos

» Parao par (1,2) € Z x Z* temos

[(1,2)] = {(x,y) € Zx Z"; y = 2x}

={(x2x); x€Z}
» Paraopar (2,1) € Z x Z* temos

(2, D] ={(x,y) €ZxZ"; 2y = x}

={(2y,y); yeZ'}
» Dado qualquer g € Z* temos

[(0,9)] =
=10,

{(x,y) €Z xZ"; 0 =xq}
x); x €Z"}

N
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Exemplos

» Parao par (1,2) € Z x Z* temos

[(1,2)] = {(x,y) € Zx Z"; y = 2x}

={(x2x); x€Z}
» Paraopar (2,1) € Z x Z* temos

(2, D] ={(x,y) €ZxZ"; 2y = x}

={(2y,y); yeZ'}
» Dado qualquer g € Z* temos

[(0,9)] = {(x,y) € ZXZ"; 0= xq}
={(0,
» Dado qualquer p € Z* temos

x); x €Z"}
(P, p)]

{(x,y) €Z < Z"; py = px}
{(x,x); xeZ"}
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L Operagdes em Q

Soma e produto em Z

DA
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L Operagdes em Q

Soma e produto em Z

Teorema

Dados dois niimeros racionais [(p, q)] e [(s, )] defina

(P, )] + (s, 0)] = [(pt + g5, 91)]

[(p, )] - [(s,0)] = [(ps, q1)).

&)

©)
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LOpel‘a(;(')es em Q

Soma e produto em Z

Teorema

Dados dois niimeros racionais [(p, q)] e [(s, )] defina

(P, )] + (s, 0)] = [(pt + g5, 91)]

&)
(P, @)] - [(s,0)] = [(ps, g1)]-
> As operacdes acima nao dependem dos representantes.

©)

N
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LOpel‘a(;(’)es em Q

Soma e produto em Z

Teorema

Dados dois niimeros racionais [(p, q)] e [(s, )] defina

(P, )] + (s, 0)] = [(pt + g5, 91)]

(P, @)] - [(s,0)] = [(ps, g1)]-
> As operacdes acima nao dependem dos representantes.

» Aqui deve ser observado que ¢, s € Z* implica em gs € Z*

&)

©)
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LOperag(')es em Q

Soma e produto em Z

Teorema

Dados dois niimeros racionais [(p, q)] e [(s, )] defina

(P, )] + (s, 0)] = [(pt + g5, 91)]

(5
(P, @)] - [(s,0)] = [(ps, g1)]- (©)
> As operacdes acima nao dependem dos representantes.
» Aqui deve ser observado que g, s € Z* implica em gs € Z*

» Note que essas operagdes coincidem com o dia a dia:

ps_pitas pos_ps
q 1 qt q t gt
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L Operagdes em Q

Zero e Um

DA
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L Operagdes em Q

Zero e Um

Teorema

O niimero racional [(0, b)] € o dinico que satisfaz

(P, @)l + (5, 3)] = [P, 9)), VI(p,9)] € Q.
Escreveremos 0 = [(0, b)].
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LOpel‘a(;(’)es em Q

Zero e Um

Teorema

O niimero racional [(0, b)] € o dinico que satisfaz
[(p, )] + [(x: )] = [P, @)], VI(p,9)] € Q.
Escreveremos 0 = [(0, b)].

» Estamos utilizando a mesma notagdo 0 para indicar o elemento neutro da soma
em Z, bem como para o elemento neutro de Q.
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LOpera(;(')es em Q

Zero e Um

Teorema

O niimero racional [(0, b)] € o dinico que satisfaz
[(p, )] + [(x: )] = [P, @)], VI(p,9)] € Q.
Escreveremos 0 = [(0, b)].
» Estamos utilizando a mesma notagdo 0 para indicar o elemento neutro da soma

em Z, bem como para o elemento neutro de Q.
Teorema
Existe um tinico racional [(a, b)) tal que

[(pa q)] : [(a’b)] = [(P;q)], V[(p, q)] €Q

@)
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LNczco

Considere a fungdo F : Z — Q definida por

F(x) = [(x, D]

DA
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LNczco

Considere a fungdo F : Z — Q definida por

» Note que F ¢ injetiva.

F(x) = [(x, D]
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Lnczcao

Considere a fungdo F : Z — Q definida por

F(x) = [(x, D]
» Note que F ¢ injetiva.

Por exemplo,

» Desta forma podemos identificar cada ndmero inteiro x com o racional [(x, 1)]

-3= [(_3, 1)]a 0= [(0’ 1)]7 5= [(59 1)]7

N
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Lnczcao

Considere a fungdo F : Z — Q definida por

F(x) = [(x, D]
» Note que F ¢ injetiva.

Por exemplo,

» Desta forma podemos identificar cada niimero inteiro x com o racional [(x, 1)].

-3= [(_3, 1)]a 0= [(07 1)]7 5= [(59 1)]7 .-

» Assim, podemos escrever, por abuso de notagéo, que Z C Q.
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Lnczcao

Considere a fungdo F : Z — Q definida por
F(x) = [(x, D]

» Note que F ¢ injetiva.

» Desta forma podemos identificar cada niimero inteiro x com o racional [(x, 1)].
Por exemplo,

-3= [(_37 1)]a 0= [(07 1)]7 5= [(59 1)]7 .-

» Assim, podemos escrever, por abuso de notagéo, que Z C Q.

» Além disso, uma vez que ja esta estabelecida uma funcdo injetiva f : N — Z,
entdo podemos considerar a fung¢do (também injetiva) F o f : N — Q dada por

(Fof)(n) = F(f(n)).
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Considere a fungdo F : Z — Q definida por
F(x) = [(x, D]

» Note que F ¢ injetiva.

» Desta forma podemos identificar cada niimero inteiro x com o racional [(x, 1)].
Por exemplo,

-3= [(_37 1)]a 0= [(07 1)]7 5= [(5, 1)]7 .-

» Assim, podemos escrever, por abuso de notagéo, que Z C Q.

» Além disso, uma vez que ja esta estabelecida uma funcdo injetiva f : N — Z,
entdo podemos considerar a fung¢do (também injetiva) F o f : N — Q dada por

(Fof)(n) = F(f(n)).

» Portanto, podemos identificar cada natural n € N a sua imagem F(f(n)). Desta
forma, podemos escrever
NCZcCQ.
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L Relagdo de ordem em Q
Racionais Positivos e Negativos

» Considere os seguintes conjuntos:

Q" ={[(p.9)) €Q; p,g€Z", oup,geZ "}

Q ={l(P9)) €QpeZt eqeZ™, ou peZ eqeZ"}.
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L Relagdo de ordem em Q

Racionais Positivos e Negativos

» Considere os seguintes conjuntos:

Q" ={[(p.9)) €Q; p,g€Z", oup,geZ "}

negativos, respectivamente.

Q ={[(p,9)) €eQpeZt eqeZ ™, ou pecZ eqcZ}.
> Oselementos de Q" e Q™ sdo chamados de racionais positivos e racionais
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LRelagz’io de ordem em Q

Defini¢ao

Dados x,y € Q escreveremos x < y sempre que existir s € Q7 tal que

y=x-+s.
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L Relagdo de ordem em Q
:

Defini¢ao

Dados x,y € Q escreveremos x < y sempre que existir s € Q7 tal que

y=x+s.
Teorema

Dados x,y € Q entdo uma, e somente uma, das possibilidades abaixo ocorre:
x=y, x<Yy,

ouy <x.



	
	Números Racionais
	Operações em Q
	NZQ
	Relação de ordem em Q


